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Notations
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Introduction

On sait, depuis prés de vingt-trois siécles, qu’il existe une infinité de nombres premiers. La
preuve de ce résultat due a Euclide ne tient qu’en quelques lignes par un raisonnement par
Pabsurde : s’il n’y avait qu'un nombre fini de nombres premiers, leur produit additionné
de 1 serait divisible par I'un d’eux donc 1 le serait aussi, d’oil la contradiction. Ensuite,
en 1837, une nouvelle étape a été franchie par Dirichlet avec le théoréme de la progression
arithmétique :

THEOREME 1. Pour tous les entiers naturels non nuls m et n premiers entre euzx, il
existe une infinité de nombres premiers de la forme m + an, ot a est un entier positif.

Sa démonstration, mélant résultats algébriques et analytiques, est tout a fait innovante :
elle associe a des caractéres des produits eulériens infinis équivalents a des séries, appelées
depuis fonctions L de Dirichlet. De 1a, naitra une nouvelle branche des mathématiques :
la théorie analytique des nombres.

Concernant la distribution asymptotique des nombres premiers, en 1896, Hadamard et
de La Vallée Poussin ont démontré, indépendamment, le théoréme suivant :

THEOREME 2 (Théoréme des nombres premiers). Le nombre w(x) de nombres premiers
inférieurs ou égaur & x est équivalent, au voisinage de linfini, au quotient x/In(z).

La démonstration utilise des méthodes d’analyse complexe, en particulier la fonction
zéta de Riemann. Celle-ci est définie par la série de Riemann ) ni convergeant ab-
solument sur I’ensemble des complexes de partie réelle strictement supérieure & 1. Sur

ce domaine, on peut I’écrire sous forme de produit eulérien, faisant alors apparaitre les

nombres premiers : ((s) = H ———, ou & désigne l'ensemble des nombres premiers.
peEP

THEOREME 3. La fonction A(s) = n~%/°T (g) C(s), définie pour les complezes s vérifiant
Re(s) > 1, se prolonge sur C en une fonction méromorphe avec seulement deux poles, en
s =0 et s=1, simples et vérifie ["équation fonctionnelle suivante : A(s) = A(1 — s).

On peut déduire de ce théoréme des résultats sur la fonction zéta de Riemann elle-méme.
En effet, on obtient immédiatement le prolongement de { en une fonction méromorphe
possédant un poéle simple en s = 1, le pole de A en s = 0 provenant du péle de la
fonction gamma d’Euler. On remarque que les autres poles de I’ (%), situés aux entiers
pairs strictement négatifs, sont nécessairement compensés par des zéros de ¢ : on les
appelle les zéros triviaux de la fonction zéta de Riemann. De plus, la convergence du
produit eulérien dans le demi-plan vertical ouvert Re(s) > 1 entraine que la fonction zéta
de Riemann ne s’annule pas sur cette partie du plan complexe. L’équation fonctionnelle
montre alors que ((s) ne s’annule pas en dehors des zéros triviaux pour des complexes de
partie réelle strictement négative. Les zéros non triviaux de la fonction zéta de Riemann
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Introduction

se situent donc dans la bande 0 < Re(s) < 1. L’équation fonctionnelle permet également
d’obtenir les valeurs de ( aux entiers impairs négatifs a partir des valeurs aux entiers pairs
positifs! : on connait, depuis Euler, ((2) = 72/6 ou ((4) = 7*/90. Plus généralement,
Euler a démontré que les nombres ((2k) sont des multiples rationnels explicites de 72~.

En 1859, Riemann conjecture un résultat concernant la localisation des zéros de ((s). A
ce jour, bien que souvent admise, I’hypothése de Riemann n’est toujours pas démontrée.
En fait, la localisation des zéros reste un probléme important en théorie des nombres.

Conjecture 4 (Hypothése de Riemann). Les zéros non trivieuz de ((s) ont tous une
partie réelle égale o 1/2.

Il existe une généralisation de cette fonction aux corps de nombres : ce sont les fonctions
zéta de Dedekind. La fonction zéta de Dedekind d'un corps de nombres K de degré
[K : Q] =d =1+ 2rq, avec (ry, 1) la signature de K, est définie, dans le demi-plan
ouvert vertical Re(s) > 1, par :

1 1
Cels) =) NG 11 TN

aCOk p premier

a0

la somme portant sur les idéaux entiers non nuls de O et le produit sur les idéaux
entiers premiers de Og. De plus, elle se prolonge sur le plan complexe en une fonction
méromorphe avec un seul pdle simple en s = 1. On retrouve également une fonction
complétée

2

prolongeable méromorphiquement sur C avec deux poles, en s = 0 et s = 1, simples et
satisfaisant I’équation fonctionnelle A(s) = A(1 — s).

La fonction zéta de Dedekind permet de distinguer des classes de corps de nombres.
Par exemple, deux corps de nombres sont dits arithmétiquement équivalents si leur fonc-
tion zéta de Dedekind est égale. En particulier, des corps de nombres isomorphes sont
arithmétiquement équivalents. De plus, il a été démontré (voir [Per77|) que le plus petit
degré pour lequel on trouve des corps arithmétiquement équivalents non isomorphes est
7. On peut également citer la famille de corps non isomorphes arithmétiquement équi-
valents de degré 8 définie par Q(6) et Q(v/26), ot  est une racine réelle d’un polynome
Q-irréductible de la forme X® — a € Q[X].

Malgré la briéveté de cette introduction a ces fonctions, nous constatons leur influence
en mathématiques. Leur structure régie par certaines propriétés communes nous permet
de classer ce genre de fonctions en une catégorie plus large appelée fonctions L.

ri+r 1 T2
A(s) = |disc K|*/2r=d/2D (g) QF(SJF ) Cre(s)

Le premier chapitre est consacré a la définition précise des fonctions L générales ainsi que
des fonctions L d’Artin. Nous en verrons leurs principales propriétés. Attention tout de
méme puisque malgré leur nom, les fonctions L d’Artin ne sont que conjecturalement des
fonctions L. Détaillons un peu leur définition : les fonctions L d’Artin sont attachées a une
extension galoisienne L/K et a une représentation (p, V') du groupe de Galois G associé,
de caractére x. Pour p un idéal premier de K, on note D, le groupe de décomposition et I,
le groupe d’inertie d’un idéal premier de &, au-dessus de p (la définition est indépendante

1. La facon moderne de voir les choses est plutot d’utiliser I’équation fonctionnelle pour retrouver les
valeurs de ¢ aux entiers positifs pairs & partir de ses valeurs aux entiers négatifs impairs, comme ce qui
est fait pour les fonctions L de Dirichlet, voir par exemple [Was97].

2



Introduction

du choix de l'idéal dans €'). Soit 0, 'automorphisme de Frobenius engendrant D, /1.
Onnote VI = {v € V : Vi € I, p(i)(v) = v} le sous-espace vectoriel de V stable par I,,.
Une fonction L d’Artin est définie dans le demi-plan ouvert vertical Re(s) > 1 par le

produit suivant :
1

det(Id — N(p)=s0,; V)

Liso LK) = ]

pCOK

Plus généralement, une fonction L, notée L(s, f), est une série de Dirichlet possédant

des propriétés particuliéres, dont une équation fonctionnelle. Il existe une généralisation

de I’hypothése de Riemann énongant que les zéros d’une fonction L situés dans la bande

0 < Re(s) < 1 doivent étre de partie réelle égale & 1/2. Concernant les zéros situés sur les

bords de la bande critique, nous énoncons la conjecture suivante, englobant I'hypotheése
de Riemann.

Conjecture 5 (CGrande Hypothése de Riemann (GRH)). A lexception des éventuels
zéros triviaux de partie réelle nulle, tous les zéros d’une fonction L situés dans la bande
0 < Re(s) < 1 sont situés sur la droite Re(s) = 1/2.

La définition des fonctions L fait intervenir des invariants, notamment ceux que ’on ap-
pelle les paramétres locaux en les nombres premiers. Ceux-ci, notés «; (p), apparaissent
dans I'écriture sous forme de produit eulérien dans le demi-plan ouvert vertical Re(s) > 1:

d(f)
Lis. ) =Y astmn = [T T]0 = ausolp )

avec af(1) =1, ar(n) € Cet a; s(p) € C. La premiére étape de cette thése a été d’utiliser
ces coefficients afin de distinguer deux fonctions L. En fait, un théoréme de Henryk
Iwaniec et Emmanuel Kowalski ([IK04], Theorem 5.22), repris ici dans le théoréme 2.1.1,
donne une majoration sur le nombre de paramétres locaux suffisants pour déterminer
complétement une fonction L générale. Notons que différencier les paramétres locaux
a; r(p) d'une fonction L n’est pas équivalent a différencier les coefficients ay(n) de la
série de Dirichlet associée.

THEOREME 6 ([IK04], Proposition 5.22). Soit L(s, f) et L(s,g) deuz fonctions L dis-
tinctes de méme degré d. Supposons que L(s, f ® f) et L(s, f ® g) existent et que cette
derniére soit entiére. Supposons, de plus, que la conjecture 5 soit vraie pour ces deux fonc-
tions L et que les paramétres locauz de L(s, f @ f) et L(s, f ® §) auzr premiers divisant
q(f)q(g) soient de module inférieur a 1 (ot q(f), q(g) désignent les conducteurs respectifs
des fonctions L(s, f) et L(s, g)). Alors il eziste un nombre premier p < C (dInq (f) q(g))°
ne divisant pas q(f)q(g) tel que les parameétres locaux de L(s, f) et L(s,g) en p sont dif-
férents, avec C une constante absolue et q(f), q(g) les conducteurs analytiques respectifs
des fonctions L(s, f) et L(s, g).

L’objectif du deuxiéme chapitre est de rendre explicite cette constante. Ce travail a donné
lieu & une publication dans le Journal de Théorie des Nombres de Bordeaux |[Euv| dont
un des résultats principaux est le suivant :

THEOREME 7. On note ¢ une fonction positive non nulle, € et a support compact
dans [1,2]. Dans le théoréme 6, on peut prendre :

51 754 7 b / 2
C— G (gpm +3Dsg+ —=Dogr(f @ f) + 5 Ds g (q(f)q(g))> :
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ol

Inn

/ —
win) = 0 stn=1

Y

{M stn =2

avec w(n), définie sur N*, désignant la fonction additive dénombrant le nombre total des
facteurs premiers de n,

CO¢ 1 /2 1 3/2
Dy 4 = = | (x)]x/ dx
el el S
C 1 2
Dyg = g / ¢(z) dw
loll, ol Ji =
Cw 46 27053
Dyyi=—2 = —=4"—"Z1D
2= ol <4w+ 500> e
o]
Z)g7 = ==
“ el

Avec un choix particulier pour la fonction ¢, par exemple la fonction nulle en dehors

de |1,2[ et définie par ¢(z) = exp (%) sinon, on trouve

C=2-10%,

D’ailleurs, une question intéressante pourrait étre de chercher une meilleure classe de
fonctions afin d’obtenir une constante plus petite.

Lorsque les invariants des fonctions L admettent des propriétés spécifiques, il peut étre
intéressant d’adapter le raisonnement de la preuve a ces fonctions L et non pas simplement
d’appliquer le résultat. C’est d’ailleurs ce que nous faisons pour les fonctions L d’Artin
et les fonctions L de formes modulaires primitives.

Par exemple, le théoréme suivant est vrai pour C' = 4,3 - 107.

THEOREME 8. Soit L/K une extension galoisienne de groupe de Galois G. Soient 1 et
X2 deuz caractéres distincts de G de méme degré d de représentation respective (p1, V1)
et (p2, Vo) dont le produit scalaire est nul. On suppose vraies la conjecture d’Artin et
Uhypothése de Riemann généralisée pour les deux fonctions L d’Artin L(s,x1 ® Xi),
t = 1 ou 2. Alors il existe un idéal premier p de K, de norme inférieure ou égale a
C(dlnqg(x1)q (x2))°, tel que les parametres locaus de L(s,x1) et L(s, x2) en p sont dif-
férents, avec

o5l ((74 + 55 (x1, x1)) Do + 2DL¢>2

25 (X1, X1)

ot ¢ est une fonction positive non nulle, €, a support compact dans [1,2] et les
constantes Dy 4 et Dy 4 sont données dans le théoreme 7 précédent.

Dans le cas des fonctions L d’Artin, les parameétres locaux correspondent aux valeurs
propres des représentations en les Frobenius (aux problémes des idéaux premiers ramifiés
prés). Connaitre ces invariants pour une fonction L d’Artin a également permis 1’écriture
d’un programme avec le logiciel PARI/GP [PAR15| donnant les coefficients de sa série
de Dirichlet. En fait, a partir d’un polynéme définissant une extension L/Q galoisienne,
on peut d’abord connaitre les différentes représentations du groupe de Galois associé
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en faisant appel au logiciel GAP [GAP15|. Ensuite, comme nous le détaillons dans la
partie 1.2.4, on calcule les valeurs propres de la représentation étudiée (en distinguant
toutefois les premiers ramifiés des non ramifiés) en les automorphismes de Frobenius pour
chaque nombre premier p. Puis il est possible de prolonger la fonction L. Les fonctions
pour le calcul du conducteur et des facteurs gamma des fonctions L d’Artin ont d’ailleurs
été écrites en C et intégrées a la version 2.9 de PARI/GP sous le nom [ funartin.

Par ailleurs, par définition dans le cas de fonction L d’Artin L(s, x), la somme des pa-
ramétres locaux est égale & 'image du Frobenius par le caractére y. Ainsi, séparer des
caractéres par les Frobenius revient a distinguer la somme des parameétres locaux associés
aux fonctions L d’Artin de ces caractéres. Ce sera 1'objet du troisiéme chapitre qui est
a mettre en lien avec le théoréme de Chebotarev. En effet, celui-ci affirme que pour une
extension galoisienne de corps de nombres L/K les automorphismes de Frobenius sont ré-
partis dans ’ensemble des classes de conjugaison du groupe de Galois suivant une densité
proportionnelle a leur taille. Par conséquent, en fixant une classe qui permet la séparation
de deux caractéres distincts du groupe de Galois en question, le théoréme de Chebotarev
apporte 'existence d’une infinité d’idéaux premiers p pour lesquels les automorphismes
de Frobenius o, sont dans cette classe, et donc séparent ces caractéres. Leffectivité per-
met de donner une borne supérieure sur la plus petite norme d’un tel idéal. Si, comme
il est souvent coutume pour ces questions, nous nous plagons dans le cadre ou la conjec-
ture d’Artin et 'hypothése de Riemann généralisée aux fonctions L sont satisfaites, la
borne donnée par le théoréme de Chebotarev est alors, a une constante absolue prés, en
In® |disc L| (on peut trouver ce résultat dans [MMS88|, [IK04|, [LO77| ou encore [Oes79]).
En particulier, quand I'extension L/K est non ramifiée, la borne est en |G|? In* |disc K|, ot
|G| est 'ordre du groupe de Galois de I'extension L/K. La littérature pour ces questions
est abondante ; citons Lagarias et Odlyzko [LOT77|, Lagarias, Montgomery et Odlyzko
[LMOT9], Serre [Ser81], Murty [MMS88|, Osterlé [Oes79| ou plus récemment Iwaniec et
Kowalski [IK04|, Bellaiche |Bel|, Winckler |[Winl3|, Zaman |Zam15]...

Les résultats de ce chapitre ont été soumis a la publication, il s’agit d’un travail en
collaboration avec Christian Maire. En particulier, nous démontrons le résultat suivant :

PROPOSITION 9. Soit K un corps de nombres de groupe de Galois absolu G g non rami-
fié et soient x et X' deuz caractéres de G, de produit scalaire (x,X') nul. En supposant
vraies les conjectures d’Artin et de Riemann généralisée auz fonctions L d’Artin, il existe
un idéal premier p de K de norme inférieure @ Cx(1)*In? |disc K| tel que x(0,) # X' (o),
ot C est une constante absolue.

En I'appliquant a des caractéres particuliers du groupe alterné, les caractéres conjugués,
on obtient une borne sur un nombre premier p donnant I’écriture de la factorisation
modulo p d’'un polyndéme répondant a certains critéres.

THEOREME 10. Soit P € Z[X| un polynome de degré n, unitaire et Q-irréductible. Sup-
posons son discriminant égal au discriminant d’un corps quadratique. Sous la conjecture
d’Artin et hypothése de Riemann généralisée aux fonctions L d’Artin, on obtient :
(i) Sin est impair, il existe un premier p plus petit que C1 b(n)*In? |disc P| tel que
P soit irréductible dans F,[X] avec

(n—1! 2
2(51)) VAV T
5

b(n) =
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(1) Si n = 0(mod 4), posons m = 1+ n/4. Alors il existe un nombre premier p
plus petit que Cy b(n)* In? |disc P| tel que P(mod p) se factorise sous la forme
Qam—1Q2m—3, ot les polynomes Q; sont des polyndomes irréductibles de F,[X] de
degré 1 avec

n! 23/24n
25+ (G - DECIG - DF ~ wlen

(iii) Supposons que lentier n est un carré et écrivons n = m?. Alors il eriste un
nombre premier p plus petit que Cs b(n)* In? |disc P| tel que P(mod p) se facto-
rise sous la forme Q1Q3 - Qam_1, 0u les Q; sont des polynomes irréductibles de
F,[X] de degré i avec

n! et

= m (Qm—r)! 3m24+m-+1 m—1 )
21—[7”21 (m—r)! 2 ™ 2

b(n)

Les constantes C, Cy et (5 sont absolues.

Nous illustrerons également la proposition 9 par des calculs en étudiant 1’évolution de
la borne par rapport a la quantité In? |disc K|. Pour cela, nous nous sommes concentrés
sur des caractéres non ramifiés irréductibles des groupes alternés As, A7 et A3 au-dessus
d’un corps quadratique K imaginaire ou réel. Pour ce faire, nous partons d’une famille
de polynomes P, de degré premier n (on prend n =5, n =7 et n = 13) paramétrés par
un entier a dont on est assuré que le groupe de Galois est le groupe symétrique S,,. Par
un bon choix de a, il en ressort une extension non ramifiée de K := Q(1/d,) de groupe
de Galois A, ou d, est le discriminant de P, (pour nos familles on aura également
d, = disc K). En faisant varier a, on obtient alors une famille d’extensions non ramifiées
de corps quadratiques K de groupes de Galois A,,. Nous comparons la plus petite norme
associée a un idéal premier dont le Frobenius sépare les caractéres irréductibles de degré
3 pour A; (respectivement de degré 10 et 14 pour A7) avec la borne en In* |disc K. Pour
Aj13, nous nous focalisons sur les caractéres irréductibles conjugués venant d’un caractére
irréductible de Si3.

Egalement, a la lumiére des récents travaux de Pollack (|Pol13]), nous avons fait des
simulations de la moyenne

lim p(P,, x, X', X),
X—00

ol
> d,<x POGX)
P, LX) = =S
1(Fa, x5 X' X) Sl

et n(x, x’) est la plus petite norme associée & un idéal premier p dont le Frobenius o,
sépare deux caractéres x et ' irréductibles, non ramifiés et de méme degré (ne dépendant
pas de a) du corps Q(+1/d,) (associés aux polynémes P,). Nos calculs semblent montrer que
cette moyenne converge rapidement. La question du lien entre cette valeur de convergence
et les caractéres choisis se pose alors naturellement.




Chapitre 1

Fonctions L et fonctions L d’Artin

1.1 Fonctions L

Puisque nous traiterons tout au long de ce travail de fonctions L, nous reprenons propre-
ment leur définition. Nous faisons le choix de les définir de la méme facon que Henryk
Iwaniec et Emmanuel Kowalski dans le chapitre 5 de [IK04]. D’autres auteurs, tels que
Amir Akbary dans [Akb06], considérent cette définition comme celle d’une classe de fonc-
tions L, appelée classe Iwaniec-Kowalski. Dans la littérature, il existe d’autres familles
axiomatiques de fonctions L, citons la classe de Selberg étudiée entre autres par Conrey
et Ghosh dans [CG93], Kaczorowski et Perelli dans [KP99| ou encore [Per05]. Les fonc-
tions L appartenant a cette classe doivent vérifier d’autres propriétés sur leurs coefficients.
Malgré cette différence parmi les axiomes, plusieurs fonctions se retrouvent dans ces deux
classes, notamment la fonction zéta de Riemann, les fonctions L de Dirichlet, les fonctions
L de Hecke, ou conjecturalement les fonctions L d’Artin. Plus généralement, une fonction
L de la classe Iwaniec-Kowalski n’ayant pas de pole en s = 0 et satisfaisant la conjecture
de Ramanujan-Petersson et sa version & Uinfini appartient a la classe de Selberg (voir
I'exercice 14 de [AkbO0G]).

1.1.1 Définitions et premiéres propriétés

Afin de définir les propriétés que doit satisfaire une fonction L (dans notre sens), nous
avons besoin de quelques rappels généraux autour des séries de Dirichlet.

Quelques définitions préliminaires

Une série de Dirichlet, attachée & un "objet" arithmétique f, est une série de la forme
D(s, f) = > 1 ap(n)n™ ot s € C et (ay(n))nen est une suite de nombres complexes.
Classiquement, on associe a D(s, f) son abscisse de convergence absolue. Lorsque 1’abs-
cisse de convergence absolue d’une série de Dirichlet est un nombre positif, quitte a
multiplier les coefficients af(n) par une puissance de n, on peut supposer qu’elle vaut 1,
c’est ce que nous ferons dans la suite. Remarquons que cette renormalisation n’affecte
pas la propriété de multiplicativité des coefficients.

Lorsque af(n) est une fonction multiplicative (c’est-a-dire af(Hpo‘P) = Haf(pap)), la
p p
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série de Dirichlet peut s’écrire en un produit eulérien, portant sur les nombres premiers :

D(s, f) =] (1 +3 “f;f,ik)), Re(s) > 1.

p=2 k>1

Le dual de la série D(s, f) est la série de Dirichlet définie par D(s, f) = D(s, f). On peut

noter que ag(n) = ag(n). Lorsque D(s, f) = D(s, f), on dit que D(s, f) est auto-duale.
Remarquons que dans ce cas la série de Dirichlet est a coefficients réels.

Nous aurons également besoin de la notion de facteur gamma : ¢’est une fonction, notée -,
faisant intervenir la fonction gamma d’Euler (voir la partie B.1.1 pour des détails sur cette
fonction) qui s’écrit sous la forme :

d S+ K;
y(s)=a T[T (—2 j>7

J=1

oudeNetr; €C.

Fonctions L

Une série de Dirichlet, L(s, f) = >, as(n)n™* d’abscisse de convergence absolue 1 telle
que as(1) = 1 et ag(n) € C, est appelée fonction L si elle vérifie certaines propriétés
que nous détaillons ici. De fagon concise, elle doit pouvoir s’écrire sous forme de produit
eulérien, posséder des invariants permettant de la compléter en une fonction méromorphe
sur le plan complexe avec des poles éventuels en s = 0 et s = 1 qui satisfait une équation
fonctionnelle reliant les complexes s et 1 — s et faisant apparaitre ’objet dual de f.

Dans le demi-plan vertical ouvert non vide {s ; Re(s) > 1}, une fonction L s’écrit sous
forme d’un produit eulérien du type :

da(f)

L(s, /) = [T 110 = iy @)p™) ",

p =1

avec ; (p) € C. L'entier d(f) > 1 (plus simplement noté d lorsque le contexte le permet)
est le degré de la fonction L associée a f. On appelle coefficients les nombres complexes
ag(n) et paramétres locaur en un nombre premier p les o, f(p), 1 < i < d. On demande
qu’ils vérifient |a; ¢(p)| < p pour tout p (on se sert de cette condition par exemple afin
d’obtenir le résultat de la proposition 1.1.3). La série de Dirichlet et le produit eulérien
sont supposés absolument convergents dans le demi-plan ouvert vertical Re(s) > 1.

Remarque 1.1.1. L’existence du produit eulérien montre que la fonction L(s, f) ne s’an-
nule pas dans le demi-plan ouvert vertical Re(s) > 1.

Une fonction L possede un facteur gamma, noté ¢, permettant a la fonction L complétée
définie par
As, f) = a(f)*?vs(s)L(s, f)  pour Re(s) > 1,

d’admettre un prolongement méromorphe sur C avec des poles éventuels en s = 0 et
s = 1 et de satisfaire I’équation fonctionnelle

A(S,f):E(f)A(l—ij), (0)
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ou €(f), appelé signe de I’équation fonctionnelle!, est de module 1. L’entier positif ou
nul ¢(f) est appelé le conducteur? de L(s, f), il vérifie la propriété : lorsque p ne divise
pas q(f), a; s(p) # 0 pour tout 1 < i < d.

Le dual L(s, f) est également une fonction L dont les invariants vérifient :

ag(n) =as(n), a;5(p) =is(p). Y5(s) =7(s), a(f) =a(f) et e(f)=e(f).

Remarquons alors I’égalité reliant la fonction L complétée avec celle de son dual :

Als, f) = A5, f).

Pour avoir une fonction L, on demande également & ce que le facteur gamma s’écrive

d
_ —ds/2 r S+Kj
o) =] (%5

et vérifie Re(k;) > —1 et que chacun des complexes x; soit ou un réel ou un nombre
complexe dont le conjugué apparait également dans le facteur gamma. Ils sont appelés
les parametres locaux de L(s, f) a Uinfini. Ces parameétres x; ne sont pas nécessairement
deux a deux distincts et lorsqu’il s’agit d’un complexe non réel, le conjugué ~; apparait
avec la méme multiplicité. En ajoutant & ces conditions les propriétés de la fonction
gamma d’Euler (voir la partie B.1.1), on en déduit que le facteur gamma n’a pas de zéro
sur C et pas de pole pour Re(s) > 1. Ses poles se situent en s = —2n — k; avec n € N.

Lemme 1.1.2. Soit

d S+ K
— 7ds/2 F 7
e = I (57)

ow pour chaque j on a Re(k;) > —1 et K; et son conjugué apparaissent avec la méme

multiplicité. Posons A;(t) = w Alors, pour s =1/2 + it de partie réelle 1/2 on a
Vo L (T
—(s)+—(1—5)=—dlnm+ Re(—A-t).

W() ,yf( ) > T (Ai())

J=1

PREUVE
Par dérivation logarithmique, on a

d d
Y, dnm 1 I (s+r;\ dhnm 1 I'" (s+F;
A +2;F o )T 2 +2;F A

la seconde égalité venant du fait que x; et son conjugué apparaissent avec la méme mul-
tiplicité. Puisque (I/T')(5) = (I"/I")(s) et puisque pour s = 1/2 4+ it de partie réelle 1/2,

ona (1—s+%;)/2=(5+FE;)/2=(s+r;)/2, on obtient (v;/77)(1 —s) = (v}/7£)(s),
d’ou le résultat. O

1. En général, il ne correspond pas & un signe au sens classique, c¢’est une traduction de ’anglais "root
number".

2. La notion de conducteur provient de la géométrie arithmétique et se calcule souvent dans ce cadre-
la.
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Le théoréme 2.1 de l'article [CG93] de Conrey et Ghosh donne I'unicité du facteur gamma
ainsi que du conducteur associés a une fonction L.

Notons que par définition, la fonction L complétée est une fonction holomorphe dans
le demi-plan ouvert vertical Re(s) > 1 et (s(1 — 5))")A(s, f) est une fonction entiére
d’ordre 1, ot r(f) (ou plus simplement r s’il n’y a pas de confusion possible) est I'ordre
du pole ou du zéro de A(s, f) en s = 1 (si A(s,f) aun poleen s =1, r(f) > 0; si la
fonction A(s, f) a un zéro en s =1, r(f) < 0; sinon, r(f) = 0).

Exemples

La fonction zéta de Dedekind d’un corps de nombres K de degré [K : Q] = d = ry + 279,
avec (rq,72) la signature de K, est une fonction L auto-duale. En effet, elle est définie,
dans le demi-plan ouvert vertical Re(s) > 1, par :

1 1
w6 =2 = =g

aCOk p premier

a#£0

la somme portant sur les idéaux entiers non nuls de Ok et le produit sur les idéaux
entiers premiers de Og. De plus, elle se prolonge sur le plan complexe en une fonction
méromorphe avec un seul pole simple en s = 1. En posant

rtr (s 1\
_ 7ds/2r <f) ! T
V(s)=m 5 5

et le conducteur ¢ = |disc K|, on sait que la fonction complétée A(s) = ¢*/%v(s)(x(s) se
prolonge en une fonction méromorphe sur C avec deux poles, en s = 1 et s = 0, simples
et vérifie ’équation fonctionnelle A(s) = A(1 — s).

On peut en déduire le cas particulier K = Q (r; = 1 et ro = 0) de la fonction zéta de
Riemann ((s) qui est donc également une fonction L.

Les fonctions L de Dirichlet satisfont également tous les points de notre définition.

Par ailleurs, citons la fonction zéta de Shintani qui est un exemple de série de Dirichlet
n’appartenant pas a la classe de fonctions L étudiées. On pourra notamment se référer
a l'article [Thol4] de Frank Thorne dans lequel il démontre que cette fonction ne peut
méme pas s’exprimer comme une somme finie de produits eulériens.

Premiéres propriétés

Dans cette partie, nous définissons les outils, notamment le conducteur analytique, dont
nous aurons besoin pour la suite ainsi que quelques propriétés.
D’abord, on peut déduire de I’équation fonctionnelle que :

1. Tentier r(f) est égal a 'ordre du pole ou du zéro de A(s, f) en s = 0. Et puisque
v¢(s) n’a ni zéro ni pole pour Re(s) > 1, r(f) est également "ordre du pole ou du

zéro de L(s, f) en s = 1. De plus, on a r(f) = r(f);

2. pour une fonction L auto-duale, on obtient €(f)? = 1 donc €(f) = £1. Dans ce
cas, le nom de signe de 1’équation fonctionnelle prend tout son sens;

3. puisque la fonction A(s, f) = q(f)*/?v4(s)L(s, f) se prolonge en une fonction mé-
romorphe sur C avec des poles éventuels en s = 0 et s = 1, les poles de la

10
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fonction v/(s) en s # 0 sont compensés par des zéros de la fonction L(s, f) : ce
sont les zéros triviauz. Ils se situent aux points —2n — x; # 0 pour n € N. Les
autres zéros de L(s, f), appelés zéros non triviauz, sont situés dans la zone cri-
tique 0 < Re(s) < 1: mis a part éventuellement 0, ce sont exactement les zéros de
A(s, f). Notons que les éventuels poles de L(s, f) sont situés en s =0 et s = 1;

4. Remarquons que si L(s, f) n’a pas de pole en s = 1 alors 7(f) < 0 donc A(s, f)
n’a également pas de pole en s = 0 (dans ce cas, L(s, f) non plus) donc I'éventuel
pole de v¢(s) en s = 0 est compensé par un zéro de L(s, f). En particulier, cela
démontre I’équivalence entre 'analyticité de L(s, f) et celle de A(s, f);

5. si p est un zéro non trivial de L(s, f) alors, d’aprés la définition du dual de L(s, f),
p est un zéro de L(s, f) et donc A(p, f) = 0. Ainsi A(1—p, f) = 0, on en déduit que
1—pest un zéro de L(s, f). Si p est un zéro trivial de L(s, f) alors p = —2n—k; # 0
et donc p = —2n — K;. Par propriété des parameétres k;, p est également un zéro
trivial.

Définition/Proposition 1.1.3. On note Ay la fonction de Von Mangoldt associée a la
fonction L(s, f) :

« ln si n = p* avec p un nombre premier
= { St phavec premier

0 sinon

de telle sorte que, dans le demi-plan ouvert vertical Re(s) > 1,

1= Asn)n

n>1

Remarque 1.1.4. Rappelons que toute fonction holomorphe f ne s’annulant pas sur un
ouvert simplement connexe admet une détermination holomorphe du logarithme, notée g,
vérifiant I'égalité ¢’ = [’/ f.

Par ailleurs, en notant In(z) la détermination principale du logarithme, si |z] < 1 (on a
donc bien 1 — 2z ¢ R_) alors :

+Ook

—In(1—2) Zk

PREUVE DE LA PROPOSITION 1.1.3
Dans le demi-plan ouvert vertical Re(s) > 1, puisque |a; s(p)| < p, on a: |a; ¢(p)/p°| < 1.
La fonction

D BAETNOINES IS # .

p =1 k>1

étant clairement une détermination holomorphe du logarithme de L(s, f) sur le demi-plan
ouvert vertical Re(s) > 1, on obtient par dérivation :

i 1
3 B P e

p i=1 k>1

d’ou le résultat. O

11
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Définition 1.1.5. On définit le conducteur analytique de L(s, f) par :

a(s, f) = a()doo(s, f),

ol

d
=[] s +ril+3).
7j=1

d
Remarque 1.1.6. On note simplement q(f) pour q(0, f) = ¢(f H |k, + 3).
7j=1

Propriétés 1.1.7. Remarquons quelques propriétés vérifiées par le conducteur :

1. on aqe(s, f) < q(s, f);
2. le conducteur analytique en 0 peut étre minoré de la fagon suivante : q(f) >

3dQ(f> ;

3. on en déduit une majoration du degré : d <lnq(f);
4. pour le conducteur analytique, on a : q(s, f) < q(f) (|s| +3)*;

5. sous la conjecture généralisée de Selberg (autrement dit, si les paramétres locauz
a Uinfini d’une fonction L sont dans RT), q(f) < q(s, f), pour s € C tel que
Re(s) = 0.

PREUVE

Les trois premiers points sont évidents. Pour la quatriéme propriété, on minore le terme
de droite :

a(f) (15l +3)" = a(f) [T (sl +3 (Is] + [,] +3))

Jj=1

3 ([s[ 4 [r;] +3) car [sr;| =

||::&

> qu(s,f) > q(s, f).

Enfin, pour la derniére égalité, puisque Re(s) > 0 et pour tout j, k; > 0, |s + K;| > &
pour tout j. Ainsi,

d d
AT Usil +3) <alH) ] s + 551 +3) = als, ).
Jj=1 J=1

1.1.2 Convolution de Rankin-Selberg

Nous aurons également besoin d’autres outils tels que la convolution de Rankin-Selberg
dont nous devrons souvent admettre I'existence.

La définition suivante de la convolution de Rankin-Selberg de deux fonctions L est tirée
de celle donnée par H. Iwaniec et E. Kowalski dans [IK04] page 97.
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1.1 Fonctions L

Définition 1.1.8. Soit L(s, f) et L(s,g) deux fonctions L de degrés respectifs d et e
dont les parameétres locaux a l'infini sont respectivement (k;)1<i<a €t (Vj)1<j<e €t les
paramétres locaux (o ¢(p))1<i<a €t (854(P))1<j<e. On dit que f et g ont une convolution
de Rankin-Selberg s’il existe une fonction L, L(s, f ® g), vérifiant :

— la fonction L(s, f ® g) est une fontion L de degré de avec :

Lis.fog)= [[ Lusfog [] HE™).
pta(fa(g) pla(f)a(g)
de
ot L(s, f@g)=[[(1 = is(0)Big(p)p) " et Hy(p)=][(1—(p)p~*) ", avec
i =1
i (p)| < p;
— le facteur gamma de L(s, f ® g) est donné par

Yrog(s) =m P T]T (S +2Mi7j) ’
2y
avec Re(pi ;) < Re(r; + v5) et piz] < |raf + |vj]5
— le conducteur ¢(f ® g) divise q(f)¢q(g)¢;
— la fonction L(s, f ® f) a un pole en s = 1;
— sauf si 'une des fonctions L(s, f) ou L(s,g) peut se factoriser en un produit de
fonctions L, la fonction L(s, f ® g) est entiére si g # f.

Cette derniére propriété nous permettra de définir la convolution de Rankin-Selberg pour
des fonctions L d’Artin associées & des caractéres pas forcément irréductibles.

Propriétés 1.1.9. Remarquons les propriétés suivantes :
1. si L(s, f @ f) ou L(s, f ® f) existe alors : |a;(p)] </p pour p{q(f) et Re(x;)>
—1/2;
2. le conducteur analytique vérifie q(s, f @ g) < q(f)°q(g)%(|s| + 3)%;
3. en 0, on a: q(f®g) <q(f)alg)”

PREUVE

D’abord, si L(s, f ® f) (respectivement L(s, f ® f)) existe alors c’est une fonction L
donc les paramétres locaux en p vérifient |a; e (p)| < p (respectivement |o; o 7(p)| < p).
Or, lorsque p 1 ¢(f), on peut trouver des indices i et j tels que a; er(p) = a;r(p)?
(respectivement «; ;o 7(p) = i r(p)a r(p)) donc |a; ¢(p)]* < p. De plus, dans ces cas,
Re(pi:) < 2Re(k;) (puisque v¢(s) = v7(s)) et puisqu’on a supposé Re(x;) > —1 pour des
fonctions L, on doit avoir Re(k;) > —1/2. Ensuite, en utilisant ¢(f ® g) | ¢(f)%q(g)? et
|t 5| < |Ki| + |v;| (vraies par définition), on a :

a(s, f@g) = q(f @) [[(s + pisl +3)

0,

< q(f)eq(g)dHHOSl +3)(|mil +3)(Jv] +3)

< () alg)' (sl +3)" [ T(lmal +3) T [ (Il +3)°

i=1 j=1

< a(f) alg)’(Is| +3)™.
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CHAPITRE 1 : Fonctions L et fonctions L. d’Artin

Enfin, pour le dernier point, on obtient de la méme facon :

a(f @ g9) =q(f @ g) [ [(nis] +3)

<a(Nale) [ T1T0xl +3)(ws] +3)

< q(f)q(9)? (H(\m\ + 3)> (H(W + 3))

< (q(f) _H(|ffj| + 3)) (CI(Q) H(Ivjl + 3))

< q(f)°alg)”. O

1.1.3 Conjectures

Dans la suite, nous supposerons vraies certaines conjectures classiques que nous énongons
ici. Commencons par '’hypothése de Riemann propre aux fonctions L. Celle-ci concerne
les zéros d’une fonction L et nous la supposerons vraie quasi systématiquement, bien
qu’aucun exemple de fonction L la satisfaisant ne soit connu. Cependant, on connait
des résultats sur des régions sans zéro : par exemple, pour une fonction L, L(s, f), de
degré d dont les convolutions de Rankin-Selberg L(s, f ® f) et L(s, f ® f) existent et
vérifient L(s, f ® f) est entiére si f # f tandis que L(s, f @ f) a un pole simple en s = 1,
en supposant, de plus, que les paramétres locaux de L(s, f) aux premiers p divisant le
conducteur vérifient |o; ¢(p)]* < p/2, le théoréme 5.10 de [IK04] démontre I'existence
d’une constante absolue ¢ > 0 telle que L(o + it, f) ne s’annule pas dans la région du
plan complexe définie par o > 1 — m, sauf pour une fonction auto-duale qui
peut avoir un zéro réel strictement inférieur a 1.

Conjecture 1.1.10 (Hypothése de Riemann généralisée). Soit L(s, f) une fonction L.
Alors tous les zéros de L(s, f) situés dans la bande critique 0 < Re(s) < 1 sont sur la
droite Re(s) = 1/2.

Intéressons-nous maintenant aux zéros p situés sur les bords de la bande critique.
Puisque Re(—2n — k;) < 1 pour tout n € N, aucune fonction L ne posséde de zéro trivial
de partie réelle 1. D’autre part, nous verrons que les exemples de fonctions L étudiés
ne posseédent pas de zéros non triviaux de partie réelle 1. Dans la suite, on supposera
donc souvent qu’une fonction L n’a pas de zéro de partie réelle égale & 1. Notons qu’en
supposant cette hypothése vraie, les zéros de partie réelle nulle d’une fonction L sont des
zéros triviaux (sinon I’équation fonctionnelle donne A(it, f) = 0 = A(1 +it, f)) et il y
en a donc au plus d, le degré de la fonction L. En particulier, les zéros de la fonction
complétée A(s, f) se situent dans la bande 0 < Re(s) < 1 et sont nécessairement des
zéros de la fonction L(s, f).

Dans un cas particulier, le théoréme 35 de [Akb06] démontre qu’une fonction L n’a
effectivement pas de zéro de partie réelle 1.

THEOREME 1.1.11 (Rankin (1939), Ogg (1969)). Soit L(s, f) une fonction L entiére

telle que L(s, f ® f) existe et a un pole simple en s = 1. Alors la fonction L n’a pas de
zéro de partie réelle égale a 1.
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1.1 Fonctions L

Remarquons que si la fonction L(s, f ® f) a un pole d’ordre strictement supérieur a 1 en
s = 1, on peut souvent écrire la fonction L(s, f) sous forme d’un produit de fonctions L
et donc appliquer le théoréme a chacune d’entre elles.

Mlustrons cela sur 1'exemple des fonctions L d’Artin (définies dans la section suivante).
Pour un caractére irréductible ¢ non trivial du groupe de Galois d’une extension L/K,
sous la conjecture d’Artin, d’aprés la proposition 1.2.26, la fonction L d’Artin L(s, v, L/K)
satisfait bien le critére du théoréme précédent. Ainsi, L(1 + it, ¢, L/K) # 0 pour tout
t € R. Il en est de méme pour la fonction zéta de Dedekind (i (voir, par exemple, le
théoréme 5.33 de [IK04]). Et pour les fonctions L d’Artin associées & un caractére y quel-
conque, on utilise la décomposition du caractére en somme de caractéres irréductibles :
X =nol + Z n;y; avec n; € N et ¢); irréductibles. On peut donc écrire

(2

Lis, X, L/K) = Ge(s)™ | [ s v L/ )™

On en déduit alors que L(1+ it, x, L/K) # 0 pour tout t € R.

En ajoutant I’hypothése de Riemann généralisée & 'hypothése que nous faisons sur les
zéros de partie réelle 1, nous obtenons la conjecture suivante que nous appellerons Grande
Hypothése de Riemann (GRH) :

Conjecture 1.1.12 (Grande Hypothése de Riemann (GRH)). A l’exception des éventuels
zéros triviauz de partie réelle nulle, tous les zéros d’une fonction L situés dans la bande
0 < Re(s) < 1 sont situés sur la droite Re(s) = 1/2.

Ensuite, les conjectures suivantes concernent les paramétres et coefficients d’une fonc-
tion L. Dans le chapitre suivant, pour distinguer deux fonctions L d’Artin & partir de
leurs parameétres locaux, nous aurons besoin de certaines versions de ces conjectures.

Conjecture 1.1.13 (Conjecture de Ramanujan-Petersson). Soit L(s, f) une fonction L.
Alors, pour tout i € [1,d], pour les premiers p ne divisant pas q(f), on a |o; ¢(p)| =1 et
sinon |oy ¢(p)] < 1.

Remarque 1.1.14. Pour une fonction L satisfaisant la conjecture de Ramanujan-Petersson,
on a : |ag(n)| < 74(n), ot 74(n) représente le nombre de fagons d’écrire I'entier n sous
forme d’un produit de d nombres naturels.

Conjecture 1.1.15 (Conjecture de Ramanujan-Petersson a l'infini ou conjecture géné-
ralisée de Selberg). Soit L(s, f) une fonction L. Alors, pour tout j € [1,d], Re(x;) > 0.

Remarque 1.1.16. Dans ce cas, le facteur gamma n’a pas de pole sur I'ensemble des
complexes vérifiant Re(s) > 0.

Il n’est pas difficile de trouver des exemples de fonctions L satisfaisant ces deux derniéres
conjectures. Par exemple, la fonction zéta de Dedekind d’un corps de nombres K les
illustre : en effet, ses parameétres locaux en un idéal premier valent 1 et ceux a l'infini
sont 0 et 1.
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CHAPITRE 1 : Fonctions L et fonctions L. d’Artin

1.2 Fonctions L d’Artin

Ce chapitre est consacré au cas particulier des fonctions L d’Artin. Celles-ci sont associées
a des corps de nombres galoisiens et a une représentation du groupe de Galois correspon-
dant. On peut les voir comme une généralisation de la fonction zéta de Dedekind, au sens
de la propriété 1.2.7. En fait, ce ne sont que conjecturalement (voir la conjecture d’Ar-
tin 1.2.10) des fonctions L au sens ot nous les avons définies dans la partie précédente : en
effet, I’équation fonctionnelle ne traite pas de la position des poles éventuels de la fonction
complétée. En revanche, les fonctions L d’Artin vérifient la conjecture de Ramanujan-
Petersson & l'infini (conjecture 1.1.15) et possédent une convolution de Rankin-Selberg
(voir partie 1.2.3) correspondant a la fonction L d’Artin associée au produit tensoriel
des représentations. Aprés avoir énoncé les propriétés des fonctions L d’Artin, nous nous
intéresserons au cas ot le corps de base est simplement Q pour expliciter les invariants.

1.2.1 Définitions et propriétés

Soit L/K une extension galoisienne de groupe de Galois G, (p, V') une représentation de G
de caractére x. Pour p un idéal premier de K, on note D, le groupe de décomposition et
I, le groupe d’inertie d’un idéal premier B de &), au-dessus de p. Soit 0, = Frob(*B/p)
'automorphisme de Frobenius engendrant D, /I, (voir partie B.1.3 pour plus de préci-
sions). On note V» = {v € V : Vi € I, p(i)(v) = v} le sous-espace vectoriel de V' stable
par 1.

On note det(Id — N(p)~*oy; V'») le déterminant défini de la fagon suivante :
— lorsque p est non ramifié, det(Id — N(p) *oy; V) = det(Id — N(p)~*p(0p)) ;
— si p est ramifié :
— soit V& = {0} et alors det(Id — N(p)%o,; VF) = 1;
— soit V» # {0}, dans ce cas on note j la représentation induite par (p, V) (voir,
par exemple, l'exercice 7.1 de [Ser77|, [Neu99| page 521 ou encore [Sny02| page
44). Ainsi, (p, V') est une représentation de D,/I, de caractére associé Y tel

= i Zx(ea) avec o un antécédent de ¢ dans D, (|[Mar77b| page
P ecly
11). (Dans la suite, nous utiliserons souvent la notation y au sens abusif de x.)
Ainsi, dans ce cas, det(Id — N(p)~*0,; V) = det(Id — N(p)~*p(0y)).
Sinon, en notant ¢, un représentant de o, dans D,, on a p(p,) € GL(V") (en
effet, puisque I, est distingué dans D,, pour tout ¢ € I, il existe i’ € I, tel que
iy = pi’ Aot p(i)(p(pp)(v)) = plep)(v) pour v € VI*) donc le déterminant
correspond au déterminant de la matrice p(¢,) valant 0 en dehors de V’» et ne
dépend pas du choix du relévement. C’est en utilisant cette deuxiéme facon de voir
le déterminant que nous pourrons utiliser le logiciel de calcul PARI/GP (|[PAR15])
pour trouver les parameétres locaux.

que X(0)

Remarque 1.2.1. La proposition B.2.7 permet de retrouver

(1) = 1 > x(e) = dim VP,

Pour tout s € C, on peut montrer que det(Id —N(p) *o,; V) ne dépend ni du choix d’un
idéal premier de &, au-dessus de p ni de la représentation choisie isomorphe a (p, V).
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1.2 Fonctions L d’Artin

Bien que ce ne soit pas une fonction L au sens de la définition donnée dans la partie 1.1.1

(Panalyticité n’étant pas vérifiee comme nous le verrons plus tard), nous appelons fonction

L d’Artin la série de Dirichlet définie dans le demi-plan ouvert vertical Re(s) > 1 par :
1

pH det(Id — N(p)==0y; VIr)’

L(s,x,L/K) =

Lorsqu’il n’y pas de confusion possible, nous noterons simplement L(s, x).

Remarque 1.2.2. D’aprés son écriture, une fonction L d’Artin ne s’annule pas pour des
complexes de partie réelle strictement supérieure a 1.

Définition 1.2.3. Pour une fonction L d’Artin, L(s,x,L/K), dont la représentation
(p, V) associée au caractére x est de degré d et (p, V') de degré d,, on note a; ,(p) (ou
a;(p) selon le contexte), 1 < ¢ < d, les valeurs propres de p(o,) avec la convention
a;,(p) =0sidy, <i<d. Les complexes {a; (1) }1<i<a sont les paramétres locauz en p de
L(s,x).

Remarque 1.2.4. En particulier, |a; ,(p)| = 1 pour tout 1 < i < d,. En effet, o, appar-

tenant & un groupe fini, les valeurs propres de p(o,) sont des racines de l'unité.
D’autre part, d’ aprés leur définition pour des fonctions L d’Artin, les paramétres locaux

vérifient : x(o Z a; (P

Les parameétres locaux en les idéaux premiers apparaissent dans I’écriture sous forme de
produit eulérien d’une fonction L d’Artin.

PROPOSITION 1.2.5. Soit L(s,x, L/K) une fonction L d’Artin et d le degré de la re-
présentation (p, V') associée au caractére x. Alors :

L(s,x,L/K) = H H (1=, (P)N(p)~ S)_l = Zax(n)n_s,

pC Ok i=1 n>1

le produit portant sur les idéauzx premiers non nuls de K.

PREUVE
Par définition des valeurs propres, pour tout idéal premier p, on a :
dyp
det(X1d — () = [ [(X = ai,(p)).
i=1

D’ou
det(Id — N(p)"*0y; V%) = det(Id — N(p)~*5(0y))
= N(p)_d"S det(N(p)°Id — p(oy))

dp
= N(p) % H(N(p)s — Qip(p))
dp
- H(1 — aip(p)N(p)™)
d
=TT (1 = i, (p)N(p) ™)
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CHAPITRE 1 : Fonctions L et fonctions L. d’Artin

On définit la fonction de Von Mangoldt A, associée & une fonction L d’Artin de la facon
suivante :

Définition /Proposition 1.2.6. Avec les notations précédentes, dans le demi-plan ou-
vert vertical Re(s) > 1, on a :

) =D A~
n>1
avec A, ( Z ZO"P "InN(p). En particulier, A, (n) = 0 si n n’est pas une

n= N(p)
puissance d’un nombre premier.

PREUVE
On proceéde de la méme facon que pour la proposition 1.1.3 (ici |a; ,(p)| < 1) :

—sz — (P ZZZ%p

i=1 k>1

—ks

est une détermination holomorphe du logarithme de L(s, f) (In(z) désignant la détermi-
nation principale du logarithme). En dérivant, on obtient donc :

Zzzazp lnN )7

=1 k=1

d’ou le résultat. O

Propriétés 1.2.7.

1. En évaluant la fonction L en la représentation triviale du groupe G, on obtient :
L(S, 10, L/K) = CK<S),

ot (i est la fonction zéta de Dedekind de K.

2. Six1, X2 sont deux caractéres de G associés auz représentations (p1, Vi) et (pa, Va)
alors :

L(S7X1 + XQ?L/K) = L(87X17L/K)L<S>X27L/K)7

ot X1 + X2 correspond au caractére associé & la somme directe des représenta-
tions V| @ Vs.

3. Soit L/M /K une tour d’extensions galoisiennes et 1) un caractére de H = Gal(L/M).
On note Ind$ap le caractére induit sur G = Gal(L/K) par 1. Alors

L(s,, L/L?) = L(s,Ind$, L/ K).

PREUVE

1. On est dans le cas particulier y = 1¢ donc dim(V) = x(1) = 1 et V> = V. Ainsi
det(Id — N(p)0p; V) =1 — N(p) .
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1.2 Fonctions L d’Artin

2. On pose (p1, V1) et (p2, V2) les représentations de GG associées respectivement a
X1 et xo. Alors (p1 @ pa, Vi @ V3) est une représentation de caractére xi + xo. Et
(Vi @ Vo)l = V" @ V" donc

det(Id = N(p)~*(p1 @ p2)(0), (Vi ® Vo)) = det(Id — N(p) *p1(0,), ;")
x det(Id — N(p)~*pa(0y), V5").

3. On pourra se référer a [Neu99| page 522 ou [Sny02| pages 60 et 73. O

On peut relier les fonctions zéta de Dedekind de L et de K en faisant intervenir des fonc-
tions L d’Artin. D’ailleurs, le point de départ des recherches d’Artin sur les fonctions L
a été de prouver que le quotient ((1/(x)(s) est une fonction entiére pour une extension
galoisienne L/K. Ce résultat est appelé théoréme d’Aramata-Brauer, on pourra en trou-
ver une preuve dans [MM97| (Theorem 3.1). La propriété plus générale énoncant que
(C1/Ck)(s) est une fonction entiére pour toute extension L/K reste un probléme ouvert
connu sous la nom de conjecture de Dedekind. On pourra se référer au paragraphe 4 du
chapitre 2 de [MM97| pour en savoir davantage sur les résultats connus, notamment dus
a Uchida et Van der Wall.

Corollaire 1.2.8. On a :

CL(S) :CK(S) H L(S7X7L/K)X(l)7

x#la
ou le produit porte sur les caractéres non triviauz irréductibles de G = Gal(L/K).

PREUVE

Notons H = {e} = Gal(L/L). On utilise les différents résultats de la proposition précé-
dente et I'écriture de la représentation réguliére sous forme de caractéres (voir le corol-
laire B.2.5) :

Cu(s) = L(s, 1}, L/L)
= L(s, 1y, L/ L)
= L(s,Ind{, 1.y, L/K)

=L (5, Zx(l)x, L/K)
=J] G x. L/Ep?

= L(s, 16, L/K) J] L(s,x, L/ KW
xX#1lc
= (k(s) H L(s,x, L/ KXW,

x#1la

]

Ceci nous permet d’en déduire une propriété vérifice par des corps arithmétiquement
équivalents, c’est-a-dire des corps ayant la méme fonction zéta de Dedekind.
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Propriété 1.2.9. Soit K, K' deux corps arithmétiquement équivalents et d € 7 tel que
Vd nappartienne ni & K ni o K'. Alors L(s,x, K(Vd)/K) = L(s,x, K'(Vd)/K') ot
x est le caractére non trivial du groupe de Galois associé aux extensions quadratiques

K(Vd)/K ou K'(v/d)/K'.

PREUVE

Puisque K et K’ sont arithmétiquement équivalents, on a (x(s) = (x/(s). De plus,
sous ces hypothéses, d’aprés le théoréme 4.2 de [VanO8| par exemple, on sait que les
corps K (v/d) et K'(v/d) sont également arithmétiquement équivalents, autrement dit
Cr(vay(s) = Crvay(s)- En appliquant le corollaire 1.2.8 précédent aux corps K(V/d) et

K'(v/d), on a :
Ci (8) L5, x K(VA)/K) = Crer () L, x K (Vd) [ K7).

D’ou le résultat. O]

Le théoréme de Brauer (chapitre 2, page 29 de [Ser67|) permet d’écrire tout caractére de G
comme combinaison linéaire a coefficients entiers de caractéres induits par des caractéres
de degré 1 : soit y caractére de G, il existe des sous-groupes H; de G, des caractéres v;
de H; de degré 1 et des entiers m; € Z tels que y = Z miIndgiwi.
i
En utilisant les propriétés précédentes, on a : L(s, x, L/K) = H L(s,v;, L)L),
i
Pour un caractére non trivial 1) de dimension 1, L(s, %, L/K) se prolonge analytique-

ment sur C (on identifie & une fonction L de Hecke). Pour le caractére trivial, on sait
que L(s,1¢, L/K) = (k(s) admet un prolongement sur C en une fonction méromorphe
avec un pdle simple en s = 1. Ainsi, nous pouvons montrer que L(s,y, L/K) admet un
prolongement méromorphe sur C.

Dans la suite de ce travail, nous nous placerons souvent dans le cadre ou la conjecture
suivante est vraie.

Conjecture 1.2.10 (Conjecture d’Artin). Toute fonction L d’Artin L(s,x,L/K) se
prolonge en une fonction holomorphe sur C sauf éventuellement en s =1 ot il y a un
pole d’ordre égal au nombre de fois ou intervient le caractére trivial dans la décomposition
de x.

Ou encore, de facon équivalente, la fonction L d’Artin L(s,x,L/K) (ou sa fonction
complétée N(s,x, L/K), voir partie suivante pour une définition) se prolonge en une
fonction entiére pour un caractére x irréductible et non trivial.

Remarque 1.2.11. L’équivalence provient de la connaissance de la fonction zéta de De-
dekind : elle se prolonge sur C en une fonction méromorphe avec un pole simple en s = 1.

En effet, en décomposant une représentation (p, V') de G de caractére x en somme de
T

représentations irréductibles, on peut écrire y = Z n;x; avec n; € N et y; les caractéres
i=1
irréductibles de GG, x; étant le caractére trivial. On a alors :

L(57X7L/K) = HL(‘Ssz)nZ = gK(S)nl HL(‘??Xl)m

Remarques 1.2.12. La conjecture est vraie pour des caractéres de degré 1, les fonctions
L d’Artin correspondant alors aux fonctions L de Hecke.
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1.2 Fonctions L d’Artin

Rappelons que sous la conjecture d’Artin, nous avons démontré (voir partie 1.1.3) que
les fonctions L d’Artin n’ont pas de zéro de partie réelle égale 4 1 : 'hypothése GRH
(conjecture 1.1.12) est donc équivalente a I'hypothése de Riemann généralisée.

1.2.2 Equation fonctionnelle

On compléte la fonction L d’Artin par des facteurs gamma correspondant aux places
infinies de K. Commencons par définir I'idéal appelé conducteur d’Artin. Pour cela, nous
devons d’abord définir f,(x).

Définition 1.2.13. Soit y un caractére de G = Gal(L/K) et p un idéal premier de K.
Soit & un idéal premier de L au-dessus de p. On note vy, la valuation de L normalisée.
Pour i > 0, on appelle G; = {c € G|Vz € O, vi(o(x) —x) > i+ 1} le i-éme groupe
de ramification de & au-dessus de p, G étant le groupe d’inertie. On obtient la suite
décroissante suivante : I, = Gp D Gy D --- D G,, = {1}.

On définit le nombre rationnel suivant, qui ne dépend pas du choix de &2 au-dessus de p :

Z |GO

Propriétés 1.2.14. Pour tout caractére x de G :

1. le nombre f,(x) est un entier naturel;
2. sip est non ramifié dans L/ K, f,(x) =0

3. pour le caractére trivial, f,(1¢) =0 pour tout idéal p.

PREUVE

Pour le point 1, on pourra se référer a [Neu99| page 527-533 ou [Sny02].

Le point 2. est évident en remarquant qu’il n’y a, dans ce cas, qu’un seul groupe dans la
suite : Go = {1}.

Pour le caractére trivial, V& =V, d’ot le résultat. O]

Définition 1.2.15 (Conducteur d’Artin). Le conducteur d’Artin associé au caractére y
est I'idéal f(x) de K défini par :

FO) =[] p?™.
ptoc

Propriété 1.2.16. Si p est non ramifié dans L/K alors, pour tout caractére x de G,

P10

Définissons le facteur gamma aux places infinies approprié aux fonctions L d’Artin.

Définition 1.2.17. Soit d le degré de la représentation associée a x. On définit v, comme
le produit suivant sur les places infinies de K :

wo= I (e @Qr(h)

v complexes

< 1 (””F( ))dlmv ( ~(s+1)/2p <s;1))dim%

v réelles
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CHAPITRE 1 : Fonctions L et fonctions L. d’Artin

ou V&, V= sont définis pour une place infinie v réelle de la fagon suivante : a chaque

place w de L au-dessus de v, on fait correspondre un groupe de décomposition défini par
Gw) ={g € G| p(9)(w) = w} d’ordre 1 ou 2. Le générateur o, de G(w) est défini a
conjugaison prés par v (o, correspond a la conjugaison complexe s'il est d’ordre 2). On
décompose V' en somme directe V- = V;F @& V= ou V" (respectivement V) correspond
a la valeur propre +1 (respectivement —1) de p(oy,) : V,F ={z € V| p(o,)(x) = z} et
V, ={z € V| plow)(z) = —z}. En fait, dim V" = dim V=7*> = 1 (d + x(0y,)) (voir la
proposition B.2.7) et donc dim V" = £ (d — x(0w)) (puisque dim V,” = dim V —dim V).

Remarque 1.2.18. On peut aussi écrire :

o I Qe

v complexes

i + dim V,,~
—sd 4 ow)=d (F (f))dlm% r(3 +1
<TI0 : 2

v réelles

THEOREME 1.2.19 (Equation fonctionnelle). Soit A(s,x) la fonction L complétée défi-
nie par A(s,x) = q(x)**v(s)L(s, x, L/ K) dans le demi-plan ouvert vertical Re(s) > 1,
ot le conducteur q(x) de A(s,x) correspond @ q(x) = |disc KXW Ngo(f(x)). Alors
A(s, x) admet un prolongement méromorphe sur C et vérifie I’équation fonctionnelle

A(l -5, X) = W(X)A (87Y> )
ou W(x) est de module 1 et X le caractére de la représentation duale de V.

Remarque 1.2.20. D’aprés la proposition B.2.12, le caractére x est simplement le conju-
gué complexe de .

Remarques 1.2.21. De la méme facon que dans le cas de fonctions L génériques, nous
déduisons de I’équation fonctionnelle des propriétés sur le comportement de la fonction
L d’Artin.

Par définition, la fonction L complétée n’a ni pole ni zéro pour les complexes de partie
réelle strictement supérieure a 1. I.’équation fonctionnelle nous permet d’en déduire qu’il
en est de méme pour les complexes de partie réelle strictement inférieure & 0. On constate
que les poles de partie réelle strictement négative du prolongement du facteur gamma
doivent étre compensés par des zéros de la fonction L d’Artin : les zéros triviaux de
L(s,x) sont donc situés en s = —2m # 0 et/ou (selon I'écriture du facteur gamma)
s = —2m — 1 pour m € N. Ainsi, les seuls poles et zéros que la fonction complétée peut
avoir se situent dans la bande 0 < Re(s) < 1. Et comme le facteur gamma a seulement
un pdle éventuel en s = 0 (et pas de zéro) dans cette partie du plan complexe, la fonction
L complétée a donc les mémes poles et zéros que sa fonction L d’Artin associée sur la
partie du plan complexe Re(s) > 0.

Comme nous l'avons déja remarqué dans la partie définissant les fonctions L générales,
I'équation fonctionnelle donne 1’égalité entre I'ordre du pole de A(s,x) en s = 1 et en
s = 0. Celui-ci correspond également a Iordre du pdle de L(s, x) en s = 1.

Notons que sous la conjecture d’Artin, la fonction L complétée est méromorphe avec des
poles en s = 0 et s = 1 d’ordre égal au nombre de fois ol intervient le caractere trivial
dans la décomposition de x en caractéres irréductibles. En particulier, on a équivalence
entre l'analyticité des fonctions L(s, x) et A(s,x). Dans le cas ou la fonction L d’Artin
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1.2 Fonctions L d’Artin

est entiére, elle posséde éventuellement un zéro en s = 0 (compensant le pole potentiel
du facteur gamma).

Conjecturalement, les fonctions L d’Artin se retrouvent donc bien dans le cadre des
fonction L.

Propriété 1.2.22. Sip | q(x) = |disc KONy o(f(x)) alors p est ramifié dans L/Q.

PREUVE

En effet, p | ¢(x) implique deux cas : soit p divise le discriminant de K et donc p est
ramifié dans K/Q, a fortiori dans L/Q; soit p divise la norme de f(x) et alors il existe un
idéal premier p de K au-dessus de p tel que f,(x) # 0 d’ott p est ramifié dans L/K. [

Notons que la réciproque est fausse. En effet, prenons 'exemple ot L est le corps de
décomposition du polynome 23 — 2 et K = Q. Alors le groupe de Galois de L/Q est
isomorphe au groupe diédral d’ordre 6. Il posséde donc deux représentations de degré 1 et
une de degré 2. Intéressons-nous a la représentation (x, V') de degré 1 non triviale : elle est
triviale sur le sous-groupe Z/3Z. Les seuls premiers ramifiés sont 2 et 3. On peut calculer
(en utilisant le logiciel PARI/GP ([PAR15]) par exemple) que le degré de ramification
de 2 vaut 3 donc le groupe d’inertie I est isomorphe & Z/37Z. Ainsi, V& = V2 = V. De
plus, G est trivial d’aprés le corollaire 4.6.5 de [MR04| donc f2(x) = 0 et 2 ne divise pas

FO) = a(x)-
Propriété 1.2.23. On a ¢ (X) = q(x) et 7¢(s) = 1 (9).

PREUVE

Les notations utilisées dans cette démonstration sont celles de la partie B.2.3.

Par définition, () = |disc K[XUN(f(¥)). Puisque Y(1) = dim(V*) = dim V = x(1), il
reste & montrer que f(x) = f(x)-

Rappelons que : f(X) = prp(x avec fy(X Z
pfoo

Puisque codim (V*)% = dim V* — dim (V*)¢" = dim V — dim (V*)“", il nous faut montrer
que dim (V*)Gi = dim(V)Gi. Rappelons (V*)Gi ={feV*:VgeG;,pg)(f)=f}

Pour tout i, on peut décomposer V sous la forme V% @ W. Soit (ey,...,e,) une base
adaptée de V telle que (ey,...,e,) (m < n) soit une base de V. Soit (ef,...,e") la
base de V* associée. De cette fagon, pour tout g € G;, pour i € [1,m], p(g)(e;) = e; et
pouri € [m+1,n], p(g)(e;) € Vect(emﬂ, --+ ,e,). En effet, supposons par 'absurde qu’il

’Go "

existe i € [m + 1,n] tel que p(g)(e Zakek En composant par p(g~!), on obtient :
k=1
= Zakek + Z arp(g)(ex) donc oy = 0 pour k € [1,m].
k=m+1

D™une part, en restreignant a V% les éléments de (V*)%, on obtient des éléments de
(VE)*. Donc dim(V*)% < dim(V)*.

D’autre part, pour tout i € [1,m], on prolonge 1'élément e de la base de (V)* en
posant e}(e;) = 0 pour j € [m + 1,n]. Il reste a vérifier que e} € (V*)% : soit j € [1,n]

23



CHAPITRE 1 : Fonctions L et fonctions L. d’Artin

et g € G,

el(e;) ) sije[l,m]
e ( Z ozkek) sije[m+1,n]

donc p(g)(e) = €.

Par ailleurs, concernant le facteur gamma, on a
e s s+ 1\
ws) = 11 (” T <§> d ( 2 ))
v complexes
dim(V*)F s+1 dim(V™)y
—5/2 —(s+1)/2
x F( )) r ,
Il - (e (45))

v réelles

ou dim(V*)F = ( )+ x(ow > et dim(V*),; =1 (X(l) — X(aw)>, par définition de .

1

2
Et pulsque X(1) € N*, on obtient x (1) = x(1). Par ailleurs, x(0,,) = x(0,') = tr(p(c,) )
et p(oy)™! = p(ow ) car o, est d’ordre 2, donc x(0,) = x(00).
Ainsi, dim(V*)} = dim V," et dim(V*), = dim V7 donc v(s) = 7,(s). O

Propriété 1.2.24. D’aprés ’équation fonctionnelle A(1 — s,x) = W(x)A(s,X) et la
propriété précédente, on peut écrire

o[ C@r )] [ ()

Jj=1

T1

ou \; € {0,1} et (r1,72) est la signature du corps de nombres K : ry (respectivement 1)
représente le nombre de places réelles (respectivement complezes) donc ri+2ry = [K : Q.
Autrement dit,

d[K:Q]

s S+ K
o = T e (1),

avec k; € {0,1}. Les fonctions L d’Artin vérifient donc la conjecture de Ramanujan-
Petersson a linfini.

Remarque 1.2.25. Notons que le degré sur K de la fonction L d’Artin L(s, x, L/K)
correspond au degré de la représentation p, noté deg(p) tandis que son degré sur Q est
deg(p)[K : Q]. En particulier, on a la majoration : x(1)[K : Q] < Inq(x).
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1.2 Fonctions L d’Artin

1.2.3 Convolution de Rankin-Selberg

Dans le cadre de fonctions L d’Artin, la convolution de Rankin-Selberg correspond au
produit tensoriel des représentations associées. Cependant, pour garder une cohérence
avec la définition générale, nous gardons la méme notation pour la convolution entre
deux caractéres.

Pour deux fonctions L d’Artin L(s, xv, ) et L(s, x1,) de représentations associées (py,, V1)
et (p,, V2), la convolution de Rankin-Selberg correspond a la fonction L d’Artin

L(S7XV1 ® XVQ) = L(37Xv1®v2> - L(SaXV1XV2)~

Plus précisément, si on écrit les fonctions sous la forme

s = [T (1~ %) o = T (1 22®)

pCOK 1=1 pPCOk j=1

alors L(s, xv; ® Xv,) = H HH — i p (D) Bjps (P)N(p )_S)_l.

C[Kl 15=1

PROPOSITION 1.2.26. Sous la conjecture d’Artin, avec les notations précédentes, lorsque
les caracteres v, et xv, sont irréductibles, la fonction L d’Artin L(s, xv, ® Xv,) s€ pro-
longe analytiquement sur C sauf en s =1 ou elle posséde un pole simple si et seulement
st Vo est isomorphe a Vi* si et seulement st xv, = Xv; -

PREUVE

Vérifions que la représentation triviale apparait dans la décomposition de V; ® V5 si et
seulement si py; est isomorphe & py. Nous cherchons donc a montrer que (xv, o1, 1g) =1
si Vo >~ V" et 0 sinon. Grace a la proposition B.2.12, on a :

(Xvievs, 1) = ]G| ZXVl 9)xva(9) |G| ZXVQ XV* <XV27XV1*>-
geG geqG

La proposition B.2.1 permet alors de conclure :

1 siVox VY
<XV1®V27 1G> - { 0 sinon

]

Remarque 1.2.27. Notons que sous la conjecture d’Artin, pour des caractéres x et y’
quelconques, on a 1'égalité r(x ® x') = (x, X')-

Propriétés 1.2.28. Les résultats énoncés sur la convolution de Rankin-Selberg dans un
cadre général sont encore valables pour les fonctions L d’Artin :

Flon @ x1) | FOon) f (xin)"
a(xv ® x1a) | 40xn)a(x1,)"
q<37XV1 ®XV2) q(SaXVI) q(Saxvz)d'
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CHAPITRE 1 : Fonctions L et fonctions L. d’Artin

PREUVE
Par définition et puisque deg(xv, ® xv,) = deg(xv,) deg(xv,), on a :

q(XV1 X XV2) = ‘diSC K|deg(XV1®XV2)NK/Q<f(XV1 ® XV2)) = |diSC K’deNK/Q(f(XW ® XV2)>'

Montrons que Nr/q(f(Xv,ev,)) | Nico (f (v ))N% o (f (xv3))-
La définition d’un conducteur d’Artin donne :

f Xy ®XV2 Hp

pfoo

© , codim(V; @V3)Ci l'Gé“

. Gal(L/K) — GL(V; ® V3)

pV1®V2
o = Puav, (0) 1 2122 > py (0)(21) pvy (0) (22)

En utilisant on a :

(Vi @ Va)% = {z122 € Vi @ V2 |V g € Gi, (py, 00, )(9) (2122) = 12}
= {z122 € V1 ® V2|V g € Gy, pvi(9)(71)pv5(9)(22) = 2122}
=V e vy

En notant d = dimVj, e = dim V5, s = dim Vlai <dett=dim VQGZ' < e, on obtient
alors :

codim(V; @ V5)% = dim V; @ Vs — dim(V; ® V5)% = dim V; ® Vs — dim V,% dim V"

= de — st
codimV;% = dim V; — dim V,*
=d—s
codimVy"* = dim V5 — dim V"
=e—1.

Puisque e + t < 2e et que :
et+t<2es (e+t)(d—s) <2e(d—s)
& (e+t)(d—s) + se —dt < 2ed — 2es+ se — dt
& de — st <ed—se+ed—dt
& de—st<e(ld—s)+de—t)
& codim(V; @ V3)% < ecodimV,C + d codim V",

on a :

Soole codimVIGi +d codimV2Gi ) ‘ Gi)‘

% codim(V;®@V,)Ci 1Gil
fxv @ xw,) = szl—o (Vieve)™ e
pfoo ptoo

pfoo ptoo

| f(XVl)ef(XV2>d

d

s+

donc
Nr/o(f(xv ® xws)) | N?{/@(f(XVl))N?(/@(f(XVz))-
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1.2 Fonctions L d’Artin

Finalement,

a(xv ® xva) | Idise K|*No(f () )N% o (f (1)) | aOxn) a(xv,)?

En notant k; (respectivement p;; 1) les paramétres locaux a U'infini de la fonction L
d’Artin L(s, xv; ® xv,) (respectivement L(s, xv;); L(s, x1,)), on en déduit :

de[K:Q)]
q(Sale ®XV2) ZQ(XV1®V2) H (|S+I{Z|+3)
=1
e de[K:
(ow)a(xus) (15| +4) car r; € {0,1}
(o) a0 ) (1] +3)2) T car |s| +4 < 6]s| + 9 < [s[> +6]s| +9
d[K:Q)] e[K:Q] .
aOen) atcn)® T s+l +3)° T (Is +wil +3)
=1 =1
dIK:Q e[K:Q]

( q(xw) H |S+Mi|+3)>e<C](XVZ) H (|5+Vz‘|+3)>d

=1 =1

q
q

NN

(5 XV1) (S XV2) :

Remarque 1.2.29. Notons que dans la preuve nous avons en fait démontré :

fp(XV1 & XV2) < efp(le) + dfp(Xv2)7

pour tout idéal premier p de K.

1.2.4 Aspects explicites dans le cas K = Q

Dans le cas ot le corps de base est Q, en gardant les mémes notations, la fonction L
d’Artin s’écrit comme un produit sur les nombres premiers :

d

L(s,x,L/Q) = Z axn—(?) = ll det(1d _pl_s% I = HH (1- ai,p(p)pw)—l .

n>1 pEZ i=1

1.2.4.1 Aspects explicites

Nous utilisons le logiciel PARI/GP (|[PAR15]) pour créer un programme donnant les
coefficients de la série de Dirichlet ou les paramétres locaux d’une fonction L d’Artin.
Les détails de ce programme sont donnés dans le chapitre annexe A.

Soit P un polynome a coefficients rationnels définissant un corps de nombres L galoi-
sien au-dessus de Q. On note G = Gal(L/Q) et p la représentation du groupe G, de
caractére x, pour laquelle nous cherchons la fonction L d’Artin L(s, x, L/K).

Intéressons-nous concrétement, sur un exemple, a trouver les paramétres locaux d’une
fonction L d’Artin. Soit P le polynome Q-irréductible de degré 12, P = x'? — 2420 +
12028 — 2062° + 1202* — 2422 + 1 (trouvé dans la base des polynomes galoisiens de
PARI/GP), définissant un corps de nombres dont le groupe de Galois est le groupe
diédral d’ordre 12.
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En général, la fonction galoisinit calcule le groupe de Galois associé & un polyndme
Q-irréductible de degré inférieur a 36 et la fonction galoisexport permet d’obtenir la
structure du groupe de Galois adaptée & GAP (|GAP15]). Ensuite, grace a la commande
Irreducible Representations, GAP renvoie 'image des générateurs du groupe par les
différentes représentations.

Si on connait le déterminant définissant le produit eulérien de la fonction L d’Artin
alors, a travers la fonction direuler, PARI/GP nous renvoie les coefficients de la série de
Dirichlet attachée, autrement dit les coefficients a, (n).

Nous cherchons donc a calculer ce déterminant. En notant ¢, un représentant dans D,
du Frobenius o, engendrant D,/I,, on a p(p,) € GL(V'*) donc le déterminant de la
définition det(Id — p~*0,; V') correspond au déterminant de la matrice p(p,) valant 0
en dehors de V.

Lorsque le nombre premier p est non ramifié, autrement dit lorsqu’il ne divise pas le
discriminant du corps de nombres considéré, V» = V. Dans ce cas, il nous suffit de
trouver le Frobenius. Celui-ci est donné dans PARI/GP par ideal frobenius.

Dans notre exemple, les premiers ramifiés sont 2, 3 et 31 (on peut les trouver en utilisant
factor(n finit(P).disc)).

Pour le premier 7 non ramifié, on obtient o7(z) = —Jatt + Pa? — 83274 8855 893 4
%:p (en utilisant galoispermtopol pour obtenir cette écriture) ou bien, vu comme une
permutation des racines, o7 = (1,10,11,12,3,2)(4,8,6,9,5,7). Cette derniére écriture
permet d’utiliser GAP pour obtenir 'image du Frobenius par la représentation : par
exemple, pour la 5¢ représentation (au sens de GAP),

217
es 0
05(07) = ( 0 e4§w> .

Pour un nombre premier ramifié, on revient a la définition de I’automorphisme de Fro-
benius et, en utilisant le programme frobram (voir partie A.2 pour les détails), on a :
oa(x) = P+ 5 %007 +25205—9223+ L ou oy = (1,7)(2,4)(3,8)(5,10)(6,12)(9, 11).

D’ou
0 em%
p5(02) = ( i ) :
€3 0

De méme, o3 = Id et 031 = 09. Ensuite, on doit connaitre
VI ={v = (v,1) € C? : Vie I, ps(i)(v) = v}

afin de restreindre la matrice.

Notons ig le ¢ générateur du groupe I,,. Le groupe d’inertie est donné par la commande
idealramgroups dans PARI/GP :

I, = Vect((1,12)(2, 11)(3, 10)(4, 9)(5, 8)(6, 7))
I = Vect((1,11,3)(2,10, 12)(4, 6,5)(7,8,9), (1, 9)(2, 5)(3,7) (4, 12)(6,10)(8, 11))
I3 = Vect((1,6)(2,9)(3,5)(4, 11)(7, 12)(8, 10))

. N s 0 5 0 1 y 0 e
et 05(12) = Id7 :05<13) = 0 e% ’ )05<1 ) = 1 0 et p5(131) = e% 0 .
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On en déduit donc V2 = V = C2, VI = {(0,0)} et V51 = Vect((1,e'5")). Ainsi, on
obtient det(Id — Xoo; V2) = det(Id — Xps(09)) = 1 — X2, det(ld — Xo3; V) = 1 et

1
det(Id — X0'31; VI31) = det(Id - X (eél?;r 8)) =1-X.

On a donc maintenant toutes les informations nécessaires pour obtenir les paramétres
locaux de la fonction L d’Artin ou les coefficients : on cherche les racines du déterminant
pour obtenir les valeurs propres donc les paramétres locaux et on utilise direuler pour
obtenir les coefficients de la série de Dirichlet associée au produit eulérien. Par exemple,
ici, les 40 premiers coefficients obtenus par le programme sont les suivants :

[1’ O: O: 1: 0: 0: _1: O: O: 0: _1: O: O: O: O: 1: _1: O: _1: 0:
o, 0, -1, 0, 1, 0, 0, -1, -1, 0, 1, O, O, O, O, O, O, 0, 0, O]

On remarque que ce ne sont que des réels appartenant & {—1,0, 1} mais si nous allons
plus loin, on trouve des coefficients égaux a 2 (par exemple le 53¢).

Regardons également quelques paramétres locaux : en p = 2, on trouve oy ,,(2) = —1
et ag,:(2) = 1; en 3, on a égalité a; . (3) = a2,,(3) = 0; aq,,(7) = —% — 273 et
2 (T) = =2 + z‘/T‘a’ ; 0 p5(31) = 0 et ay ), (31) = 1. Ils correspondent bien & ce que nous

avons trouvé précédemment.
La proposition 2.3.13 donne le lien entre les coefficients et les paramétres locaux d’une
fonction L d’Artin.

Les programmes transcrits dans la partie annexe A généralisent cette méthode & un
polynéme quelconque.

De plus, en utilisant les coefficients obtenus et le paquet Computel créé par Dokchit-
ser [Dok|, mis a jour par Pascal Molin, on peut prolonger la fonction L d’Artin (voir
partie A.5) et ainsi obtenir les différentes valeurs de L(s, x). La partie suivante se sert de
cela.

Notons également que Tim et Vladimir Dokchitser, dans 'article [DD10], donnent un
critére explicite pour identifier la classe de conjugaison d’un automorphisme de Frobenius
et ont permis d’implémenter les fonctions L d’Artin dans Magma ([BCP97)).

1.2.4.2 Exemple numérique sur la somme des zéros

A P’aide du programme que l’on vient de présenter, sous la conjecture d’Artin, on peut
obtenir des exemples de calculs du type

1
> lp(p+1)|

p=3%+it
zéro de L(s,x)
tl<L

Ce résultat est utile, notamment puisque nous avons besoin d’en connaitre une majoration
lorsque ’on veut obtenir une borne pour distinguer deux fonctions L d’Artin, comme nous
le verrons dans le chapitre suivant.

Par exemple, toujours en utilisant le logiciel PARI/GP [PARI15], pour le corps défini par
le polynome Q-irréductible P = 2® — 427 — 82 + 242° 4 302 — 162® — 2022 + 2 et un
caractére y réel de degré 1, on a :
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1 1 1
2 a2 ernlt 2 el

p=3+it p=3+it p=3+it
zéro de L(s,x) zéro de L(s,x) zéro de L(s,x)
0<[t|<50 50<t|

< 0,50 4 0,48 < 0, 98.

La premiére somme est obtenue par le programme : une fois qu’on a prolongé la fonction
L d’Artin, on cherche graphiquement (4 1’aide de la fonction solve) les parties imaginaires
des zéros de la fonction. Maintenant, dans la version 2.9 de PARI/GP, on peut utiliser la
fonction Ifunzeros pour obtenir les zéros. La deuxiéme somme provient de 'application
numérique de la remarque 2.3.10 avec £ = 50 et le conducteur vaut ici 28.

1
En utilisant le théoréme 2.3.9, on obtient Z ——— < 42, c’est loin d’étre

1
RarnP AR
zéro de L(s,x)
une majoration optimale. La différence entre le résultat théorique et le calcul exact vient

principalement des zéros de petite partie imaginaire. Par exemple, en enlevant les zéros
de partie imaginaire plus petite que 2,5 (on sait qu’il n’y en a pas), on obtient :

1
2 o <Y

p=1%+it
|t|>2,5
1.2.4.3 Corps quadratiques

Pour des corps quadratiques, nous pouvons exprimer explicitement les coefficients et
paramétres de la fonction L d’Artin. Les résultats du chapitre suivant nous permettent
d’obtenir une borne sur le plus petit non résidu quadratique.

Définition 1.2.30. On note (%) le symbole de Kronecker égal au symbole de Legendre

pour un entier a € Z et un premier p > 2 :

a 0 sip|a
(—) = 1 si @ = 22 mod p admet une solution non nulle
p —1 si @ = 22 mod p n’a pas de solution

et avec la régle suivante pour p =2 :
0 si2|a

(9): 1 sia=+1mod 8
—1 sia =43 mod 8

On étend cette définition a un entier positif n impair avec le symbole de Jacobi : si

k
a; . sis .
n = H p;* est la décomposition de n en facteurs premiers alors
=1

(4 -T1(2)"

=1
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1.2 Fonctions L d’Artin

Pour n € N*, on dit que a est un résidu quadratique modulo n s’il existe x € Z/nZ tel
que a = 22 modulo n. Remarquons que tout entier est un résidu quadratique modulo 2 et
que pour un nombre premier p > 2, a est un résidu quadratique modulo p est équivalent
A (5) ~1.

PROPOSITION 1.2.31. Soit L = Q(y/m), m un entier sans facteurs carrés. Intéressons-
nous & la fonction L d’Artin associée a la représentation p non triviale du groupe de
Galois de L/Q, de caractére x. On a :

1
H— stm=1mod 4
peEX 1- <%> p—s
L(S7X7Q(\/R)/Q) = 1 )
H _ stm=2 ou 3 mod 4

pe\(2y 1 — <%> p~*

o (%) désigne le symbole de Kronecker entre a et p.

PREUVE

On note P(x) = 2 — m le polynome associé a 'extension L. Le groupe de Galois G
associé a L/Q est d’ordre 2, il contient 'identité et I'application o qui envoie y/m sur
—y/m. Les nombres premiers ramifiés sont les premiers divisant le discriminant de L. On
rappelle que le discriminant de L vaut m si m est congru a 1 modulo 4 et 4m si m est
congru a 2 ou 3 modulo 4. Lorsque m est congru a 1 ou 2 modulo 4, ils correspondent
donc exactement aux premiers divisant ’entier m. Alors que si m est congru & 3 modulo
4, les premiers ramifiés sont 2 et les premiers divisant ’entier m.

Intéressons-nous a la fonction L d’Artin associée a la représentation p non triviale : on a
plec) =1et p(o) = —1.

Pour p un premier ramifié, on a |I,| = 2 (puisque c’est I'indice de ramification) donc
I, = G et alors V» = {0}. Ainsi det(Id — p~*0,; V) = 1.

Pour un premier p non ramifié, D, =< 0, > donc pour déterminer 1 — p~*p(0o,), il suffit
de connaitre D,. Ceci revient a trouver le degré résiduel associé au premier p. Pour ce
faire, mettons & part le cas p = 2 et utilisons la factorisation de P modulo p (on peut
utiliser cette méthode puisque p 1 disc L) et le symbole de Legendre :

P=2>—m modp
| (@—=n)(z+n) sim =n? mod p
a 22 —m si m n’est pas un carré modulo p

(x —n)(x+n) si =1

SIERSIE

¢ —m si = -1

Dans le cas p = 2 lorsque 2 n’est pas ramifié, ¢’est-a-dire lorsque m = 1 mod 4, on utilise
le polynome minimal de \/’T;H cQ(r) =2 -+ 1’7’” € Z[z]. Et modulo 2, sa réduction
donne x(x + 1) sim =1 mod 8 et 2% + x + 1, qui est Q-irréductible, si m =5 mod 8.

Le degré d’inertie vaut donc 1 lorsque (%) =1 (ici, c’est le symbole de Kronecker qu’on

utilise) et 2 sinon. Dans le premier cas, cela signifie que D, = {eg} donc on a I'égalité
1—p*p(o,) =1—p~* sinon D, = G donc 0, =c et 1 —p~°p(o,) =1+p*° Doule
résultat. [
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CHAPITRE 1 : Fonctions L et fonctions L. d’Artin

PROPOSITION 1.2.32. Pour un nombre m congru a 1 modulo 4 sans facteurs carrés,
st on suppose vraies I’hypothése de Riemann généralisée et la conjecture d’Artin alors le

plus petit nombre premier p tel que (%) = —1 est majoré par 4,4 - 107 1n2(12m). Notons

qu’un tel p est nécessairement un non résidu quadratique modulo m.

On peut comparer cette borne a celle donnée par [Ank52] en In?(m) pour un nombre pre-
mier m ou encore Bach démontre que le plus petit non résidu quadratique est inférieur a
21n*(m) pour tout entier m sous hypothése de Riemann (théoréme 2 dans [Bac90]). No-
tons que la constante 4,4-107 obtenue ci-dessus provient du théoréme 2.3.2 qui s’applique
a une fonction L d’Artin générale, on ne peut donc pas espérer "rivaliser" avec la constante
donnée par Bach. D’autre part, un théoréme di a Chowla (voir par exemple [Ank52|)
montre qu’il y a une infinité de nombres premiers p pour lesquels le plus petit non résidu
quadratique modulo p est > Inp.

Afin de démontrer cette proposition, on commence par le lemme suivant.

Lemme 1.2.33. Dans lextension quadratique Q(v/m)/Q avec m sans facteurs carrés,
le conducteur associé au caractére x non trivial du groupe de Galois associé vaut :

o(x) = { disc Q(v/m) sim =1 ou 3 mod 4

2m st m = 2 mod 4.

PREUVE

Iei,onaq(x) = f(x) = Hp p/»)_ Pour obtenir le conducteur analytique, il faut connaitre
les groupes de ramification pour les premiers p ramifiés. On a déja rappelé que lorsque m
est congru a 1 ou 2 modulo 4, ils correspondent exactement aux premiers divisant I'entier
m. Alors que si m est congru a 3 modulo 4, les premiers ramifiés sont 2 et les premiers
divisant 'entier m.

Soit p un nombre premier ramifié. On sait que Gy = I, = G (puisque I, C G et |[,| = 2)
donc V& = {0}. Et ensuite, le corollaire 4.6.5 de [MRO04] nous permet de conclure que
G, est trivial pour p # 2 donc V¢ = V. Si p = 2 est ramifié, on a G non trivial donc
(G1 = G. Ensuite, on utilise le fait que G1/G3 = G /G2 est un groupe abélien d’exposant 2
(voir [Neu99| page 177), autrement dit G/G5 est isomorphe & G, on en déduit que G est
trivial d’out V2 = V. En résumé,

0 sipn’est pas ramifié
fr(x) =< 1 sipestramifié et p # 2
2 sip =2 est ramifié

donc

q(x) = 2m  sim =2 mod 4 disc Q(v/m)

m sim=1mod4 _{disc@(\/m) sim=1ou3dmod4
4m  sim =3 mod 4 2

si m = 2 mod 4.

O
PREUVE DE LA PROPOSITION 1.2.32
On se place dans lextension quadratique Q(y/m)/Q et on applique le corollaire 2.3.1 aux
deux caractéres de degré 1 du groupe de Galois G associé. Posons y; = 1 le caractére
trivial et yo = x le caractére irréductible non trivial. Alors, d’aprés les propriétés d’une

fonction L d’Artin, L(s, x1) = ((s) = H(l —p %) et on trouve Iécriture de L(s, )

p
dans la proposition 1.2.31 précédente.
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1.2 Fonctions L d’Artin

Afin d’appliquer le corollaire 2.3.1, on a besoin de connaitre les conducteurs. Pour le
caractére trivial, d’aprés le résultat 1.2.14, on sait que ¢(1) = f(1)disc Q = 1. De
plus, d’aprés la définition 1.2.17, T'espace vectoriel V7 est de dimension 1 (ici, il n’y
a qu’une seule place infinie réelle) et donc le paramétre local a I'infini vaut 0. Ainsi,
q(1) = goo(1) = 3. Concernant yz, puisque m = 1 mod 4, le lemme 1.2.33 précédent
donne ¢(x) = m et donc q(x) < 4m (selon la valeur du paramétre local a I'infini).

Finalement, en appliquant le corollaire 2.3.1, on sait qu’il existe un nombre premier ne

divisant pas m tel que (%) #£ 1 vérifiant p < C'ln*(12m) ot la constante C' peut étre

_— 2
écrite sous la forme C = % (86D0,¢ + 2D, 4 + ng,(bw(q(Xl)q(Xg))/ln (Q(Xl)Q(X2>)) ,
w(n) désigne la fonction additive dénombrant le nombre total des facteurs premiers de n

et ¢ est une fonction positive non nulle, €>° a support compact dans [1,2]. En faisant un

0,3

The ) Sur 11,2 et nulle ailleurs,

choix pour la fonction ¢, par exemple, ¢(x) = exp (

et puisque 27 < 1,5 on obtient C' < 4,4 - 107.

Par ailleurs, puisque p t m, (%) # 1 est équivalent a <%> = —1.

Le dernier point vient du fait qu’en supposant p £ 2, on a <%) = (—1)277_17”771 (%) (voir

[Coh07a] page 36), d’'on —1 = (m) = <£> car m est congru & 1 modulo 4. Et par

p m
. . . - . L

décomposition de m en facteurs premiers m = [ [, ¢; (les puissances valent 1 puisqu’on a

supposé m sans facteurs carrés), on obtient l’existence d’un nombre premier ¢y divisant

m tel que —1 = <q£0>. Ainsi, p n’est pas un carré modulo ¢g donc p ne peut pas étre un

carré modulo m. O]

Remarque 1.2.34. Notons que dans le cas m = 3 mod 4, ’entier —1 n’est pas un résidu
quadratique modulo m (puisque les carrés sont congrus a 0 ou 1 modulo 4).
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Chapitre 2

Majoration explicite du nombre de
parameétres locaux suffisants pour
déterminer une fonction L

On cherche & connaitre le nombre de paramétres locaux suffisants pour déterminer une
fonction L. Un théoréme de [IKO04] (ici ¢’est le théoréme 2.1.1) répond & cette question,
sous certaines conditions, en permettant de distinguer deux fonctions L générales en
considérant leurs parameétres locaux pour tous les premiers jusqu’a une certaine borne
théorique. Nous explicitons ce théoréme dans le cadre général de fonctions L : le résultat
est donné dans le théoréme 2.1.2. Ensuite, nous adaptons ce théoréme aux fonctions L
d’Artin et de formes modulaires primitives. Nous verrons que, dans ce cas, la borne peut
étre améliorée grace a la connaissance des invariants. La partie essentielle de ce chapitre
fait ’objet d’une publication au Journal de Théorie des Nombres de Bordeaux et se trouve
dans Particle [Euv].

2.1 Théoréme pour une fonction L générale
Le résultat suivant est di a H. Iwaniec et E. Kowalski :

THEOREME 2.1.1 ([IK04]|, Proposition 5.22). Soit L(s, f) et L(s,g) deux fonctions L
distinctes de méme degré d. Supposons que L(s, f®@ f) et L(s, f® §) existent et que cette
derniere soit entiére. Supposons, de plus, que GRH soit vraie pour ces deux fonctions L
et que les paramétres locaur de L(s, f @ f) et L(s, f ® §) aux premiers divisant q(f)q(g)
soient de module inférieur o 1. Alors il existe un nombre premier p < C (dlnq (f)q(g))
ne divisant pas q(f)q(g) tel que les paramétres locaur de L(s, f) et L(s,g) en p sont
différents, avec C' une constante absolue.

Remarquons que l'ordre du pole n’apparait pas dans la preuve donnée dans [IK04]. Notons
également que dans la preuve que nous donnons, nous n’avons pas besoin de supposer
I’égalité des facteurs gamma. La condition sur le module des paramétres locaux peut étre
remplacée par I'hypothése plus forte de Ramanujan-Petersson.

Nous avons rendu explicite cette constante C' :

THEOREME 2.1.2. Le théoréme 2.1.1 est vérifié avec :
C=2-10%
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CHAPITRE 2 : Majoration explicite pour déterminer une fonction L

PREUVE
Cette constante a été obtenue grace a la version plus précise donnée par le théoréme 2.1.3
suivant en utilisant une fonction ¢ particuliére choisie dans la classe des fonctions ¢p 4,

D >0etl<a<b< 2 définies par ¢pqp(x) = exp (%) sur ]1,2[ et nulles

ailleurs. Dans cette classe, une recherche rapide des meilleurs constantes D, a et b montre
que le choix D = 3/10, a = 1 et b = 2 n’est pas loin d’étre optimal et donne :

Ill, = 0,17 3 Doy <53,5; Diy<0,68; Doy <3085 et Dyy < 1,75.

Par ailleurs, dans le théoréme 2.1.3, quitte & majorer 1 par r(f ® f), on peut négliger
Iordre du pole. O

THEOREME 2.1.3. On note ¢ une fonction positive non nulle, €°° a support compact
dans [1,2]. Dans le théoréme 2.1.1, on peut prendre :

2
51 754 A, D '
C= m <2D1,¢+3D2,¢+%D0,¢r(f ® f) +§D37¢w (q(f)Q(g))> !

ou

w(n) .
, _ ) stn =2
wi(n) { 0 sin=1"

avec w(n), définie sur N*, désignant la fonction additive dénombrant le nombre total des
facteurs premiers de n,

Dusi= 2 = [ 0
Cy, 1 [*9

o Hg’;rﬁl : Hiﬂil /127055;3) )

Deo = i = (32 + a0 ) Pos
¢l

Poe =g,

Remarques 2.1.4. Une étude classique de w(n) (voir par exemple [Rob83| page 380)
permet d’obtenir une borne pour n > 3 :

) < L3802
W(n) < ———.
In(lnn)

En fait, w'(n) < 3/2 pour n > 1 (on utilise la majoration précédente pour n > 13).
Notons que 'on peut majorer Cy 4 et C 4 en faisant intervenir des normes infinies :

18"l 202572 — 1)

Do <

0 el b
[1lo

1’¢)< In 2.
1l
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2.2 Preuve du théoréme 2.1.3
2.2 Preuve du théoréme 2.1.3

Considérons deux fonctions L distinctes, L(s, f) et L(s,g), de méme degré d telles que
L(s,f ® f) et L(s, f ® g) existent. On note ¢ une fonction positive non nulle, €> &
support compact dans [1,2]. On définit le réel X > 1 de fagon a ce que les paramétres
locaux de L(s, f) et L(s,g) coincident pour tous les nombres premiers p inférieurs ou
égaux a 2X ne divisant pas ¢(f)q(g). Nous cherchons a majorer X.

Par hypothése, L(s, f ® f) est méromorphe avec un péle d’ordre r(f @ f) > lens=1
et la fonction L(s, f ® g) est entiére.

Dans toute la suite, la lettre h sera utilisée pour remplacer f ou g lorsque le résultat est
indépendant de la fonction considérée.

La propriété suivante est une conséquence de la définition du réel X.

Propriété 2.2.1. Si les parameétres locauz de L(s, f) et L(s,g) coincident pour tous les
nombres premiers p < 2X ne divisant pas q(f)q(g) alors Ajg7(n) = Asgg(n) pour tout
entier n < 2X premier & q(f)q(g).

PREUVE
La définition 1.1.8 de la convolution de Rankin-Selberg, ainsi que la définition de la
fonction duale, permettent d’écrire : pour ¢ € [1,d?], il existe j et k € [1,d] tels que

@; reon(p) = oy p(p)ay, ﬁ(p) = aj ¢ (p)arn(p) pour ptq(f)g(h) = q(f)q(h). Ici, on suppose
g, (p) = aurg(p) pour p < 2X ne divisant pas ¢(f)q(g) donc o, ;47(p) = @i yeg(p) pour
p < 2X tels que p1q(f)q(g). D’aprés la définition 1.1.3, on a :

Q; ) 1n sin=p’
Ajenn) = Z sn(®) np v’
0 sinon

Pour n < 2X vérifiant (n,q(f)q(g)) = 1, deux cas se présentent :
e soit n n’est pas une puissance d’un nombre premier, alors A ;g (n) =0 = Asgg(n);
e soit n = p’, alors p < 2X et (n, ¢(f)q(g)) = 1 revient a dire que p ne divise pas q(f)q(g),

2 2
on a donc Ajpgr(n) = Z?:I Qi fof (p)'Inp = Zle @i rog(p) Inp = Asgy(n). [

2.2.1 Formule explicite

On adapte la formule explicite donnée dans le théoréme 5.11 de [IKO04] afin d’obtenir le
résultat suivant :

THEOREME 2.2.2 (Formule explicite) Soit q§ une fonction positive non nulle, € a

support compact dans [1,2] et q§ f1 2*~tdx sa transformée de Mellin. Soit
L(s, f) une fonction L. Alors on a :

> Ao (%) =5 /%(”—5‘<s>+”f<1—s>)x%<s>ds

n<2X 100 Vf i

+llgll,r(HX = Y X (p
p zéro de

L(s.f)

ou |||, = fl xz)dz > 0, r(f) correspond & lordre du pole de L(s, f) en s =1 et la
somme porte sur les zéros, comptés avec multiplicité, de L(s, f) dans la bande critique
0 < Re(p) < 1.
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CHAPITRE 2 : Majoration explicite pour déterminer une fonction L

On utilise cette formule explicite pour obtenir les majorations suivantes que nous démon-
trerons dans la partie 2.2.4.

THEOREME 2.2.3. En supposant GRH vérifiée pour les deuz fonctions L(s, f ® f) et
L(s,f®g), ona :

S Ayermo (55) = (7 @ P ol X| < Cud(s @ F)

+Coplnq(f ® VX + 7715400,¢7”(f®JE)\/Y

n _ _
> Area(mé () | < Crod(f 2 9) + Cogna(f @ VX,
ot Cog, Cr4 €t Coy sont données au théoreme 2.1.5.
Ce sont Cy 4, C 4 et Cs 4 qui nous permettront finalement de démontrer le théoréme 2.1.3,

en notant que d(f ® f) = d(f ® g) = d>.

2.2.2 Conséquences du théoréme 2.2.3

Dans cette partie, en admettant le théoréme 2.2.3 démontré dans la partie 2.2.4, nous
obtenons une majoration de v X qui nous permet de démontrer le théoréme 2.1.3.
D’abord, nous simplifions I’énoncé du théoréme 2.2.3 avec les notations :

M=r(f®f)loll, X
By =Crod(f @ f)+ CopVXIng(f @ f) + %CO,¢\/Yr(f ® f)
Ey = Cied(f ©§) + CogVX Inq(f @ g)

alh) = Y Agei(m)o ()

Nous avons donc : |[M — a(f)| < Ej et |a(g)| < Es.
Pour majorer X, on cherche donc & majorer M. L’inégalité triangulaire donnant :

0 <M <M —a(f) + |a(f) = alg)l +[alg)] < Er + Bz + a(f) — alg)],
il reste alors & majorer la différence |a(f) — a(g)|-

Lemme 2.2.4. En supposant que les parameétres locauz des fonctions L, L(s, f @ f) et
L(s, f ® @), auzx premiers divisant q(f)q(g) sont de module inférieur ¢ 1, on a :

> Asermo () = Do Aseam)o ()

ot W'(n) est donné au théoreme 2.1.5.

<218l d*In (¢(f)a(9)) m(2X)w' (q(f)alg)),

PREUVE
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L’égalité suivante résulte de la propriété 2.2.1 :

Y Asep(n)o (%) = Ageg(n)o (%)

= Z Asgp(n)e <%) - Z Areg(n)o (%)

n<2X n<2X
(n,q(f)a(g))#1 (n,q(f)a(g))#1
<ol Y. (Asei(m)] + 1Asgg(n)]) - (2.1)
n<2X
(n,q(f)a(g))#1

Pour n < 2X vérifiant (n,q(f)q(g)) # 1, on a :

d2
k . &
a; h ln P Sin=p
[Aser(n)] < ;‘ j.fenl” n(p)

0 sinon

< d*In(p) sin=p (d’aprés I’hypothése sur les paramétres
= 0 sinon locaux en p | ¢(f)q(g))

donc
> ([Aerm)] +1Aseg(m)]) <24 37 m(p) Y 1
n<2X pla(f)a(g) keN
(n,a(f)a(g))#1 pF<2X
< 2d° Z In(p) card {k € N : p* <2X}
pla(fa(g)
In(2X)
< 2d? ]
> In(p) iy
pla(f)a(g)
< 24’ In(2X)w(q(f)al9))
d’on le résultat souhaité avec 'inégalité (2.1). O

On en déduit alors le résultat suivant :

PROPOSITION 2.2.5. Avec les notations précédentes et en supposant vraie GRH pour
les fonctions L(s, f ® f) et L(s, f ® g) et que les paramétres locauzr de L(s, f ® f) et
L(s, f ® g) auz premiers divisant q(f)q(g) sont de module inférieur a 1, on a :

754

Cop(Ing(f @ f)+Inq(f®7)) + —=Cour(f ® f)

X
vX 75

<t
r(f @ f) 1ol

2 (PO (e alo) ol (aalo) + cw)> |

ot Co g, C1.4, Cap et W'(n) sont définis au théoréme 2.1.5.
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CHAPITRE 2 : Majoration explicite pour déterminer une fonction L

2.2.3 Fin de la preuve du théoréme 2.1.3

A T'aide du résultat précédent et des majorations suivantes ¢(h) < q(h), q(f®f) < q(f)*,
q9(f ®g) < (q(f)q(g))d et d <1In(q(f)a(g)), on obtient :

dln - .
< dln( (f) (g )) 754 In(2X)

r(f®f)
Deux cas se présentent alors :
o si VX < dIn(q(f)q(g)), nous avons le résultat avec C' = 1;
e sinon X > d2In?(q(f)q(g)) > 4 (car q(h) > 3). Puisque la fonction y — 2 egf

VY
décroissante pour y > 4 et d < $In(q(f)q(g)) (en effet, d’aprés les propriétés 1.1.7,

a(f)alg) = 3*%q(f)q(g) = €*?), on a :
n@X) _ I (2 I(a(Halg) _ 41 (2 n(a(fa()) _ -2 et 5
vX O din(a(falg) dIn(q(f)a(g)) d S 4d’

In (2-1/4 .
car pour tout y > 0, on a ¥ < 2741, Ainsi,

<3D2,¢ + 7—5D0,¢>7’(f ® f)+ 2<d X Ds g (q(f)a(g)) + D1,¢>>

R < DD (31, 2, D7)+ 00 a1t )

2.2.4 Preuve du théoréme 2.2.3

Nous cherchons & majorer chaque terme de la formule explicite du théoréme 2.2.2 appli-
quée aux fonctions L(s, f ® f) et L(s, f ® g) :

S Ao (%) =r(F@ Hlol X = 3 X6 1)
n<2X p zéro de
L(f®f,s)
L aioo 7}®f 7f®f X
+ 2T 1 i (W@f (s) + — Vref (1—s) ¢( )ds

et puisque L(s, f ® g) n’a pas de pole en s = 1, autrement dit 7(f ® g) = 0, on obtient :

> Ao () == . X6 (2)

n<2X p zéro de
L(f®g,s)
1, -
1 —+z<>o I /I R
" i (%g () + 2122 (1 - 8>) X*o(s) ds,
2im J1 7100 Vfeg Vfeg

oil la somme porte sur les zéros p de L(s, f ® h) tels que 0 < Re(p) < 1

Les fonctions L(s, f ® f) et L(s, f ® g) sont des fonctions L (voir la définition de la
partie 1.1.2), nous pouvons donc énoncer les propriétés dans le cadre de fonctions L
génériques. Dans les paragraphes 2.2.4.1 & 2.2.4.4, nous n’utiliserons que les propriétés
générales pour les invariants des fonctions L, notamment pour les paramétres x;. Ainsi,
nous notons L(s, f) une fonction L générique que nous spécifierons en L(s, f ® f) et
L(s, f ® g) quand cela sera nécessaire pour notre étude.

40



2.2 Preuve du théoréme 2.1.3

2.2.4.1 Préliminaires

Les résultats suivants nous seront utiles dans les différentes majorations a considérer.

Lemme 2.2.6. Pour s=0 +it € C\R_, on a :

2
< Cola)_ avec Cy(o) ::/ |¢" (z) |27 da.
1

Y| S St

PREUVE
En effet, en exprimant ¢ en fonction de ¢” grace a une double intégration par parties,
on a:

o(s) = (z)z*tdz
1
512
B Lz%x)m—} e de ==L [ g o
1 1 1
1 ’ $S+1 2 1 2 Ui S

T ({gb( )3+1L_ s+1/; el +1dx>
o 1 2 " s+1d

G, ¢"(x)x T

[
Nous aurons besoin de controler |(IV/T')(s)|. Pour cela, rappelons le résultat suivant
démontré dans la partie B.1.1.

Lemme 2.2.7. Pour s € C\R_, on a, Bs(y) = y* —y + & désignant le 2° polynome de
Bernoulls :

I'(s) 1 11 11

+oo 1
T'(s) s +In(l +5) - 21+s 12(1+s)? +/1 Bz({t})(t+s)3 de. (1)

De plus, pour s € C\R_ tel que Re(s) > —1, on obtient la majoration :

Pl < Tyl P I S S +In(]1 + )
—(s -tttz + -7 +1n s|).
D7 52 12[Re(s)+1)2 0 |s|  2]1+s] 12|14+ s

2.2.4.2 Majoration de l’intégrale des égalités (1) et (2)

Les résultats précédents nous permettent d’obtenir la majoration souhaitée :

PROPOSITION 2.2.8. Pour une fonction L quelconque, notée L(s, f), de degré d = d(f),
vérifiant les propriétés énoncées dans la section 1.1.1, on a :

) o (Z+La-9) xd)as

0w J1_i00 \ s o7

< 02 304(f) + Tinq(f)) VX,

™

ou

2
Cuo= [ 16" @)a? da.
1
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CHAPITRE 2 : Majoration explicite pour déterminer une fonction L

PREUVE
Nous devons borner en module
1, -
1 §+’LOO (,.)/} ,yf R
I=_— (8) + = (1 —s) ) X?¢(s)ds
2m J1 o \7f Vf

D’apreés le lemme 1.1.2, en gardant la notation A;(t) = (1/2 + it + k;)/2, on obtient :

1, -

—dhlﬂ' §+ZOO 2—i—zoo F/ R
pr— - s .
I 57 [ | X°¢(s)ds + 2@7r E / Re ( At ))) X°¢p(s)ds

E—ZOO

Puis, en utilisant la transformée inverse de Mellin (voir partie B.1.2, applicable grace aux
bonnes propriétés de la fonction ¢), on a :

fz—dlnm( ) Z/WRe(F' ()))X%( —Ht) dt

Enfin, puisque ¢ est a support compact dans [1,2] (et X > 2) et d’aprés le lemme 2.2.6,

on obtient :
Re (1(4,(0))

CopVX
2m
Distinguons différents cas?
e Pour les indices j tels que Re(k;) > —1/2, A;(t) € C\R_ pour tout ¢ € R, on peut
donc utiliser 1’égalité (1) du lemme 2.2.7, on a alors :

dt

Il <
7 < |2 +it| |3 + it|

2
ot Cpy = / ¢ (2)]2%2 dx.
1

1"/

Ret- (4,(1)) | < o) 1

e O s

g
1211+ A;(t))2 6./, (z 4+ Re A;(t))3

De plus, on a :

5+ 2R
1+ 45(1)] > Rel(1 + 4,(1) = —— 2 > 1
‘ /“’o dz </+°°dx 1
e < =
1 (fI; + Re A](t>>3 1 5173 2
donc :
I’ Re A;(t) 1 1 1
—_(A. <—L 2 4 nll+ A, 4= 4=
Rer< (1) YYOLE +1In|l+ J(t)y+2+ 12+ 13

e Pour les indices j tels que —1 < Re(k;) < —1/2, on utilise la formule I" (2 + 1) = 2I'(2)
pour obtenir :

I’ I’ 1

—(z 14+2)— -

() = (1+2) - 2.

1. Le probléme est également traité de la sorte dans [OS11]. Remarquons que dans la classe de Selberg,

la situation est plus simple puisque les parties réelles des paramétres locaux sont supposées positives,
voir par exemple [KP99].
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2.2 Preuve du théoréme 2.1.3

r |4;(8)[?
On peut alors appliquer 1'égalité () du lemme 2.2.7 4 1+ A;(t) € C\R_ :

Ainsi, on peut majorer : ‘Rer—, (A;(1)) ) < ’Re% (1+A;(t) |+ [Red; ()]

I Re (1+ A;(t)) 1 1
_ ) < J Inl2 + A.
Res (41(1) T appe RO G T ey AP
J J J
N 1 /+°° dz N |Re A;(t)|
6./ (z+1+ReA;?)? |A;(t)]?
Puisque ﬁigj‘? )(rg)) < |1+A o 12+ A0 2 T/4, [1+ Aj(t)] > 3/4 et

/+oo dSL' - /-‘roo d:ll‘ B é
L (@+1+4Re 402 )y (@433 49

on a :

Rel (4;()

82
. <In |2+ A,(t)] +

1 TAmP

Ainsi, dans toutes les situations, nous pouvons majorer de la facon suivante :

‘Rel% (A;(1)) ’ <In |2+ A;(t)] +% W

Grace a cette inégalité, on a :

Jj=1 j=1
d
< (II2+E+KJ) EZEmA
7j=1
di9+lnqoo -I—Z ’RGA

Notons que le cas Re(k;) = —1/2 donne Re A;(t) = 0.
Ensuite, en utilisant la fonction arctangente, on obtient la majoration suivante :

|Re A;(t)] dt < 42/ |1+ 2Re x| a
|A;(0) 2 |3+t [244t] T 3 Jr (14 2Re 5;)2 +4(t + Tm £;)?
16 1 1
<?\1~|—2Re/<| 2(t+1Im r;) zdt
1 +lm K;
TR 1+ <|1+2Re n]-|>
167 8
< —5=—
3 2 3



CHAPITRE 2 : Majoration explicite pour déterminer une fonction L

Finalement, en majorant q..(s, f) par q(f)(|s|+3)? (voir la proposition 1.1.7), on obtient :

1, .
1 /2*“’0(7} Yy > A
— —(s)+ —=(1—=35) ) X°¢(s)ds
o A AU AR B0

_ Co,m/Y(&TdJr/ 45 +In0yi + £ +9) +inl) dt)
or \ 3 Ja Jire/see

VX 2 ,
< Cogv X <§d+ > In q(f)) avec Cp» = / 0" () ]2%/2 d.
2 2 2 ’ 1
O
1
2.2.4.3 Majoration de la somme Z m sur les zéros de L(s, f)
p\p

Soit L(s, f) une fonction L quelconque vérifiant les propriétés énoncées dans la sec-
tion 1.1.1 et la conjecture GRH. On cherche & majorer

Y. X%(p)
p zéro de L(s,f)
0<Re(p)<1

La conjecture GRH (incluant ’hypothése de Riemann) permet d’écrire :

Yoo X% |<VX DY l+ Y 16l

p zéro de L(s,f) p zéro de L(s,f) p zéro de L(s,f)
0<Re(p)<1 Re(p)=1/2 Re(p)=0

Pour p de partie réelle nulle, puisque ¢ est une fonction positive a support compact dans
[1,2], on a :

2 2
. B o(x
b < ool ae= [ 2 ar =,
1 1
D’aprés GRH, il existe au plus d(f) zéros p vérifiant Re(p) = 0 donc

Yo 16(p)] < Crpd(f).
p zéro de L(s,f)
Re(p)=0

D’autre part, d’apreés le lemme 2.2.6, on peut écrire :

R 1
Y 16I<Cos D> ek

p zéro de L(s,f) p zéro de L(s,f)
Re(p)=1/2 Re(p)=1/2
ainsi,
. 1
Y X% <CVE N g G
p zéro de L(s,f) p zéro de L(s,f) PP

0<Re(p)<1 Re(p)=1/2

avec Coy = [2 10" (x)|z%2 dx et C1 4 = [7 22 da.
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2.2 Preuve du théoréme 2.1.3

1
Nous cherchons alors a majorer la somme E (PEEE Pour cela, nous avons
p zéro de L(s,f) |p(p - )|
Re(p)=1/2

besoin de résultats préliminaires.

On rappelle que si L(s, f) est une fonction L alors (s(1 — 5))" Y A(s, f) est une fonction
entiére d’ordre 1 ne s’annulant ni en 0 ni en 1, il existe donc des constantes a = a(f) et
b =b(f) telles que

(s(1— ) DA(s, f) = e T (1 - f) e/,

p#0,1 P

ou p varie parmi les zéros de A(s, f) différents de 0 et 1. Notons que sous GRH, la fonction
A(s, f) n’a pas de zéro en 0 et 1. Ensuite, on a

e =tmgpnr D oy 1) (##)7 ()

2 Vf s s—1 oy s—p p

les deux expressions étant normalement convergentes dans les sous-ensembles compacts
qui ne contiennent ni pole ni zéro. La constante b(f) vérifie

Re(b(f)) == ) Re(p™), ()

p7#0,1

ou p varie parmi les zéros de A(s, f) différents de 0 et 1.

Pour T et ¢ des réels positifs, on note m,(T, f) le nombre de zéros de A(s, f), p = 1/2 + it
tels que |t —T'| < ¢ pour une fonction L quelconque vérifiant les propriétés énoncées dans
la section 1.1.1. La proposition suivante est une version explicite d’'une propriété connue
des fonctions L majorant ce réel, on pourra se référer par exemple a la proposition 5.7
de [IK04]. Dans la suite, nous aurons a considérer ¢ = 1/2.

PROPOSITION 2.2.9. Sous GRH pour une fonction L(s, f) quelconque, on a :

13 (56 1

1 )
my (00 < 5 (S0 + el + S an( +iT 1) + 21

N

2

PREUVE
Nous adaptons donc la preuve de [IK04| afin de garder les termes plus précis. On pose
so = 0 + 4T avec o > 2. En passant a la partie réelle dans I’égalité (x), on obtient :

—Reg(so,f) = %lnq(f) + Reﬁ(s()) —Reb+r(f)Re (l + L )

L Y so So—1
1
S (Re n Re—) |
p zéro de S0 =P P
A(s,f)

avec p variant parmi les zéros de A(s, f) différents de 0 et 1. On a donc

/

1 L 1 'Yf
— Re— | Ir
> Ret = Rel(s0./) + () + ReZl )

o oc—1 1
+7(f) (02+T2+(a—1)2+T2) - (Reb—i— Z Re;).

p zéro de

A(s.f)
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CHAPITRE 2 : Majoration explicite pour déterminer une fonction L

Grace a 'égalité (»x) ci-dessus et puisque T? > 0, on en déduit :

1 L 1 vy 20 — 1
Re < |——(so, + =Inqg(f)+ |—(so)| +7r(f) ———.
pg;m 50 = P ‘ L(Oﬂ‘ 3ty W(w (ﬂU@_l)
A(s,f)
D’abord, puisque —— ZA]" S et
n>1
d
)In(p) sin=pk
Al < 21 @) v
0 sinon
< dp*In(p) sin=pF (par définition, |a;(p)| < p)
= 0 sinon
< dnA(n),

A(n) désignant la fonction "classique" de Von Mangoldt, on a :

7| < ZI|nso| -y e T

n=1 n>1

Ensuite, puisque Re(sg) > 2 et Re(k;) > —1, Re (SOMJ) > 1/2, on peut donc appliquer
le lemme 2.2.7 :

d ™ 1d 1 4
< (mrs ™) 4252
2<n”+2>+2§:ran%+np+2V

2 1 1 S0+ Kj
+ + s+l |1+
so+ k5] |24 s0+ k5] 3|24 50 + Ky 2

_|_
<d | <7r>+7r+ 1 n 2 N 1 N 1
<z In(5)+ 5
2 2 2 3+1)2 o—-1 o+1 3(c+1)?
_I_

)

<d | <7T>+7r+ 2 N 1 N 2 +11 (50, f)
SolM\e) T e T T T o T 3oz ) T M0 )

En supposant vraie GRH pour L(s, f), on peut écrire :
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2.2 Preuve du théoréme 2.1.3

Alinsi,

1)2 2
me@jf)g%(‘_i(ln(E)JrﬁJr 2 N 1 N 9 )

g1 2 2) "2 6—1" o+1 3o+1)?

1 , A(n)
+ 3 Ingo (o +14T, f) + dz e

n=>1

+ong(f) + r(f)%)

Grace & une comparaison numérique, on s’apercoit que o = 3 est un bon candidat pour
obtenir une majoration quasiment optimale de m1 (7T, f).

2
Dans ce cas,

13 <56 1
m

7.0 < 5 (G0 3malh) + ghanB +IT 0+ 5r()).

N

Nous pouvons maintenant démontrer le théoréme suivant :

THEOREME 2.2.10. En supposant vraie GRH pour la fonction L(s, f), on a :

S Lot al ) ),

p zéro de L(s,f) |p('o + 1>|
0<Re(p)<1

ol

13 ( 1617 58 5
C(d,q,q,7) =5 (Wd+ %(lnq +Ing+ g?"))

Remarque 2.2.11. En utilisant la majoration d(f) < Inq(f) des propriétés 1.1.7 et
Ing(f) <Ing(f), on peut majorer C(d(f),q(f),q(f),r(f)) par :

27053 754
1 -
500 malf)+ e

(f)-

PREUVE

Puisqu’on suppose ’hypothése de Riemann généralisée vérifiée pour L(s, f), un zéro p de
L(s, f) situé dans la bande 0 < Re(p) < 1 peut s’écrire sous la forme p = 1/2 + it. Le
nombre de zéros triviaux est inférieur au degré d(f) de la fonction L(s, f) donc :

1 1 1
> oS X Toamt 2 —
p zéro de L(s,f) ‘p(p + 1>| p zéro de A(s,f) ‘p(p + 1)| p zéro trivial de L(s,f) %- + gt2 + ¢4

0<Re(p)<1 0<Re(p)<1 0<Re(p)<1

1 4
NP PSSR NP

p zéro de A(s,f) p zéro trivial de L(s,f)

0<Re(p)<1 0<Re(p)<1
1 4
<Y ey ta A
p zéro de A(s,f) ‘p(p—i_ 1)| 3
0<Re(p)<1
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CHAPITRE 2 : Majoration explicite pour déterminer une fonction L

Par ailleurs, on obtient :

S e ¥

5
p zéro de A(s,f) nel p=1/2+it 16 + t2 + t4
p=1/2+it |n—t|<1/2

71
< —I—
>y I
nf—OOp 1/2+zt n=1 p=1/2+it 16 + +
In—t|<1/2 In—t|<1/2
2

p=1j2+it \/ 15 + 312+t
ltl<1/2

! ma(n, f Rl ma(n, f
5 (n, f) . ()
n=—o0 \/n4+2n3+4n2+3n+§ n=1 \/n“—2n3—i—4n?—3n+§1

4

+5my (0, f).
En utilisant la proposition 2.2.9, on a :
5 1L 1_3( Z RA() + 3ma(f) + 5093 +in, f) + §r(f)
p zéro de A(s,f) ‘p(p+ 1>| 5 n=—00 \/n4+2n3+4n2+3n+§
p=1/2+it
++°° 84(f) + i ng(f) + s Inau(3 +in, £) + 2r(f)
n=1 \/n4—2n3+4n2—3n+§
4,56 1 1 5
—(=d -1 —Inqu.(3, —
+3 (A + 5 na(f) + 5max(3, f) + 6r(f))>
13 112 224 2 2
<—1|d —A(1 1 A1)+ =) + = Ingu (3,
- ( (NG5 AN + =) +Ing(/) (A1) + 3) + 3 ax(3, /)
1 .
) 2 1 In qoo (3 + in,
+§r(f)(A(1)+§)+§ oo f)
n=—oo \/n4—|—2n3+4n2+3n+g
L1 Z Inqo (3 +in, f) )
\/ —2n3 +4n? — 3n—|—g
+00 1
ou on a défini A({) := Z

n—t \/n4—2n3+4n2—3n+;i

On majore qoo(3 +in, f) et quo(3 — in, f) par q(f)(|3 + in| + 3)4P), ainsi

Ing(3xin, f) <Inq(f)+d(f) In(|3 + in| + 3).
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2.2 Preuve du théoréme 2.1.3

D’ou,

1 13 ( 112 224 4
S d(f)(—A<1>+—+ g
p zéro de L(s,f) [p(p+1)] 5 w3 3

0<Re(p)<1
In(|3+in|+3
PSS B inl+3) )
n1\/n4—2n3+4n2—3n+

+Ing(f)A(1) +§1nq(f)

+Ing(f)(A(L) + ;) + gr(f) (A1) + ;))

< 153 (1160107d(f) + Zi (lnCI(f) +Ing(f) + gﬂf)))

]

Remarque 2.2.12. En excluant les premiers zéros, par exemple les zéros de partie ima-
ginaire dont la valeur absolue est inférieure a un réel ¢, on obtient :

e my(n, f)

1
2 D S22

p zéro de A(s,f) n={ \/n4 —2n3 +4n? — 3n + g

[t|>¢
S Z(ng(f) +ng(f)) + —r(f)
;\/n4—2n3+4n2—3n+§ 5( ) 3

1456 13
(m5 —gm(B+mﬂ+®>dU0.

Ceci peut nous permettre de faire des calculs explicites, voir par exemple le résultat
numérique sur les zéros dans la partie traitant des fonctions L d’Artin.

Remarque 2.2.13. En procédant de la méme facon, en supposant vraie I’hypothése de
Riemann généralisée pour la fonction L(s, f), on peut avoir la majoration suivante :

p zéro de L(s,f)
0<Re(p)<1

ol

13 112 221 5
A(d,q,q,7) =5 (d(%ﬂtanh <2> + 1—0) + (lnq +1Ing+ gr) (ﬂtanh (2) +2)>

+oo
1 s .
avec Z B = 7 tanh (§> démontrée dans la propriété B.1.1.
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CHAPITRE 2 : Majoration explicite pour déterminer une fonction L

Corollaire 2.2.14. Avec le méme paramétre que dans le théoréme précédent, on a, sous

GRH pour L(s, f) :

Y. X(p)| S VXCouCd(f),a(f) a(f),r(f)) +d(f)Crg,

p zéro de L(s,f)
0<Re(p)<1

avee Cog = [ |¢"(x)|2*2 dz et C1y = [7 22 da.

2.2.4.4 Fin de la preuve du théoréme 2.2.3
En reportant dans les inégalités (1) et (2) page 40 les résultats de la proposition 2.2.8

et du corollaire 2.2.14 en prenant soin de remplacer d(f) par d(f ® f) ou d(f ® g) (qui
valent d(f)? puisque d(f) = d(g)), on obtient :

S Agermo () = @ )l X]

39d(f @ f) + 7lnq(f & f)
4

< Cipd(f @ f) + CogVX (

+Cd(f@f)a(f@f),a(f® f.r(f® f)))

> Ao () | < Crad(F 9)

+co,¢ﬁ<39d(f 29 Thalf ©9) +0<d<f®g>,q<f®g>,q<f®g>,o>),

ol

2 2
Co.s —/ ]gzﬁ”(x)|x3/2 de ; Cie —/ —¢E:) dx
1 1

13 [ 1617 58 5
C(d,q,q,7) = g(md—kg(lnq%—lnq—l—gr)).

En utilisant la majoration d(f) < Inq(f) et la remarque 2.2.11, on obtient :

et

|3 Agerno () = (7 © ) 9l X| < Crpd(f @ )
+ VT ng(f @ )+ o CouV/Xr(f © )
> Ao () | < CLad(r @ 9) + CosVXmar @19),

avec

46 27053
Crpim (104 90,
2 1 500 ) Y00
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2.3 Majoration explicite pour déterminer une fonction L d’Artin

2.3 Majoration explicite du nombre de paramétres lo-
caux suffisants pour déterminer une fonction L d’Ar-
tin

Dans ce cas, on se place sur une extension galoisienne L/K de corps de nombres. Nous
devrons donc ajuster les preuves, notamment en remplacant les nombres premiers par
des idéaux premiers ou encore le degré d des représentations par le degré d[K : Q] des
fonctions L d’Artin sur Q.

2.3.1 Théoréme

L’adaptation du théoréme 2.1.3 permet d’obtenir le résultat qui suit. Remarquons que
la remarque 1.2.4 permet de supprimer 'hypothése sur les paramétres locaux. De méme,
sous la conjecture d’Artin, nous avons démontré (voir partie 1.1.3) que les fonctions L
d’Artin ne possédent pas de zéro de partie réelle 1 : I'hypothése de Riemann généralisée
remplace GRH (conjecture 1.1.12).

Corollaire 2.3.1. Soit L/K une extension galoisienne de groupe de Galois G. Soient
X1 €t X2 deux caractéres irréductibles distincts de G, de méme degré d, de représenta-
tion respective (p1, V1) et (p2, Vo). On suppose vraies la conjecture d’Artin et Uhypothése
de Riemann généralisée pour les deux fonctions L d’Artin L(s,x1 ® Xi), i = 1 ou 2.
Alors il existe un idéal premier p de K, de norme N(p) = p/ inférieure ou égale a
C (d[K : QIng (x1)q(x2))” avec p ne divisant pas q(x1)q(x2), tel que les paramétres lo-
cauz de L(s,x1) et L(s, x2) en p sont différents, avec

51 5 2
C=; (86170,(;5 + 2D 4+ §D3,¢w’(q(><1)q(><2))> )

ol ¢ est une fonction positive non nulle, €°°, a support compact dans [1,2],

9]
&R

1 /2 , 1 [?é(x)
Doy = —— [ |¢"(x)|2*?dx; D :—/ 2 dx et Dy g =
0 = Tor, Jy 10 R TR A b

Rappelons que pour tout n € N*, w’'(n) < 3/2 ot W' est définie par :

w(n) .
/ _ Ton SITL>2
Wf(n) { 0 sin=1"

la fonction w(n), définie sur N*, désignant la fonction additive dénombrant le nombre
total des facteurs premiers de n.

Ici, on connait la convolution de Rankin-Selberg de deux caractéres, ceci nous permet de
ne pas avoir besoin de la condition de divisibilité du nombre premier (comme le montre
la propriété 2.3.6) et on obtient le théoréme suivant.

THEOREME 2.3.2. Soit L/K une extension galoisienne de groupe de Galois G. Soient
X1 et X2 deux caractéres irréductibles distincts de G, de méme degré d, de représentation
respective (p1, V1) et (pa, Vo). On suppose vraies la conjecture d’Artin et U'hypothése de
Riemann généralisée pour les deux fonctions L d’Artin L(s,x1® X;), i =1 ou 2. Alors il
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CHAPITRE 2 : Majoration explicite pour déterminer une fonction L

existe un idéal premier p de K, de norme inférieure ou égale & C (dInq (x1) q (x2))’, tel
que les parameétres locaux de L(s, x1) et L(s, x2) en p sont différents, avec

51
C = o (86 Dy + 2D1 4)°,

ot ¢ est une fonction positive non nulle, €°°, a support compact dans [1,2],

1 12 o()
Dyy = —/ ¢"(x)|2**dx et Dy, = / — duz.
I LA Yol )

Remarque 2.3.3. En perdant cette condition de divisibilité, le degré du corps de nombres
[K : Q] n’apparait plus et donc nous obtenons une meilleure borne, bien que la constante
C ne soit pas nettement améliorée.

Donnons également une version pour des caractéres pas nécessairement irréductibles dont
le produit scalaire est nul.

THEOREME 2.3.4. Soit L/K une extension galoisienne de groupe de Galois G. Soient
X1 et xo deux caracteres distincts de G, de méme degré d, de représentation respective
(p1, V1) et (p2, Vo) dont le produit scalaire est nul. On suppose vraies la conjecture d’Artin
et I’hypothése de Riemann généralisée pour les deuz fonctions L d’Artin L(s, x1 ® Xi),
1 = 1 ou 2. Alors il existe un idéal premier p de K, de norme inférieure ou égale a
C (dlnq(x1) q (x2))?, tel que les parametres locauz de L(s, x1) et L(s,x2) en p sont dif-
férents, avec

C

2
_ 51 ((74 + 22 (x1, x1)) Do, + 2DL¢>
25 <X17X1> 7

ot ¢ est une fonction positive non nulle, €, a support compact dans [1,2] et les
constantes Dy 4 et Dy 4 sont données dans le théoreme 2.3.2 précédent.

Corollaire 2.3.5. Les théorémes 2.3.2 et 2.8.4 précédents sont vrais pour C' = 4,3 -107.

PREUVE

On effectue les calculs de la constante C' avec la fonction ¢, trouvée dans la preuve du
théoréme 2.1.2, définie par ¢(x) = exp (%) sur |1, 2[ et nulle ailleurs, pour laquelle
on obtient

D0,¢ < 53, o et D17¢ < 0, 68.

2.3.2 Preuve du théoréme 2.3.2

Plagons-nous dans le contexte du théoréme : soit L/ K une extension galoisienne de groupe
de Galois G, soient y; et xo deux caractéres irréductibles distincts de G, de méme degré d,
de représentations respectives (p1, V1) et (p2, V2).

Dans le cas des fonctions L d’Artin, on remplace le degré d par d[K : Q] et d* par
d*[K : Q] dans les résultats de la partie 2.2. De la méme fagon, on suppose que les
paramétres locaux de L(s,x1) et L(s, x2) coincident pour tous les idéaux premiers p
de K de norme inférieure ou égale a 2X. On cherche & majorer X. De plus, grace aux
informations supplémentaires connues (r; € {0,1} ou encore la convolution de Rankin-
Selberg), on a des résultats plus précis.
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2.3 Majoration explicite pour déterminer une fonction L d’Artin

Propriété 2.3.6. Si les paramétres locaux de L(s, x1) et L(s, x2) coincident pour tous les
idéaux premiers p de K de norme inférieure ou égale & 2X, on a Ay, op, (N) = Ay 0y (1)
pour toul entier n < 2X.

PREUVE
Soit a valant 1 ou 2. La définition de la convolution de Rankin-Selberg donnée dans la
partie 1.2.3 et la définition de la fonction duale, permettent d’écrire : pour tout i € [[1, d?],

il existe j et k € [1,d] tels que a; ,05.(P) = ¥y (D) 50 (P) = s (P) ey (). Ici, on
SUPPOSE Qg y, (P) = Quky, (P) pour un idéal premier p de K de norme inférieure ou égale
a 2X donc a; y, 07, (P) = iy ox. (P) pour p tel que N(p) < 2X. D’apres la définition 1.2.6,
on a:

Ay ox.(n Z Z iy @4 (P 111 N(p)

p,l =1
n=N(p)*

d’ou le résultat. O

On reprend la démarche de la partie 2.2 mais puisque, pour tout n € N,
n n
;Am@m(")ﬁb (}) = ;AX1®><2(H)¢ <}> ,

il nous reste juste & majorer les deux termes |> Ay o (n)é (%) — (i ®@x1) |0]; X|

et |3, Awew(m)o ()] (car r(x1 ® X2) = (x1,x2) = 0 d’aprés Phypothése et la re-
marque 1.2.27) : ¢’est ce qui est fait dans le théoréme 2.3.12. Pour obtenir ces résultats,
nous avons besoin des majorations données par les propositions suivantes.

ProproOSITION 2.3.7. On a :

L/éﬂm (’V_§<( PR _5)) X*d(s) ds| <

~
2im 1ico \Mx Tx

57007¢d

2o dE VX,

ot Co g = fl 9" () |23/ da.

PREUVE
On reprend la preuve de la proposition 2.2.8 en utilisant le lemme 1.1.2 avec

d[K:Q]

Yy (8) = qodiQ/2 H r (32/@) :

ol k; € {0,1} (voir la propriété 1.2.24). Le degré d est donc ici remplacé par le degré de

la fonction L d’Artin sur Q qui vaut d[K : Q]. On note A;(t) le complexe UH;”’” =
et on a:
1, -
1 5 tico ’}/} ’Y} N
— gy + (1= ) )X?d(s)d
il (W (5) + W< ) JX*d(s)ds
d[K:Q] 2
Co ¢\/_ dt / 3/2
, , ou Cop = [ |¢"(2)]|2*?dx.
) |3 +it| 3+ T
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CHAPITRE 2 : Majoration explicite pour déterminer une fonction L

Grace a l'égalité (f) du lemme 2.2.7, on a :

IV
Re (4;(1)

1 1
_l’_
2114+ A;(t)] 12|14 A;(t)|?

N 1/+°° dx
6/, (x + ReA;(t))?

+In |1+ A;(t)] +

_ !
14 ()]

Puisque k; =0 ou 1, on a :

1
|[4;(t)] = Re(4;(2)) >
5
14 Ay(0) > Re(1 + A,(0) > -
1
x+ReAj(t)>:1:+Z
d’ou
Q) 2 dK:Q)
I 14 1 /4\*> 11 1
A0 <dE Q4+ i+ () 4|4 14+ At
S [Rel (4,0 | < @1( +3s+ 5 (3) +62<1+1)2>+“ IT I1+4,00)
Jj=1 4 j=1
diK:Q)
338
75d[K.Q]+ln< j]:[l \2+8+/@])—d[[(.(@]ln2
338
< d[K - Q]<75 ln2+1n\3+s])
Alinsi,

1, .

1 /Q—HOO(’Y} ’yf ) N

— —(s) + 1—35) ) X%p(s)ds

aim o (R 2= Jedes)

Co¢\/_ %—1n2+1n,/49+t2 Ny
ity e

\

_ 57Co,
<5 “ 220K - QIVX.

]
La proposition suivante remplace la proposition 2.2.9 du cadre général. Nous avons pu

utiliser le fait que les paramétres locaux aux premiers d’une fonction L d’Artin sont
toujours de module inférieur & 1 (voir la remarque 1.2.4).

PROPOSITION 2.3.8. Soit my(T, x) le nombre de zéros p = 1/2 + it de A(s, x) tels que

|t —T| < (. Si l’hypothése de Riemann est vraie pour la fonction L d’Artin L(s, x), on
a:

(T, y) < 2 (15—4d(x) K Q|+ % Inq(y) + w In V325 + T2 + gr(x)) .

mi
2
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2.3 Majoration explicite pour déterminer une fonction L d’Artin

PREUVE
De la méme facon que dans la preuve de la proposition 2.2.9, pour s = o + 41, on a :

/

1 L 1 Y 20 — 1
Z Res — < ’—f(807x)’ + §1HQ(X) + | (s0) +7‘(X)m-
p zéro de 0 P Tx
A(s,x)

Dans ce cas, connaissant r; € {0,1}, le complexe (s+ r;)/2 ¢ R_ pour Re(s) > —1,
et plus seulement pour Re(s) > 1. De plus, 'information sur le module des paramétres
locaux permet de majorer la fonction A, de la fagon suivante : si n = p® (rappelons que
si tel n’est pas le cas, A,(n) = 0), avec p un nombre premier, nous notons py,--- ,p, les
g idéaux premiers de Ok au-dessus de p, e; et f; les indices de ramification et degrés
résiduels correspondants et k; les entiers vérifiant N(p;)* = n et k; = 0 dans le cas ou n
ne peut pas s’écrire sous cette forme. Alors

D D i@ INE) <Y D fai,(py) ] InN(p;)
P,k i=1

j=1 i=1
n=N(p)*
g g g
<dY InN(p;) =dlnp) f;<dlnp) e;f; =dnp[K : Q]
= j=1 j=1
< dK : QJA(n)
donc on obtient :
L’ |A, Ay (n)
‘ SO’ ‘ Z |nso| Z nRes
n>1 n>1
A(n)
S d[K : @] Z nRe(so)

n=1

qui est une série convergente dés que Re(sg) > 1.
On peut donc poser sy = o + 4T avec o > 1. Puisque Re (*3*2) > 1/2 (x; € {0,1}),
nous sommes dans les conditions d’application du lemme 2.2.7 :

d[K:Q S0+K;
Y| odiE Q] LR
—(s0)| < 5 Inm+ 3 o
Tx j=1 F( 2 )
d[K:Q]
dK : Q] s 1 1 4
SIS VAT N NI
2 (n”+2 +2;12 2+ 0+ r))?
dIK Q)
1 2 1 1 ;
L 2+m(p+ﬂi&)
2 = |SO+'L€]’ 2+ so + £ 3‘2‘{'50“"@" 2

)
d[K : Q) 1 2 1 1 1

< A2 () Ty - 42 2] 2 »
"2 +2+3(a+2) LR R TEn Tl R [T 12450 4]

J=1

d K : Q] T T2 1 2
< ] z 4z
< <1n<2)+2+U+J+2+3(0+2)2+1n(|3+80|))-
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CHAPITRE 2 : Majoration explicite pour déterminer une fonction L

Dans la derniére inégalité, plutot que de majorer le dernier terme par In q..(s, x)/2, nous
majorons simplement ~; par 1, cela nous donne une meilleure borne.
En supposant vraie ’hypothése de Riemann généralisée pour L(s, x), on a :

S Rt Y M2 IRy,

s0—p (012742 (o—1/22+¢ "

p zéro de p=1/2+1it
A(s,x) [t—T|<¢
D’ou
(0 —1/2°+¢ (1 20 — 1
T < =1 - -
mZ( >X) 0__1/2 9 DQ(X)+T(X)O_(O__1)

P () 502 e R A )

n=>1

Dans la suite, nous aurons a considérer ¢ = 1/2. Grace & une comparaison numérique,
on s’apercoit que 0 = 2 est un bon candidat pour obtenir une majoration quasiment
optimale de m1 (T, x). Dans ce cas,

2

mi
2

5 (14 1 dIK 3
(T, x) < 3 (;d[K Q]+ §lnq(x) + %ln V254172 + 57’(){)) .

O
Dans le cas de fonctions L d’Artin, comme nous I’avons déja noté dans les remarques 1.2.21,
les zéros p de L(s, ) vérifiant 0 < Re(p) < 1 sont exactement les zéros non triviaux de
L(s, x), autrement dit les zéros de A(s, x).

THEOREME 2.3.9. En supposant vraie l’hypothése de Riemann généralisée pour L(s, x),
on majore la somme sur les zéros non triviauz de L(s,x) par :

3 1 2831 193 289
n(

s S 1oo XWHC @ el + 5.

p=1/2+1it

PREUVE
On reprend la preuve du théoréme 2.2.10 en majorant x; par 1 et en utilisant la borne
précédente pour m%(T, X) :

) ] ! <§<d[K:Q](§A(1)+56+§ b (V25 + ) +21n5)

p zéro de p+1)| 3 5 15 n=1 \/n4—2n3+4n2—3n+g 3
A(s,x)
2 2
+1Ing(x)(A(1) + g) +3r(x) (A(1) + g)
2831 193 289
< ——dIK : —1 — )
100 [K Q] + 0 nq(x) + o r(x)
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2.3 Majoration explicite pour déterminer une fonction L d’Artin

Remarque 2.3.10. Comme dans le cas général, nous pouvons obtenir un résultat en
excluant les petits zéros :

p=1/2+it lp(p +1)] n==¢ \/n4 —2n3 +4n? — 3n + g
[t|>¢

< i’i d[K : Q](2 + 3In(v25 +n?)) + 3 Inq(x) + 5r(x)

n—t \/n4—2n3+4n2—3n+§

Par exemple, pour ¢ = 10, nous pouvons apprécier la précision gagnée :
Y < K Q) S Ing(y) + er(y)
—— < = —Inq(x) + =r(x)-
ey lp(p+1)| ~ 25 100 25
|t|>10
Remarque 2.3.11. Comme pour le cas général, en procédant de la méme facon que

précédemment, en supposant vraie ’hypothése de Riemann généralisée pour L(s, x), nous
obtenons :

> g SEOMDIK Q]+ 5 Ing(x) + 25r(x).

Finalement, nous obtenons une version plus précise du théoréme 2.2.3 pour des fonctions
L d’Artin :

THEOREME 2.3.12. Si les conjectures de Riemann et d’Artin sont vérifiées pour les
fonctions L(s,x1 ® x;) (i=1 ou 2) et si (x1,x2) =0, on a:

n
> Aueno (5) —r0a @) 9], X| < CLad?[K : Q
n<2X
779 21 193 o 289 o
+ Co ¢\/_<—d [K Q] + 50 Ing(x1 ®X1) + 2—57“(X1 ® Xl))
779 193
Z Ay exa(n (X) < Crpd’[K - Q]+ Cy ¢\/_(—d2[ : Q) + 0 Ing(x:1 ® X2)>
n<2X
ot Cop = f1 ¢ ()23 da et C1p = f12 ¢(xx) de.
PREUVE

On reprend la preuve de la proposition 2.2.3 de la partie 2.2.4.4 en utilisant cette fois
I'inégalité de la proposition 2.3.7 :

1 [t /ol o e ]
_/2 (M@)_FMG—S)) X°¢(s)ds| <

2 N
s ico Tx1®x; Tx@x:

57004) d2

50 (K : QVX.

Sous la conjecture d’Artin, pour des caractéres de produit scalaire nul, on a r(y;®¥Yz) = 0
(voir remarque 1.2.27), le théoréme 2.3.9 donne donc :

1 2831 193 289
Y <K Q4 = Inglx1 ®@X1) + 5-r(x1 @ X))

e PP 100 50 =
p zéro de
A(s,x1®X1)
1 2831 193
' <L RIK Q4
) ngde [p]> = 100 (K- QI+ 50 nq(x1 ®Xz2)-
A(s,x1®X2)

o7



CHAPITRE 2 : Majoration explicite pour déterminer une fonction L

On sait qu'une fonction L d’Artin ne posséde pas de zéro de partie réelle 1, elle peut donc
avoir au plus d[K : Q] zéros de partie réelle nulle, correspondant aux éventuels poles du
facteur gamma (ce serait en fait des réels nuls). Ainsi, on obtient :

DY X< D> X+l Y. X(p)|

p zéro de L(s,x) p zéro de L(s,x) p zéro de L(s,x)
0<Re(p)<1 0<Re(p)<1 Re(p)=0
1
SGVX 3 e+ Clax(DIK s Q)
p zéro de L(s,x) PP
Re(p)=3
D’aprés (1) et (2) page 40, on a alors :
n . 5700 b 2

> Auew(m)e () —ra © X0 6], X| < P2 VXE(K : Q) + Crpd’[K : Q)
n<2X

2831 193 289

2000 2K —2 = )

+Co¢\/_( 100 & B Q@+ 25 Ing(a @ xa) + 5pr(a @ xa)
779 193 289
< Cred®[K : Q) + Cy ¢\/_<_d2[ Q] + 50 Ing(x1 ® X1) + %T(Xl ® X1)>
n 57C

> Auem(n)e ()| € TGS VEEIK : Q+ Cro[K : Q)
n<2X

2831 193

C (—d2 2 )
+ CogVX 00 ¢ Q@+ -5 Ing(a ® %)
779 193
< Cred®[K : Q] + Cy ¢\/_<—d2[ 1 Ql + =l Ing(x1 ® X2)>

]

On peut donc reprendre le résultat de la proposition 2.2.5 en utilisant les proprié-
tés suivantes des conducteurs : d*[K : Q] < Inq(x; ® X2) (voir remarque 1.2.25) et
dx1® x5) < (q(Xl)q(Xi))d (propriétés 1.2.28), on obtient finalement :

ra @ XDIeh X < | D Ao () =00 X0 9], X'

n<2X
S Ao (;)\
n<2X

> Ao () —rla @) ¢l X'

n<2X
3 duento (§)

<

n<2X
1558
< 2014 d* (K 1 Q) + CoVX (A K : Q)
193 193 289
+ EHIQ( 1 ®X1) + EIHQ(M ®Xz2) + 2—57"( 1 ®E))
289
<2014 d*[K : Q) + (T4 + ——7(x1 ® X1))CosVXdIn(q(x1)a(x2))-

25
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2.3 Majoration explicite pour déterminer une fonction L d’Artin

D’ou
(74 + %T(Xl (%9 E))Oo,qg + 201,(25
ra ®@xa) ol
Le théoréme 2.3.4 tel qu’il est écrit s’obtient a I'aide de la remarque suivante (re-
marque 1.2.27) : r(x1 ® X1) = (X1, X1)-

VX < dn(q(x1)a(xz2))

2.3.3 Aspects explicites entre coefficients et paramétres locaux
d’une fonction L d’Artin

Nous pouvons remarquer que dans le cas général, pour deux caractéres y et x/, 'éga-
lité entre les coefficients a,(p) et a,/(p) des séries de Dirichlet des fonctions L d’Ar-
tin L(s,x, L/K) et L(s,x’, L/K) n'impliquent pas 'égalité des parameétres locaux en p.
D’ailleurs, lorsque K = Q, nous donnons des contre-exemples. Cependant, la proposition
suivante permet de relier les paramétres locaux en p d’une fonction L d’Artin avec les
coefficients de sa série de Dirichlet en les puissances de p :

PROPOSITION 2.3.13. Si K = Q, on a a,(p?) = hj(a1,(p), ..., aa,(p)) pour p un
nombre premier, avec h; le polynome symétrique completement homogéne de degré j.

d
Remarque 2.3.14. Notons que x(o,) = Z a; p(p) = ay(p).
i=1

On en déduit :

Corollaire 2.3.15. Dans le cas ou K = Q, si les paramétres locaur en p de x sont
différents de ceux de X', il existe au moins un entier j € [1,d] tel que a,(p’) # a(p?).

Les coefficients d’une fonction L d’Artin en certaines puissances d’un nombre premier
peuvent donc étre égaux méme si leurs paramétres locaux sont différents. Illustrons ce
résultat par des exemples numériques obtenus grace aux programmes évoqués dans la
partie 1.2.4.1.

Si L est le corps de nombres défini par le polynome irréductible P = x'?2 — 24210 +
1202% — 2062° + 1202* — 2422 + 1 et x1, x2 les caractéres irréductibles de degré 2 du
groupe Gal(L/Q), les coefficients a,,(2) = a,,(2) = 0 mais les paramétres locaux en 2
sont différents @ ay,,(2) = a2,,(2) = 0 et a1,,(2) = —1 (a2,,(2) = 1). Dans ce cas,
d’apres le corollaire 2.3.15, les coefficients a,, (2?) et a,,(2?) sont forcément différents.
Dans cet exemple, a,,(4) = 1 tandis que a,,(4) = 0.

Deux représentations x; et yo de degré 2 du polynome Q-irréductible défini par P = 232+
4022 + 2042%* + 7282%° + 11902 + 728212 + 2042° + 402* + 1 ont des paramétres lo-
caux en 3 différents : {—1,1} # {—i,i}. Mais les premiers coefficients distincts sont les
neuviémes : a,, (3?) = —1 # 1 = a,,(3%).

Il existe un polynéme P de degré 27 dont les représentations y; et yo de degré 3 ont des
paramétres locaux en 2 différents mais les premiers coefficients qui différent sont a,, (2%)
et ay,(2%).

Pour les caractéres de degré 4 du groupe de Galois associé a P = 249 — 2523° + 620220 —
125210 + 25 Q-irréductible, les paramétres locaux sont différents en p = 3 (car pour
une des deux représentations le sous-espace vectoriel V'3 est trivial) mais les premiers
coefficients différents sont en n = 11. Les coefficients provenant des parameétres locaux
de p = 3 sont seulement différents en n = 3% = 81.
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CHAPITRE 2 : Majoration explicite pour déterminer une fonction L

2.4 Application aux fonctions L de formes modulaires
primitives
Pour cette partie, les références sont [Berl3| et [Rou09]. On commence par rappeler la

définition ainsi que les principales propriétés des formes modulaires primitives. Puis on
illustre le théoréme 2.1.3 dans ce cas.

2.4.1 Définition

Soit H le demi-plan de Poincaré et SLy(Z) Pensemble des matrices 2 x 2 d’entiers dont le
b

déterminant vaut 1. Ce groupe agit sur H par homographie : pour v = (z d) € SLy(7Z)
et z € H, 'action est définie par :
az+b
z= :
cz+d

Pour tout N € N le sous-groupe de congruence de SLy(Z) est défini par :

To(N) = {(i Z) € SLy(Z), N divise c} .

Définition 2.4.1. Soit k£ > 2 un entier pair et N > 1 un entier positif. On appelle forme
modulaire de poids k, de niveau N et de caractére trivial toute fonction holomorphe sur
H vérifiant la relation suivante :

F(EE) = v arie)

pour tout (Z Z) € I'o(N). De plus, on dit que f est parabolique si la fonction définie

par z — (Im(2))*/2f(2) est bornée sur H.

Notons Sy(N) I'espace des formes paraboliques de poids k, de niveau N et de caractére
trivial. Il s’agit d’un espace vectoriel de dimension finie sur lequel on définit un produit
hermitien, appelé produit scalaire de Petersson :

—— dxd
= [ e avee = =iy
P0(N) Y

et ot Zy(N) désigne un domaine fondamental de I'g(N).

Pour tous entiers positifs N’ et d # 1 tels que N’ | N et d | & et toute forme f € Si(N'),
on peut vérifier que la fonction z — f(dz) est une forme parabolique de poids k, de
niveau N et de caractére trivial. L’espace

SE(N) :Vect{zr—> f(dz); N'|N, d| %7 fe Sk(N’)}

s’appelle 'espace des formes anciennes de niveau N. L’espace des formes nouvelles par
rapport a N, noté S}'(N), est orthogonal de S¢(N) dans Si(N).
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2.4 Application aux fonctions L de formes modulaires primitives

2.4.2 Opérateurs de Hecke et formes primitives

Définition 2.4.2. Pour tout entier n > 1, on définit le n® opérateur de Hecke par :

F H_ Z sz<az—|—b)

ad=n
(d,N)=1

Propriétés 2.4.3. Les opérateurs de Hecke vérifient les propriétés suivantes :

1. pour m,n > 1, T,T, = Z dr- 1Tmn/d2 En particulier, les opérateurs de Hecke

d|(m,n)
(d,N)=1

commutent deux a deux et st m et n sont premiers entre eux : T, T, = Ty ;

2. pour (n,N) =1, T, est un opérateur auto-adjoint de Sx(N), autrement dit : pour
tous f,g € Sp(N),
<Tnf7 g> = <f7 Tng> )
3. les sous-espaces SE(N) et SP(N) sont stables par rapport aux opérateurs T,, avec

(n,N)=1.

Définition 2.4.4. Soit £ > 2 un entier pair et N € N un entier. Les fonctions propres
de tous les opérateurs de Hecke 7, dans l'espace S}'(N) s’appellent formes primitives de
poids k, de niveau N et de caractére trivial.

L’ensemble de ces formes, noté H{(N), est une base de SP(V).

PROPOSITION 2.4.5. Toute forme primitive f € H}(N) admet un développement de
Fourier de la forme :
Z)\f k 1) /2 271'7,712

n>1

ot Af(n) est le n® coefficient de Fourier de f normalisé.

2.4.3 Fonctions L d’une forme modulaire primitive
On pourra se référer a [Ogg69|, [Li75] ou [Li79).

Définition 2.4.6. Pour f une forme primitive de poids k, de niveau N et de caractére
trivial, la fonction L associée est définie, pour s € C de partie réelle supérieure a 1, par :

As(n)
Lis, f) =Y 2%
(s, f) =) =
n=1
ot Af(n) est le n® coeflicient de Fourier de f normalisé.

Les travaux de M. Eichler, G. Shimura, Y. Thara et P. Deligne (voir par exemple [KMV02])
permettent d’énoncer le résultat suivant :

PROPOSITION 2.4.7. Soit x¢ le caractére de Dirichlet principal modulo N. On désigne

par agfl)(p) et a?) (p) les racines complexes de l'équation X* — \;(p) X + xo(p) = 0. Alors

1 1) -1 N -
L) =TT (1= 22+ M) ] (1 - —afpfp)> (1 - —fpfp))

De plus, une telle fonction L vérifie la conjecture de Ramanujan-Petersson, autrement
: 1 2
dit, |o§" (p)]. lo ()] < 1.

61



CHAPITRE 2 : Majoration explicite pour déterminer une fonction L

THEOREME 2.4.8 (Equation fonctionnelle). La fonction L(s, f) est auto-duale de degré 2
et sa fonction L complétée

() () )

se prolonge analytiquement sur C et vérifie ’équation fonctionnelle :

A(Svf) = €(f>A(1 -5, f)

ot e(f) = £1.

Remarque 2.4.9. En comparant avec la définition donnée pour une fonction L générale

(voir paragraphe 1.1.1), on retrouve les invariants associés : le conducteur correspond
. . . . 1

au niveau N, les paramétres locaux en un nombre premier p sont les racines a; )(p) et

045?) (p) et les paramétres locaux & I'infini correspondent aux réels -1 et k“

PROPOSITION 2.4.10 (Convolution de Rankin-Selberg, [IK04| pages 132-133 ou encore
[KMVO02] page 135). Pour deuz formes primitives f et g de poids respectifs k¢ et k,
vérifiant kg < kg, la convolution de Rankin-Selberg L(s, f ® g) est de degré 4 et s’écrit :

o) HHH(l— “')(p))l'

p =1 j=1

De plus, elle a un pole simple en s =1 si g = f et est entiére sinon et son facteur gamma
est donné par :

ko—k kg+k kg—k kgtk
8_|_9_f S_|_9_f 3_|_g_f_|_1 S+9_f_1
o= () () () )

Remarque 2.4.11. La proposition 2.4.7 permet de déduire de la proposition précédente
que les paramétres locaux en un nombre premier d’une convolution de Rankin-Selberg
sont de module inférieur a 1.

2.4.4 Théoréme

Le résultat suivant est I'application du théoréme 2.1.3 aux formes modulaires primitives
holomorphes sur I'g(/V). Dans ce cas, afin de conserver la propriété du produit de convo-
lution de Rankin-Selberg q(f @ g) | (¢(f)q(g))?, on suppose les niveaux sans facteurs
carrés et premiers entre eux, ainsi ¢(f ® g) = ppem(Ny, N,)? = (N;N,)?, on pourra se
référer a [KMVO02|, [Ogg69| (Theorem 6), |Li75| (Theorem 10) ou [Li79|.

De plus, il n’existe pas de zéro de partie réelle égale a 1 (voir par exemple le théoréme 5.44
de [IK04]) : GRH est donc simplement remplacée par ’hypothése de Riemann généralisée.

Corollaire 2.4.12. Soit L(s, f) et L(s,g) deux fonctions L associées a des formes pri-
mitives holomorphes f et g de poids ky et ky, de niveau Ny et N, sans facteurs carrés et
premiers entre eux. Supposons que l’hypothése de Riemann généralisée soit vraie pour les

deuz fonctions L(s, fQf) et L(s, f®g). Alors, pour N = max(Ny, N,) et k = max(ky, k),
il ewiste un nombre premier p ne divisant pas NyNy et p < 16 C'1n® ( (3 + %)2» tel

que les parametres locauz de L(s, f) et L(s,g) en p sont différents, avec C' une constante
absolue.
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2.4 Application aux fonctions L de formes modulaires primitives

Corollaire 2.4.13. La constante C du corollaire précédent est la méme que celle du
théoréme 2.1.3.

Grace a la connaissance des paramétres locaux de la convolution de Rankin-Selberg, on
peut procéder de la méme maniére que dans le cas des fonctions L d’Artin pour obtenir
le théoréme suivant qui permet une légere amélioration de la constante, indépendamment
de la divisibilité des conducteurs par le nombre premier.

THEOREME 2.4.14. Soit L(s, f) et L(s,g) deux fonctions L associées & des formes
primitives holomorphes f et g de poids ks et kg, de niveau Ny et N, sans facteurs carrés et

premiers entre eux. Supposons que [’hypothése de Riemann généralisée soit vraie pour les
deuz fonctions L(s, fQf) et L(s, f®g). Alors, pour N = max(Ny, N,) et k = max(ky, k),

il existe un nombre premier p < 8C In? (N (3 + %)2» tel que les paramétres locauz de

L(s, f) et L(s,g) en p sont différents, avec

2
o1 754
C=—|2D 3D —D
25 ( 1,¢> + 2,6 + 75 07(f)> ?

ol
1 2 1!
Doy = —— / 1¢"(2)[2%2 da
1ol
1 2
Dy gy = / @ dz
.

“ el
46 27053

Doy = Dys| — + 2.

29 0’¢<47r+ 500 )

Corollaire 2.4.15. Le corollaire 2.4.12 et le théoréeme 2.4.1/ précédents sont vérifiés
avec C' = 2 - 108,

Remarque 2.4.16. Dans I'appendice de [CG14], Sam Chow et Alexandru Ghitza donnent
des exemples de bornes : une forme nouvelle de poids 38 et de niveau 3 est déterminée
par ses 2 premiers coefficients, ce qui est bien meilleur que la borne, de I'ordre de 10,
obtenue ici. Cependant, la borne donnée par le théoréme 2.4.14 est en In*(Nk?), ce
qui est asymptotiquement meilleur que d’autres résultats inconditionnels déja connus.
Notamment, on sait que (voir par exemple [CG14]|) pour f et g deux formes nouvelles
sur I'g(V), distinctes, de poids k et de niveau N, il existe n tel que A\f(n) # Ay(n) et

Nk 1
n < &[SLy(Z) : To(N)] = — 1+-).
12pr( p)
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Chapitre 3

Séparation des caractéres par le
Frobenius

Ce chapitre repose essentiellement sur un travail en collaboration avec Christian Maire
qui a été soumis a la publication. Il est consacré a la question de la séparation de deux
caracteéres du groupe de Galois absolu d’un corps de nombres K par le Frobenius d’un
idéal premier p de O. Nous commencgons par (re)donner une borne pour la norme N(p)
de p en fonction des conducteurs et des degrés des représentations associées. Nous illus-
trons ensuite ce résultat par deux applications : (i) & la recherche d’un nombre premier
p pour lequel P(mod p) admet un certain type de factorisation dans F,[X], ot P € Z[X]
est Q-irréductible unitaire et de discriminant égal au discriminant d’un corps quadra-
tique; (ii) au nombre maximum de certaines extensions modérément ramifiées de groupe
de Galois A,, (au-dessus d’un corps de nombres K). Enfin, nous réalisons des expérimen-
tations & la séparation de caractéres non ramifiés du groupe alterné A,, (pour n = 5,7
et 13) au-dessus de corps quadratiques réels et imaginaires, ceci a travers des familles de
trindmes. On termine par une observation sur les solutions d’une équation diophantienne
en relation avec des travaux de Rémond [Rém10] et de Bugeaud [Bug97|.

3.1 Présentation du résultat

Le principal résultat du chapitre est présenté ci-dessous, il sera démontré dans la partie
suivante.

THEOREME 3.1.1. Soit K un corps de nombres de groupe de Galois absolu G et soient
x et X' deux caractéres de G, de produit scalaire nul. En supposant vraies les conjectures
d’Artin et de Riemann généralisée aux fonctions L d’Artin, il existe un idéal premier p
de K de norme plus petite que

4
(X, x)?

e WIE Q]+ (Ia(x © ) + Ia(x %)) +esf )]

tel que x(oy) # X'(0p), 00 o, désigne Uautomorphisme de Frobenius associé a l'idéal
premier p et ou les ¢; sont des constantes réelles, indépendantes du corps et des caractéres.

Remarque 3.1.2. Quand l'idéal premier p est ramifié, (o) correspond a la "moyenne"
du Frobenius au sens de la définition donnée dans la partie 1.2.1. Le choix de l'idéal
premier P au-dessus de p n’a pas d’influence ici puisque les différents automorphismes
de Frobenius sont conjugués et donc les caractéres sont égaux.
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CHAPITRE 3 : Séparation des caractéres par le Frobenius

Le résultat présenté ici semble préciser un récent travail de Rouse et Thorne dans lequel les
auteurs donnent une borne pour la séparation des ensembles des valeurs propres de deux
représentations irréductibles (proposition 4.1 de [RT14]). Mais une lecture attentive de la
preuve de leur résultat montre qu’en fait la borne donnée permet de séparer les caractéres
irréductibles en jeu. En effet, ceci est "caché" dans I'inégalité (4.6) : celle-ci provient de
la différence entre les fonctions Aygy(n) et A  7(n), minorée par le théoréme 2.3.12
et majorée en utilisant la définition 1.2.6 introduisant les paramétres locaux. Avec les
notations introduites ici dans le paragraphe 3.2, par les résultats de l'article [RT14],
on trouve la différence |¢(z,x ® X) — ¥1(z, x ® X’)|, ce qui permet alors de minorer
01(z,x ®X) — 01(x, x @ X')| donc d’obtenir x tel que 81 (z,x ®X) # 01(x, x @ X').

Ici nous présentons une preuve légérement différente (dans lesprit de [LOT77|) en nous
efforcant d’éviter les majorations trop brutales, ce qui donne quelques situations nous
semblant intéressantes (voir la section 3.4.3).

Donnons un corollaire a ce théoréme dans le cas ol les caractéres sont de méme degré.
On note M le produit [] cp k)P, ot P(L/K) est 'ensemble des nombres premiers
p € Z tels qu’il existe un idéal premier p de K ramifié dans L qui soit au-dessus de p.
Remarquons que M < |disc L|.

Corollaire 3.1.3. Sous les conditions du théoréeme 5.1.1 en notant d = x(1) = x'(1) et
G = Gal(L/K), la borne devient & une constante prés :

d*In? |disc K|In*(M|G|) si K #Q et P(L/K) #0
d*1n? |disc K| si K#Qet P(L/IK)=10
d*In*(M|G|) si K=Q et P(L/K) # ()

d* s1Mon.

PREUVE

Etudions le premier cas lorsque K # Q et P(L/K) # 0.

D’aprés la définition du conducteur, on a : ¢(y ® \/) = |disc K|"N(f(x ® ¥')). La
propriété 1.2.28 concernant le conducteur d’Artin de la convolution de deux caractéres
permet d’obtenir Ing(x ® x') < d?In|disc K|+ d(InN(f(x)) + InN(f(x’))). On uti-
lise ensuite la proposition 2.5 de [MMS88| pour majorer indifféremment InN(f(x)) et
InN(f(x)) par 2d[K : Q] In(M|G).

Alors Ing(x ® x') < (1 + 4¢o)d* In |disc K|In(M|G|) en utilisant [K : Q] < ¢oIn |disc K|
puisque K # Q (voir par exemple [Odl77] ou [Od190]).

La borne du théoréme 3.1.1 devient donc

1 2
o <c1d2[K £ Q] + 2(1 + 4cg)ead? In [dise K|In(M|G]) + c5(x, x))
2
< e <d2 In |disc K| 1n(M|G|)) .

Notons que si P(L/K) = (), autrement dit lorsque l'extension L/K est non ramifiée,

N(F () = N(F (X)) = L. 0

En ajoutant des conditions sur les conducteurs, une majoration des quantités en jeu
permet de retrouver le résultat suivant :

Corollaire 3.1.4 (|[RT14|, Proposition 4.1). Sous les conditions du théoréme 3.1.1 avec
x(1) = xX'(1) = d et ¢ = max(q(x),q(x")) avec Ilng > d[K : Q|, les paramétres locaux,
{ai,(p)}i, en p de L(s,x) sont différents de ceux de L(s,X') pour un idéal premier p de
norme plus petite que csd®In?q, cs étant une constante réelle absolue.
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3.2 Preuve du théoréme 3.1.1

PREUVE
En effet, en utilisant les propriétés des conducteurs, on obtient :

s e® =alve V) < (40dalx)) <

et le résultat découle de 3.1.1. ]

Remarque 3.1.5. On peut rendre explicite la constante c5 du résultat de Rouse et Thorne
en utilisant le théoréme 2.3.2. Alors :

51
¢s = 4(1+21In 2)22—5 (86Dg 4 + 2D1 4)°,

ol ¢ est une fonction positive non nulle, €, a support compact dans [1, 2],

1 2 1 ? ¢(z)
Doy = —/ " (z)|2*? dx et Dy 4 = / —— duz.
00 = ot Sy 1) Y Toh S

) sur |1,2[ et nulle ailleurs, on

Avec la fonction ¢ définie par ¢(x) = exp (%
obtient :
cs < 9,8 x 10°.

3.2 Preuve du théoréme 3.1.1

Soit (p, V') une représentation continue (complexe) de G de degré r et de caractére .
Nous nous plagons dans le cadre de fonctions L d’Artin. Par un argument topologique,
on rappelle que le noyau Ker(p) est un sous-groupe ouvert de G et donc que l'image

Im(p) de p est finie. Soit le corps de nombres L = KKer(p); posons G = Gal(L/K). La
représentation p se factorise a travers G.

Nous nous inspirons de l'article de Lagarias et Odlyzko [LO77], de Bellaiche [Bel] et du
livre de Iwaniec et Kowalski [IKO04].

Pour x € R, x > 2, et un caractére y de Gk, posons :

Or(z,x) = Y Z aip(p)(x — N(p)) InN(p),

N(p)<z

iz, x) =Y A (n)(x —n).

n<x
Comme dans la preuve du théoréme 3 de |Bel|, nous allons comparer ces deux fonctions.
Remarque 3.2.1. Le fait d’utiliser la fonction f définie par :
f :]0,+00[ = C

tr—>{ r—t s%tgsc
0 sinon

plutdt que la fonction indicatrice sur 'ensemble des réels inférieurs a x (4 la maniére de

14p
x
[LOTT7|) va faire apparaitre Z ErE) dont on connait déja une majoration (c’est le
p(p
p o
résultat du théoréme 2.3.9), contrairement a —.
P

p
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CHAPITRE 3 : Séparation des caractéres par le Frobenius

Soit la fonction x — 7(x) = (x,x) qui donne le nombre de fois ou la représentation
triviale intervient dans la décomposition de pj;, en représentations irréductibles.

Lemme 3.2.2 (|Bel|, lemme 6). Soit x un caractére de Gx. FEn supposant que L(s, X)
satisfait 'hypotheése de Riemann et la conjecture d’Artin, la fonction 1 (z, x) vérifie :

1

(e, x) = 5r(0)2%| < cer®* (ng(x) + X (DK = Q] +r(x))-

PREUVE
L’utilisation de la transformée de Mellin dans ’égalité de la proposition 1.2.6,

L/
A (s,x) = ZAX(n)n’S, permet d’obtenir pour x € R, z > 2 :

n>1

1 24100 L/ $s+1
= = s
77b1(x7X) 2% /Q—ioo L (3,X> S(S—l- 1) S

En effet, on applique le résultat énoncé dans la proposition B.1.11 & la fonction f définie
par :

f 10,400 — C

t|—>{l_t s?té:v
0 sinon

Rappelons (voir 1’égalité (x) page 45) I'existence d’une constante b(x) telle que, sous la
conjecture d’Artin, on a :

—E(SJO = %hlq(x)Jr’y—;((s)—b(X)Jr@er_ Z (Lle),

L Ty s s—1 ory B

ol p varie parmi les zéros, différents de 0 et 1, de la fonction complétée A(s, x).
La preuve suit celle due a Lagarias et Odlyzko dans [LO77| (ou encore [Winl13|). On
commence par appliquer le théoréme de Cauchy en déplagant la droite d’intégration vers

la gauche (a I'infini). A la limite, sur les "trois" bords introduits, seule Iintégrale sur la
/ s+1

x
droite initiale est non nulle. Ainsi ¢ (z, x) est la somme des résidus de —— (s, x) ———

sur le demi-plan Re(s) < 2.

Il reste alors & déterminer les résidus en jeu.

D’abord, il y a le pole en s = 1 de la fonction (L'/L) (s, x) d’ordre r(x) dont le résidu
vaut —1 qui donne donc ici —r(y)z?/2.

Ensuite, a chaque zéro p de A(s,x), (L'/L) (s,x) a un pole d’ordre 1, de résidu 1, cela
donne donc une contribution en S %" Sous I'hypothése de Riemann, Re(p) = 1/2.

o P p(p+1)"
D’autre part, d’aprés le théoréme 2.3.9, il vient :

xl—l—p

2 plp+1)

p

- p_%;ﬂt oo S CF K @+ Ing() +r(x).

La fonction (L'/L) (s, x) posséde également des poles d’ordre 1 aux zéros triviaux et
éventuellement en 0 (correspondant aux poles de 7, ) situésen s = —2m—1eten s = —2m
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3.2 Preuve du théoréme 3.1.1

pour m € N. En écrivant 7, sous la forme -, (s) = g —*d&:Q/2p (%)Q[K:Q} r (%)B[K:Q], ou
a+ f =d=x(1), on obtient pour les résidus des zéros triviaux la majoration :
+oo p—2m +oo pl-2m
K : —_— K : —— < xd[K : Q] In2.
ol @]Z2m(2m+1)+5[ Q]Z2m(2m—1)\x[ Qin
m=1 m=1
Les résidus restants sont ceux en s = 0 et s = —1. La formule FF/(s) = %(8 +1) — %

et les développements en séries de Laurent montrent qu’il existe des fonctions f; et gy
analytiques en s = 0 (g1(s) dépend de x) telles que :

x8+1 T
s(s+1) s +alne—x+sfi(s)
et
i (s,x) = BIK : @j —r(x) A + 5u(),
Ainsi,
L/

Res(— (s.x),0) = 2A(x) + 2(lnz = H(BIK : Q] = r(x))-

En s = —1, il existe des fonctions f, et go analytiques en s = —1 (go(s) dépend de x)
vérifiant :
Is+1 -1

D) =371 —1—Inz+ (s+1)fs(s)

et
2 0= B+ (54 D),
B0 =500~ g a0 + Gy 2y
51k Q) (T ol QT !
2 (F (5) +2) 2 1 p;;lp(pﬂ)
D’ou

Res(% (s,x),—1)=—=B(x) — (Inz 4+ 1)a[K : Q.

On peut majorer ces derniers résidus par :

Cx lnx(d[K : Q] +Ing(x) + r(x))

notamment en utilisant la majoration de b(x) donnée dans [Winl3| page 12.
Finalement, puisque sur R7, Inz < ée_lxa pour tout a € R, on obtient :

1

(e, x) = 570077 < eon™ (Al Q) +Tna() +r(x) ).
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CHAPITRE 3 : Séparation des caractéres par le Frobenius

PROPOSITION 3.2.3. Soit x un caractére de G. Alors, en supposant vraie [’hypothése
de Riemann généralisée et la conjecture d’Artin pour L(s, ), il vient :

1 2

01(x, x) — sr(x)T

5002 < a2 (en(DIK £ @+ eslng(u) + eor(v))-

PREUVE
Commencons par estimer la différence entre 6; et v :

0120 = a0l = | D2 Sl - N(p)") InN(p)

pk>2  i=1
N(p)F<a

<z Yy, Z@p (0)|*In N(p)

p,k>2 i=1
N(p)k<a

<dx Z In N(p) car |a; ,(p)| <1

p,k>2
N(p)F<z

<dr) Z In N(p

k>2
N(p)<r1/k

Notons py,--- ,p, les g idéaux premiers de Ok au-dessus d’'un nombre premier p et f;
leur degré résiduel respectif. Alors

161 (z, %) — (e, x)| <dz Y > ZIHN p;)

k>2 p<;v1/k =1

ey - lanfz

k22 pgal/k

UY Y Iy

<dz[K : Q] Z Z Inp (pour les entiers k supérieurs : /¥ < 2)

2<k< BL p<al/k

En découpant l'intervalle de sommation, il vient :
61(2, %) = w2, 0)] < 2dK : QI(AR) + -+ A(m)),

ol

et ot m=[lnz/In2|.
Il est ensuite bien connu (voir par exemple [Ten95|, corollaire 8.1) que

Z Inp < cpo

pP<T
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3.3 Application aux polynoémes

et ainsi A(i) < cjpr'/". On obtient alors :

612, %) = i (20| < crond]K : Q)(2 4 (m — 1)A(3))
< crd[K Q2% + 21/ 1n a:)
< 2c02%2d[K : Q).
Finalement, grace au lemme 3.2.2, on peut conclure :
< O, x) = (e, )]+ [P (2, x) — 3r(x)2?|
< 20102 2d[K Q] + cgx3/? (d[K : Q] +Ing(x) + T(X))
<

x3/2 <c7d[K 1 Q| + cgIng(x) + cgr(X)).

101 (2, x) — 37(x)2?

avec cy = 2010 + Cg, C§ = C9 = Cg. O

PREUVE DU THEOREME 3.1.1

La preuve repose sur le fait bien connu suivant : pour deux caractéres distincts x et
de produit scalaire nul, il vient 7(x ® ') = 0 et r(x ® X) = r > 1. On applique ensuite
la proposition 3.2.3 aux caractéres y ® x’ et x ® ¥ pour obtenir, pour tout x € Ry :

02(,x © X)| < 22 [erx (X (DK : Q)+ esIng(x ® )]

L o

Oz, x ©X) = gra’| < /2 [@X(DX’(U[K Q]+ cslng(x @ %) + 097“} -

Il reste & montrer l'existence d'un réel z tel que 01(z, x ® X') # 01(x, x ® X¥); on aura
alors bien l'existence d’un idéal premier p de K de norme plus petite que x tel que

St e (P) # X—1 @eep(p), autrement dit vérifiant (x @ X)(ay) # (x © X)(0p),
c’est-a-dire x'(oy) # x(0y).
Notons o

Zy = erx(X' (DK : Q] + s Ing(x @ X')
et

Zy =crx(D)X' (DK : Q] 4+ cgIng(x @ X) + cor.

Choisissons z, assez grand tel que r’zg > 4(Zy + Z;)? (ainsi 3r\/Tg > Z; + Z, donc
s7\/To—Z1 > Zy). Supposons b1 (2o, x®x') = b1 (xo, x®X) = A. Alors on a : |A] < asg/QZl
et |[A— %rx(2)| < :Eg/QZQ donc irad — A > %Tl’g - ZL‘S/QZI = wg/g(%m/mo —7y) > 113/222,

2 =
d’out la contradiction. Ainsi, 61 (o, x ® X') # 61(z0, X ® X)- O

3.3 Application aux polynémes

Commencons par fixer un cadre pour cette partie.

3.3.1 Cadre

Soit P € Z[X] un polynome unitaire et Q-irréductible et soit M un corps de rupture de P
de cloture galoisienne L (autrement dit, L est le corps de décomposition de P). Supposons
que Gal(L/Q) ~ S, ; soit K/Q l'unique sous-extension quadratique de L/Q, en fait
K = Q(v/disc P) et le groupe de Galois de L/K est isomorphe au groupe alterné A,,.
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Soit p un nombre premier non ramifi¢ dans L/K ; notons par ‘B un idéal de L au-dessus
de p et posons p = Ok N*P. Remarquons que deux cas se distinguent : soit p est ramifié
et alors le degré de ramification e(*3/p) = e(p/p) = 2 (puisque p est non ramifié dans
L/K); soit p est non ramifié. On note o, = Frob(3/p) (au sens de la définition donnée
dans la partie B.1.3) et g, = Frob(*B/p).

Soit pOn = p1 -+ psP2yy - -pg la décomposition de p dans M avec ez et f; les indices de
ramification et degrés résiduels associés. Remarquons 'égalité : Y 7 | e;f; = deg(P).
Lorsque Oy = Z[f)], avec § une racine de P dans Q, de facon équivalente, on peut écrire
P = Qi e QZ € F,[X] ot les polynomes @, sont des polynomes Q-irréductibles de
degré f; et premiers entre eux. De plus, on a la correspondance P = P, --- P, € Q,[X]
avec deg P; = e; f; (voir [Hal97], théoréme 3 page 14).

3.3.2 Expression du Frobenius sous forme de cycles

Localisons le probléme en nous plagant dans @Q,. On prolonge la valuation p-adique par
rapport a I'idéal 3. On compléte le corps de nombres L par rapport a la valuation obtenue

pour obtenir Lg. Si l'on note (ag- ); les racines de P; dans Q, (d’'ott P; = Irr( Qp))

alors Ly correspond & l'extension Qp(al ), o ,ag)ﬁ, o ,ag ), o emfm) de Qp De la

méme fagon, on note K, = Q,(v/disc P). L’extension galoisienne ng/Kp est une extension
non ramifiée de groupe de Galois isomorphe a un sous-groupe de A, : en effet, Gal(Ly/K,)
est isomorphe au groupe de décomposition de J/p dans 'extension L/K (de groupe
de Galois isomorphe a A,) car p est non ramifié dans cette extension, autrement dit
Gal(Ly/K,) =< 0, >.

THEOREME 3.3.1. Lorsque pOyy = Py Psp2iq - -pf] avec f; les degrés résiduels asso-
Ciés, on a :

— lorsque p est non ramifié dans K/Q, le Frobenius o, s’écrit ([f1]---[f,])T®*/P), ou
f(p/p) représente le degré résiduel de p C Ok au-dessus de p et [f;] correspond a
un fi-cycle;

— lorsque p est ramifié dans K/Q, o, peut s’écrire [f{]---[f/] avec f] = f; ou 2f;
correspondant auz degrés résiduels de la décomposition de p dans ﬁM(\/W)-

PREUVE
Précisons donc la décomposition en produit de cycles de o,.

Premier cas : le premzer p est non ramifié dans K/Q.
Partons d’une racine oy (1) de P : puisque p est non ramifié dans K/Q, il est non ramifié

dans L/Q et donc [Q,(af") : Q] = e(a/p)f(a/p) = f(a/p) = f = deg(P1), ot q re-
présente un idéal premier de Qp(agl)) au- dessus de p. Ainsi, les corps de rupture et de

décomposition sont égaux : Qp(al ) Qp( ) ,a%)) [’extension Qp(a1 )/Qp étant
cyclique (puisque toute extension non ramlﬁee de @Q, est contenue dans une extension
cyclique), son groupe de Galois est engendré par un cycle de longueur f; = deg(P).
Maintenant, connaitre le groupe de Galois de Ly/Q, c’est connaitre son action sur les
différentes racines de P. Comme 'action de Gal(L/Q) sur agi) s’exprime comme un cycle
de longueur f; (car le groupe de Galois agit sur les racines de chaque polynoéme irréduc-
tible) et que les différents cycles provenant des racines de P sont a supports disjoints,
le groupe de Galois de Ly/Q), est engendré par un produit de f;-cycles a supports dis-
joints que nous notons o. La conclusion dépend alors de 'extension Q,(v/disc P)/Q, : si

'extension n’est pas triviale, le groupe Gal(Ly/Q,(v/disc P)) est engendré par o (seul
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Q,(Vvdisc P, agl))

/

Qp(\/m> Q;”'

¢ycl. non ram.

élement de degré fifa--- f,/2 dans le groupe cyclique) ; sinon, le groupe de Galois de
Ly/Q,(V/disc P) est le méme que celui de Ly/Q,, il est donc engendré par o.

En résumé, le Frobenius de p dans Gal(L/K) s’écrit sous la forme ([fi]---[f,])/®/P
puisque [Q,(Vdisc P): Qp] = f(p/p)-

Second cas : le premier p est ramifié dans K/Q.
Il vient la tour d’extensions Q, C K, C Ly ol Ly/K, est une extension non rami-

fice de degré f = f(B/p) (en effet, [Ly : K,| = e(P/p)f(B/p) = f(B/p), voir par
exemple [Hal97| page 13 ou [Ser68|, chapitre II, §3 théoréme 1) et K,/Q, est ramifiée.

Par unicité d’une extension cyclique non ramifiée, le corps Ly s’obtient par le com-
positum de K,/Q, avec une extension non ramifice de Ly/Q, (donc cyclique) de de-
gré f = ppem(fi,i = 1,---,g) et ainsi Gal(Ly/Q,) ~ Z/27Z x Z/fZ. En particulier,
Gal(K,/Q,) agit trivialement sur Gal(Ly/K,) =< o, >.

Comme p est non ramifié¢ dans L/ K, il vient la décomposition pOy; = pipa ... psp2y; ... b2,
oll chaque premier p; est de degré résiduel f;. Pour 1 < i < s, le groupe de Galois de P
est simplement un cycle de longueur f;. Pour s +1 < i < g : si Q,(Vdisc P) ¢ @p(ay))
alors deg(Irr(al”, Q,(Vdisc P))) = [Q,(c!”, Vdisc P) : Q,(Vdisc P)] = [Q,(cl”) : Q)]
et [@p(ay)) : Qp) = deg P, = 2f; d’out le polynéme P; reste irréductible sur Q,(v/disc P)
et donc le groupe de Galois de 'extension Qp(agi), Vdisc P)/Q,(Vdisc P) est engendré
par un (2f;)-cycle.

Qp(agi), Vdisc P)

K, = Q,(vdisc P)

2fi
Qp

Cas Q,(Vdisc P)  Q,(al”)
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Dans le cas ot Q,(v/disc P) C (@p( ) on a:

deg(Irr(al?, »(Vdisc P))) = [@p(al , Vdisc P) : Q,(Vdisc P)]

_[Qp(a?, Viisc P) 1 @y] _ [Qy(af”) : Q)
[Q,(Vdisc P): Q)] 2

Le polynome P; se décompose donc en un produit de deux polynémes de degré f; sur

Q,(Vvdisc P) et le groupe de Galois de I'extension Qp(al ,Vdisc P)/Q,(vdisc P) est

engendré par un produit de deux f;-cycles.

Q, (al ,Vdisc P) = Qp(agi))

= fi-

Ly

Cas Q,(Vdisc P) C Q,(al?)

Notons que toutes ces informations peuvent se lire dans le corps M (v disc P). En effet,
puisque I'extension L/Q(v/disc P) est non ramifiée, le degré de ramification dans Iex-
tension L/Q est égal a celui dans Q(v/disc P)/Q qui vaut 2 (car galoisien). De méme,
ce degré revient au degré de ramification de M (v/disc P)/Q donc la décomposition de p
dans O /g p) écrit : pﬁ M(VEe P) = =q7...q%, avec f = fipour 1 <i<set fl=f
ou2f; pour s+1<i<g. Alors le cas oul fl-’ = f; correspond & un polyndéme de O,
se décomposant en un produit de deux polynomes dans @"M( Jdise P) tandis que f! = 2f;
correspond au cas ou le polynome P; reste premier dans & M(v/dise P)- Comme nous I’avons
vu, chaque idéal premier p; correspond au polyndéme P;, les degrés résiduels de p dans
o M(vdise p) ous donnent donc I'information cherchée. [

3.3.3 Cas particulier : quand disc P est le discriminant d’un corps
quadratique

Nous allons préciser le cas o p est ramifié¢ dans K/Q quand le discriminant du polynéme
considéré est celui d’un corps quadratique. Commencons par rappeler le résultat suivant

de Kondo qui nous raméne dans le contexte de la partie précédente. Notons que dans le
théoréme suivant, le corps K est égal a Q(v/disc P).

THEOREME 3.3.2 (|[Kon95|, Theorem 1). Sile discriminant d’un polynome P de degré n
sur Q est le discriminant d’un corps quadratique K, alors le groupe de Galois de la cloture
galoisienne L/Q de P est isomorphe au groupe symétrique S, et Uextension L/K est non
ramifiée de groupe de Galois isomorphe a A,.

La preuve utilise le fait que le groupe de Galois de L/Q est un sous-groupe primitif de
S, qui contient une transposition : ¢’est donc le groupe 5,.

Nous avons ensuite besoin du lemme suivant :
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Lemme 3.3.3. Partons d’un polynome P € Z[X| Q-irréductible unitaire dont le discri-
minant est le discriminant d’un corps quadratique. Soit M = Q(0) un corps de rupture
de P, ici 6 est une racine de P dans Q. Alors Oy = 7Z[0).

PREUVE

Puisque disc P est le discriminant d’un corps quadratique, il s’écrit avec d un entier sans
facteurs carrés : disc P = d avec d = 1(mod 4) ou 4d avec d = 2 ou 3(mod 4). D’autre
part, il existe a € N* tel que disc P = a?disc M. On en déduit alors a = 1 ou a = 2.
Par ailleurs, on sait que disc M = 0, 1(mod 4) (c’est le critére de Stickelberger, voir par
exemple [Lan94] ou [Nar74| page 59). Ainsi, a = 1 et donc disc M = disc P, d’ou le
résultat. [

Rappelons maintenant le lemme bien connu suivant (voir par exemple le théoréme 2

de [Kon95|).

Lemme 3.3.4. Pour un polynome P € Z[X| Q-irréductible unitaire dont le discriminant
est le discriminant d’un corps quadratique, lorsque le premier p divise disc P il vient
pOy = pl---pg_lpf] avec f, = 1. Ou de facon équivalente, par la décomposition des
idéaux puisque Oy = Z[0], sur F, le polynome P se factorise de la maniére suivante :

P:Qfl”'Qfg—l(X_mo)z EIFP[X]>

ot les polynomes Q5, sont des polynomes Q-irréductibles de degré f; et premiers entre
eus.

PROPOSITION 3.3.5. Soit P € Z[X] un polynome Q-irréductible unitaire dont le dis-
criminant est le discriminant d’un corps quadratique et p un premier ramifié de de-
grés résiduels (fi)1<i<g dans Oy. Le Frobenius o, dans Gal(L/K) est soit (conjugué a)
V= [f1] - [fy-1], soit le produit V-7, ot T est une transposition & support disjoint de v, le
choiz se faisant selon la signature de la permutation . Avec a une racine du polynome P,
de degré 2 apparaissant dans la décomposition de P dans Q,, on a : Q,(v/disc P) = Q,(«)
si et seulement si e(¥) = +1.

PREUVE

Soit p un premier ramifié. D’apres le lemme 3.3.4, pﬁM(m) =q?...q7 (t = g ou
g+1)avec fi = fipour 1 <i < g—1et f; =1 ou2 Dapres le paragraphe 3.3.2,
si 'on note par ¥ le produit de f;-cycles a supports disjoints, i = 1,--- ,g — 1, alors le
Frobenius 0, dans Gal(L/K) est soit (conjugué a) ¢, soit le produit ¢ - 7, ot 7 est une
transposition a support disjoint de . Par ailleurs, en utilisant &, ~ Z[X]/(P), on écrit
P =P, --- P, dans Q,[X] avec deg P, = e, f;, autrement dit deg P, = f; pour 1 <i < g—1
et deg P, = 2. Soit o une racine de P, dans Q,. Comme nous I'avons vu dans la preuve du
théoréme 3.3.1, pour obtenir I’écriture du Frobenius, nous devons savoir si Q,(v/disc P)
correspond a I'extension Q,(a) ou non. A ce niveau, utilisons la globalité de la situation :
oy € A, donc la signature £(0) de I'élément ¥ permet de conclure. [

Ezemple 3.3.6. Soit le polynome P = X 4+ X + 123 de discriminant disc P = —/ avec
¢ = 226136492183729856858848250212539 un nombre premier. Ainsi, la factorisation de
P € F,[X] donne la décomposition de £6y;. Ici, P = (Q!")? §2) Qf”) Q7 € Fy[X], ou les
polynoémes Qgi) sont des polyndmes de degré 1 et ou ()7 est un polynéme Q-irréductible
de degré 7. La permutation 9 est donc un 7-cycle et Q,(v/disc P) = Qg(c), on «v est une
racine de P dans Q, (selon les notations précédentes).
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Notons alors que le groupe de décomposition de ¢ dans L/Q est cyclique, isomorphe
a Z/147Z. Les autres premiers sont non ramifiés, leurs groupes de décomposition sont
donc cycliques. Cet exemple donne une réponse pour Si; a la Question arithmétique de
Bubbolini et Sonn, §1 de [BS15]. Nous retrouvons le méme phénoméne pour le groupe
Sig avec le polynome P = X' + X + 191.

Ezxemple 3.3.7. Soit le polynome P = X°+ X +5 de discriminant disc P = 3-651 127.
Sur F3, la factorisation de P est de la forme (X — x()?Q3; ainsi €(v) = +1.

Sur Fgs; 127, la factorisation de P est de la forme (X — z0)?Q1Qs ; ainsi () = —1. Pour
ce second nombre premier £ = 651 127, on remarque que le groupe de décomposition de
¢ dans L/Q est isomorphe au groupe de Klein (voir preuve du théoréme 3.3.1 dans le cas
ramifié).

3.3.4 Ecriture du Frobenius séparant les caractéres conjugués du
groupe alterné

Si nous regardons tout spécialement la restriction au groupe alterné A, des caractéres
irréductibles auto-conjugués du groupe symétrique S, (voir la partie B.2.4 pour la défi-
nition), on obtient les résultats suivants :

PROPOSITION 3.3.8. Lorsque le discriminant du polynome P est le discriminant d’un
corps quadratique, si oy, p|p, sépare un couple de caractéres conjugués (x,x’') alors le
premier p est décomposé dans K = Q(v/disc P)/Q; en particulier, p n’est pas ramifié.
De plus, lorsque p est décomposé, la factorisation de P € F,[X]| s’écrit

P=P--- Pfy(mod D),

ou les polynémes Py, € Fp[X] sont irréductibles (distincts) de degré f; si et seulement si
le Frobenius o, (dans A, ) est en produit de f;-cycles a supports disjoints.

PREUVE

L’hypothése sur le discriminant de P permet de nous placer dans le cadre fixé.

Ensuite, d’apres la proposition B.2.20, le Frobenius o, séparant un couple de caracteres
conjugués appartient & une classe de conjugaison de .S,, qui se décompose dans A,. Or,
dans la situation locale du cas ot le premier p est ramifié de la preuve du théoréme 3.3.1,
nous avons vu que Gal(K,/Q,) agit trivialement sur Gal(Ly/K,) =< 0, >. En retour-
nant a la situation globale, cela indique donc que la classe de conjugaison de o, € A,, est
stable par la conjugaison de toute transposition et donc que cette classe ne provient pas
d’une classe de S, qui se décompose dans A,,. Il reste alors le cas p non ramifié. Pour
deux idéaux premiers PB; et Py de L au-dessus de p (on sait qu’il existe 7 € S, tel que
T7(P1) = Pa), les Frobenius Frob(P;/p) sont conjugués dans S, (d’aprés la propriété 2.
des propriétés B.1.14). Or :

— i p est inerte dans K/Q, il n’y a qu’un seul idéal premier p de O au-dessus de p,
les Frobenius Frob(;/p) sont finalement conjugués dans A, (puisque les idéaux
premiers ‘B; le sont).

— si p est décomposé (autrement dit p n’est ni ramifié ni inerte), il y a alors deux
idéaux premiers p; et ps dans K au-dessus de p. En notant (‘,]3{ ); les différents
idéaux premiers de L au-dessus de p;, i = 1 ou 2, on a : Frob(P] /p) = Frob(P! /p;),
d’aprés la propriété 3. des propriétés B.1.14. Tl existe o € S,\ A, tel que : o(P]) =
BE. Ainsi, grace a 2. des propriétés B.1.14, il vient :

Frob(PB5/ps) = Frob(Ps5/p) = oFrob(Pi/p)o~" = oFrob(P]/p1)o "
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Par conséquent, le nombre premier p est décomposé dans K/Q.
L’équivalence se déduit ensuite du théoréme 3.3.1 avec f(p/p) = 1. O

ProprosITION 3.3.9. Soit T le diagramme de Young symélrique associé auz caracteres
conjugués xr et xp et 6r = [q1]-- - [qx] sa classe associée. On note o, = [f1]---[f,] le
Frobenius d’un idéal premier p de K au-dessus de p. Alors le Frobenius o, sépare les
caractéres X et x'p si et seulement si la famille des f; est égale & la famille des q;. En
particulier, les entiers f; sont impairs et deux a deux distincts.

PREUVE

Supposons que le Frobenius o, = [fi]---[f,] sépare les caractéres yr et x7.. D’aprés la
proposition B.2.20, on sait que le Frobenius correspond a 'une des classes de conjugaison
ch(l) ou CKT@) . Toutes deux se décrivant avec la méme décomposition en cycles que €7, on
a donc égalité des familles f; et g;.

Réciproquement, si {f;}; = {¢;}, alors o, € A,, est une des classes de conjugaison ‘Kiﬁl)
ou ‘KT@) donc il sépare les caractéres xr et x7.

La derniére remarque provient de la propriété B.2.18 rappelant la forme d’une telle classe
de conjugaison. ]

THEOREME 3.3.10. Soit P € Z[X]| un polynome unitaire, Q-irréductible de degré n.
Supposons que le discriminant de P est égal au discriminant d’un corps quadratique.
L’automorphisme de Frobenius o,, p|p, sépare un couple de caractéres conjugués (x,x’')
de classe associée € = [q1]- - - [qr] si et seulement si la factorisation de P € F,[X] s’écrit

P = P, --- P, (mod p), ou les polynomes P, € F,[X] sont irréductibles (distincts) de
degré q; impairs, deuz o deux distincts.

PREUVE

Le sens direct provient du résultat des propositions 3.3.8 et 3.3.9 : si oy, p|p, sépare
un couple de caractéres conjugués (x, x’) de classe associée € = [q1] - [qx] (les ¢; sont
impairs, distincts deux a deux par la propriété B.2.18) alors o, = [qi1]-- - [qe] d’aprés

la proposition 3.3.9 précédente et d’apres la proposition 3.3.8, on a la factorisation du
polynome modulo p.

Réciproquement, supposons P = P, --- P, (mod p) avec les degrés ¢; impairs, deux &
deux distincts. On cherche & montrer que le Frobenius oy, s’écrit sous la forme [¢;] - - - [gx]-
Puisque Oy = Z[0)], on sait qu'on a : pOy = pi* - -+ py’ avec les degrés résiduels f; = g;.
Par identification des degrés des polynomes, la somme des ¢; vaut n. Par ailleurs, on sait
que n =Y 7 e fi = >0 eq. On en déduit donc ¢; = 1 et f; = ¢;. Ainsi, p est non
ramifié dans M/Q, en particulier il n’est pas ramifié¢ dans K/Q. D’aprés le théoréme 3.3.1
et puisque f; = ¢;, le Frobenius s’écrit o, = [¢1] - - - [qx] ou ([q1] - - - [qx])?. Par imparité des
¢i, on en déduit o, = [q1] - - - [q]- O

Corollaire 3.3.11. Soit P € Z[X] un polynome de degré n, unitaire et Q-irréductible.
supposons son discriminant égal au discriminant d’un corps quadratique. Sous la conjec-
ture d’Artin et Uhypothése de Riemann généralisée aux fonctions L d’Artin, on obtient :
(i) Sin=2m-+1 est impair, il existe un premier p plus petit que Cy b(n)*In? |disc P|

tel que P soit irréductible dans F,[X]| avec

o =5() -
7
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(1) Si n = 0 (mod 4), posons m = 1+ n/4. Alors il existe un nombre premier p
plus petit que Cy b(n)* In?|disc P| tel que P(mod p) se factorise sous la forme
Qam—1Q2m—3, ot les polynomes Q; sont des polyndomes irréductibles de F,[X] de
degré 1 avec

n! 2

2+ DG -DEGE =D n

(iii) Supposons que lentier n est un carré et écrivons n = m?. Alors il existe un
nombre premier p plus petit que Cs b(n)* In*|disc P| tel que P (mod p) se
factorise sous la forme Q1Qs3 - - - Qam—1, ou les QQ; sont des polynémes irréductibles
de IF,[X] de degré i avec

b(n) =

4qn
™

NN W
N

n! e g

b(n)

s ~Y .
m (Qm—r)! 3m2+m+1 m—1
2 HT:1 (m—r)! 2 ™2

Ici les constantes C, Cy et C3 sont absolues.

PREUVE
Notons par L le corps de décomposition de P; soit K = Q(v/disc P). L’extension L/K
est une extension non ramifiée de groupe de Galois isomorphe a A,, (cf. théoréme 3.3.2).
Soit € la classe de conjugaison des éléments de S,, dont la décomposition (en cycles a
support disjoint) s’écrit sous la forme d’un n-cycle (respectivement d’un produit d’un
(2m — 1)-cycle et d’un (2m — 3)-cycle; d’un produit [1][3]---[2m — 1]). Dans A, cette
classe € se décompose en deux classes de conjugaisons %, et €. A cette classe €, on peut
associer un caractére irréductible ¢ de S,, dont la restriction a A,, est la somme de deux
caracteres conjugués irréductibles x; et xo. Les caractéres x; et x2 sont de méme degré
b(n) = @ Ici on se trouve dans la deuxiéme situation du corollaire 3.1.3, celui-ci nous
donne donc I'existence d’un idéal premier p de K de norme inférieure & Cb(n)* In? |disc P|
(disc P = disc K) vérifiant x1(0y) # x2(0p). Le théoréme 3.3.10 précédent permet alors
d’obtenir le résultat en notant que N(p) = p puisque p est décomposé.
On trouve les degrés b(n) en utilisant la formule des équerres, rappelée dans la proposi-
tion B.2.16. Afin d’obtenir les équivalents respectifs, on utilise la formule de Stirling.
Plus précisément, le point (i) correspond au diagramme de Young associé a la partition
n=(n+1)/2,1,---,1), la classe de conjugaison associée étant la classe des n-cycles. On
_ n! _ _(n=1)!
calcule ¢(n) T (0
nombres premiers p dont le Frobenius appartient a la classe d’un n-cycle (ce qui revient

-2 1
a la proportion de n-cycles ) est égale a % = —. En effet, dans S,,, le cardinal de
n! n

la classe de conjugaison d’un n-cycle vaut (n — 1)! donc dans A,, (n —1)!/2.

nol
~ \/% \/% Notons également que la proportion de

Le point (ii) correspond a la représentation irréductible dont le diagramme de Young a
pour partition n = (n/4 +1,n/4 +1,2,---,2) associé¢ a la classe G7 = [5 + 1][5 — 1].

2
Nous trouvons
n! 2

G+DGE-DBEHG-DF o«

Le point (iii) correspond au diagramme de Young symétrique de partition n = (m,m, ..., m)

c(n) =

N~ ot

qn
™

[SI[9)

associé a la classe €7 = [2m — 1][2m — 3] - - - [1]. On obtient :
( ) nl em2mm2+%+1
c(n) = ~ — :
H:;l ((27::7/:7‘7"))" 2 dngm—l - m2—1
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3.3 Application aux polynoémes

]

3.3.5 Comparaison avec la méthode de Bellaiche dans le cas du
groupe symétrique

Discutons briévement de la "qualité" des bornes obtenues. Tout d’abord, une applica-
tion "classique" du théoréme de Chebotarev donne une borne en O((n!)2ln2 |disc P])

(d’autres bornes sont données dans [Bel|, [MM97] ou [Mur94] : n(n!)?Inn et nn!lnn).
Ensuite, pour un polynéme P de degré impair n, notre méthode s’applique et donne une

42n
borne en O —- In? |disc P| ) garantissant l’existence d’un premier p avec P(mod p) irré-
n

ductible sur [F,[X] (voir (i) du corollaire 3.3.11). Dans un récent travail, Bellaiche (|Bel],
théoréme 17) donne une borne en O(4"(Indisc P +nlnn)?) pour tout P polynéme ir-
réductible a coefficients dans Z. Dans cette partie, nous nous efforcons de comparer les
deux approches. Avec un minutieux travail, il est probable que la méthode de Bellaiche
apporte une trés bonne borne pour la situation (i¢) du corollaire 3.3.11 (en &(2")7?); par
contre, le point (ii7) est nettement plus compliqué... ¢’est le cas extréme ; ici la borne que
I'on obtient est légérement meilleure que (m?!)? :

ou encore

G

Revenons sur la borne donnée par Bellaiche (dans [Bel]) dans le contexte des groupes S,,.
Dans cet article, pour des histoires de notations, il ne considére que des extensions dont
le corps de base est Q.

THEOREME 3.3.12 ([Bel|, théoréme 3). Soit L/Q une extension galoisienne de groupe
de Galois G isomorphe au groupe S, que ['on suppose non ramifiée en dehors de [’en-
semble Y. Soit € une classe de conjugaison de S,. Sous les conjectures d’Artin et de
Riemann généralisée aux fonctions L d’Artin, le plus petit nombre premier p non ramifié
tel que le Frobenius o, € € vérifie

p < eup(€)* n*(M|GI),

ou M = Hﬂ Ici

ey

p(€)= Y I(@)x(),

x€Irr(G@)
Irr(G) désignant Uensemble des caracteéres irréductibles de G et x(€) un abus de notation

pour x(c), c € F.

On utilise les notations introduites par Bellaiche, I, désigne la fonction indicatrice de & :
0a(€) < 3G = MIo) g et MIg) = 3 i |06 T IX (D) = 16 D ey X)X (D).
Remarque 3.3.13. En adaptant la preuve de Joél Bellaiche lorsqu’il y a une extension
intermédiaire L/K non ramifiée, on trouve la borne :

p < c119(€)? In? |disc K.
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CHAPITRE 3 : Séparation des caractéres par le Frobenius

En effet, en reprenant le fil de sa preuve, on doit majorer q(x) = f(x) = Hpezpr(X).
On sait que f,(x) = 0 lorsque p est non ramifi¢ dans L/Q, ici ceci revient & p non
ramifié dans K/Q, autrement dit p ne divise pas le discriminant de K. Finalement,
q(x) < |disc K|maxplaiser £r(X),

D’aprés la preuve de la proposition 2.5 de [MMS88|, on a :

2x(1)(e(p/p) — 1)
e(p/p)

fr(x) < + 2x(Nvp(e(p/p) < 2x(1) + 2x(1)vu(e(p/p))-

D’ou

Flx) = H p2x(l)(Hpvp(e(p/p)))Qx(l) < |disc K|2x(1)e(p/p>2x(1)

p|disc K p

< (|dise K|[K : Q))*W < (¢o|dise K[)XW

car [K : Q] < ¢oln|disc K.

Dans la preuve de Bellaiche, on majore Ing(x) par Cx(1)In|disc K|, on remplace donc
In(M|G|) par In|disc K| d’ou le résultat.

Lorsque K est un corps quadratique, notons que g(x) < |2 disc K|,

Soit P € Z[X] un polynéme Q-irréductible unitaire dont le discriminant est celui d’un
corps quadratique K. Alors on sait que le groupe de Galois de L/Q, L étant le corps de
décomposition de P, est isomorphe a S,, et L/ K est non ramifiée de groupe de Galois A,,.
Soit € une classe de conjugaison de S,, dont la restriction a A, se décompose en deux
classes de conjugaison €'V et €?. Pour p non ramifié¢ dans K/Q et p un idéal premier de
K au-dessus de p, 0, € € est équivalent a o, € €Y ou €2, ou encore oy sépare les deux
caractéres conjugués associés a € du groupe alterné A,,. En effet, la propriété B.1.14 nous
permet d’écrire o, = 0, ou 012) = 0, et I'écriture des classes de conjugaison considérées
sous forme de cycles de longueur impaire donne le résultat.

Ainsi, on peut reformuler le corollaire 3.1.3 sous la forme suivante.

Le plus petit nombre premier p non ramifié dans L/Q tel que le Frobenius o, soit dans
une classe de conjugaison € de A, provenant d’une classe de S, se décomposant en deux

4
vérifie p < C (XTT(D> In? |disc K|, ot xr est le caractére irréductible associé a € de

diagramme de Young symétrique T.
On en arrive a la comparaison des quantités Z IX(€)|x(1) = Z IXA(B)|xa(1)

x€lrr(G) A partition de S,

1)\ 2

ot (XT_U> |
2

Donnons quelques exemples.

Ezxzemple 3.3.14. Pour n impair, prenons le diagramme de Young T associé a la partition

(”T“, 1,---,1). Comme nous 'avons vu dans le point (i) du corollaire 3.3.11, dans ce cas,
<XT<1)>2 22n—3
2 w(n—1)

D’un autre co6té, en notant 67 la classe de conjugaison associée aux cycles de longueur n,
on a Z Ix(€1)|x(1) = 2", En effet, en utilisant la régle de Murnaghan-Nakayama

x€lrr(G)
(voir proposition B.2.23), pour A une partition de S, on trouve

+1 siA=(k1,---,1), ke |l,n
X’\(%T):{O sinon( ) H ]]
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3.4 Sur les extensions non ramifiées d’un corps de nombres

donc
= n! " /n—1
X 1) = 1) = = =on 1
> @ = Y w0 =Y e =3 (1)
x€lrr(G) Me=(k,1,++,1) k=1 k=1

partition de S,
Ezxzemple 3.3.15. Pour n pair, prenons le diagramme de Young symétrique T de partition
(5,2,1,---,1); ici 67 = [n — 1][1].
On obtient L,
4(n —2)! n22""z

n((3-2)° V7

xr(l) =

1)\ 2 2277,—5
d’ou <XT( )> ~ L . D’un autre coté, avec les calculs de I'exemple B.2.26, on trouve :
s
Z IX(€)[x(1) = ’X(L...,1)((5)|X(1,...,1)(1) + ’X(n)(%)b((n)(l)
xE€Irr(G)
n—2
+ Z X2 1) (€)X (k21 1)(1)
k=2

2 n!
=2t kz:; = Dk —k)(k—2)(n—k —2)!

=n2" 2 9" 4 92

Ezxemple 3.3.16. Considérons le groupe Sy et le diagramme de Young associé a la par-
tition A = (3,3, 3). C’est un tableau symétrique dont la classe de conjugaison € associée

1)\2 R
a pour décomposition [5][3][1]. Le caractére yr est de degré 42 donc (XTT()> =441. A
'aide de Magma (|[BCP97]), on calcule Z IX(€)|x(1) =1 284.

x€lrr(G)
Question : Pour certains diagrammes de Young symétriques, le comportement asymp-
totique de la quantité introduite par Bellaiche est meilleur. Est-ce que c’est vrai pour
tous les diagrammes symétriques 7

3.4 Sur les extensions non ramifiées d’un corps de nom-
bres

3.4.1 Un exemple de base : le p-rang du groupe des classes

La version effective du théoréme de Chebotarev et un argument élémentaire de dénom-
brement permettent de donner une borne supérieure pour le nombre n(p) de caractéres
abéliens non ramifiés d’ordre p de K et ainsi de majorer le p-rang d,Clx du groupe des
classes Cli de K. Cette méthode ne donne pas la meilleure borne mais, néanmoins, d'une
part, conjecturalement, le résultat obtenu pour le p-rang n’est pas si mauvais que cela et
puis d’autre part, elle a le mérite de s’étendre a d’autres situations, ce que nous ferons a
la fin de cette section (en s’inspirant de [RT14]).

Posons N = card{p C Ok | N(p) < X}. Le théoréme des nombres premiers donne I’exis-
tence d’une constante cyo telle que



CHAPITRE 3 : Séparation des caractéres par le Frobenius

Précisons la méthode utilisée. Soit 'entier X qui, pour tout couple (x, x’) de caractéres
distincts de degré 1 non ramifiés et d’ordre p, assure ’existence d’un premier p de K tel
que N(p) < X et tel que x(0y) # x'(0p). Notons que quand oy, varie, les valeurs de x(oy)
et de x/(0,) se trouvent dans un ensemble de cardinal p. Les caractéres x de degré 1
et d’ordre p sont donc déterminés par les valeurs x(op), avec N(p) < X, autrement dit
I'ensemble (x(0y,), -+, X(0py)), O p; est le i° idéal premier de norme plus petite que X,
définit entiérement le caractére . Il v a donc au plus p” caractéres de ce type.

En conclusion, il vient :

In(n(p)) < exz n(p)[K Qe )

Rappelons le résultat du corollaire 3.1.3 :

PROPOSITION 3.4.1. Soient x et x' deux caractéres non ramifiés distincts de K de de-
gré 1 et d’ordre p. Alors, sous les conjectures d’Artin et I’hypothése de Riemann générali-
sée auz fonctions L d’Artin, il existe un premier p de K de norme N(p) < ¢4 In? |disc K|

tel que x(op) # X'(0p).
En conclusion, on obtient :
Corollaire 3.4.2. Pour tout corps de nombres K,

¢4 In? |disc K|
Incy +2Inln |disc K|

In(n(p)) < c12[K : Q]

d,Clyc =
’ In(p)
PREUVE
Dans ce cadre, [L : K| = |G| = p%»“'%. Comme G est abélien, en utilisant les degrés des
n(p)
représentations |G| = Z 17 = n(p), on obtient d,Cly = @. On en déduit le résultat
i=1

In
en utilisant I'inégalité (3) avec X = ¢4 In”|disc K| dt & la proposition 3.4.1. O

Rappelons alors a ce niveau la question suivante :
Question : [[Ser81], §2.5] A-t-on N(p) <. In**® |disc L| ?

Dans le cadre du p-rang du groupe des classes, cette question est a rapprocher de 'inéga-
lité facile du théoréme de Brauer-Siegel (voir par exemple le lemme 2 du chapitre XVI
de [Lan94| page 322) qui aboutit au résultat suivant :

.. 1 .
THEOREME 3.4.3. Pour tout corps de nombres, on a : d,Clg < 0121— In |disc K.
np

PREUVE

On note Clg le groupe des classes d’idéaux de K et hx = |Clk| le nombre de classes
de K. On peut définir le p-rang d,Clg de la fagon suivante : d,Clg = dimg,Clg /pClg.
Dot d,Clg < hllnh;{. La majoration du lemme 2 du chapitre XVI de |Lan94| nous permet
d’écrire In hy < C'ln|disc K| d’ou le résultat. O
Remarque 3.4.4. En particulier a K fixé, le théoréme de Brauer-Siegel indique bien que
d,Clg = 0 pour p assez grand. Ce qui n’est pas le cas de 'inégalité du corollaire 3.4.2.

Remarque 3.4.5. Par deux approches différentes, la théorie analytique des nombres
apporte deux estimations pour d,Clg. La premiére peut étre adaptée a tout groupe
simple . (ce sera 1'objet de la section a venir). Quant a la seconde, elle découle de la
formule analytique du nombre de classes et est donc propre au groupe des classes.
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3.4 Sur les extensions non ramifiées d’un corps de nombres

Pour tenter d’étre complet, citons également les travaux plus récents de Ellenberg-
Venkatesh [EV06], [EVO07] et de Ellenberg [EI08|, pour une approche utilisant la géo-
métrie des nombres.

3.4.2 Caracteéres de degré r > 1

Etant donné un groupe simple . fixé, une question naturelle consiste & chercher un
résultat sur le modeéle du p-rang du groupe des classes.

Fixons donc un groupe simple . et soit y un caractére non trivial de . (de plus petit
degré r > 1). Notons k() le nombre de classes de conjugaison de .#, e(.¥) le nombre
de représentations irréductibles de . de degré 1 et soit a(x) le nombre de valeurs prises
par x. Commencons par la premiére estimation suivante pour a(x).

L 1=e)

L=
r2 '

Lemme 3.4.6. On a : a(yx) < k(Y) < e(Y) 3

< e()
PREUVE
Cela provient tout simplement de la formule Z@D(l)z = ||, la somme portant sur les

caractéres irréductibles de . et du fait que le nombre de représentations irréductibles
d’un groupe fini est égal & son nombre de classes de conjugaison. ]

Rappelons maintenant le résultat de Collins qui précise le théoréme de Jordan sur les
sous-groupes simples de Gl,(C).

THEOREME 3.4.7 (|Col07], Theorem A). Soit . — GI,,(C) un groupe simple. Alors
dés quen > 71, on a || < (n+ 1)

En d’autres termes, ce résultat donne une borne inférieure asymptotique (suivant |.7|)
sur le degré minimal r des représentations non triviales des groupes simples. Associée au
lemme 3.4.6, on obtient (pour r > 71)

(r—i—l)!.

a(x) < —

r
Cette inégalité est a comparer avec 'exemple B.2.25.

Revenons au contexte arithmétique. Soit un entier k& > 1. Supposons que le corps de
nombres K admette une extension galoisienne non ramifiée de groupe de Galois G véri-
k

fiant G ~.% x --- x .. Alors G ~ Hle 5’27 isomorphisme en un sens évident. Considé-
rons ensuite les caractéres irréductibles de G de la forme p; = 1®--- Q1R YR1IR -1,
ou l'on rappelle que x est un caractére non trivial de degré r (que l'on peut supposer
minimal) et ot 1 est le caractére trivial. Les caractéres ¢; sont irréductibles de degré r
et ils prennent les mémes valeurs que le caracteére Y.

Soient alors ¢ # j. Par le corollaire 3.1.3, sous la conjecture d’Artin et ’hypothése de
Riemann généralisée aux fonctions L d’Artin, on sait qu’il existe un idéal premier p de

norme plus petite que
X = ¢yr* In?|disc K|

tel que p;(0p) # @;(0y). En d’autres termes, le premier p sépare les caractéres p; et ¢,.
Rappelons la définition N = card{p C Ok | N(p) < X }.
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La famille (p;(0y,), ..., ¢j(0py)), Ol p; est le i¢ idéal premier de norme plus petite que X,
est donc représentative d’un caractére ¢;. D’autre part, pour chaque i € [1, N] et tout
entier j € {1,---,k}, la quantité ¢;(op,) peut prendre au maximum a(x) valeurs diffé-
rentes. Ainsi, on obtient :

k< a()™.

Souvenons-nous ensuite que N < ¢j5[K : Q) , pour obtenir :

In X
PROPOSITION 3.4.8. Avec les notations précédentes et sous la conjecture d’Artin et
Uhypothése de Riemann généralisée aux fonctions L d’Artin, il vient :

r*In? |disc K|
Incy +4Inr+2Inln |disc K|

In(k) < cacrzIna(x)[K : Q]

1
< 4019 nlz(TX)r‘l[K : Q]1In? |disc K.

J. Rouse et F. Thorne, dans [RT14], donnent I'inégalité In(k) < r°[K : Q]In?|disc K|

faisant donc apparaitre une puissance 7.

Revenons a l'estimation issue de l'inégalité donnée par Collins : pour r assez grand,
Ina(x) < rlnr, ce qui redonne le résultat de Rouse et Thorne. Mais comme le montre
le cas du groupe alterné, cette majoration peut étre nettement améliorée :

Ezemple 3.4.9. Dans le cas du groupe alterné . = A, il vient a(x) < 2r + 3 (voir
partie B.2.22 page 119) et ainsi la borne de la proposition 3.4.8 est en r4. Plus précisément,
si on prend le diagramme de Young T de partition A = (n — 1,1) alors le caractére xr
associé est de degré n — 1 (pour n > 7, c’est le caractére non trivial de plus petit degré)
et a(xr) = O(n). Ainsi on obtient ici : In(k) <x n?.

Remarque 3.4.10. Lorsque r = 1, le corollaire 3.4.2 s’obtient avec une approche légére-
ment différente. En effet, soit le groupe simple . = Z/pZ. On considére les caractéres
©; de la forme y; ® - - - ® x, ou les caractéres x; sont de degré 1. Ces caractéres sont de
degré 1¥ = 1. La borne du corollaire 3.1.3 n’est pas impactée et cette démarche apporte
alors (p — 1)* caractéres d’ordre p.

3.4.3 Une variante : les extensions modérément ramifiées d’un
corps de nombres

Dans la section précédente, comme les représentations en jeu sont non ramifiées, les

conducteurs sont réduits & leurs plus simples expressions. Dans cette partie, nous repre-

nons ces calculs pour des situations ou les conducteurs de produit tensoriel se simplifient.
Commencons par une remarque.

Remarque 3.4.11. Soit p une représentation de caractére y. L’ensemble des valeurs prises
par x(oy), quand p varie, peut différer de I'ensemble des valeurs du caractére x : cette
différence provient des places ramifiées et de la définition de x(o,) dans ce cas particulier
(voir partie 1.2.1). Par contre, on a de fagon évidente

[{x(p), p C Ok} <alx) + ],

ou ¥ est Pensemble des premiers p ramifiés (& travers y).
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Définition 3.4.12. Soit A une matrice carrée de taille r X r & coefficients complexes.
Si A est d’ordre 2, on définit la signature de A comme étant le couple (r,r_), ou 74
(respectivement r_) est le nombre de valeurs propres de A égales a +1 (respectivement
a—1):ry+r_=r.

Soit p : Gxg — GI.(C) une représentation continue de caractére x. Pour 7 € Gy tel
que p(7) est d’ordre 2, la signature de 7 (relativement a p) est la signature de p(7).
Remarquons alors que p(7) et p~(7) = p(7) ont méme signature.

A présent, on s’'intéresse aux représentations p (ou aux caractéres y) peu ramifiées dans
le sens suivant :

Définition 3.4.13. Une représentation p est dite peu ramifiée si lorsqu’elle est ramifiée
en un idéal p alors le groupe d’inertie de p se factorise & travers un élément 7, d’ordre 2,
autrement dit, [, =< 7, >.

Dans ce cas, si (r;,7_) est la signature de p(7y), on dit que la représentation p est de
p-signature (ry,r_).

Remarque 3.4.14. Notons que pour une représentation peu ramifiée, si p est au-dessus
d’un premier impair, la ramification en p est alors modérée.

Lemme 3.4.15. Soit p un premier impair. Soient p et p' deuz représentations (de carac-
teres x et X') peu ramifiées en p ayant pour conducteur local : f,(x) =k et fo(X') =K.
Alors

Lx@x) =K@ —k) + k(' —k),

ot r (respectivement r') est le degré de p (respectivement de p').

PREUVE

Partons de p. Comme la ramification est modérée, il vient p(G;,) = {1} pour ¢ > 1, ou
G p désigne le i groupe de ramification d’un idéal & au-dessus de p. L’action de Gy se
factorise sur V & travers p(7,) et la codimension de V0» est exactement le nombre de
valeurs propres de p valant —1. En effet, puisque 7, est d’ordre 2, p(7,) est diagonalisable
(il posséde un polynome annulateur X2 — 1 scindé a racines simples) avec 7, 1 et 7_ (—1)
sur sa diagonale. D’ou V» = {v € V' : p(7,)(v) = v} est le sous-espace vectoriel engendré
par r, = r —r_ vecteurs. Ainsi, k = f,(x) = codimV’» =r_.

Ici p et p' sont de p-signatures (r—k, k) et (1’ —k’, k), et alors p®p’ est une représentation
de p-signature (kk'+ (r — k)(r' — k'), k(r' — k') + K'(r — k)), d’out le résultat. O

Les situations intéressantes pour nous sont celles out la borne brutale (voir remarque 1.2.29)
LHilx @ X)) < r'fo(x) +rfo(X’) est trés mauvaise. Typiquement, supposons r = r’ puis
que les représentations p et p’ sont de méme p-signature (0,7), ce qui revient a avoir
fo(x) = fo()) = r. Alors, d’aprés le lemme 3.4.15 précédent, f,(x ® x') = 0.

Notons par .4 (p*) le nombre de caractéres de degré r non ramifiés en dehors de p, peu
ramifiés en p avec pour conducteur k. En appliquant la stratégie de la section précédente
(ou bien le corollaire suivant le démontre dans un cadre plus général), on obtient

In(A (p") < r°[K : Q]In® |disc K.

Cette non dépendance en p n’est pas surprenante : en effet, comme les représentations en

jeu sont de p-conducteur r, cela signifie que p(7,) = —1I,, ot I, est la matrice identité. Donc

—Ker(p)

p(7,) est dans le centre de Im(p) : le corps L := K est une extension quadratique
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totalement et modérément ramifiée d’une extension non ramifiée de Ly/K. La théorie du
corps de classes indique que, étant donnée L, 'extension L/Lg est unique.
Il faut donc aller un peu plus loin pour trouver une illustration non triviale.

Corollaire 3.4.16. Dans les conditions précédentes et sous la conjecture d’Artin et [’hy-
pothese de Riemann généralisée auz fonctions L d’Artin,

In.A (p*) < r[K : Q] (7“2 In |disc K|+ 2k(r — k) 1nN(p)>2.

PREUVE

D’aprés le théoréme 3.1.1, il existe un idéal premier q de 'anneau Ok de norme inférieure
aX = m(ar’[K : Ql+e(lng(x@x)+Ing(x®@x’)) +e3(x, X)))? tel que x(oq) # x'(09).
ou x et x’ sont deux caractéres de degré r non ramifiés en dehors de p, peu ramifiés en
p de conducteur k. Les valeurs des caractéres en les différents Frobenius o,,, 1 <7 < N
(N = card{p C Ok | N(p) < X}), sont donc représentatives d’un tel caractére. Ainsi,
A (pF) < alx)".

Par ailleurs, en utilisant le lemme 3.4.15, on obtient : ¢(x®Y') = |disc K|”"N(f(x®X')) =
|disc K|"”*N(p?*=R) d’on X < C(r?In|disc K|+ 2k(r — k) InN(p))2.

Ainsi, In A/ (p*) < NIn(a(x)) < O[K : Q]2 In(a(x)). On obtient le résultat en utilisant
la majoration pour r assez grand Ina(x) < rInr (le nombre de valeurs prises par un
caractére pouvant étre majoré par (r + 1)!/r?). O

Retournons de nouveau vers les groupes alternés A,,, pour n > 7.

Définition 3.4.17. Un élément 7 € S, est dit de longueur k si 7 est le produit de k
transpositions (a supports disjoints).

On remarque que tout élément d’ordre 2 de A,, est le produit de k£ transpositions pour
un certain entier pair k.

Soit p un idéal premier impair de K. Pour n > 7, notons par A (A,,p, k) le nombre
d’extensions du corps K de groupe de Galois isomorphe a A,, non ramifiées en dehors
de p et dont le groupe d’inertie en p est de longueur k& (I’entier k est donc pair). Une
synthése de nos précédents résultats et discussions nous permet d’obtenir le corollaire
suivant :

Corollaire 3.4.18. Sous les conditions précédentes, il vient
2
In A (An, p, k) < [K : Q] ((n —1)2In|disc K|+ 2k(n—1— k) lnN(p)) :

PREUVE

On sait (proposition B.2.27) qu’il existe une unique représentation irréductible non tri-
viale de A,, de degré inférieur a n : elle est de degré n — 1, notons-la p et y son caractére.
Ainsi, le nombre A4 (A,,p, k) d’extensions du corps K de groupe de Galois isomorphes
a A, non ramifiées en dehors de p et dont le groupe d’inertie en p est de longueur k
correspond au nombre de représentations irréductibles de degré n — 1 dans le groupe

N (An,p,k)

G~ A, x---x A, avec A, non ramifiées en dehors de p et dont le groupe d’inertie en p
est de longueur £, engendré par un élément 7,. Les caractéres associés sont de la forme :
1 ®1x®1®---®1 (remarquons que les caractéres et les représentations prennent
les mémes valeurs que y et p).
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Notons que, par hypothése, la représentation considérée est peu ramifiée.

Par ailleurs, ici 7, étant de longueur k, il vient x(7,) = n — 1 — 2k, d’aprés 'exemple
B.2.25. Comme x(7,) est la somme de +1 et de —1, on a facilement que p(7,) est de
signature (n — k — 1, k). D’ott le conducteur d’Artin f(x) = N(p)*.

En procédant de la méme facon que dans la preuve du corollaire 3.4.16, en utilisant cette
fois la majoration a(y) < 2(n — 1) + 3 donnée dans la propriété B.2.22, on obtient le
résultat. O

Le gain ici se fait sur le terme devant In N(p). En particulier, si n est pair, pour k = n—2,
on passe de 2(n—1)(n—2) a4 2(n—2). A noter ici que 'extension L/K correspondante de

groupe de Galois A,, est de discriminant relatif disc L/K = pnf! et de discriminant absolu
(N(p)%disc K)

Remarque 3.4.19. 1l est possible de reprendre ces deux derniers corollaires en prenant un
ensemble X de premiers ramifiés non nécessairement réduit a un élément. Typiquement
soit A7 (3, k) le nombre de caractéres de degré r non ramifiés en dehors de ¥, peu ramifiés
en p € X avec pour conducteur local k. Regardons I’évolution de A4 (3, k) suivant X, plus
précisément suivant la remarque 3.4.11. Quand la quantité |X| est bornée, les inégalités
des corollaires 3.4.16 et 3.4.18 restent valables. Par contre, si on cherche a connaitre
I’évolution suivant la croissance de |X|, il vient la borne

r2In |disc K|+ 2k(r — k) 3, mN(p))® 2
In (@(X) + |ED( ‘ |+ hg‘Z’ )Zpe (p)) Kk (ZlHN(p)> .

peX

n!
2

3.5 Expérimentations numériques avec le groupe A,

Nous allons nous placer dans le contexte des extensions non ramifiées de groupe de Galois
le groupe alterné A, pour tester la borne du corollaire 3.1.3 : déterminer le premier de
plus petite norme dont le Frobenius sépare des caractéres irréductibles de méme degré.
Une borne est donnée en fonction du carré du logarithme du discriminant du corps de
base et des puissances quatriémes des degrés des représentations. Rappelons que par la
théorie du corps de classes, les extensions abéliennes sont lices au groupe des classes
(et leurs caractéres irréductibles sont de degré 1). Pour les extensions non ramifiées de
groupes de Galois simples (donc non abéliens), il n’y a plus la théorie du corps de classes.

3.5.1 Familles et expérimentations

Nos calculs vont se faire dans des familles de trindmes irréductibles de Q[X] de la forme :
P =X"+uX + v, avec u,v € Q. De telles familles ont été étudiées par de nombreux
auteurs (Yamamoto |Yam70| ou Uchida |Uch70]). Rappelons le critére de Uchida :

THEOREME 3.5.1 (|[Uch70|, Theorem 1). Soit P = X" + uX + v € Q[X] un polynome
Q-irréductible de corps des racines L. Sin est un nombre premier et si (n—1)u,nv) = 1,
alors le groupe de Galois de P est isomorphe au groupe S, et l'extension L/Q(/disc P)
est non ramifiée.

Soient aq,---,a, € C les racines de P. Notons M = Q(«;) un corps de rupture de P,
L= Q(ay,--+,ay) le corps de décomposition de P et disc P := H(O‘i — a;)? le discri-
i<j

minant de P. Posons K = Q(v/disc P). Pour un tel trinéme P = X" +uX +v, u,v € Q,
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un calcul classique (voir [Sam67] page 49 ou [Uch70]) montre que :
disc P = (—1)"%" <n%”—1 + (1) (n— 1)"_1U")-

PROPOSITION 3.5.2. Le discriminant d du polynome P = X" +uX +v € Q[X], n
impair, vérifie les propriétés suivantes :

(1)) d=0 ou 1 (mod 4) et d =0 (mod 4) si et seulement si v est pair;

(i1) lorsque n > 5, d est le discriminant d’un corps quadratique si et seulement s’il est
sans facteurs carrés; dans ce cas, ((n— 1)u,nv) = 1. En particulier, v est impair.

PREUVE
(7) Dans le cas ot n = 2k + 1 est un nombre premier supérieur a 2, le discriminant vaut

d = (_l)k(2k+1)<(2k + 1)2k+11}2k + (Qk)zku2k+1> d’ou d = (—1)k(2/{: + 1)2k+11}2k mod 4

(car (2k)%* = 4*k% = (0 mod 4). D’autre part, en distinguant les cas k pair ou impair, on
obtient (—1)%(2k + 1) =1 (mod 4) et v** = 1 mod 4 < v est impair.

(17) Supposons que d est le discriminant du corps quadratique Q(y/m) avec m sans
facteurs carrés. Alors soit d = m = 1 (mod 4) soit d = 4m lorsque m = 2 ou 3 mod 4.
Or d’apreés I'écriture de d, si 4 divise d alors 16 divise d donc ce dernier cas ne peut pas
arriver. On peut donc écrire d sans facteurs carrés.

Réciproquement, si d est sans facteurs carrés alors d = 1 mod 4 (puisque 4 ne peut pas
diviser d), d est donc le discriminant du corps quadratique Q(v/d).

Notons b le pged ((n — 1)u,nv). Par définition, il existe des entiers ¢; et ¢y tels que
(n — 1)u = ¢1b et nv = c9b avec (c1,c2) = 1. On peut alors écrire, en notant n = 2k + 1,

d= (—1)71(”271) bF(ncy™t + (=1)"tuci ). Ainsi, ((n — 1)u,nv) = 1 (sinon d posséde un
facteur carré non trivial). O

Lorsque les caractéres du groupe alterné considérés sont des caractéres conjugués, on
utilise le théoréme 3.3.10 qui nous donne un critére (en étudiant 'irréductibilité du poly-
nome modulo les nombres premiers) pour obtenir le premier nombre premier pour lequel
le Frobenius sépare les caractéres.

Nous nous concentrons sur des familles de trinémes P, de degré n a un seul paramétre,
pour n = 5,7 et 13, dont les groupes de Galois sous-jacents sont isomorphes a S,.
Ici, a est un paramétre qui va varier dans ’ensemble des nombres naturels N. Pour
un tel entier a, le groupe de Galois de L/K est isomorphe & A, et si par exemple le
discriminant d, = disc P, est sans facteurs carrés, alors L/K est non ramifiée (d’aprés la
proposition 3.5.2 et le théoréme 3.3.2). Nous ressortons ensuite deux caractéres x et x’
de méme degré (typiquement des caractéres conjugués) et nous cherchons donc la plus
petite norme n(y, x’) associée a un idéal premier p dont le Frobenius sépare les caractéres
étudiés.
Nous déterminerons également pour X assez grand la quantité
>l x)
1(Pas X, X', X) = KXT

de<X

A travers nos exemples, cette proportion semble se stabiliser assez vite. Une question
naturelle se pose alors au sujet du lien entre cette valeur de convergence et les caractéres
choisis.
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Un point clef pour cette étude est de bien nous assurer que ces familles de polyndémes
sont "exhaustives" en vérifiant que celles-ci contiennent une sous-famille de paramétres
(ag)x telle que : (i) le polynome P,, est Q-irréductible; (ii) le groupe de Galois du corps
des racines de P,, est S, ; (iii) la quantité n(y, x’) peut étre aussi grande que possible.

Nos expérimentations consistent a faire varier a entre 1 et 300 000 pour le groupe al-
terné A5 (jusqu’a 500 000 pour les groupes alternés As et A;). A chaque valeur de a
permettant au polynome P, de satisfaire les conditions du théoréme 3.5.1, nous calculons
le discriminant d, ainsi que la norme du plus petit premier dont le Frobenius sépare les
caractéres y et x’. Pour des raisons de lisibilité, nous nous limitons a l'affichage de la
plus grande norme lorsque a varie entre n et n + 100.

Le deuxiéme graphique obtenu correspond a I’évolution de u(P,, x, X, z) lorsque x varie
entre 1 et 300 000 pour le groupe alterné A;3 (jusqu’a 500 000 pour les groupes alternés
As et A7). Pour les mémes raisons, nous utilisons un point par tranche de 1 000.

3.5.1.1 Le groupe A;

Commencons par le polynéme P, = X° + X + a de discriminant d, = 5%°a* + 4*. On
s’intéresse aux paramétres a pour lesquels P, est Q-irréductible et d, est le discriminant
d’un corps quadratique. Alors, comme nous I’avons vu dans la proposition 3.5.2, nécessai-
rement a est impair et la condition sur d, est équivalente au fait que d, est sans facteurs
carrés. Si tel est le cas, on se retrouve dans le cadre du théoréme 3.5.1 donc le groupe de
Galois sous-jacent est S5, il fournit ainsi une extension non ramifiée L,/ K, de groupe de
Galois A5 au-dessus du corps quadratique réel K, = Q(v/d,).

Dans le groupe Az, il y a cing classes de conjugaison ¢, = (1), 62 = (123), 63 = (12)(34),
©y = (12345) et 5 = (21345) et deux caractéres irréductibles conjugués x et x’ de degré 3
provenant d’un caractére irréductible de S5 de degré 6 dont la classe associée est celle
des 5-cycles.

On cherche le premier p C Ok de plus petite norme pour lequel les caractéres x et
X' de degré 3 de Gal(L,/K,) ~ A; sont différents en le Frobenius o,. Cela équivaut a
déterminer le plus petit nombre premier p pour lequel P, € F,[X] est irréductible (voir
théoréme 3.3.10).

Testons 'exhaustivité de la famille. Soient p; = 2, ..., pi les k premiers nombres premiers
et soit ap = —2 — po---pi. La factorisation de P,, dans F7[X] indique que P, est
irréductible sur Q : les polynomes irréductibles sur Z/pZ sont irréductibles sur Z et la
factorisation modulo 2 permet d’affirmer qu’il n’y a pas de racine dans Z. Par le résultat
de Uchida (théoréme 3.5.1), 'extension sous-jacente est de groupe de Galois S5 puisque
2 ne divise pas a;. D’autre part pour i = 2,...,k, il vient P, (1) = 0 (mod p;) et on
peut vérifier que P,, est également réductible dans Fy[X]|. Par conséquent, le plus petit
premier p dont le Frobenius sépare les caractéres y et x’ est plus grand que pgq :

n(x, xX') = Pr+1-

Comme In|d,, | ~k—oo C-Inpy---pp ~ C - pi, la borne de séparation des caractéres y
et x’ donnée par le corollaire 3.1.3 est alors en p? (a une constante prés). Ceci est donc
a comparer avec le premier de plus petite norme qui sépare y et x’, de norme au moins
Pk+1-

1
N : N . ;. sz 51€
Notons a ce niveau que, sous I'hypothése de Riemann généralisée, pry1 < pr + Df

(voir [Nic69]).
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FIGURE 3.1 — Pour les caractéres de degré 3 de Ay définis par P, = X° + X +a

Le plus grand nombre premier obtenu dans les 183 962 corps quadratiques étudiés est 313
pour le polyndéme X% + X + 180 895 de discriminant 3 - 7 - 43 - 3705685202388396493027
qu’on peut approcher par 3,4 - 10%4.

De la méme facon, considérons la famille de polynémes P, = X® —aX + 1 avec a tel que
P, est Q-irréductible et tel que d, est sans facteurs carrés. Ici d, = 5° — 4*a® et les corps
quadratiques K = Q(+/d,) sont imaginaires.

En posant ar = 2 + pa...pk, la famille de polynémes P, vérifie bien les conditions
d’exhaustivité voulues : comme ay est premier & 5 (condition nécessaire pour que d, soit
sans facteurs carrés), le groupe de Galois sous-jacent est Ss ; la réduction dans F5 donne
lirréductibilité ; comme pour le cas précédent, P, (1) = 0 (mod p;) pour i = 2,...,k et
ainsi le plus petit premier p dont le Frobenius sépare les caractéres x et x’ associés aux
5-cycles est plus grand que pgiq.

Quand 1 < a < 500 000, nous obtenons une famille de 341 266 corps a étudier. Le
plus grand nombre premier obtenu est 331 pour le polynome X° — 153 032X + 1, de
discriminant —3 - 2129 - 3363987086007650773200841 ~ —2,2 - 10%5.
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FIGURE 3.2 — Pour les caractéres de degré 3 de As définis par P, = X° —aX + 1
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3.5.1.2 Le groupe A;

Dans A7, il y a deux caractéres irréductibles de degré 10 et deux caractéres irréductibles
de degré 14.

Les caractéres de degré 10. Comme pour les caractéres irréductibles de degré 3 de
As, les deux caractéres irréductibles de degré 10 sont conjugués et proviennent d’un méme
caractére irréductible de S7. Ils sont séparés par le Frobenius o, lorsque celui-ci est un
7-cycle, ce qui équivaut au fait que P € F,[X] est irréductible.

Pour 1 < a < 500 000, considérons les polynémes irréductibles P, = X7 —2X +a dont les
discriminants sont sans facteurs carrés (cela implique (a,6) = 1) : on obtient une famille
de 150 072 corps.

En posant a;, = 1 + p; ...ps, le polynome F,, vérifie bien les conditions d’exhaustivité.
En effet, P,, se réduit modulo 3 en X (X% + X5+ X% + X3 + X2 + X + 2), le polynome
X0+ X5+ X4+ X3+ X2+ X +2 étant irréductible dans Fs, il v a deux possibilités : soit
P,, est Q-irréductible soit il se décompose en deux polynomes, I'un de degré 1 et l'autre
de degré 6. Or on peut montrer que le polynéme F,, n’a pas de racine dans Q : s’il en
avait une, notons-la m, alors m serait dans Z et diviserait ay ; en utilisant la réduction
modulo 3 et le fait que ay = m = 1 mod 3, on arrive & une contradiction. Le résultat de
Uchida montre que le groupe sous-jacent est S; (puisque 6 ne divise pas a;) et comme
P, (1) =0 (mod p;) pour i = 1,..., k, on obtient bien que le plus petit nombre premier
pour lequel P, est irréductible dans I, est supérieur & pj.

Dans la liste obtenue, on note que le plus grand nombre premier obtenu est 461 pour
le polynome X7 — 2X + 432 131 de discriminant —5 - 11 - 199 - 26796293 - 138350621 -
132162187786326150319 ~ 5,4 - 10%.
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FIGURE 3.3 — Pour les caractéres de degré 10 de A, définis par P, = X” — 2X +a

Les caractéres de degré 14. Les deux caractéres irréductibles de degré 14 proviennent
des partitions (4, 3) et (5, 2), ils ne sont pas conjugués. Les caractéres y et x’ ont les mémes
polynomes caractéristiques pour 6 classes de conjugaison mais n’ont pas les mémes pour 3
classes (donc pas les mémes valeurs propres) ni la méme trace : ce sont les classes ou
intervient au moins un 3-cycle (il y a donc les 3-cycles, les produits de deux 3-cycles
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et le produit d’un 3-cycle avec deux transpositions). Ainsi, le Frobenius o, sépare les
caractéres de degré 14 si et seulement si il est dans une classe contenant un 3-cycle.
Utilisons nos observations du paragraphe 3.3.2.

Si p est non ramifié, o, contient un 3-cycle si et seulement si 3 divise f; pour un certain
entier ¢ : en effet, o, = [f1] - [f,] ou o = ([f1] - [f,])* et un 6-cycle au carré se
décompose en un produit de deux 3-cycles. Ceci peut se lire dans la factorisation de P
dans F,[X] : puisque Oy ~ Z[X]/(P) (M un corps de rupture de P), on obtient que o,
contient un 3-cycle si et seulement si P € F,[X] contient un facteur irréductible de degré
3 ou 6.

Si p est ramifié, d’aprés le lemme 3.3.4 et la proposition 3.3.5, o, contient un 3-cycle si
et seulement si P € F,[X] contient un facteur irréductible de degré 3.

En conclusion, le Frobenius oy, avec p | p, sépare les caractéres de degré 14 si et seulement
si la factorisation de P € F,[X] contient un facteur irréductible de degré 3 ou 6 (sous la
condition sur disc P).

Soit la famille P, = X" — X + a. En posant a, = ps...ps, le polynome P,, vérifie
bien les conditions voulues : F,, est irréductible modulo 2; comme pour 3 < 7 < &,
P,=X"-X=X(X-1)(X+1)(X?-X+1)(X*+X+1) mod p;, le plus petit nombre
premier pour lequel on peut trouver un 3-cycle ou un 6-cycle est supérieur a py1 (pour
P2, on utilise les réductions modulo 3 avec ay = 1 ou 2 mod 3). D’apreés le théoréme 3.5.1,
I’extension sous-jacente est de groupe de Galois S; puisque 6 ne divise pas ay.

Sur les 162 866 corps étudiés, la plus grande norme de nombre premier obtenue est
832 = 6 889 pour le polynome X7 — X + 254 005, de discriminant —29 - 47 - 337 -
481519763744768140611173622940549 =~ 2,3 - 10%.

Notons que les sauts apparaissant dans le graphique correspondant sont dus au fait que
la norme des idéaux premiers peut valoir le carré d’un nombre premier, celui-ci pouvant
se ramifier.
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FIGURE 3.4 — Pour les caractéres de degré 14 de A, définis par P, = X' — X +a

3.5.1.3 Le groupe A3

Il'y a 3 couples de caractéres irréductibles provenant de tableaux de Young symétriques :
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— un couple de caractéres de degré 462 séparés par les cycles de longueur 13 et donc
par les Frobenius des premiers p pour lesquels P est irréductible dans F,[X];

— un couple de caractéres de degré 4 290 séparés par les Frobenius des premiers p
pour lesquels P = Q7Q5Q1 € F,[X], ot les polynomes @; sont irréductibles de
degré i ;

— un couple de caractéres de degré 8 008 séparés par les Frobenius des premiers p
pour lesquels P = QyQ3Q1 € F,[X], ot les polynémes ; sont irréductibles de
degré i.

Soit P, = X'¥ 4+ X + a. En prenant a;, = —2 + ps---pg, 12 et 13a; sont premiers entre
eux donc le résultat de Uchida indique que le groupe de Galois sous-jacent est Si3. De
plus, le polynéme P, vérifie la condition d’exhaustivité pour les caractéres de degré 462 :
les réductions modulo 2 et 43 donnent l'irréductibilité. Comme P, (1) = 0 mod p; pour
i = 2,...,k, le plus petit nombre premier pour lequel F,, est irréductible dans F, est
bien supérieur a pgi1.

Soit (ay)x la famille de paramétres définis par a;, = 0 mod psps - - - py et ax = 1 mod 7. On
a toujours 12 et 13a; premiers entre eux donc le groupe de Galois sous-jacent est Sy3. De
plus, la factorisation modulo 2 de F,, permet d’en déduire qu’il n’a pas de racine dans Z,
si on combine cette information avec sa factorisation modulo 7, on obtient 'irréductibilité
de P,, . La factorisation modulo p;, pouri > 5, P,, = X3+ X = X(X*+1)(X®—X*+1)
montre qu’il ne peut apparaitre ni de 9-cycle ni de produit d’un 5-cycle avec un 7-cycle.
Cette famille passe le test d’exhaustivité pour les caractéres de degré 4 290 et 8 008.

Nous nous intéressons donc aux polynémes P, = X' + X + a, Q-irréductibles, pour
lesquels les discriminants sont sans facteurs carrés. Cela représente 84 374 corps.

Pour les caractéres de degré 462, le plus grand nombre premier obtenu est 929 pour le
polynome X3 + X + 247 285.
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FIGURE 3.5 — Pour les caractéres de degré 462 de A5 définis par P, = X3 4+ X +a

Pour la séparation des caractéres de degré 4 290, le plus grand nombre premier obtenu
est 2 741 pour le polynome X3 4+ X + 55 355.

Pour les caractéres de degré 8 008, le plus grand nombre premier obtenu est 1993 pour
le polynome X3 + X + 54 983.

Remarque 3.5.3. Pour le groupe A3, regardons la variation de la borne du corollaire
3.1.3 en fonction du degré r lorsque In|disc K| varie "peu", en lisant en paralléle et
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FIGURE 3.6 — Pour les caractéres de degré 4290 de A3 définis par P, = X3 + X +a
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FIGURE 3.7 — Pour les caractéres de degré 8008 de A3 définis par P, = X3+ X +a

"verticalement" les trois diagrammes. Par exemple, le ratio entre r = 8 008 et r = 462
est de 52; le carré de ce ratio, voire la puissance 4° de ce ratio, est alors a comparer aux
axes des ordonnées des graphes associés aux caractéres en question.

3.5.2 Sur une question diophantienne

Pour finir, revenons a la famille de polynémes de la forme P, = X™ — aX + 1 de discri-
minant d, = n" — (n — 1)""1a™. Si l'on s’assure que le polynome P, est Q-irréductible,
que n > 5 est premier (pour simplifier, on peut prendre n = 5) et que (a,n) = 1, alors le
résultat de Uchida [Uch70]| évoqué précédemment, indique que le corps de décomposition
de P, est une extension non ramifiée de groupe de Galois A,, au-dessus de Q(v/d,).

Soit d < 0 un entier négatif sans facteurs carrés et soit le corps quadratique K = Q(\/c_i)
Intéressons-nous a la problématique suivante : quand a varie, connaitre le nombre de fois
ou il apparait une extension non ramifiée au-dessus de K de groupe de Galois A,, le
tout donné par un polynéme P,. Ou encore, d’aprés le résultat de Uchida, déterminer les
entiers a tels d, = db?, ol b est un entier. On tombe ainsi sur I’équation diophantienne
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3.5 Expérimentations numériques avec le groupe A,

(hyperelliptique) suivante :
n" —(n—1)"1X" =dy? (3.1)

et a ses solutions entiéres. C’est une équation de genre g = (”2;1) > 1. D’apres les travaux
de Siegel, on sait que I’équation (3.1) n’a qu'un nombre fini de solutions entiéres. Se
posent alors deux questions : (a) quel est le nombre de solutions 7; (b) quelle est la taille
des solutions ?

Commencons par regarder la question du nombre de solutions. Le résultat principal de Ré-
mond dans [Rém10] sur Ueffectivité du résulat de Siegel montre pour notre situation que le

nombre M de couples entiers (X, Y") solutions de (3.1) est au plus exp <5"4n Innln(nln n)>

et ainsi )
InM << 5" ninn.

Supposons & présent que I'entier n = ¢ est un nombre premier. Si le polynéme P, est
Q-irréductible, il donne lieu alors & une extension non ramifiée de groupe de Galois A,
au-dessus du corps Q(v/d,). D’autre part, d’aprés I'exemple 3.4.9, si A4 (A,) désigne le
nombre d’extensions non ramifiées linéairement indépendantes de K de groupe de Galois
A, alors

In A (A,) < n',

Les quantités M et .4 (A,) donnent chacune a leur facon une borne sur le nombre
d’extensions de groupe de Galois A,, non ramifiées données par la famille des polynomes
(P,)q au-dessus d’un corps quadratique K fixé.

A ce stade, on peut voir apparaitre plusieurs questions. Typiquement : (i) Peut-on abaisser
la borne de Rémond dans notre contexte ? (ii) Soient a # a’ tels que d, = d,b*. Les corps
de décomposition associés aux polynémes P, et P, peuvent-ils étre identiques ?

Une autre direction serait la problématique de la taille des solutions de 1’équation (3.1),
c’est-a-dire la question de l'effectivité de la méthode Baker. Notre référence pour cette
question est le travail [Bug97| de Bugeaud.

Trouver une borne sur la hauteur des solutions entiéres de 'équation de départ (3.1)
revient a trouver une borne sur la hauteur des solutions de I’équation

aX"=-Y*+ B, (3.2)

ot a=d(n—1)""1et 8=dn"
En appliquant alors le théoréme 2 de [Bug97], on trouve que si (x,y) est solution de (3.2),
alors

ly| < exp ((4ﬁ)10"a4n(ln 4a5)8”>,

ce qui grossiérement donne
In ‘/y| < n(10+a)n2'

En pratique les formes linéaires montrent pour certaines équations toute leur puissance
et la question suivante doit étre lue dans ce cadre :

Question : Est-il possible de baisser significativement la borne sur |y|?

Concrétement, prenons n = 5. Etant donné d (pas trop grand), trouver toutes les solutions
entiéres de I’équation (3.1) (en particulier quand celle-ci en a au moins une) ?
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Annexe A

Programmes dans le cas K = Q

Dans le cas ou le corps de base est Q, en gardant les mémes notations, la fonction L
d’Artin s’écrit comme un produit sur les nombres premiers :

Hdet Id — p=s0,; Vir) HH (1= 0yl S)_l'

pEZ =1

L(s,x, L/Q) =

n>1

En notant ¢, un représentant dans D, du Frobenius o, engendrant D,/I,, on obtient
p(p,) € GL(V) donc le déterminant correspond au déterminant de la restriction de la
matrice p(p,) & V.

Soit P un polyndme a coefficients rationnels définissant un corps de nombres L galoisien
au-dessus de Q. On note G = Gal(L/Q). On note p, la r¢ (au sens de GAP) représentation
du groupe G.

Pour simplifier les notations, a désigne une racine primitive n® de 'unité, on la définit
comme une racine du polyndéme cyclotomique de degré n. Elle apparait sous la forme de
E(n) dans GAP.

Notons 4 la base de C%&rr dans laquelle est donnée la représentation.

A.1 Représentations

Dans GAP, le programme suivant permet d’obtenir 'image de tous les éléments d’un
groupe G par la n® représentation de GG. Dans ce cas, chaque élément du groupe est
déterminé par 'image de 1.

Rep := function(G,n)
local R, gens;
gens:= Generators0fGroup(G) ;
R := IrreducibleRepresentations(G);
PrintTo("representation.g","{\n");
AppendTo ("representation.g",List (AsList(G),g->[1"g,Image(R[n],g)]1));
AppendTo("representation.g","}\n");

end;

Read("group.g"); Rep(G,n);
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En faisant appel a cette fonction, le premier programme ci-dessous retourne 'image de
chaque élément de G par la r¢ représentation p, dans PARI/GP. La seconde fonction
permet d’obtenir pour chaque élément g du groupe, le déterminant de la matrice Id—p,(g).
Et la troisitme combine ces deux résultats en donnant ces vecteurs 'un a la suite de
lautre.

install(group_elts,GL)
install(group_order,1G)

justerep(P,r)=

{
X="X;
my (G,R) ;
G=galoisinit(P);
local(n=poldegree(P));
system("rm -f group.g representation.g");
writel("group.g","G:=");
writel("group.g",galoisexport(G));
write("group.g",Str("; n:=",r,";"));
system("gap -q -n Rep.g </dev/null");
local(z = Mod(’a,polcyclo(n,’a)));
local (E=k->z~(n/k));
R=read("representation.g");
return(R) ;

fun(P,r)=
{
X=X,
my (G,M,V,R);
G=galoisinit(P);
local(n=poldegree(P));
system("rm -f group.g representation.g");
writel("group.g","G:=");
writel("group.g",galoisexport(G));
write("group.g",Str("; n:=",r,";"));
system("gap -q -n Rep.g </dev/null");
local(z = Mod(’a,polcyclo(n,’a)));
local (E=k->z"(n/k));
R=read('"representation.g");
V=vector(n,i,
M = Mat(apply(x->x~,R[i]1[2]1))~;
[R[i][1],matdet (1-X*M)]);
return(V) ;
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A.2 Frobenius

funandR(P,r)=
{
X=’X;
my (G,M,V,R);
G=galoisinit(P);
local (n=poldegree(P));
system("rm -f group.g representation.g");
writel("group.g","G:=");
writel("group.g",galoisexport(G));
write("group.g",Str("; n:=",r,";"));
system("gap -q -n Rep.g </dev/null");
local(z = Mod(’a,polcyclo(n,’a)));
local (E=k->z"(n/k));
R=read('"representation.g");
V=vector(n,i,
M = Mat (apply(x->x~,R[i]1[2]))~;
[R[i1[1],matdet (1-X*M)1);
return([V,R]);

A.2 Frobenius

Les éléments de GG sont représentés par des permutations de ’ensemble E des racines
p-adiques du polynéme P (ou p est totalement décomposé).

Le premier nombre d’une permutation de G correspond a l'image de la premiére racine,
elle détermine en fait complétement 1’élément de G.

Pour les premiers non ramifiés dans L, la commande ideal frobenius renvoie le Frobenius
comme un élément de G exprimé sous forme de permutation. Les programmes suivants
permettent d’obtenir le méme résultat pour les premiers ramifiés. Rappelons la définition
d’un Frobenius o, d’'un nombre premier p non ramifié : o,(x) = 2? (mod p) pour tout
x € Op, ou p est un idéal premier de L au-dessus de p. Dans le cas d’un premier ramifié,
on utilise cette définition afin de trouver ¢,, un antécédent du générateur o, du quotient
D,/I,. Ici, le résultat est indépendant du choix de p. L’idée est alors de tester chaque
élément du groupe G. Dés lors qu'un élément vérifie cette égalité pour tous les éléments
de la base de 'anneau Oy, on le définit comme le Frobenius de p.

La premiére fonction ci-dessous donne, pour les K premiers nombres premiers, I’expres-
sion de leur Frobenius sous forme d’un vecteur correspondant aux puissances des géné-
rateurs de G. En utilisant ce résultat, le second programme nous permet d’obtenir le
Frobenius du premier p sous forme de permutation.

isfrob2(P,K)=

{
my(d,N,G,A,r,v,B,m,M,u,H,0,V,z,Q,s,j,pr,qr);
N=nfinit (P);
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Annexe A : Programmes dans le cas K = Q

G=galoisinit(P);
d=poldegree(P);
A=G.gen;
r=length(4);
v=primes (K) ;
B=N.zk;
m=length(B) ;
o=G.orders;
M=vector(K) ;
forvec(u=vector(r,k, [0,0[k]-1]),
Q=Vecsmall (vector(d,i,i));
for(s=1,r,Q=Q*A[s]~uls]);
H=galoispermtopol(G,Q) ;
for(i=1,K,
pr=idealprimedec(N,v[i]) [1];
gr=nfmodprinit (N,pr);
if(M[i]==0,
J=1;
while(nfeltreducemodpr(N,nfgaloisapply(N,H,B[j]),qr)==
nfeltreducemodpr (N,nfeltpowmodpr(N,B[j],v[il,qr),qr)
&j<m
,J=3+1)5
if(j=m &
nfeltreducemodpr (N,nfgaloisapply(N,H,B[j]1),qr)==
nfeltreducemodpr (N,nfeltpowmodpr (N,B[jl,v[i]l,qr)
,qr)
,M[il=[v[i],vector(r,c,ulcl)1))));
return(M) ;

}

frobram(P,p)=

{
my(i,Z,A,r,Q,G,N);
N=nfinit (P);
G=galoisinit(P);
A=G.gen;
r=length(A);
i=primepi(p);
Z=isfrob2(P,i) [1]1[2];
Q=Vecsmall (vector(poldegree(P),i,i));
for(s=1,r,Q=Q*A[s]~Z[s]);
return(Q) ;
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A.3 Coefficients d’une fonction L d’Artin

A.3 Coefficients d’une fonction L d’Artin

Afin d’obtenir les coefficients d’une fonction L d’Artin, nous devons calculer le dé-
terminant det(Id — p~*0,; V). Rappelons que dans le cas de premiers non ramifiés,
det(Id — p~*0,; V) = det(Id — p~*p(0,)) alors que dans le cas de premiers ramifiés, on
utilise la restriction de la matrice p(¢,) & VI, ol ¢, correspond & un antécédent de o,
dans D,. Nous devons d’abord calculer V7 afin de vérifier s'il est réduit & {0} ou non.

On peut écrire V& = ﬂ Ker(p,(i) — Id). Dans les programmes suivants, cet espace
i€l

vectoriel est donné par z = (21, -+, 2;), base de V% exprimée dans %. Notons %' une

base de CI&¢r complétée a partir des vecteurs (zq,--- ,2z;) de V' et &1, la fonction

correspondant & I'identité sur V/» et nulle ailleurs.

La fonction suivante donne le déterminant det(Id —p~*0,,; V%) = det(Id —p~*p, 1 (0))-
En effet, aprés avoir déterminé V’r, le cas ou il correspond & ’espace vectoriel nul est
mis & part. Puis 'opération z x 1/z (1/z correspond a 'inverse & gauche de z) permet
d’obtenir la matrice de d;,1, dans les bases %' et 2. La matrice S représente p(p,) dans
la base Z. Ainsi le produit Sz x 1/z donne bien la matrice de p(p,) restreinte a V'r.

ram(P,p,r)=

{
my(Q,S,a,z,c,G,N,R);
X=X,

N=nfinit(P); G=galoisinit(N); R=justerep(P,r);
Q=frobram(P,p) ;
S=Mat (apply (x->x"~,R[Q[1]1]1[2]))~;
pr=idealprimedec(N,p);
J=idealramgroups (N,G,pr[1]) [2] [1]; j=length(J) ;a=vector(j);
for(i=1,j,
ali]=matker (Mat (apply (x->x~,R[J[i1 [1]11[21))~-1));
if(j>1,
z=a[1];
for(i=2,j,
if(z==ali],
z=ali],
z=matintersect(z,alil])))
,z=Mat (a[1]));
if (length(z)==0,
c=1
,c=(matdet (1-Mat ((S*z/z)*X))~(-1)));
return(c) ;

}

Pour obtenir, les coefficients de la fonction L d’Artin, il suffit maintenant d’appliquer la
fonction direuler en différenciant les premiers ramifiés des non ramifiés.

artin(P,r,U)=

{
my(N,G,V,pr,frob);
N=nfinit (P);
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G=galoisinit(P);

V=fun(P,r);

direuler(p=2,U,

if (N.discY%p==0,

ram(P,p,r)
,pr=idealprimedec(N,p);
frob=idealfrobenius(N,G,pr[1]);
VIfrob[1]11[2]~-1))

A.4 Paramétres locaux d’une fonction L d’Artin

Nous avons vu que les paramétres locaux d’une fonction L d’Artin correspondent aux va-
leurs propres de la matrice p(¢, )1, . Puisque nous avons la matrice représentant p(y) i1
(donnée par S x z x 1/z dans les programmes), il ne reste plus qu’a calculer ses valeurs
propres. La premiére fonction suivante renvoie les valeurs propres associées a la r€ repré-
sentation de G et le nombre premier p. La derniére fonction donne les valeurs propres,
de la r¢ représentation, pour les U premiers nombres premiers.

valprop(P,p,r)=
{
my(n,Q,S,b,z,¢,G,N,H,pr,frob,y,J,j,R);
X=’X;
N=nfinit(P); n=poldegree(P);
G=galoisinit(N);
R=justerep(P,r);
H=vector(n,i,
M = Mat(apply(x->x~,R[i][2]))~;
(RLi] [1],M]);
pr=idealprimedec(N,p);
y=polroots(polcyclo(poldegree(P),’x)) [1];
if (N.disc%p==0,
Q=frobram(P,p) ;
S=H[Q[1]11[2];
J=idealramgroups(N,G,pr[1]) [2] [1];
j=length(J);
b=vector(j);
for(i=1,j,blil=matker (H[J[i1[11]1[21-1));
if(j>1,
z=b[1];
for(i=2,j,
if (z==b[i],
z=b[i]
,z=matintersect(z,b[il)))
,z=Mat (b[1]));
if (z==[;],
c=0
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,if (polroots(matdet (X-substpol(lift(Mat(S*z/z)),’a,y)))==[",
c=matdet (X-substpol(lift(Mat (S*z/z)),’a,y))
,c=polroots (matdet (X-substpol(lift (Mat (S*z/z)),’a,y)))))
,frob=idealfrobenius(N,G,pr[1]);
if (polroots (matdet (X- substpol(lift(H[frob[1]1]1[2]),’a,y)))==0[1",
c=matdet (X- substpol(lift(H[frob[1]][2]),’a,y))
,c=polroots (matdet (X-substpol(lift(H[frob[1]]1[2]),%a,y)))));
return(c) ;

}

artinvp(P,r,U)=
{
my(s,v,t);
t=primes (U);
v=vector (U, i, [t[i],valprop(P,t[i],r)]);
return(v) ;

A.5 Equation fonctionnelle

Afin de compléter la fonction L d’Artin, nous utilisons le paquet ComputeL de Tim
Dokchitser (voir [Dok|) mis & jour par Pascal Molin. Pour cela, il nous faut donner le
conducteur ainsi que le nombre de 0 et de 1 intervenant dans le facteur gamma.
Maintenant, les fonctions pour le calcul du conducteur et des facteurs gamma des fonc-
tions L d’Artin ont été portés en C et intégrés a la fonction [ funartin de PARI/GP dans
la version 2.9.

A.5.1 Conducteur

Dans ce cas, le conducteur est : g(x, pr” Xr) - avec fo(xr) Z ‘G—OcodlrnVG
ou pour i = 0, G; = {0 € G|Vx € ﬁi,zm(o(w)——aﬂ > i+—1}($t]e zenuagroupe de
ramification d’un idéal premier de L au-dessus de p, Gy étant le groupe d’inertie. On
obtient la suite décroissante finie suivante : [, = Go D G; D --- D G, = {1}

D’abord, nous aurons besoin d’utiliser les librairies sur les groupes. Ensuite, la fonction
tdealramgroups retourne les différents groupes de ramification, en donnant leurs géné-
rateurs, toujours exprimés sous forme de permutation. La fonction suivante renvoie donc

un vecteur v dont les coordonnées sont les quotients : []<—‘fzf|pourz/eﬂl n+1].

install(group_elts,GL)
install(group_order,1G)

ordr(P,p)=

{
my(N,G,pr,J,1,z,u,U,m,0);
N=nfinit(P);
G=galoisinit(P);
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pr=idealprimedec(N,p) [1];
J=idealramgroups (N,G,pr);
1=length(J)-1;
if(1>0,
z=vector(l) ;
M=vector(l);
for(i=1,1,M[i]=group_order (J[i+1]));
for(n=1,1,z[n]=M[n]/M[1]1));
return(z) ;

}

Pour obtenir les codimensions des espaces vectoriels V&, on exprime V& sous la forme

m Ker(pr(gi) - Id)

9i€G;

codime(P,p,r,i)=
{
my(Q,d,z,c,G,N,V,pr,J,j,v);
N=nfinit (P);
G=galoisinit(P);
[V,R]=funandR(P,r);
d=poldegree(V[1][2]);
pr=idealprimedec (N,p);
J=idealramgroups (N,G,pr[1]) [i+1] [1];
j=length(J);
v=vector(j);
for(1=1,j,
v[1]=matker (substpol(simplify(lift (Mat (apply(x->x~,R[J[1]1[111[2]1))7)),
’a,polroots(polcyclo(poldegree(P),’x)) [1])-1));
if(j>1,
z=abs(matintersect(v[1],v[2]))
,z=Mat (v[1]1));
if(j>2,
for(k=3,j,z=abs(matintersect(z,v[k])))
,2) 5
c=d-length(z);
return(c);

}

La fonction suivante correspond a l'entier f,(x;).

puiss(P,p,r)=

{
my(N,z,m,v,pr,J,G);
N=nfinit (P);
G=galoisinit(P);
z=ordr (P,p) ;
m=length(z);
v=vector(m) ;
pr=idealprimedec(N,p);
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A.5 Equation fonctionnelle

J=idealramgroups (N,G,pr[1]);
for(i=1,m,v[i]l=z[i]l*codime(P,p,r,i));
sum(i=1,m,v[i])

}

Finalement, pour obtenir le conducteur d’Artin, il reste a faire le produit des premiers p
ramifiés (pour les premiers non ramifiés, f,(x,) = 0) élevés a la puissance f,(x;)-

cond(P,r)=

{
my (s,V);
V=vecextract(factor (nfinit(P) .disc),"..","..1");
if(V[1,1]==-1,V=vecextract(V,"2..",".."));
v=matsize (V) [1];
s=1;

for(i=1,v,s=s*V[i,1]puiss(P,V[i,1],r));
return(s);

A.5.2 Le facteur gamma

Dans ce cas particulier, il n’y a qu’une seule place infinie et elle est réelle donc le facteur
gamma est : Y, (s) = 5T (%)nJr r (%)n . Il faut trouver les dimensions des espaces
vectoriels V'~ et VT définis de la facon suivante : & chaque place w de L au-dessus de
la place réelle infinie, correspond un groupe de décomposition G(w) de générateur oy,
d’ordre 1 ou 2, G(w) = {g € G | p(g)(w) = w}. On décompose V en somme directe

V=VTeV etn"=dimV" =3 (d+ x.(0n)) donc n= =dimV,” = 1 (d — x,(0w))-

Dans la pratique, on cherche o, sous forme de conjugaison complexe. La premiére fonction
ci-dessous permet d’obtenir I'image du premier élément de I’ensemble E par la conjugai-
son complexe vue comme permutation. A partir de ce résultat, la deuxiéme renvoie les
entiers 3 (d + x,(0w)) et 2 (d — x;(0w)) en calculant la trace de cet élément. Et la derniére
retourne le vecteur constitué de n™ 0 et de n™ 1.

conjcomp(P)=
{
my(V,N,G,A,r,d,B,S,a,s,C,res);
N=nfinit(P);
G=galoisinit(P);
A=G.group;
r=length(A);
d=poldegree(P);
B=vector(r);
a=polroots(P) [1];
for(k=1,r,if (A[k] ~2==Vecsmall (vector(d,i,i)) ,Blk]l=A[k]));
s=01;
for(k=1,r,if (B[k]<>0 &
abs (substpol(lift(nfgaloisapply(N,galoispermtopol(G,B[k]) ,x)) ,x,a)
-conj(a))<10~-10,S=concat (S,B[k])));
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s=length(S);
C=vector(s);
for(k=1,s,C[k]I=S[k]1[1]);
res=vecmin(C) ;
return(res);

dimconj(P,r)=

{
my(V,R,a,v,n1,n2,t);
[V,R]=funandR(P,r);
v=poldegree(V[1][2]);
a=conjcomp(P) ;
t=trace (Mat (apply(x->x~,R[a] [2])));
ni=(v+t)/2;
n2=(v-t)/2;
return([n1,n2]);

gammaforcomputeL (P,r)=
{
my(a,n,nl,n2,V,F,f);
a=conjcomp(P) ;
F=fun(P,r);
f=poldegree(F[1][2]);
if (a==0,
V=vector (f)
,ni=dimconj (P,r) [1];
n2=dimconj(P,r) [2];
V=vector(nil+n2) ;
for (k=n1+1,n1+n2,V[k]=1));
return(V) ;

}

A.5.3 Prolongement de la fonction L d’Artin

Le programme créé par Dokchitser, appliqué ici aux fonctions L d’Artin, permet en
particulier d’obtenir les valeurs de la fonction L(s, x) et W (y), le signe de I’équation
fonctionnelle. Pour cela, on lui fournit les coefficients de la fonction (ici ¢’est la fonction
artin(P,r,U) qui permet d’avoir les U premiers coefficients associés a la ¢ représenta-
tion), le conducteur et le vecteur constitué des paramétres locaux a 'infini.

Voila, comment procéder en pratique, aprés avoir chargé le programme de Dokchitser :
b=substpol (lift(artin(P,r,U)),’a,polroots(polcyclo(poldegree(P),’x)) [1]);
c(1)=1ift(b[11);

gammaV=gammaforcomputeL (P,r) ;
conductor=cond (P,r) ;
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A.5 Equation fonctionnelle

\\ajouter Lpoles = [1]; Lresidues = [-1];pour r=1
weight=1;

sgn= X;

initLdata("c(k)",,"conj(c(k))");

sgneq = Vec(checkfeq());

sgn = -sgneql2]/sgneql[1]

Le signe de ’équation fonctionnelle est donné par sgn. Et on obtient la valeur L(so, x;)
simplement en demandant L(s).
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Annexe A : Programmes dans le cas K = Q
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Annexe B

Quelques propriétés et rappels

B.1 Définitions et propriétés

Commencons par la propriété suivante permettant de donner un résultat exact a une
série.

+oo
1 s
Propriété B.1.1. On a ———— = mtanh <—> :
; n?—n + 5 2

PREUVE
En utilisant les termes pairs et impairs, on obtient :

400 1 400 1
I -
;nQ—n—i—% pzl(Qp—l)2+1
+oo +oo
1 1 1
(S i)
Snt+l Aty

La formule (1) de la proposition 9.6.24 de [Coh07b| donne I’é¢galité suivante vérifice pour

tout = ¢ Z f 1 1 — (wz)cotan(mx) o deduit d

out z : = . On en déduit donc :
n=1 n? —z? 272
Jri I _ 4<1 — (mi)cotan(mi) 1 y 1-— (W%)COt&H(ﬂ'%))
n=1 n®—n + % —2 4 _%

= 2(mi)cotan(mi) — (m’)cotan(w%)

1 —tan* % o1
= 2m V) 4
2 tan % tan %
) ¥
= —ymtan —
2

T
= 7 tanh 5 car tanix = itanhz.
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Annexe B : Quelques propriétés et rappels

B.1.1 Fonction gamma d’Euler

Définition B.1.2. La fonction gamma d’Euler est définie, pour Re(s) > 0, par :

+oo
[(s) = / e st dt.
0

PRrRoPOSITION B.1.3. La fonction I se prolonge a tout le plan complexe en une fonction
méromorphe dont les poles sont simples et situés aux entiers négatifs. Le résidu de la
fonction T en s = —n, n € N, est (—1)"/n!. Pour tout s € C\ — N, on a :

['(s+1) =sI(s).
PRrOPOSITION B.1.4 (Formule de Weierstrass). Pour tout s € C, on a :

1 >

s s
— = ge’® 1 _> “n
T(s) se H( +n e n,

n=1

N

1 1

ou Y = Nlim [— —1In (1 + —ﬂ est la constante d’Fuler.
—+o0 n n

n=

Corollaire B.1.5. La fonction T'(s) ne posséde pas de zéro et on a : T'(5) = I'(s) pour
tout s € C.

PROPOSITION B.1.6. Pours € C\R_, on a, Bo(y) = y*—y+3 désignant le 2° polynome
de Bernoulli :

I'(s) 1 11 11 1

o = ) s mare | Bl @

+ s
De plus, pour s € C\R_ tel que Re(s) > —1, on obtient la majoration :

FI

1 1 1 1 1 1
=) <3

1
<y I+ s).
>t B 1 T e T TS

Pour démontrer cette proposition, énoncons d’abord le résultat suivant :

Lemme B.1.7. Soit N € N* et s € C\R_. En désignant par Bs le deuziéme polynome
de Bernoulli et {x} la partie fractionnaire du réel x (en fait : {x} = v — |x]), on a la
relation suivante :

i S S SRS SR
n+s 12(N+s)2 12(1+s)2  2(N+s) 2(1+s)

n=1

N
+In(N +s) —In(1 +s) + / Bo({t})(t +s)% dt
1
PREUVE
Nous commencons par montrer la relation suivante pour une fonction f de classe & 2

sur |0, +oo] :

[ s an= OS5 sy 00+ gy 2 [ g0 an
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B.1 Définitions et propriétés

Alors, en I'appliquant a la fonction f définie par f(t) = BT +S) on obtient le résultat.
Pour démontrer cette égalité, on décompose l'intégrale sous forme de la somme :

/1 By} f () dt = 3 / Bo({t))f (1) dr

puis sur chaque sous-intégrale, on utilise deux intégrations par parties :

| Blens ® = [ Baos o a

! 1
- Wg PO fo+ )= s =2 [ o0 +0) a
0
/ n+1
G b K T S ))+2/+f(t)dt.
6 n
Puis par sommation, on obtient bien ce que ’on veut. O

PREUVE DE LA PROPOSITION B.1.6
Par la formule de Weierstrass rappelée dans la proposition B.1.4, pour tout s € C, on a :

—+00

1 S
- vs 1 _) —s/n
T(s) se H ( + - e,

n=1

ol v est la constante d’Euler.
Alors, In désignant la détermination principale du logarithme, il existe m(s) € Z tel que

In (I'(s)) 4+ 2imm(s) = —In(s) —ys+ lim <i —In(1+ 2))

N—+4o00 n

n=1

D’ou

I 1 N1 1
—(s) = —-— I - .
F(S) 5 7+N—l>r£oo;(n n—i—s)

Et par définition de la constante d’Euler v, on obtient :

N 1 R n+1 1
T (T >—m>

Mz
3
+ |~
®
~—

1
= ——+ lim <ln (N+1
S N—+oo

En utilisant 1’égalité du lemme B.1.7 précédent, on a :

I'(s) 1 11 11

toe 1

Ensuite, pour I'inégalité, rappelons que |In(1+ s)| = ’111 11+ s| + i arcsin (\/ﬁ) ‘ pour

un complexe 1+ s = a + ib vérifiant a > 0. Dans ce cas, on peut majorer |In(1 + s)|
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Annexe B : Quelques propriétés et rappels

par In(|1+ s|) 4 5. La condition supplémentaire Re(s) > —1 nous permet d’utiliser cette
majoration. De plus, avec I'inégalité |t + s> > (Re(s) + ), on obtient :

L +/+OO|B({t})| L
sl 201+s2 0 T P

1
<E+|ln(1+8)|+

1

2
<i+1n(|1+s|)+E+l#+i#+l/+mi.
El 2 2145 12[1+s2 6/,  (Re(s)+1)?

Ainsi pour s € C\R_ tel que Re(s) > —1,

1 1 +1+1 1 +1
12(Re(s) + 102 ' |s|  2]1+s|  12]1+ s

+In(|1 + s)).

B.1.2 Transformée de Mellin

Nous admettrons les résultats suivants que nous pouvons retrouver, par exemple, dans
[God02] pages 108-109.

Définition B.1.8. La transformation de Mellin fait correspondre a une fonction f, définie
sur |0, +00[, la fonction analytique f(s) suivante : pour s € C,

Fo) = [ a

La convergence de cette intégrale dépend uniquement de Re(s) = o. 1l est clair que f est
définie dans une bande du plan complexe de la forme Re(s) € I, ot I est un intervalle.
On I'appelle bande de définition de la fonction f.

PRrRopPoOSITION B.1.9. La fonction f est holomorphe a l'intérieur de sa bande de dé-

finition et est bornée dans toute bande verticale fermée et de largeur finie ot elle est
définie.

Remarque B.1.10. Pour une fonction f bornée et intégrable sur |0, +oo], la bande de
définition de la fonction f est au minimum 0 < Re(s) < 1.

Définition /Proposition B.1.11. Pour une fonction f continue sur |0, +o0o| telle que

f est absolument convergente pour Re(s) = ¢ et lintégrale ﬁfﬁ;ﬁo 5 f(s) ds est
absolument convergente alors :

c+io0 N
flx) = L/ x°f(s) ds.

27 Jolino

B.1.3 Automorphisme de Frobenius

Soit L/ K une extension galoisienne de groupe de Galois G et soit p un idéal premier de
Ok . Notons ‘B un idéal de &, au-dessus de p, Dy, le groupe de décomposition et Iy,
le groupe d’inertie de 3 au-dessus de p.
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B.2 Quelques propriétés des représentations

PROPOSITION B.1.12 ([Sam67|, §6.2). Le morphisme naturel

red : Dy — Gal <%/ﬁTK>

o +— 0o

est surjectif de noyau Iy ;,. On obtient donc un isomorphisme entre les groupes Dy /Iy

et Gal (%/%{)

PRrRoPOSITION B.1.13. Le groupe Gal (ﬁL/(pK) est cyclique, engendré par un générateur

privilégié vérifiant z — xN®.

Il existe alors un unique élément Frob(*B/p) du groupe quotient Dy, / I/, dont 'image
dans Gal (%/%) est ce générateur. C'est cet élément Frob(3/p) que nous appelons au-
tomorphisme de Frobenius. Notons que Frob(*B/p) est un générateur du groupe Dy, /I /p-

Lorsque p est non ramifié dans L/ K, |Iy/,| = 1 et donc Frob(/p) € Dy, est bien défini.
Dans la définition des fonctions L d’Artin, nous devrons néanmoins parler de Frobenius
pour un idéal premier p ramifié. Dans ce cas, la définition ne pose pas de probléme
puisqu’il est associé a une représentation (g, V%/#) du groupe Dy /I /p-

Notons que lorsque 'on choisit un autre idéal premier 3’ dans L au-dessus de p alors les
automorphismes de Frobenius Frob(3/p) et Frob(*P’/p) sont conjugués (|[Neu99] page 518
ou Kowalski dans [BCdS*03] page 9).

Propriétés B.1.14 (|Sam67|, §6.3 ou [Mar77a| page 108). Lorsque p est non ramifié, on
a les propriélés sutvantes :

1. lautomorphisme de Frobenius est caractérisé par les deux propriétés suivantes :

{ Frob(P/p)(B) =P :
Frob(B/p)(z) = 2N® (mod B) pour tout v € Of,

2. pour tout élément T € G, Frob(r(P)/p) = 7Frob(P/p)r !
3. st M est un corps de nombres tel que K C M C L est une tour d’extensions, on

a : Frob(B/par) = Frob(P/p)’ ot ppr =P N O et f est le degré résiduel de pyy
au-dessus de p.

B.2 Quelques propriétés des représentations

Donnons une référence principale concernant les représentations : [Ser67]

Pour deux caractéres, y et x’, d'un groupe G, |G| Z x(g est un produit

geG
scalaire hermitien.

Toute représentation V' d’un groupe G, de caractére x, est isomorphe & une somme directe
V=mVi®- - dm,V,, oi V; est une représentation irréductible de G et m; € N. En
T

notant y; le caractére associé & V;, on a : y = E m;x;. Pour V' une représentation
i=1

irréductible de caractére @, (x, ) = Z X(9)p(g) représente le nombre de fois ou V'

gEG
apparait parmi les V;, a isomorphlsme pres.
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Annexe B : Quelques propriétés et rappels

PROPOSITION B.2.1. Soit (Vi,p1) et (Va, p2) deuz représentations irréductibles de G.
Alors

<Xv1 ’ ng - Z le ng
gEG

1 ssVi~V,
0 sinon

B.2.1 Caractére d’une représentation induite
Pour ce paragraphe et le suivant, nous avons utilisé [MM97].

Soit H un sous-groupe de G et ¥ un caractére de H. On note g1, ..., gs les représentants
du quotient G/H, autrement dit s = [G : H] et G = U;g; H. On étend 1 a G en utilisant

J défini par J(g) = { 1/}5)9) :ingof H )

Définition /Proposition B.2.2. On définit le caractére Indgw induit par v dans G de
la fagon suivante :

(Inde Zw g, '99:) = Zwt gt).

tEG

PREUVE
Pour t € G, ilexisted € [1,s] et h € H tel que t = g;h. Il y a équivalence entre t gt € H
et g;'gg; € H donc w(t Lgt) = @/)(91 '9g;). Ensuite, on écrit :

doutT gty =Y d(hg ggh) =D dlg; " gg:)-

teG teG i=1 he H
t=g:;h

B.2.2 Représentation réguliére

Définition B.2.3. Soit g 'ordre d’'un groupe G. Pour un C-espace vectoriel V' de di-
mension g, de base (wy)geq, on définit la représentation réguliére reg, de G par :

reg, : G —»GL(V)
0 = (wy = Wey).

|G| sioc=eq

PROPOSITION B.2.4. Son caractére rg est donné par : rg(o) = { 0 sinon

En particulier, le degré de la représentation réguliere est g.

Corollaire B.2.5. On peut également écrire rg en utilisant tous les caractéres irréduc-

tibles de G :
re =Y xlec)x
X

ou encore

rqg = Ind?eg}l{ec}'
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B.2 Quelques propriétés des représentations

PREUVE
Par définition du caractére induit, (Ind{GeG}l{eG})(g) => e Liea (t1gt) et

~ 1 sitlgt=e 1 sig=e
—1 _ G _ g G
1{€G}<t gt) - { 0 sinon N { 0 sinon

done (. 1c0)(0) = { 1§ 507

Pour justifier 'écriture du caractére de la représentation réguliére en fonction de tous
les caractéres irréductibles de GG, on utilise la décomposition d’un caractére en somme de
caracteres irréductibles : 7 = Y a,x avec ay = (x,7g). Et on peut calculer

(x,7a) |G| ZX = x(eq).

geG

]

Corollaire B.2.6. Les degrés des différents caractéres irréductibles d’un groupe G véri-
fient la relation : 3 x(eq)® = |G|.

PREUVE
On applique la premiére égalité du corollaire B.2.5 en eg. ]

PRrROPOSITION B.2.7. Pour une représentation (p, V) de G de caractére associé x et H

un sous-groupe de G, on a dim VH = Z x(h
heH

Afin de démontrer cette proposition, nous avons besoin du lemme suivant :

Lemme B.2.8. Soit (p,V) une représentation de G et H un sous-groupe de G. L’appli-

cation q définie de V' dans V par : q(v Zp (v) correspond a la projection de

e

V dans V1.

PREUVE
I’application ¢ étant clairement linéaire, on doit montrer que ¢ est idempotente et que
son image est le groupe V.

D’abord, montrons que ¢(v) € VI pour tout v € V : cela revient a prouver que
p(h)q(v) = q(v) pour b’ € H. Puisque

p(h') Zp (n'h)

hEH

Z h// )

h/leH

= q(v),

on a bien ¢(v) invariant sous H.
Maintenant, démontrons que goq = ¢ : pour v € V,
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Annexe B : Quelques propriétés et rappels

1
qoq(v) = T heZHq(p(h)(v))

= 2 ] 2 A ) )

heH h'eH

= 2 > )

heH h'eH

- 3 )

heH h''eH
|H|
= 1ap > k"))
h'"ecH
= q(v).

]
PREUVE

En utilisant 'application ¢ introduite dans le lemme B.2.8, ¢ est une projection de V'
dans V# donc dim VH = tr(q).

ooy 1 1
Dot dim V :mZtr(p(h)):mZX(h). O

heH heH

B.2.3 Dual

On pourra se référer a [Sny02] aux pages 44-45.

Dans ce paragraphe, (p1, V1) et (p2, V2) sont deux représentations d’un groupe G. L’espace
vectoriel des applications linéaires de V; dans V5 sera noté Hom(Vq, V3).

Définition B.2.9. Pour un espace vectoriel V', on appelle espace vectoriel dual de V
I'espace vectoriel Hom(Vi, C), noté V*.

Dans la suite, on notera (p, Hom(V1, V2)) et (5, V*) les représentations définies de la fagon
suivante :

Définition B.2.10. On munit 'espace Hom(V7, V5) d’une représentation p de G définie,
pour g € G et f € Hom(V;, V5), par :

p(9)(f) = palg) o fopi(g)™

Remarque B.2.11. En appliquant cette définition au cas de la représentation triviale
(1,V4), on obtient la représentation duale (p, V*) définie par : (p(g)(f)) (v) = f (p(g7')(v))
pour tout g € G,ve Vet f eV

PROPOSITION B.2.12. Si x est le caractére associé a la représentation (p, V') alors le
caractére Y associé a la représentation duale (p,V*) correspond au conjugué compleze de

X.
PREUVE
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B.2 Quelques propriétés des représentations

Qg * el e *
0 as * -+ %
Soit ge Get p(g)=1| : "~ - == | dans une base (e1,...,eq) de V.
: O LT %
0 - - 0 ay
Puisque |o;| = 1 pour tout i € [1,d] et que p(g~')p(g) = I4,
a1 % *
0 @ * * i1
plgHy=1: " . .. 1|, autrement dit p(g”")(e;) = aje; + Z)\fgek.
0 - --- 0 ag
Comme (p(g)(e}))(e;) = e;(p(g~)e;) pour tout 7, j € [1,d], on obtient
Noosii<
plg)e)(e;) = @ sii=j ,
0 sii>]
d
c’est-a~dire p(g)(el) = agel + Z agey,.
k=i+1
ag 0 - oo 0
Ainsi Mat(e;,...,e;})ﬁ(g) = "o o o] done x5(9) = - Fag = x,(9)-
x 0
* * Qg

B.2.4 Caractéres des groupes alternés

Partons du groupe symétrique S,,.

Propriété B.2.13 ([Ser67], théoréme 7 1-20). Le nombre de représentations irréductibles
d’un groupe G, a isomorphisme pres, est égal au nombre de classes de conjugaison de G.

Puisque les classes de conjugaison du groupe symétrique S, sont déterminées par la
longueur des cycles dans la décomposition en cycles a support disjoint, on en déduit que
le nombre de représentations irréductibles de S,, correspond au nombre de partitions de
I’entier n. Puisqu’ils représentent les partitions, intéressons-nous alors aux diagrammes
de Young.

Définitions B.2.14.

1. Un diagramme de Young est une collection finie de cases, ou cellules, organisée en
lignes alignées a gauche, avec la propriété que les longueurs des lignes décroissent
au sens large. La suite des longueurs des lignes donne une partition A de Ientier
n qui est le nombre total de cases du diagramme.

2. La (i,j)-équerre d’'un diagramme de Young est composée de la case située en
position (i,7) et de toutes les cellules a droite et en-dessous. Sa longueur, notée
h(i,j), est le nombre de cellules composant I’équerre.
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Annexe B : Quelques propriétés et rappels

3. Une équerre tordue® est une partie connexe du bord d’un diagramme de Young
qui peut étre supprimée tout en laissant un diagramme de Young.

Propriété B.2.15. Il y a une correspondance bijective naturelle entre les équerres et les
équerres tordues de méme longueur.

PREUVE
En effet, une équerre tordue reliant la i€ ligne a la j¢ colonne correspond a la (7, j)-équerre
comme ’illustre 'exemple suivant :

X

[

PrROPOSITION B.2.16 (Formule des équerres). Pour une partition A de n, la dimension
de la représentation associée dans S, est donnée par :

!

dmVy = =————

n
[T, 1, 5)

ot le produit porte sur toutes les cases du diagramme de Young associé a .

Pour cette partie, nous nous référons a [FH91|, lecture 5.

Soit p une représentation irréductible de S,,. Alors sa restriction & A,, est : soit irréductible
soit la somme directe de deux représentations irréductibles de méme degré. Le résultat
suivant donne plus d’informations sur cette restriction :

THEOREME B.2.17 (|[FH91]|, Proposition 5.1). Soit p une représentation irréductible de
Syn. La représentation ¢ = pa, est irréductible si et seulement si ['une des conditions
équivalentes suivantes est vérifiée :

(i) le diagramme de Young associé & p n’est pas symétrique (on dit alors que p n'est
pas auto-conjuguée) ;
(i1) pZ p® po, 0U po est la représentation non triviale du quotient S, /A,.
Par ailleurs, quand la représentation ¢ se décompose en somme de deux représentations
wrréductibles conjuguées o1 et o, les représentations de A, obtenues sont conjuguées, au-

trement dit, s := w10 f;, ou t est une transposition quelconque et ou f; est la conjugaison
par t.

Rappelons que toute représentation irréductible de A, s’obtient de cette facon, c’est-a-
dire en regardant la restriction & A,, d’une représentation irréductible de .5,,.

1. traduction libre pour le mot anglais skew-hook
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B.2 Quelques propriétés des représentations

Propriété B.2.18. Une classe de conjugaison € de S, se décompose en deux classes de
conjugaison de A, si et seulement si € est la classe de conjugaison d’un élément dont la
décomposition en cycles ne fait apparaitre que des cycles de longueurs impaires et toutes
différentes.

PROPOSITION B.2.19. Les classes de conjugaison de S,, se décomposant en deux classes
de conjugaison de A, sont en correspondance bijective avec les diagrammes de Young
SYmMELriques.

PREUVE

Partons d’une classe de conjugaison € de S,, qui se scinde en deux classes de conjugaison
de A,. Alors € = [q1] - [qx], ou [g;] désigne un g;-cycle (les supports sont disjoints) ;
en particulier les entiers ¢; sont impairs, d’aprés la proprié¢té B.2.18. Le diagramme de
Young de la représentation p s’obtient simplement en imbriquant les crochets symétriques
de taille q1,-- - , qx.

Réciproquement, partons d’un diagramme T de Young symétrique associé a la parti-
tion A = (Ag, -+, Ag), Ay > -+ > A\g. Ce tableau donne une représentation irréductible
pr de S, de caractére 1 dont la restriction a A,, se décompose en somme de deux carac-
téres irréductibles xr et x/p de A, (d’aprés le théoréme B.2.17). Notons I';, i = 1--- |k,
les crochets symétriques du diagramme de Young T puis posons ¢; = |I';| le cardinal de T';.
On peut noter que ¢; = 2(\; —i) + 1 et que k est le plus grand entier vérifiant A\, —k > 0.
A ce tableau symétrique T, on associe la classe de conjugaison %1 dont la décomposition
des éléments s’écrit comme le produit de g;-cyles, i = 1,--- &k (& supports disjoints).
Comme les éléments ¢; sont impairs et distincts (il est immédiat que ¢; > ¢;—1), la classe
de conjugaison %t se scinde en deux classes de conjugaison ch(l) et %”T(Q) de A,. [

Lorsque le diagramme de Young 7" est symétrique, résumons dans la proposition suivante
la particularité du lien entre une représentation irréductible pr du groupe S, et %t la
classe de conjugaison associée se décomposant en deux classes de conjugaison ch(l) et %T(Q)
dans A,,.

PRroPOSITION B.2.20.
1) Pour tout caractére irréductible 0 de A,, différent de xr et x4, il vient

0(%1") = 0(%;”);
2) Pour toute classe de conjugaison €' de A,, différente de CKT@, 1 =1,2, il vient
x1(%") = x1(¢").

De plus, x7(¢1") = Xp(€1”) # x2(¢7”) = xi(%7").

Ainsi, les seules classes de conjugaison séparant les caractéres xt et X sont les classes
%T(Z) qui se décomposent en cycles de la méme facon que Gr.

Passons a des rappels sur les valeurs des caractéres irréductibles de A,,.

Définition B.2.21. On note a(x) le nombre de valeurs prises par un caractére x irré-
ductible de A, : a(x) = |{x(s), s € A, }|-

Propriété B.2.22. Pour tout caractére x du groupe alterné A,, a(x) < 2x(1) + 3.
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Annexe B : Quelques propriétés et rappels

PREUVE

Rappelons que les caractéres de S, sont a valeurs entiéres. Si p est une représentation
irréductible de S, non auto-conjuguée, la restriction ¢ de p au groupe alterné A, est
irréductible. Notons par x son caractére et par d son degré. Alors, comme pour tout
s € An, [x(s)] < d (se rappeler que x est de degré d et que les valeurs propres de la
représentation associée sont des racines de I'unité) et que les valeurs de x sont entiéres,
il vient a(x) < 2d + 1.

Si maintenant p est auto-conjuguée, alors la restriction ¢ de p & A, se décompose en
somme de deux représentations irréductibles conjuguées ¢; et @9, de caractéres respectifs
X1 et x2. On rappelle que py := @1 o f;, oul ¢t est une transposition quelconque et ol
fi est la conjugaison par t. Ainsi, si ¢ est une classe de conjugaison non décomposée
d'un élément s de A,, i.e. fi(c) = ¢ donc ¢i(c) = @a(c), on obtient p;(c) = Lp(c) et
par conséquent les caractéres 2 - y; des représentations ¢; & ¢; prennent, sur ces classes,
leurs valeurs dans I'ensemble a(x), x étant le caractére de p. Il en est de méme pour les
classes de conjugaison ¢ décomposées non associées a p : la proposition B.2.20 montre
que x1(c) = x2(c). Pour les deux derniéres classes, i.e. les classes décomposées associées

a p, ces valeurs sortent de I'ensemble a(x). En conclusion il vient a(y;) < 2d + 3. O

PROPOSITION B.2.23 (Régle de Murnaghan-Nakayama). Soit A une partition de n et
g = [m]h € S, avec [m] un m-cycle et h une permutation de S,_,,. Alors la régle de
Murnaghan-Nakayama donne une méthode de calcul du caractére associé a la partition :

ot la somme porte sur toutes les partitions u de S,_,, obtenues en enlevant une équerre
tordue de longueur m a X, et pour r(u), on 6te 1 au nombre de lignes de cette équerre
tordue.

Remarque B.2.24. Avec les notations précédentes, si A n’a pas d’équerre de longueur m
alors xa(g) = 0.

Ezxzemple B.2.25. Soit A = (n — 1,1) une partition de n de représentation irréductible
associée p. La représentation p est de degré m — 1 et sa restriction a A, est encore
irréductible. Notons par x) le caractére de p. Le diagramme de Young, complété avec les
longueurs des équerres, est le suivant :

n m=2---|.--.1] 2 1

donc, d’apres la proposition B.2.16, la dimension de la représentation associée vaut :

1 ! 1

=——=n-—1.

o) n(n —2)!

Pour 1 < k < n — 2, si G est la classe de conjugaison des cycles de longueur (n — k), la
régle de Murnaghan-Nakayama indique que x(%%) = k—1, ce qui donne une minoration
en O(n) pour a(x).

Si on s’intéresse a la classe de conjugaison ¢ des produits de 2 transpositions, on obtient
XA(€) = mn — 5 pour n > 4. Plus généralement on obtient que le caractére d’un produit
de k transpositions (pour k < 251) est n — 2k — 1.
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B.2 Quelques propriétés des représentations

Détaillons le cas ou % est la classe de conjugaison des cycles de longueur n — k, ol
1 <k < n—2:on applique la régle de Murnaghan-Nakayama avec m = n — k et

h=1¢€S,.
() =D (=1 Wx(1),

m

oll 4 est une partition de Sy obtenue en 6tant une équerre tordue de longueur n — k au
diagramme de Young de \. Puisque 2 < n — k < n — 1, pour chaque entier k, il n’existe
qu'une seule équerre tordue de longueur n — k et il correspond a la ligne de longueur
n—=kdour(u)=1—1=0. Le u associé est alors :

E k=2 | 2 1

1

done x,(1) = dim V, = 585 = (k — 1). Ainsi, xA(6;) = k — 1.

Exemple B.2.26. Prenons n pair et soit € la classe de conjugaison des cycles de lon-

gueur (n — 1). Soit yr un caractére irréductible de diagramme de Young T. La régle de
Murnaghan-Nakayma indique ici que

si
xr(@) = (-1 s
0 sinon

(1,---,1) ouT = (n)

T
T=(k21,--,1)

PROPOSITION B.2.27 (|[FH91], exercice 5.5). Pour n > 7, la seule représentation irré-
ductible non triviale de A, de dimension inférieure a n est une représentation de degré
n— 1.
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(%), symbole de Kronecker, 30
Arithmétiquement équivalents, corps, 2
Auto-conjuguée, représentation, 118
Auto-duale, fonction, 8
Automorphisme de Frobenius, 113

Coeftlicient d’une fonction L, 8
Conducteur

q(f), 9

q(x); 22
analytique, q(f), 12

d’Artin, f(x), 21
Conjecture
de Ramanujan-Petersson, 15
a l'infini, 15
généralisée de Selberg, 15

Degré d’une fonction L, 8
Diagramme de Young, 117
Dual, 8

Equerre, 117
tordue, 118
Espace vectoriel dual, 116

f(x), conducteur d’Artin, 21
Facteur gamma d’une fonction L, 7y, 8
Fonction L, 8

complétée, 8

d’Artin, 17

¢, facteur gamma d’une fonction L, 8

Grande Hypothése de Riemann (GRH), 1

Hypothése de Riemann généralisée, 14

Longueur
d’une équerre, 117
d’une permutation, 86

p-signature d’une représentation, 85
Parameétres locaux
a l'infini, 9

d’une fonction L d’Artin, 17
en un nombre premier, 8
Peu ramifiée, représentation, 85

q(f), conducteur, 9
q(f), conducteur analytique, 12

r(f), 10

Résidu quadratique modulo n, 31
Reégle de Murnaghan-Nakayama, 120

Signature d’une matrice, 85
Symbole de
Jacobi, (%), 30

Kronecker, (%) , 30

w(n), 36

€108
non triviaux, 11
triviaux, 11
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