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Introduction

La géométrie diophantienne est I’étude des solutions entiéres ou rationnelles
de systemes d’équations polynomiales & l’aide des concepts et des techniques de
la géométrie algébrique. Celle-ci, et en particulier sa formulation moderne dans la
théorie des schémas développée par Grothendieck a partir des années 50, donne une
interprétation géométrique des systemes d’équations algébriques. Elle leur associe
également un certain nombre d’invariants a partir desquels elle entreprend de les
classifier.

Le but ultime de la géométrie diophantienne est d’énumérer les solutions des
problemes diophantiens en fonction de leurs invariants géométriques. Ce programme
tres ambitieux est encore loin de son terme, y compris dans le cadre relativement
simple des courbes algébriques. L’outil central dans sa mise en ceuvre est la théorie
des hauteurs développée a la suite des travaux de Weil sur les points rationnels des
jacobiennes, qui quantifie la « complexité arithmétique » des solutions d’un probléme
diophantien. La propriété de Northcott permet alors de les dénombrer si on sait
borner leur hauteur en fonction des invariants géométriques du probleme.

Les recherches sur les petites valeurs de la hauteur trouvent leur origine dans
I’étude de la mesure de Mahler d’un polyndéme, qui donne des indications sur la
répartition de ses racines dans le plan complexe. On peut d’abord essayer de minorer
précisément la hauteur des lors qu’elle ne s’annule pas. Cette question spécifiquement
« arithmétique » se situe dans le prolongement d’un célebre probléme encore non
résolu posé par Lehmer au début des années 30. Il existe aussi des estimations
de nature plus « géométrique » ou on quantifie la rareté des points algébriques de
petite hauteur de certains objets géométriques, dans la lignée d’une conjecture sur
les courbes formulée par Bogomolov au début des années 80.

Les estimations géométriques sur les points de petite hauteur jouent un roéle
important dans I'obtention via la méthode de Vojta de bornes explicites précises
sur le nombre de points rationnels des courbes, et sur leur distribution dans des ob-
jets de dimension supérieure. Elles sont également utilisées, en concurrence avec les
estimations arithmétiques, pour donner des résultats qualitatifs en direction d’une
conjecture de Pink et de Zilber, qui étend dans une large mesure la conjecture de
Manin-Mumford et trouve sa formulation la plus générale dans le cadre des variétés
de Shimura mixtes (comprenant notamment les tores, les variétés abéliennes et leurs
espaces de modules).



[§ INTRODUCTION

Les travaux résumés dans ce mémoire contribuent a la connaissance des points de
petite hauteur dans différents contextes de la géométrie diophantienne : les variétés
abéliennes, les corps de nombres et les modules de Drinfeld. Mes recherches ont
d’abord porté sur une version précise du théoreme d’Ullmo et de Zhang résolvant
la conjecture de Bogomolov, puis elles ont évolué vers des questions de nature plus
arithmétique concernant les différentes variantes du probléeme de Lehmer. J’ai pris
le temps de me confronter a ces sujets classiques pour approfondir ma connaissance
du domaine, avant de m’orienter progressivement vers les objets modulaires qui sont
au centre des recherches actuelles.

Les chemins pris pour étudier les points de petite hauteur suivent le plus sou-
vent un schéma fagonné par Liouville au milieu du Xix® siécle et qui, sans cesse
perfectionné depuis, a permis de démontrer de nombreux résultats d’approximation
diophantienne ou de transcendance. L’analyse p-adique joue ici un role privilégié :
elle permet de traduire sous une forme métrique des résultats profonds de la théorie
algébrique des nombres, afin d’extrapoler les propriétés d’annulation de polynémes
auxiliaires construits grace a un lemme de Siegel.

On peut dans certains cas estimer la hauteur plus directement en la décomposant
en une somme de contributions locales qu’on étudie séparément. I faut pour cela
disposer d’informations p-adiques particulierement fortes, ou encore les consolider
artificiellement a ’aide d’un procédé d’« accélération p-adique » ou d’un théoréme
d’équidistribution.

Le premier chapitre est consacré a des estimations géométriques pour la hauteur
canonique construite par Néron et Tate sur les variétés abéliennes. Dans la foulée
des résultats de ma these, je donne une forme « effective » de la conjecture de
Bogomolov pour les sous-variétés d’une variété abélienne, sous une conjecture de
Serre concernant ses places de réduction ordinaire. Dans le cas des hypersurfaces,
j'obtiens un résultat inconditionnel en compensant la perte d’information p-adique
par une propriété algébrique locale.

Le second chapitre rassemble des résultats impliquant hauteurs et courbes el-
liptiques. On donne d’abord une réponse positive au probléme de Lehmer elliptique
dans le cas galoisien, ainsi qu’une minoration de la hauteur canonique sur les puis-
sances d’une courbe elliptique, qui découlent tous deux d’un théoreme de comptage
prouvé par Masser a la fin des années 80. On s’intéresse ensuite aux corps engendrés
par une infinité d’invariants modulaires associés a des courbes elliptiques a multi-
plications complexes, et on montre que certains de ces corps satisfont la propriété
(B) introduite par Bombieri et Zannier pour étudier la version relative du probleme
de Lehmer sur les corps de nombres.

Le troisiéme chapitre traite de la hauteur canonique introduite par Denis sur les
modules de Drinfeld. Le contexte est celui des corps de fonctions de dimension 1, ce
qui exclut d’emblée toute implication géométrique. On montre d’abord I’analogue
d’un résultat de Habegger portant sur les corps engendrés par la torsion d’un module
de Drinfeld de rang 2 non exceptionnel. Puis on décrit quelques résultats nouveaux
au sujet du pendant drinfeldien de la conjecture de Lehmer. Celle-ci est vérifiée dans
le cas des extensions purement inséparables pour les modules admettant une place
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supersinguliere. Sans hypothese sur le point considéré, il est possible de donner une
borne a la Dobrowolski pour les modules a multiplications complexes, et une borne
polynomiale pour les modules quelconques.

Les travaux présentés ici suivent ’ordre chronologique approximatif de leur réa-
lisation. Chacun des trois chapitres est autonome. Il commence avec une liste des
articles décrits, et se termine par une bibliographie séparée précédée d’une breéve
discussion des perspectives ouvertes par ces recherches.






Chapitre 1

Minorations géométriques sur les variétés abéliennes

Les travaux décrits dans ce chapitre se situent dans le prolongement de ma
these. Ils visent a établir une forme « effective » de la conjecture de Bogomolov
démontrée par Ullmo a la fin des années 90. Cette version effective s’applique & une
conjecture formulée indépendamment par Pink et Zilber, et qui décrit I'intersection
d’une variété plongée dans une variété abélienne avec ses sous-groupes algébriques
de codimension suffisamment grande.

TRAVAUX PRESENTES
[1] « Minoration du minimum essentiel sur les variétés abéliennes », Comment. Math.
Helv. 85 (2010), 775-812.

[2] « Un théoreme de zéros dans les groupes algébriques commutatifs », Publ. Math.
Besangon 1 (2014), 35-44.

[3] « Petits points des hypersurfaces d’une variété abélienne », Int. Math. Res. Not.
2 (2012), 339-359.

1. Le probléeme de Bogomolov effectif

Les questions qui m’ont intéressé au cours de ma these et dans les années qui ont
suivi trouvent leur origine dans une conjecture formulée par Bogomolov [Bog80].
Celle-ci affirme la discrétion de la métrique induite par la hauteur de Néron-Tate
sur une courbe algébrique de genre au moins 2.

Démontrée par Ullmo [UlI98], la conjecture de Bogomolov a été rapidement
généralisée par Zhang [Zha98| aux sous-variétés des variétés abéliennes. Sous sa
formulation la plus classique, le théoréme de Zhang montre le caractere sporadique
des points de petite hauteur canonique dans une sous-variété, a condition que celle-ci
ne soit pas « de torsion », c’est-a-dire qu’elle ne soit pas une composante d’un sous-
groupe algébrique de la variété abélienne dans laquelle elle est plongée. Il fournit
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également une nouvelle preuve de la conjecture de Manin-Mumford démontrée par
Raynaud [Ray83] quinze ans plus tot.

Peu apres, David et Philippon [DP99] ont donné une version explicite du théo-
reme de Zhang, en minorant le minimum essentiel des sous-variétés qui ne sont pas
de torsion. Comme 'avaient prévu Bombieri et Zannier [BZ96], leur résultat est
uniforme : si la sous-variété n’est pas le translaté d’une variété de torsion, son mi-
nimum essentiel est minoré uniquement en fonction de son degré et de la variété
abélienne ambiante.

Les estimations de David et Philippon étaient loin d’étre optimales, et ils ont eux-
mémes formulé un peu plus tard des conjectures précises a ce sujet (voir [DP07]).
L’amélioration des bornes n’a pas tardé a devenir un enjeu important. Rémond
[RémO00] a d’abord montré comment utiliser la minoration du minimum essentiel
pour donner une version explicite de la conjecture de Mordell démontrée par Faltings
[Fal83]. Il est apparu qu’'une optimisation de la borne de David et Philippon en
la hauteur de Faltings de la variété ambiante (telle qu’ils l'ont établie pour les
puissances de courbes elliptiques dans [DP07]) permettait d’éliminer cette hauteur
de la borne sur le nombre de points rationnels d’une courbe algébrique de genre
supérieur & 2.

A la suite des résultats précurseurs de Bombieri, Masser et Zannier [BMZ99], un
nouveau champ d’application s’est ouvert pour ce type d’estimation « géométrique ».
Selon la voie explorée par Habegger et Viada, une minoration précise (et « quasi-
optimale ») du minimum essentiel en le degré de la sous-variété permet de donner
une réponse positive & une conjecture formulée indépendamment par Zilber [Zil02]
et par Pink [Pin05] dans le cas des courbes plongées dans une variété abélienne, et
qui a depuis été démontrée par Habegger et Pila [HP16].

CONJECTURE 1.1 (Pink, Zilber). Soient A une variété abélienne et C une courbe
tracée dans A. Si C n’est pas incluse dans un sous-groupe algébrique strict de A, il
y a un nombre fini de points de C' qui appartiennent a un sous-groupe algébrique de
A de codimension au moins 2.

Remarquons que cet énoncé renforce la conjecture de Manin-Mumford pour les
courbes considérées, et qu’il s’y réduit si la variété ambiante est simple. C’est lorsque
celle-ci a beaucoup de facteurs simples que la conjecture de Pink et Zilber prend tout
son sens. On renvoie & Chambert-Loir [CL12] pour plus de détails sur ce probléme.

2. Résultats pour les variétés banales

Les techniques développées dans ma these permettaient essentiellement de prou-
ver une forme « effective » de la conjecture de Bogomolov, sous une conjecture de
Serre concernant les places de réduction ordinaire d’une variété abélienne. Elles
étaient inspirées par 'approche d’Amoroso et David [ADO03] sur I’analogue torique,
et reposaient en grande partie sur les propriétés p-adiques des points de torsion des
variétés abéliennes, qui peuvent s’interpréter de fagon galoisienne via la théorie de
Raynaud [Ray74| ou en passant par les groupes formels.

Seuls les cas de petite codimension avaient été traités dans ma these, I’obstruc-
tion pour la codimension quelconque provenant de ’absence dans le cas général d’un
relévement du Frobenius en caractéristique nulle. Ce défaut rendait particulierement
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délicate la phase dite de « descente » qui clot le schéma de preuve utilisé ici. J’ai
commencé par développer une combinatoire spécifique, et en I'associant a I’approche
« équivariante » introduite par Amoroso [Amo07] dans I’étude du cas torique, j’ai
pu achever ce travail.

Commencons par donner quelques précisions sur le minimum essentiel. Introduit
par Szpiro, il peut s’interpréter comme une mesure de la hauteur d’une variété, qui
permet de quantifier précisément la répartition de ses points de petite hauteur. On
se donne une variété abélienne A de dimension g définie sur Q, plongée dans un
espace projectif et munie de la hauteur de Néron-Tate associée qu’on notera h.

DEFINITION 1.2. Soit V une sous-variété de A. Le minimum essentiel de V', noté

fiess(V'), est Uinfimum des réels h tels que {P € V(Q) , h(P) < h} est Zariski-dense
dans V.

Le théoreme de Zhang décrit précisément les sous-variétés de A pour lesquelles le
minimum essentiel s’annule : ce sont les translatés d’une sous-variété abélienne par
un point de torsion.

On fixe désormais un corps de nombres K sur lequel A est définie. Rappelons
qu'un idéal premier p de Ok de caractéristique résiduelle p est dit ordinaire si
A est de bonne réduction en p, et si le groupe de p-torsion sur Fp de la variété
réduite est de rang maximal (égal & g¢). Suivant Chambert-Loir [CL12], on dit
que A est « banale » si ses premiers ordinaires ont une densité naturelle égale a 1
(quitte & étendre le corps de définition). Serre conjecture que toute variété abélienne
définie sur Q est banale; ¢’est notamment le cas des produits arbitraires de courbes
elliptiques, de surfaces abéliennes et de variétés CM. Dans [1], j'obtiens le résultat
« quasi-optimal » suivant :

THEOREME 1.3. Supposons que A soit banale. Si V n’est pas incluse dans le
translaté d’une sous-variété abélienne stricte de A :

ﬂess(v) >A 1 ! 89

deg(V)@dm() log (2deg(V))?

Le symbole > 4 signifie que I'inégalité est vraie a condition de multiplier le membre
de droite par un réel strictement positif dépendant de A. Le facteur logarithmique
devrait conjecturalement disparaitre. Il est inhérent a la méthode diophantienne et
sans importance dans les applications.

En utilisant cette estimation et le théoreme de « hauteur bornée » de Habegger
[Hab09], Viada [VialO] donne une réponse & la conjecture 1.1 dans le cas des
variétés banales.

COROLLAIRE 1.4 (Viada). Si A est banale, toute courbe de A qui n’est pas incluse
dans un sous-groupe algébrique strict admet un nombre fini de points appartenant a
un sous-groupe algébrique de codimension au moins 2.

En suivant des chemins similaires, Checcoli, Veneziano et Viada ([CVV14] puis
[CVV16]) ont obtenu des extensions partielles de ce résultat a la dimension supé-
rieure.

La preuve du théoréme 1.3 procede selon un schéma classique d’approximation
diophantienne, dont une étape clé consiste habituellement a relier le degré d’un
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fermé algébrique a celui d’un polynoéme d’interpolation en utilisant un « lemme de
7€ros ».

Amoroso et David [ADO03] avaient annoncé une version tres générale de ce ré-
sultat, valable dans le cadre des groupes algébriques commutatifs et recourant au
formalisme des « dessous d’escaliers » pour prendre en charge la question des multi-
plicités. Ils en avaient donné une démonstration dans le cas torique sans multiplicité,
suffisant pour les applications qu’ils avaient en vue.

Dans [2], je donne une preuve de ce lemme de zéros dans les groupes algébriques
commutatifs, inspirée de travaux classiques de Philippon qui mélangent algebre com-
mutative, théorie de 'intersection et des outils combinatoires assez fins.

On peut notamment en déduire I'estimation suivante, qui est utilisée au cours
de la preuve du théoréeme 1.3 ([1, Lemme 4.3]).

PROPOSITION 1.5. Supposons que Z soit un fermé algébrique de A incompléte-
ment défini par des polynomes de degré au plus L. On a l'inégalité :

deg(Z) <4 Lcodim(Z) )

Notons que c’est la stratégie équivariante d’Amoroso qui permet de se ramener a
cette version simple découlant d’un théoréme de Philippon [Phi86, Proposition 3.3].
Pour une utilisation de la forme plus sophistiquée démontrée dans [2], on renvoie &
[Gal10, Théoreme 6.1].

3. Le cas des hypersurfaces

Il était naturel a ce stade de pousser un peu plus les méthodes connues pour ob-
tenir une minoration inconditionnelle, celle-ci entrainant immédiatement une preuve
complete de la conjecture 1.1.

Si p est un idéal premier de Ok et p désigne sa caractéristique résiduelle, la
principalité locale de I'idéal de définition d’une hypersurface permet de faire contri-
buer collectivement les points d’un sous-groupe de p-torsion de A dans le schéma
diophantien. On peut alors se contenter de propriétés p-adiques plus faibles que
dans le cas ordinaire, mais valables pour presque tout p. Dans [3], j’obtiens ainsi le
théoréme suivant.

THEOREME 1.6. Soit V' une hypersurface de A qui n’est pas le translaté d’une
sous-variété abélienne. On a :

N 1
Hess (V) >A

deg(V)log (2deg(V))2g.

Le coeur de mon approche du probleme de Bogomolov est d’utiliser les propriétés
de ramification de la p-torsion d’une variété abélienne pour un nombre premier p
bien choisi, puis d’en déduire que la variété V est « proche p-adiquement » de ses
translatés par certains points de p-torsion (ou p est un idéal premier divisant p).
Si le minimum essentiel de V' est trop petit, ceci permet d’extrapoler les propriétés
d’annulation d’un polynéme d’interpolation de V construit grace a un lemme de
Siegel, et d’arriver a une contradiction en comptant les composantes irréductibles
de son lieu d’annulation.
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Dans le cas ou p est une place de réduction ordinaire, les estimations obtenues
en examinant la structure de schéma en groupe associée au groupe de p-torsion A[p]
(donnée par exemple dans Mumford [Mum74, I11]) sont particuliérement favorables.
Elles sont méme analogues a la situation torique, pour peu qu’on se restreigne au
sous-groupe Gy de A[p| annulé modulo p. Pour leur donner corps, fixons un systeme
de parametres (t1,...,t,) au voisinage de 0 (le neutre de A). Si P € G, est dans
louvert de définition du systéme de parametres, on a ([Gall0, Corollaire 2.9]) :

1
Volp, V1<i<g: [ti(P)l, <p 71,
ou v est une place d’une extension finie de K sur laquelle P est défini.

Lorsque le p-rang chute, les propriétés de ramification de la p-torsion se dé-
gradent fortement. Un théoreme classique d’Ogus permet toutefois d’éviter ’annu-
lation du p-rang pour un ensemble de premiers P4 de densité 1. En s’appuyant sur
les propriétés locales fines de la structure de schéma en groupe de la p-torsion, on
peut alors construire un sous-groupe non nul H, de Alp] (pour p € Pa), qui véri-
fie méme des estimations encore plus fortes a condition de considérer un systéme
« tordu » de parametres (t1p,...,tgp). Si P € Hy et v | p dans un corps de définition
de P ([3, Proposition 3.6]) :

_ 1 . _
tip(P)ly <p 7T et V2<i<g:|tip(P)ly<p '

Mais des qu’on se restreint a un sous-groupe strict de Gy, la machine diophantienne
se « grippe » et le gain dans I’extrapolation reste bloqué au niveau de I'interpolation.

En examinant avec soin les propriétés du groupe formel de la variété abélienne
en caractéristique p, on peut aussi donner des estimations plus faibles mais incon-
dionnelles, qui s’avérent décisives ici ([3, Proposition 3.1]).

LEMME 1.7. Soit « le p-rang de la réduction de A modulo p et P € Gy, dans
Pouvert de définition de (t1,...,t5). On a :

1
\VIIU ’ p? V 1 S ) S g: |tZ(P)|U Sp pg—a-&-l.

L’idée diophantienne qui permet d’exploiter au mieux ces propriétés est la sui-
vante : on interpole directement sur le translaté de la variété de départ par un
certain Gy ; puis en utilisant la formule de Leibniz, on extrapole & un ordre plus
grand qui serait méme théoriquement infini sans certaines complications techniques
liées a arithmétique et a la géométrie des variétés abéliennes.

Cette stratégie repose sur la principalité locale de 1'idéal de définition d’une
hypersurface (le caracteére local de cette propriété étant d’ailleurs insuffisamment
souligné dans [3]). Celle-ci permet de factoriser la section d’interpolation dans un
quotient adéquat, et finalement de rassembler les contributions isolées des différents
éléments de Gy.

J’ai ensuite essayé d’étendre la validité de ce théoreme a la codimension quel-
conque, en utilisant des suites régulieres d’interpolation et des outils de la théorie de
I'intersection arithmétique. Mais les bornes classiques d’interpolation géométrique,
et surtout arithmétique, telles qu’on peut les déduire par exemple des travaux de
Chardin et Philippon [CP99], sont inopérantes dans cette situation. Elles s’adaptent
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notamment assez mal aux fermés fortement réductibles qui apparaissent dans le
schéma diophantien.

La démonstration récente par Habegger et Pila de la conjecture 1.1 a largement
modifié la donne sur ces questions. Ils ont montré qu’en utilisant I’o-minimalité, on
pouvait se contenter d’une minoration « arithmétique » de la hauteur (comme celle
que fournit le théoréme classique de Masser [Mas86]) bien éloignée de ce que prédit
I’analogue du probleme de Lehmer sur les variétés abéliennes. Dans ce contexte,
la résolution inconditionnelle du probléme de Bogomolov effectif est devenue moins
urgente.

4. Perspectives

L’analogue torique du probleme de Bogomolov a rebondi avec la contribution
d’Amoroso et Viada [AV09], qui ont grandement simplifié ’approche diophantienne
usuelle en associant & la majoration classique (par Chardin [Cha88]) de la fonction
de Hilbert géométrique une minoration plus spécifique (diie & Chardin et Philippon
[CP99]). Une autre idée importante apparaissant en filigrane dans leur travail est
que les techniques de transcendance permettent de majorer « gratuitement » le degré
d’une hypersurface contenant les points de petite hauteur dans la conjecture de
Bogomolov.

J’ai essayé sans succes d’adapter leur nouveau point de vue aux variétés abé-
liennes, et je me suis convaincu que celui-ci n’avait essentiellement aucune incidence
sur la situation métrique (p-adique), qui est pour 'instant le facteur limitant dans
le cadre abélien.

Ces idées pourraient cependant féconder des questions connexes, comme le laisse
espérer le travail récent de Martinez-Metzmeier [MM15] qui borne la torsion des
sous-variétés des tores. Son résultat améliore significativement les estimations exis-
tantes, en particulier celles qui sont issues des derniers résultats sur la conjecture
de Bogomolov. Nous cherchons maintenant a transposer son théoreme aux variétés
abéliennes, en combinant ’approche de Serre et Hindry sur la conjecture de Manin-
Mumford, les idées introduites par Beukers et Smyth [BS01] dans le cas des courbes
du tore, et la double estimation des fonctions de Hilbert suivant la voie inaugurée
par Amoroso et Viada.

Dans ce contexte, il serait précieux de disposer d’une version totalement explicite
du théoreme de Serre sur les homothéties dans la représentation galoisienne associée
a la torsion d’une variété abélienne. Avec A. David, nous essayons désormais de
préciser les constantes dans la preuve compléte que Wintenberger [Win02] a donnée
de ce théoreme.
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Chapitre 2

Problemes de hauteur et courbes elliptiques

Les questions abordées ici concernent des minorations « arithmétiques » de hau-
teurs en lien avec les courbes elliptiques. On présente d’abord des résultats concer-
nant la hauteur de Néron-Tate sur les courbes elliptiques et leurs produits, en di-
rection du probléme de Lehmer sur les variétés abéliennes. On explique ensuite
comment la théorie des courbes elliptiques a multiplication complexe permet de
construire des extensions infinies de Q avec une structure galoisienne compliquée,
sur lesquelles la hauteur de Weil vérifie la propriété (B) introduite par Bombieri et
Zannier.

TRAVAUX PRESENTES

[4] « Some consequences of Masser’s counting theorem on elliptic curves », a paraitre
au Math. Z., 18 pages. En collaboration avec V. MAHE.

[5] « Small height in fields generated by singular moduli », Proc. Amer. Math. Soc.
144 (2016), 2771-2786.

1. Le probléme de Lehmer sur les variétés abéliennes

Les recherches sur les points de petite hauteur trouvent leur origine dans une
question posée par Lehmer [Leh33] & propos de la mesure de Mahler des nombres
algébriques non cyclotomiques. Reformulé en termes plus modernes, le probleme de
Lehmer revient a minorer de fagon optimale en fonction de son degré la hauteur
de Weil d’un nombre algébrique qui n’est pas une racine de I'unité. Cette question
n’est toujours pas entierement résolue, malgré quelques avancées notoires (parmi
lesquelles Smyth [Smy71], ou plus récemment Borwein, Dobrowolski et Mossin-
ghoff [BDMO7]). Dobrowolski [Dob79] s’est rapproché de la borne conjecturée a
un facteur logarithmique pres, ce facteur d’erreur étant sans conséquence dans les
nombreuses applications de son théoréme.
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On fixe désormais une variété abélienne A de dimension g, définie sur un corps
de nombres K et plongée dans un espace projectif. Si P € A(K) est d’ordre infini,
on peut aussi chercher une minoration optimale de sa hauteur de Néron-Tate iAz(P)
L’analogue du probleme de Lehmer dans les variétés abéliennes peut se formuler de
la fagon suivante.

CONJECTURE 2.1. Si P est de degré d := [K(P) : K] et n’a aucun multiple dans
une sous-variété abélienne stricte :

A~

h(P) >4 il
ds

Lorsque la variété est a multiplication complexe (CM), David et Hindry [DHOO]
montrent que cette borne est vraie a un facteur logarithmique pres. Leur théoréeme
est I'analogue de 'estimation de Dobrowolski sur les nombres algébriques et il géné-
ralise un résultat de Laurent [Lau83] sur les courbes elliptiques. Le schéma général
de la preuve est identique : il repose sur l'existence d’un relevement du Frobenius
dans 'anneau des endomorphismes en caractéristique nulle, pour une quantité suffi-
sante d’idéaux premiers. Mais sans hypothese sur la variété abélienne, cette propriété
n’est plus garantie et les meilleurs résultats connus sont encore tres éloignés de la
borne espérée, ce qui a notamment pour effet de limiter 'attaque via Lehmer de la
conjecture de Pink et Zilber.

L’approche la plus efficace a ce jour pour minorer la hauteur de Néron-Tate
d’une variété abélienne sans CM est un théoreme de Masser (la lettre non publiée
[Mas86] pour le cas général, et [Mas89] pour les courbes elliptiques), qui compte le
nombre de points, définis sur un corps de nombres fixé, dont la hauteur est majorée
par une borne « de type Lehmer ». Il en déduit immédiatement une minoration de
la hauteur de Néron-Tate.

THEOREME 2.2 (Masser). Si P € A(K) est d’ordre infini et de degré d, on a
linégalité suivante :
. 1
h(P)>»4 w—————5-
(P) >4 g log(2d)29
Le théoréeme de comptage donne également des informations tres utiles sur la torsion
des variétés abéliennes.

Avec Mahé, nous avons d’abord cherché a minorer la hauteur de Néron-Tate par
voie diophantienne directe en utilisant les propriétés du polynéme caractéristique de
I’endomorphisme de Frobenius. Notre stratégie produit des résultats, au moins en
dimension 1, mais ceux-ci sont un peu plus faibles que la borne de Masser. Comme
on le verra plus bas, la méme approche permet d’obtenir une borne polynomiale
pour la hauteur canonique d’un module de Drinfeld en rang quelconque.

2. Le cas des extensions galoisiennes

Impressionnés par la robustesse du théoreme de Masser, nous avons essayé de
I'utiliser pour minorer la hauteur dans certaines situations particuliéres, en particu-
lier celle des extensions galoisiennes. La question analogue sur les corps de nombres
a été traitée par Amoroso et David [AD99] comme corollaire d’'une généralisation
a la dimension quelconque du théoréme de Dobrowolski.
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Dans le cadre des variétés abéliennes, la pertinence de ce point de vue est limitée
au cas CM, pour lequel la borne de Dobrowolski est connue. Dans [4], suivant les
idées d’Amoroso et David, nous avons d’abord combiné le théoréme de comptage de
Masser et des calculs de volume pour la métrique euclidienne induite par la hauteur
de Néron-Tate, afin de minorer la hauteur sur les puissances d’une courbe elliptique
E.

THEOREME 2.3. Si P € EY9(K) est de degré d et n’a aucun multiple dans une

sous-variété abélienne stricte :

R 1
h(P)>pg o ———-
d "9 log(2d) 9

Ceci permet de s’approcher & « une puissance € pres » de la borne de Lehmer dans
le cas galoisien sur E. Une utilisation plus directe du comptage de Masser donne un

résultat un peu meilleur, ou le facteur d’erreur est logarithmique.

Pour faire disparaitre ce facteur d’erreur, nous avons mis en place une nouvelle
méthode ou le comptage de Masser est combiné avec des bornes issues des tra-
vaux de Serre sur les représentations galoisiennes associées a la torsion des courbes
elliptiques. Le principal résultat de [4] est le suivant.

THEOREME 2.4. Soit P € E(K) d’ordre infini tel que l’extension K(P)/K est
galoisienne de degré d. On a :
WP) >S5 2.
d
Le cas CM se traite comme pour les corps de nombres. Le théoreme de David
et Hindry fournit une minoration plus forte dés qu’il existe deux conjugués de P
linéairement indépendants sur End(FE). Si cela n’est pas le cas, une descente kum-
merienne et la borne « relative » de Ratazzi [Rat04] permettent de conclure. Les
techniques employées ici donnent méme naturellement 1’'inégalité plus fine suivante,
pour tout € > 0 et sous les hypotheses du théoreme 2.4 :

A 1

Dans le cas non CM, le théoreme de I'image ouverte de Serre [Ser72] borne
efficacement 1’ordre d’un point de torsion défini sur une extension galoisienne de K
en fonction de son degré. Ceci suffit a estimer la partie kummerienne de I’extension.
La partie restante étant « écrasée » grace au comptage de Masser, on peut assez vite
conclure avec le théoreme 2.2.

Comme sur les corps de nombres, il est possible de pousser un peu les méthodes
pour obtenir une minoration « de type Lehmer » lorsque le degré de la cloture
galoisienne de K (P)/K est majoré par une puissance fixe de d, mais cette puissance
doit rester strictement inférieure a 2 dans le cas non CM.

3. La propriété (B)

Si le probleme de Lehmer est toujours ouvert sur les corps de nombres comme
sur les variétés abéliennes, on sait qu’il est possible dans certaines configurations de
donner une minoration beaucoup plus forte de la hauteur.
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Schinzel [Sch73] a été le premier a mettre ce phénomeéne en évidence, en mi-
norant par une constante absolue la hauteur de Weil d’un nombre algébrique non
cyclotomique et totalement réel. Amoroso et Dvornicich [ADO0O] ont ensuite montré
un résultat du méme ordre sur la cléture abélienne Q* de Q, qui a vite été étendu
par Amoroso et Zannier [AZ00] & la cléture abélienne K" d’un corps de nombres K
quelconque. Ces derniers auteurs ont également formulé une version « relative » de
la conjecture de Lehmer, ot le degré absolu est remplacé par le degré relatif sur Q2P
et dont on peut démontrer des formes faibles particulierement utiles (notamment en
direction de la conjecture de Pink et Zilber).

Bombieri et Zannier [BZ01] ont lancé I'étude systématique de ces corps en
posant la définition suivante.

DEFINITION 2.5. On dit qu’une extension K de Q vérifie la propriété de Bogo-
molov, ou propriété (B), s’il existe ¢(K) > 0 telle que :

Ve € K\ pioo : h(z) > ¢(K).

Les corps de nombres satisfont la propriété (B) en vertu du « théoréme de Nor-
thcott. » Bombieri et Zannier donnent également un analogue ultramétrique du
théoréme de Schinzel pour les corps a degré local uniformément borné au-dessus
d’un nombre premier fixé. Checcoli [Chel3] a depuis montré que leur théoréme
s’applique notamment aux extensions galoisiennes de Q dont le groupe de Galois est
d’exposant fini.

Récemment, Amoroso, David et Zannier [ADZ14] ont unifié le cas abélien et
le critere de Checcoli, en traitant le cas des extensions galoisiennes d’un corps de
nombres dont le groupe de Galois est d’exposant fini sur son centre. Ils ont aussi
proposé des conjectures a peine plus ambitieuses, mais qui semblent encore hors de
portée avec les techniques actuelles.

La propriété (B) ne se limite pas a ce type de configuration galoisienne. Habegger
[Hab13] a ainsi prouvé que le corps engendré par la torsion d’une courbe elliptique
définie sur Q satisfait la propriété (B). La structure galoisienne de ce corps peut
étre précisée grace au théoreme de l'image ouverte de Serre [Ser72], et elle sort du
cadre traité dans [ADZ14] pourvu que E ne soit pas de type CM.

L’exemple le plus simple en dehors du champ exploré par Amoroso, David et
Zannier est le suivant. On considére une famille (K,),cn de corps quadratiques
deux-a-deux distincts, et pour tout n, on se donne une extension abélienne L,, de
K,.

QUESTION 2.6. Le compositum des (Ly)nen vérifie-t-il la propriété (B) ¢

D’aprés Bombieri et Zannier [BZO01], on sait que le « théoréme de Northcott »
s’applique au compositum des (Kp,)nen, qui a donc la propriété (B).

4. Corps engendrés par une famille d’invariants singuliers

On peut expliciter la question précédente en considérant, pour tout premier p, le
corps quadratique imaginaire K, := Q(y/—p) et son corps de classe de Hilbert L, :=
K, (jp), ou jp est I'invariant modulaire d'une courbe elliptique ayant multiplication
complexe par I’anneau des entiers de K.
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Dans [5], je montre que de nombreux sous-corps du compositum des (L;)pep
vérifient la propriété (B).

THEOREME 2.7. Pour tout premier ¢ > 3, il existe un ensemble P, de densité
(de Dirichlet) § tel que le compositum Lp, des (Lp)pep, a la propriété (B).

Les P, sont largement distincts, dans le sens ot, pour deux premiers g # ¢’, 'en-
semble P, NP, est de densité é.

La preuve de ce théoreme est basée sur la théorie du corps de classe, selon
laquelle les premiers inertes d’'un corps de nombres sont totalement décomposés
dans son corps de Hilbert. Le théoréme de la progression arithmétique de Dirichlet
permet d’affirmer que I’ensemble P, des premiers p tels que g soit inerte dans K, est
de densité au moins i. On se retrouve alors dans la situation étudiée par Bombieri
et Zannier avec un degré local borné, et il est possible de minorer la hauteur de
fagon totalement explicite :

[—

og (3)

¢ +1

Ces méthodes semblent toutefois impuissantes a décrire la situation des qu’on consi-
dere des premiers totalement décomposés dans les K, (donnant lieu & la réduction
ordinaire des courbes elliptiques CM associées).

Va € Lp, \ floo © h(x) >

Si les corps construits ici ont une structure locale contrélée en un certain nombre
premier, ils sortent du cadre galoisien décrit dans [ADZ14]. En combinant le théo-
reme de Kronecker-Weber et un résultat de Pappalardi [Pap95] sur 'exposant du
groupe de classe d’un corps quadratique imaginaire, je montre qu’ils sont galoisiens
sur Q avec un groupe de Galois d’exposant infini sur son centre.

La méme méthode fonctionne avec des familles de corps de Hilbert de corps
quadratiques réels (ou encore avec des familles mixtes). Cet exemple est peut-étre
moins intéressant dans notre contexte, car si on se fie & ’heuristique de Cohen-
Lenstra [CL84], le nombre de classe des corps quadratiques réels est statistiquement
beaucoup plus petit que celui des corps quadratiques imaginaires.

Plus généralement, si on considére une famille (K,),en dont le degré est unifor-
mément borné sur Q, dont les discriminants sont premiers entre eux deux-a-deux
et qui ont un nombre premier inerte en commun, le compositum de leurs corps
de Hilbert vérifie la propriété (B). En me basant sur des travaux de Louboutin
[Lou01], j’ai construit une famille infinie de « corps cubiques simples » soumise &
ces contraintes. En notant L le compositum des corps de classe de Hilbert, j'obtiens
la minoration suivante :

log(2
Ve € L\ pico : h(z) > Oflgé).
Il est également possible ici, en particulier sous GRH, de quantifier précisément la

complexité du groupe de Galois de I'extension galoisienne L/Q.

5. Perspectives

L’amélioration du théoréeme 2.2, qui était ma motivation premiere, est un défi
qui ne pourra probablement pas étre relevé sans idées nouvelles.
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Un prolongement naturel de [4] serait 1’étude du probléme de Lehmer sur les
variétés abéliennes dans le cas galoisien. La stratégie mise en place pour les courbes
elliptiques devrait donner des résultats en dimension plus grande, en associant le
théoréme annoncé dans [Mas86] a des estimations classiques sur la torsion des
variétés abéliennes, telles qu’elles sont par exemples présentées dans [HR12]. 11
serait a ce sujet intéressant de revisiter le théoréme de comptage de Masser, et d’en
chercher une variante comptant les points dont la hauteur passe sous une borne de
I'ordre de celle de la conjecture 2.1.

Treés récemment, Amoroso et Masser [AM16] ont annoncé une nouvelle minora-
tion bien plus forte que celle de [AD99] pour les nombres algébriques engendrant une
extension galoisienne. La preuve utilise une version relative du théoreme de Dobro-
wolski en dimension supérieure, démontrée par Delsinne [Del09] et dont 1’équivalent
existe sur les variétés abéliennes CM.

Au sujet de la propriété (B), de nombreux problémes restent encore ouverts. Par
exemple, comment étendre le théoréme d’Habegger [Hab13] aux courbes elliptiques
définies sur un corps de nombres quelconque, ou mieux, & une variété abélienne
quelconque ? Le premier probleme est déja épineux. En 'attente d’une généralisation
du théoreme d’Elkies [E1k87] sur les premiers supersinguliers, il suppose de mettre
en place une stratégie métrique valable pour un premier p de réduction ordinaire
alors que les éléments de Frobenius ne disposent pas de propriétés de commutation
évidentes dans le groupe de Galois associé a la p-torsion.

Mon travail sur les invariants modulaires était surtout con¢u comme une transi-
tion vers des problémes concernant les points spéciaux des variétés de Shimura. Alors
que les idées de Pila et Zannier ont permis la résolution de la conjecture d’André-
Oort dans un grand nombre de cas, on peut chercher a obtenir des bornes effectives
dans le prolongement du résultat de Kiithne [Kiith12]. Je réfléchis & une approche
diophantienne de ces questions basée sur les propriétés des invariants singuliers.

Avec Lebacque et Tsfasman, nous nous intéressons aux liens entre la propriété
(B) et les empilements de sphére dans la lignée de [RT90]. La construction de
familles de réseaux « asymptotiquement denses », passe par une minoration forte de
la hauteur sur des corps peu ramifiés de dimension infinie sur Q.
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Chapitre 3

Petite hauteur canonique sur les modules de Drinfeld

Les résultats de ce chapitre concernent pour 1’essentiel les petites valeurs de la
hauteur canonique sur les modules de Drinfeld. On montre d’abord que le corps
engendré par la torsion des modules de Drinfeld « non exceptionnels » de rang
2 vérifie la propriété (B) pour la hauteur canonique associée (ainsi que pour la
hauteur de Weil), en appliquant la stratégie développée par Habegger sur les courbes
elliptiques. On donne ensuite des résultats partiels en direction du probléme de
Lehmer sur les modules de Drinfeld, concernant les extensions inséparables. On
explique finalement comment minorer la hauteur canonique, a la Dobrowolski dans
le cas CM, et de facon polynomiale dans le cas non CM.

TRAVAUX PRESENTES
[6] « Hauteur et torsion des modules de Drinfeld de rang 2 », soumis en juillet 2015,
28 pages. En collaboration avec A. PACHECO.

[7] « Lower bounds for the canonical height on Drinfeld modules », soumis en juin
2016, 24 pages. En collaboration avec V. BOSSER.

1. Présentation

De nombreuses facettes de la théorie des modules de Drinfeld révélent une ana-
logie partielle entre ces objets et les variétés abéliennes. Celle-ci vaut surtout d’un
point de vue arithmétique, dans la mesure ou les modules de Drinfeld classiques
sont des objets de dimension 1. Denis [Den92]| a ainsi construit une « hauteur ca-
nonique » pour laquelle il a démontré un certain nombre de propriétés comparables
a celles de la hauteur de Néron-Tate. Poonen [P0o095] a ensuite défini des hauteurs
locales avec lesquelles il a pu prouver ’analogue du théoreme de Mordell-Weil dans
le cadre drinfeldien.

Il est facile de se convaincre que la minoration de Lehmer est vérifiée pour la
hauteur de Weil sur un corps de fonctions. Le probleme est beaucoup plus difficile si
on considere la hauteur canonique hy associée a un module de Drinfeld ¢, mais on
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peut raisonnablement formuler le pendant drinfeldien de la conjecture de Lehmer.
Fixons un corps de fonctions K en une variable sur un corps fini F,.

CONJECTURE 3.1. Six € K est d’ordre infini pour ¢ et de degré d := [K (x) : K] :

A~

1

Le premier résultat significatif en direction de cette conjecture est dii a Denis
[Den92], qui démontre 'analogue du théoréme de Dobrowolski pour les extensions
séparables dans le module de Carlitz C.

THEOREME 3.2 (Denis). Si x € K est d’ordre infini pour C et tel que K (x)/K
soit séparable de degré d :
he(x) ¢ .
c(r) >c dlog(2d)?
Son théoréeme a été partiellement généralisé par Demangos [Dem15] aux modules
CM. Pour les modules généraux, Ghioca [Ghi07] donne une minoration polynomiale
de la hauteur canonique moyennant une hypothese de positivité de la hauteur locale

associée a une place non archimédienne.

On peut également trouver des sous-corps de K sur lesquels la hauteur cano-
nique hy associée a un module ¢ est minorée par un nombre réel strictement positif
lorsqu’elle ne s’annule pas. On dit que de tels corps satisfont la propriété (By).

Un premier exemple a été produit par David et Pacheco [DPO8], qui ont dé-
montré que la cloture abélienne K de K vérifie (B) pour tout ¢. Dans le cas CM,
leur théoréme a ensuite été amélioré par Bauchére [Baul5] qui a établi I'analogue
du résultat principal de [ADZ14], traitant notamment les extensions galoisiennes
dont le groupe de Galois est d’exposant fini sur son centre.

2. Torsion des modules de Drinfeld non exceptionnels de rang 2

Avec Pacheco, nous avons cherché des exemples de corps vérifiant la propriété
(Bg) au-dela de ceux envisagés par Amoroso, David et Zannier (et étudiés par Bau-
chere dans le cas CM). A la suite du travail d’Habegger [Hab13], nous nous sommes

penchés sur le corps Kiors engendré par la K-torsion d’un module de Drinfeld ¢ défini
sur K.

Le module de Carlitz et les modules CM de rang 2 étant déja couverts par le
résultat principal de [DP08], nous nous sommes concentrés sur les modules de Drin-
feld de rang 2 sans CM. Dans ce cadre, la distribution des premiers supersinguliers
a été étudiée par Brown [Bro92] puis précisée par C. David [Dav95].

Soit ¢ un module de Drinfeld de rang 2, donné par l'action suivante sur la
variable ¢ :
ou 7 est le ¢g-Frobenius sur K et (g,A) € K x K*. Le j-invariant de ¢ est défini par
la formule : j(¢) := g7t /A, et il caractérise la classe de K-isomorphisme de ¢.

DEFINITION 3.3. On dit que ¢ est exceptionnel sitj(¢) est un carré dans Fq((1)).
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Le résultat principal de [Bro92] est ’analogue du théoréeme d’Elkies pour les mo-
dules non exceptionnels de caractéristique # 2. Il nous permet de démontrer dans
[6] le théoréme suivant.

THEOREME 3.4. Si ¢ est un module de rang 2 non exceptionnel en caractéristique
%2, le corps Kiors engendré par la K-torsion de ¢ satisfait la propriété (B¢).

Nous prouvons également une minoration absolue de la hauteur de Weil pour les
éléments non constants de Kigrs.

La preuve de ces résultats est basée sur la stratégie de [Hab13]. Pour les modules
non exceptionnels, le théoreme de Brown assure 1’existence d’un premier supersin-
gulier de degré suffisamment grand. Les propriétés galoisiennes des modules de Tate
en un tel premier (et notamment la théorie de Lubin-Tate) permettent d’obtenir
une estimation métrique tres forte, puis d’en déduire une minoration absolue pour
la hauteur canonique. Le cas « ramifié » donne lieu a des complications techniques
qui sont résolues par ’analogue du théoréme de 'image ouverte et des arguments
de la théorie des groupes linéaires sur les corps finis.

L’absence de places archimédiennes permet de se passer du théoréme d’équidis-
tribution utilisé par Habegger dans I’étude de la hauteur de Weil. On y parvient
aussi pour la hauteur canonique grace a un procédé d’« accélération p-adique » en
I’idéal premier p qu’on a choisi.

Poonen [P0o098] a montré que les modules de Drinfeld n’admettent pas toujours
des premiers supersinguliers, ce qui crée un contraste important avec la conjecture de
Lang et Trotter sur les courbes elliptiques. L’extension de ces bornes a la torsion des
modules exceptionnels passe donc par ’analyse des premiers ordinaires, la premiere
difficulté a résoudre apparaissant dans le cas « non ramifié » pour estimer la taille
de la classe d’un élément de Frobenius dans le groupe de Galois considéré.

Au dela des résultats obtenus, ce travail m’a permis de me familiariser avec la
technicité des modules de Drinfeld, mais aussi d’étudier en détail la preuve d’Ha-
begger et de mesurer les obstacles empéchant pour I'instant sa généralisation.

3. Le probleme de Lehmer pour les extensions inséparables

Les résultats connus a I’heure actuelle en direction de la conjecture 3.1 sont
plus faibles que ceux dont on dispose sur les corps de nombres et sur les courbes
elliptiques. Avec Armana et Bosser, nous avons commencé a travailler ensemble afin
de réduire cet écart.

Une premiere limite concerne les extensions inséparables, sur lesquelles le théo-
reme principal de [Den92]| ne dit rien. Dans son travail sur les modules CM, Deman-
gos parvient a exploiter leur spécificité dans un schéma diophantien. Sa borne pour
la hauteur canonique est polynomiale en le degré inséparable (sous une hypothese
concernant la densité des premiers supersinguliers).

Un premier résultat de [7] inverse la perspective : pour les extension purement
inséparables, nous obtenons sur certains modules une borne meilleure que pour les
extensions séparables, au niveau prédit par la conjecture 3.1. Notre minoration sur
le module de Carlitz C prend la forme suivante.
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THEOREME 3.5. Si x € K est tel que K(x)/K soit purement inséparable de
degré d :

En examinant d’un peu plus pres la constante de comparaison entre hauteur de
Weil et hauteur canonique donnée dans [Den95], il est possible de remplacer ¢—6
par (4q)~2 dans cette inégalité.

Nous montrons aussi une estimation de la méme force pour les extensions insé-
parables sur un module de Drinfeld ¢ qui admet au moins un premier supersingulier
p. La constante est 1a encore totalement explicite ; elle dépend du degré de p, ainsi
que du rang de ¢, de sa hauteur et du degré d’un corps de définition. Remarquons
une nouvelle fois qu’en vertu de [Poo98], I'existence d’un premier supersingulier
n’est pas toujours garantie. Elle est notamment réalisée pour le module de Carlitz,
pour les modules de rang 2 non exceptionnels et pour les modules CM définis sur
une extension cyclique de k.

La preuve de ce théoréme pour le module de Carlitz repose sur la forme tres
particuliére que prend la décomposition des idéaux premiers dans les extensions
purement inséparables : ceux-ci sont toujours totalement ramifiés. La trivialité de
lextension résiduelle en le premier p := (¢) et la forme simple de la loi du module de
Carlitz donnent lieu a une premiere information p-adique, qui est ensuite exploitée
par un procédé d’accélération p-adique. Si ¢ admet un premier supersingulier p,
on peut encore en déduire une estimation p-adique suffisamment forte grace aux
propriétés du morphisme de Frobenius modulo p.

En I’absence d’un premier supersingulier, la méme méthode produit une borne
plus faible mais polynomiale pour les extensions purement inséparables. On peut
également obtenir des résultats pour les extensions quelconques, ou la borne décroit
exponentiellement avec le degré séparable. Les techniques mises en ceuvre ici « se
recollent mal » avec celles utilisées par Denis et Demangos, ce qui empéche pour
I'instant de démontrer ’exact pendant du théoréme de Dobrowolski sur le module
de Carlitz.

4. Minorations de la hauteur avec et sans CM

Nous nous sommes ensuite penchés sur les modules CM, pour lesquels Demangos
a obtenu des résultats encourageants en direction de la conjecture 3.1. Dans [7],
nous démontrons une variante de son théoréme ou les exposants sont améliorés et
I’hypothese sur la densité des premiers supersinguliers est retirée.

THEOREME 3.6. Soit ¢ un module CM de rang r. Pour tout x € K de degré d
et degré inséparable d; qui n’est pas de torsion pour ¢ :

he(z) >4

1
d(d;log(2d))*

La principale spécificité de notre travail est I'utilisation d’un relevement du
morphisme de Frobenius en caractéristique générique, pour une quantité suffisante
d’idéaux premiers. Ce fait est garanti par la théorie de Hayes (qui est par exemple
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présentée dans [Hay92] et [Hay79]), qui relie la multiplication complexe a la théorie
du corps de classe des corps CM.

Le schéma de la preuve est pour le reste semblable a celui de [Dem15], qui
combine un lemme de Siegel absolu sur les corps de fonctions, une extrapolation ba-
sée sur des estimations p-adiques et un lemme de zéros. Contrairement a Demangos,
nous n’avons pas cherché a spécifier la dépendance en ¢ de la constante apparaissant
dans le théoréeme 3.6.

La derniére étape de notre programme était d’obtenir une borne polynomiale
en toute généralité, ce dont Ghioca s’est approché dans [Ghi07]. Nous obtenons
la minoration suivante, valable pour un module de Drinfeld ¢ quelconque de rang
r > 1.

THEOREME 3.7. Pour tout x € K de degré d qui n’est pas de torsion pour ¢ :

A 1

Notre résultat est en fait légerement plus précis, faisant apparaitre le degré insépa-
rable et un facteur logarithmique en le degré.

La démonstration de ce théoréme se fonde une nouvelle fois sur un schéma
d’approximation diophantienne, dont la premiere étape est le lemme de Siegel absolu
déja appliqué dans le cas CM. L’extrapolation reflete des propriétés p-adiques liées
a l'annulation du polynome caractéristique P, du morphisme de Frobenius sur la
réduction de ¢ modulo p. Ces propriétés sont plus faibles que celles retenues dans le
cas CM, ce qui explique la différence entres la borne obtenue ici et celle du théoréme
3.6.

Le comptage final des racines du polynéme auxiliaire est assez délicat. Il s’effec-
tue en intégrant dans un principe de tiroirs des résultats classiques sur les racines de
P, ('analogue dans le cadre drinfeldien des « conjectures de Weil »). Remarquons
que la comparaison entre coefficients et racines de P, est bien meilleure dans un
contexte ultramétrique, et que le principe de tiroirs fonctionne car on travaille sur
un objet de dimension 1. Ces deux faits sont notamment pris en défaut si on se place
dans le cadre d’une variété abélienne définie sur un corps de nombres.

5. Perspectives

La suite du programme de recherche lancé avec Armana et Bosser concerne le
théoréeme de comptage de Masser [Mas86], que nous souhaitons adapter aux mo-
dules de Drinfeld afin d’améliorer la borne donnée par le théoreme 3.7. Le comptage
de Masser a déja été transposé aux corps de nombres dans [LMO04], ce qui indique
que le défaut de compacité des modules de Drinfeld ne devrait pas étre ici un obstacle
insurmontable.

Un tel résultat pourrait aussi offrir un angle d’attaque pour le probléme de
Lehmer dans le cas galoisien, suivant les lignes de [4]. Dans le cadre du module de
Carlitz ou des modules CM, on peut aussi envisager de passer par des estimations en
dimension supérieure. Un analogue partiel de [ADO0O] pour les modules de dimension
2 a déja été établi dans [Dio02].
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Il serait également intéressant de chercher des avatars du critere de Deuring

pour les

modules de Drinfeld de rang quelconque, vu le role important joué par

les premiers supersinguliers dans les questions d’approximation diophantienne. Il
est possible de s’inspirer ici de résultats démontrés récemment dans les variétés
abéliennes (voir [Blal4] et [Sugl3]).
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