Université de Franche-Comté U.F.R. des Sciences et Techniques

Ecole doctorale Sciences Pour I’Ingénieur et Microtechniques

Vérification d’invariants de systemes
paramétrés par superposition

THESE

présentée et soutenue publiquement le 06 avril 2006

pour I'obtention du

Doctorat de I’Université de Franche-Comté

(Spécialité Informatique)
par

Jean-Francois Couchot

Composition du jury

Directeurs : Frangoise Bellegarde, Professeur & I’Université de Franche-Comté, LIFC
Alain Giorgetti, Maitre de conférences & I’Université de Franche-Comté, LIFC

Président : Jacques Julliand, Professeur a 1’Université de Franche-Comté, LIFC

Rapporteurs :  Pascal Gribomont, Professeur a I’Université de Liege
Joseph Sifakis, Directeur de Recherche au CNRS, VERIMAG

Ezxaminateur : Silvio Ranise, Chargé de recherche INRIA, LORIA
Invité : Susanne Graf, Chargé de recherche CNRS, VERIMAG

Laboratoire d’Informatique de I’Université de Franche-Comté — FRE 2661



Mis en page avec la classe thloria.



A ma famille.



ii



Table des matiéres

Table des figures

1

2

Introduction

1.1 Conception et vérification formelle . . . . .. ... ... ... ...
1.1.1 Vérification par model-checking . . . . . . . . ... ... ... ... ...
1.1.2  Vérification par preuve . . . . . . . . . . ..o

1.2 Contexte et problématique du travail . . . . . . .. ... ... ...
1.2.1 Vérification symbolique d’invariant . . . . . . .. .. .. ... ... ...
1.2.2 Leformalisme B . . . . . . .. ... ...
1.2.3 Lalogique équationnelle . . . . . . ... .. ... L.
1.2.4 Les systémes uniformes distribués . . . . .. ... ... ... ... ...

1.3 Contributions . . . . . . . . .
1.3.1 Spécifications . . . . . . . . L
1.3.2 Génération d’obligations de preuve . . . . . . ... ... ... oL
1.3.3 Procédures de décision . . . . . . . .. ..o
1.34 Outils . . . . . oo
1.3.5 Publications . . . . . . . . . L

1.4 Plan dudocument . . . . .. .. ..

Préliminaire(s) logique(s)

2.1 Langages du premier ordre multi-sortes égalitaires . . . . . . . . . . .. ... ..

2.2 Satisfaisabilité . . . . . . . ..

2.3 Formes canoniques . . . . . . ... e

2.4 Méthode de Herbrand . . . . . . . . . .. .

2.5 De Herbrand a la superposition . . . . . . . . . .. ... ... ... ...
2.5.1 Résolution . . . . . . . . L
2.5.2 Paramodulation . . . . .. ..o
2.5.3 Superposition . . . . . ...

iii

ix



Table des matiéres

v

2.6

2.5.4 Théorie des tableaux avec extensionnalité . . . . . .. . . ... .. ...
2.5.5 Résultat de décidabilité par SP . . . . . . . . ... ... ... ... ..

Résumeé . . . . . . e

Classes d’application

3.1

3.2

3.3
3.4
3.5
3.6

Systémes uniformes distribués . . . . . .. ..o
3.1.1 Systéme de transitions étiqueté . . . . . . .. .. Lo L.
3.1.2  Composition paralléle . . . . . . .. .. ... L
3.1.3 Synchronisation . . . . . . .. ...
3.14 Partagedevariables . . . .. .. ... ... o Lo
Propriétés . . . . . . .. e e
3.2.1 Exclusion mutuelle . . . . . .. ... o
3.2.2 Cohérence de caches . . . . . . . .. ...
3.2.3 Patron de propriétés . . . . . . ...
3.2.4  Structures de spécification adéquates . . . . .. .. ..o L.
Exemple fil rouge . . . . . . ...
Spécifications industrielles . . . . . . . ..o Lo L
Systémes abstraits parameétrés . . . . . ... L. Lo L

Résumeé . . . . . . e

Construction d’invariants

4.1
4.2

4.3

4.4

4.5

Langage d’assertions et de programmes . . . . . . . . . . ... .. ... ..
4.2.1 Des ensembles d’états aux assertions . . . . . .. ... ...
4.2.2 Motivations quant au formalisme du programme . .. ... .. .. ...
4.2.3 Syntaxe des substitutions généralisées . . . . .. . ... ... ... ...
4.2.4 Sémantique opérationnelle des substitutions généralisées . . . . . . . . .
Transformateurs d’assertions . . . . . . . . . . . ... Lo oo
4.3.1 Transformateurs d’assertions . . . . . . .. . ... ... ... ... ..
4.3.2 Choisir entre pre et post dans une approche par preuve automatique

433 Deprealopérateur [| . . .. .. ... ...
Semi-algorithmes de construction du plus faible invariant . . . . . .. ... ...
4.4.1 Construction naive d’invariant . . . . . . . . ... ...
4.4.2 Montrer qu'une propriété de sireté est violée . . . . . . . ... ... ..
4.4.3 Quelques optimisations . . . . . . .. .. .. oL

Résumeé . . . . . ..

27
28
28
28
29
30
30
31
31
31
32
33
33
34
35



5 La méthode B
5.1 Ressorts dela méthode . . . . . . . . . .. .
5.2 Syntaxe d’une machine abstraite B . . . . ... oo 0000000
5.3 Vérification de cohérence . . . . . . . ... Lo
5.4 Spécification B de systémes uniformes distribués . . . . . . .. ...
5.5 Outils de vérification pour la méthode B . . . . . . ... ... ... .. ... ..
5.6 Résumé . . . . . ..o

8

Cas particuliers d’approches déductives

6.1 Abstraction de comptage . . . . . .. ...

6.2 Classes décidables . . . . . . . . . L
6.2.1 Token-Ring . . . . . . . . ...
6.2.2 Broadcast . . . . . .. L
6.2.3 Meéthode unificatrice . . . . . . .. ..o
6.2.4 Cas de la programmation logique avec contraintes (CLP) . . . . . . . ..

6.3 Méthodes sans garantie de convergence . . . . . . . . ... ... .o
6.3.1 Instanciation des variables quantifiées . . . . . . . ... ... ... ...
6.3.2 Abstraction . . . . .. .. L
6.3.3 Langages réguliers . . . . . . . .. ... L

6.4 Discussion . . . . . . ...

6.5 Résumé . . . . . . .

Le prouveur de théorémes haRVey

7.1 Principes généraux . . . . . . . . ...
7.1.1 Flux dans loutil . . . . . . .. ... ...
7.1.2 Structureite. . . . . . . . Lo

7.2 Gestion des quantificateurs . . . . . ... ..
7.2.1 Réduction de portée des quantificateurs . . . . . . . .. ... ... ...
7.2.2 Skolémisation restreinte . . . . . . .. ... L L o o
7.2.3 Renommage propositionnel . . . .. ..o L

7.3 Résumé . . . ..

Des ensembles aux tableaux de booléens

8.1 SSET, une théorie ensembliste simple . . . . . . . . ... ... .. ... ....
8.1.1 Axiomatisation finie Az(SSET) . . ... ... .. ... .. ... ....
8.1.2 Etendre SSET avec opérateur de cardinalité . . . . . . ... ... ...

8.2 BAZ, une théorie des tableaux de booléens

53
93
o4
95
o6
99
60

61
61
62
62
63
63
63
63
63
64
65
65
66

67
67
67
68
68
69
71
71
73

75
75
76
76
7



Table des matiéres

9

83 De SSET aBA; . . . . . . e
8.4 Correction de la traduction . . . . . . . . . ..o
85 Résumé . . . . .

Des fonctions totales aux tableaux de valeurs

9.1 SFUNC, une théorie simple des fonctions totales . . . . ... .. ... .. ...
9.2 Spécifications a l'aide de fonctions totales . . . . .. ... ... ... ... ..
9.3 de SFUNC aBAS . . . . e
9.4 ReESUmME . . . . ... e e

10 Substitutions de tableaux

10.1 Abstraire le domaine d’une fonction totale . . . . . . .. . ... ... ...
10.2 Spécification de tableaux . . . . . . . . . ...
10.2.1 Expressions de tableaux . . . . . ... ... oo oL
10.2.2 Opérations et prédicats . . . . . . . . . . .. .. ... ...
10.2.3 Actions des systémes uniformes distribués . . . .. ...
10.2.4 Nature des conditions d’évolution . . . . . . . . . . .. ... ... ..
10.3 Gestion des diffusions multiples . . . . . . . . .. ..o oL
10.4 Décider les conditions d’évolution . . . . . . . .. ...
10.4.1 Suppression de l'axiome d’extensionnalité . . . . . .. .. ... ... ..
10.4.2 Cas des contraintes . . . . . . . . . ...
10.4.3 Procédures de décision . . . . . . ... Lo

10.5 Résumeé . . . . . . oo

11 Développements et expérimentations

vi

11.1 barvey : une étude de faisabilité . . . . . .. ... ... L
11.1.1 Bref apercudel’outil . . . . . . . ... .. .. ... ... . ... .....
11.1.2 Utilisation de 'outil . . . . . . . . . . . ... ... ...
11.1.3 Reésultats expérimentaux . . . . . . . . . ... ..o

11.2 Démarche d’implantation . . . . . . . . . . . .. . ... oo
11.2.1 Flux dans Voutil . . . . . .. . . ... ... ...
11.2.2 Structures d’arbres abstraits . . . . . . .. ... o oL
11.2.3 Utilisation . . . . . . . . . . .

11.3 Etudes de protocoles . . . . . . . . . ...
11.3.1 PidSet . . . . . . .
11.3.2 MuxSem . . . . . v e e
11.3.3 MutEx . . . . . . o

87
87
89
91
91

95
95
98
99
100
101
102
102
105
105
106
107
108



11.3.4 Dijkstra . . . . . . .
11.3.5 Université de I'lllinois . . . . . .. . .. ...
11.3.6 S. German . . . . . . . . ..
11.4 Résultats numériques . . . . . . . . . . L
11.5 Résumé . . . . . o e

12 Conclusions et perspectives
12.1 Synthése . . . . . . . .o
12.2 Bilan . . . . . . e
12.3 Perspectives . . . . . . . L e e
12.3.1 Heuristiques . . . . . . . . o o v e e e e e e
12.3.2 Abstraction de prédicats . . . . . . . ..o Lo

A Preuve d’équivalence entre (12.2) et (12.3)

Bibliographie

127
127
128
129
129
130

131

133

vii



Table des matiéres

viii



2.1
2.2
2.3
24
2.5
2.6
2.7
2.8
2.9
2.10

3.1
3.2
3.3

4.1
4.2
4.3
4.4
4.5
4.6
4.7
4.8

4.9
4.10

5.1
2.2

6.1

7.1
7.2
7.3
74

8.1

Table des figures

Grammaire des formules du premier ordre multi-sortes égalitaire . . . . . . .. 13
Grammaires des formules en forme DNF, CNF et NNF . . . . . .. .. ... .. 16
Mise en forme normale négative . . . . . . . ... oL 17
Reégles du calcul de résolution [Rob65] . . . . ... .. ... ... L. 21
Axiomes de congruence £ . . . ... L 22
Regle de paramodulation [RW69] . . . . . . ... ... .. ... ... ... ... 22
Regles de simplification pour SP. . . . . . . . . . ... 23
Regles d’inférence pour SP. . . . . . . . ..o 24
Axiomatisation Az(A) . . ... 24
Ordre LPO appliqué aux symbolesde ¥4 . . . . . . .. . ... ... ... ... 25
Systéme de transitions du MutEx. . . . . ... oo 000 oo 30
Exclusion mutuelle : transition d’un processus. . . . .. . ... ... ... ... 31
Systéme de transition d’un cache MESL. . . . . . .. ... ... .. 34
Transformateurs d’ensembles . . . . . . . . . . .. ... Lo 39
Syntaxe des substitutions généralisées. . . . . . . . ... ... 42
Réduction de Popérateur || . . . . . .. ... oL L 43
Sémantique opérationnelle des substitutions généralisées. . . . . . . . . . .. .. 43
Opérateur []. . . . . . ... 46
Construction naive du plus grand invariant. . . . . .. ... ... ... ..... 48
Vérification de violation de propriété de streté. . . . . . . . . . . ... ... .. 49
Construction d’invariant par réduction de J;, de la condition d’inclusion et par

introduction du choix borné. . . . . . ... Lo 50
Construction d’invariant par calcul local des prédécesseurs. . . . . . . . . .. .. ol
Optimisation par vérification locale de 'implication. . . . . .. ... ... ... 52
Forme générale d’une machine abstraite B. . . . . . . .. . ... ... ... ... 54
Spécification B ensembliste du MESL. . . . . . . . ... 0000000 o8
Spécification B par abstraction de comptage du MutkEx . . . . . .. .. ... .. 66
BDD de la négation de ite(p, ¢, ite(p’,¢', ")) . . . . .o 69
Définition de miniet mg. . . . . . ... o000 70
Définition de dropExistentialetde. . . . . . . . . .. ... oL 71
Définition de renameFormula and rf. . . . . . . . ..o 72
Axiomatisation Az(SSET) . . . . . . . . 76

X



Table des figures

8.2 Suppression de cardinalité dans des formules sans quantificateurs . . . . . . . . 7
8.3 Axiomatisation Az(BAS) . . ... 78
8.4 Fonction T de traduction des termes de SSET dans BAS . . .. .. ... ... 79
8.5 Fonction F de traduction des formules de SSET dans BA? . . . . . .. ... .. 80
8.6 Interprétation des symboles fonctionnels de BAS . . . .. ... ... L. 81
8.7 Interprétation des symboles prédicatifs par Z . . . . . . . ... ... ... 85
9.1 Signature des symboles de SFUNC . . . . . . . . . . . . ... ... ... 88
9.2 Axiomatisation Az(SFUNC) de SFUNC . . . .. .. ... ... .. ....... 89
9.3 Spécification du MESI exprimée a I’aide de fonctions totales . . . . . . . . . .. 90
9.4 Extension de T et F aux fonctions totales . . . . .. ... .. .. ... ..... 92
10.1 Expressions de tableaux. . . . . .. ... L oL 99
10.2 Extension de la théorie AS . . . ... .. Lo Lo Lo 99
10.3 Syntaxe des substitutions généralisées de tableaux. . . . . ... ... ... ... 100
10.4 Logique équationnelle du langage des substitutions de tableaux. . . . . . . . .. 100
10.5 Substitutions du MESL. . . . . . . . ... 101
10.6 Regles de suppression du symbole block . . . . ... ... ... ... 103
10.7 T et F : traduction abstraite de formules avec fonctions totales . . .. .. ... 104
10.8 Substitutions du MutEx. . . . . . .. ..o 107
11.1 Architecture de Barvey . . . . . . . .. 110
11.2 Barvey . . . . o o 111
11.3 Reésultats expérimentaux . . . . . . . . . .. Lo 112
11.4 Options du prototype reacha . . . . . . . . . . ... ... 114
11.5 Exécution du prototype sur ’exemple du MEST . . . ... ... ... ... ... 115
11.6 Systeéme de transitions du PidSet . . . . . .. ... 116
11.7 Spécification fonctionnelle B du PidSet . . . . . . .. ... ... ... ... ... 116
11.8 Systéme de transitions de MuxSem [PRZO1]. . . . . . ... ... ... ... ... 117
11.9 Spécification fonctionnelle B du MuxSem . . . . . . . ... ... ... ... ... 117
11.10Spécification fonctionnelle B du MutEx . . . . . . .. ... ... ... ... ... 118
11.11Systeme de transitions de Dijkstra . . . . . . . ... ... 119
11.12Spécification fonctionnelle B de I'algorithme de Dijkstra . . . . . . . . ... .. 119
11.13Systeme de transitions de ’Université de I'lllinois . . . . . .. .. ... ... .. 120
11.14Spécification fonctionnelle B de I'Université de l'illinois . . . . . . . .. ... .. 121
11.15Systéme de transitions du serveur dans le protocole de S.German . . . . . . . . 122
11.16Systéme de transitions d’un client dans le protocole de S.German . . . . . . . . 122
11.17Spécification fonctionnelle B du protocole de S.German . . . . . . . . ... ... 124
11.18Durées de vérification des protocoles . . . . . . . . . ... L. 124



Chapitre 1

Introduction

Le 25 avril 2005, ’airbus A380 fait son premier vol d’essai sur la base aérienne de Toulouse
Blagnac. On peut lire le jour méme dans "Le Monde" :

L'effet A380 [... | touche l’ensemble de I’Europe et met & contribution
des laboratoires qui n’ont pas forcément de relations avec I'aéronautique.
C’est le cas de I’Ecole normale supérieure de Paris, ot Patrick Cousot,
professeur d’informatique, anime une équipe de sept personnes travaillant
sur le projet Astrée [. .. [. "L’ordinateur posséde des limitations, explique
M. Cousot. Lorsqu’une valeur est codée sur 5 chiffres, la machine ne peut
accepter des nombres de taille supérieure, et elle les tronque.” D’ot des
erreurs fatales, comme celle qui a conduit & la perte du contréle de la
fusée Ariane 5 le 4 juin 1996.

Face a Uinflation galopante de la taille des logiciels embarqués sur les
avions de ligne (20 000 lignes de code pour I’A320, 120 000 pour I’A340,
pres de 500 000 pour 1’A380), la recherche de telles erreurs devient cri-
tigue. "Nous sommes capables d’établir la preuve mathématique qu’un
programme comme celui de la commande de vol de I’A380 ne comprend
pas de bogues liés a la limite des capacités de [ordinateur"”, rassure
M. Cousot. [... | L’équipe de M. Cousot a d’ores et déja établi un re-
cord : "L’A380 dispose du plus gros programme jamais "prouvé” dans le
monde. "

Comme on peut le constater, vérifier qu'un logiciel est correct est une tache qui mobilise
conjointement chercheurs et industriels pour lequels la demande est récente, mais en forte crois-
sance. Au dela du domaine de I’avionique, cette demande s’étend a tous les logiciels critiques
comme ceux développés pour le ferroviaire (cf. la ligne parisienne de métro sans conducteur
nommée Météor [Beh96, BBFM99]), les échanges de données bancaires, les protocoles de com-
munication [ABBT05, Rus03al, les algorithmes de gestion de 'accés aux unités critiques d'un
ordinateur ou d’'un réseau [ACMO3, Rus03b]. ..

Pragmatiques, les méthodes de test permettent d’identifier une grande partie des erreurs
mais ne peuvent pas, par nature, couvrir ’ensemble des cas possibles : elles apportent une
conviction que le programme est correct sans en fournir la garantie. Néanmoins, cette convic-
tion peut se révéler suffisante pour le partenaire industriel [BLLP04].

Plus difficiles & mettre en ceuvre car plus rigides et plus abstraites, les méthodes formelles
de conception et de vérification sont une solution pour développer des logiciels strs, fiables,



Chapitre 1. Introduction

corrects. La partie suivante présente les ressorts de ces méthodes formelles de conception et
de vérification.

1.1 Conception et vérification formelle

Vérifier qu’un logiciel est correct est une tache dont on commence a lever 'ambiguité : un
programme respectant les conventions standards d’indentation est correct vis & vis de celles-ci ;
un programme respectant la syntaxe du langage dans lequel il est écrit est syntaxiquement
correct. Le cadre de cette étude concerne la vérification d’une autre sorte de correction : on
a vérifié qu’un programme est correct si, & I'aide d’une méthode formelle, on a pu démontrer
que le programme et ses propriétés sont cohérents. En nommant spécification 'union d’un pro-
gramme et des propriétés attendues pour celui-ci, il reste alors & définir la notion de cohérence
d’une spécification par méthode formelle .

Une méthode formelle fournit

— un langage permettant de spécifier le programme et ses propriétés; ce programme

consiste & définir un ensemble de variables nommeées variables d’état et une partie dyna-
mique qui modifie ces variables d’état ; les propriétés, quant a elles, sont exprimées dans
une logique particuliére ol 'ensemble des variables est celui des variables d’état ;

— une démarche qui prend en entrée cette spécification et dont le verdict est une certifica-

tion du programme.

Pour chaque propriété, il y a trois verdicts possibles : (a) le programme satisfait la pro-
priété ; la spécification est alors qualifice de modéle ou de cohérente; (b) le systéme ne satisfait
pas la propriété; il est alors incohérent; (c) I’absence de conclusion. Dans ’absolu, la mé-
thode n’acquiére le statut de méthode formelle que lorsqu’elle a elle méme été vérifiée comme
correcte !

Néanmoins, vérifier formellement le programme ne garantit pas qu’il réponde aux besoins
des utilisateurs décrits dans le cahier des charges : la méthode formelle qui se contente de
vérifier si la spécification est un modéle n’assure pas que celui-ci est une formalisation fidéle a
I’expresion des besoins : les modéles ne sont généralement que des vues partielles prises depuis
différentes perspectives selon les propriétés que l'on souhaite vérifier. Répondre & la question
"Construisons-nous une bonne spécification ?" releve du domaine de la walidation et sort du
cadre de cette étude.

Il existe deux principales approches de vérification formelle : le model-checking et la preuve,
présentés dans les deux parties suivantes.

1.1.1 Vérification par model-checking

L’approche algorithmique par model-checking [CES86, CGP99| est basée sur I'idée simple
suivante : une énumération exhaustive de toutes les configurations dans lesquelles le pro-
gramme peut se trouver permet de savoir si les propriétés attendues pour celui-ci sont réelle-
ment assurées. Les propriétés sont vérifiées ainsi directement par 1'outil, ceci sans qu’aucune
interaction avec l'utilisateur ne soit nécessaire.

Bien qu’élégante, ’approche souffre d’un handicap de taille qui est la construction exhaus-
tive de tous les états du programme, construction nommeée graphe d’atteignabilité. En effet, la
construction compléte de ce graphe nécessite que celui-ci soit (4) fini car il doit étre stocké dans
une mémoire finie; (iz) de taille raisonnable car la représentation de toutes les configurations

2



1.1. Conception et vérification formelle

possibles conduit rapidement & une explosion dite combinatoire de la taille de ce graphe qui
devient difficile, voire impossible, & stocker en mémoire.
Différentes stratégies permettent de traiter des systémes de tailles croissantes. Parmi celles-
ci, on trouve celles qui
— optimisent la représentation en mémoire en utilisant des structures de données compactes
comme les arbres de décision binaires ordonnés (BDD), les tables de hachage. . .,
— réduisent directement la taille du graphe en abstrayant certains états ou certaines tran-
sitions,
— se contentent de vérifier les propriétés sur des composants [KL04] du systéme pour les
étendre ensuite sur le systéme complet sans jamais construire tous ses états.
Néanmoins, aussi performantes que soient ces stratégies, aucune ne permet, ni ne permettra
de traiter des systémes infinis pourtant courants en informatique. En effet le développement
d’un programme ne s’effectuant jamais en une seule étape, il est souvent pratique d’introduire
des paramétres dans les premiéres phases de spécification, quitte a les préciser dans des étapes
ultérieures. La correction du systéme paramétré doit étre assurée pour toutes les valeurs poten-
tielles de ces paramétres, ce qui engendre des graphes d’atteignabilité infinis. La vérification
par preuve apporte une solution & ce probléme.

1.1.2 Vérification par preuve

Comme son nom l'indique, une démarche de vérification par preuve consiste & prouver
mathématiquement la validité d’un ensemble de formules —-nommeées obligations de preuve—
engendrées & partir du programme et des propriétés d’une spécification formelle. Tout ’enjeu
de cette démarche réside dans la capacité a faire réaliser — on emploie alors le terme décharger—
ces preuves par des outils nommés prouveurs.

La premiére caractéristique d’un prouveur est la logique qu’il traite, qu’elle soit du premier
ordre, du second ordre ou d’ordre supérieur. Pour simplifier, une formule d’une logique du
premier ordre n’autorise pas les quantifications sur les variables de sorte fonction ou prédicat
tandis qu’une logique du second ordre le permet. On trouve alors :

— Simplify [DNS05] et haRVey [DR02| qui traitent de la logique équationnelle (les formules

élémentaires ne sont que des égalités) du premier ordre,

—~ MONA [HJJT96] qui traite de la logique faible du second ordre avec un successeur
(les variables du premier ordre sont interprétées par des entiers naturels tandis que les
variables du second ordre sont interprétées comme des ensembles finis de naturels),

— PAtelier B [Abr96], PVS [ORSSC98| et HOL [GM93] qui traitent de la logique du second
ordre.

Une seconde caractéristique d’un prouveur est ’ensemble des procédures de décision qu’il
implante, et qui lui permettent de décharger les obligations de preuve. On distingue, par
exemple parmi ces procédures, celles qui s’appuient sur des techniques de réécriture [DJ90],
celles qui s’appuient sur la construction d’un automate représentant la formule [B62|, celles
qui appliquent des techniques de tableaux [OS88]...

Une troisiéme caractéristique est l'interactivité (ou au contraire l'automaticité) de ces
procédures : du plus interactif au plus automatique on trouve Coq [BP04|, HOL, PVS, I’ Atelier-
B, Mona, haRVey, Simplify. ..

Si la logique retenue traite de structures de taille infinie (comme un ensemble contenant
une infinité d’éléments par exemple) et si le prouveur permet de prouver les formules de cette
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logique, I’approche par preuve se présente comme une réponse aux problémes de taille infinie
non traités par model-checking.

D’un point de vue application, méme si la génération d’obligations de preuve nécessite que
les spécifications soient exprimées dans un langage formel proche de celui des mathématiques
et méme si les prouveurs nécessitent souvent le guidage d’un expert pour aboutir a la preuve de
la formule, cette démarche commence a séduire les industriels tels la RATP [Beh96, BBFM99]
ou Airbus industrie [CCFT05, RSBT99| comme le montre I’'exemple énoncé en introduction.

Le contexte et la problématique de ce travail, qui se focalise sur la vérification par preuve
de systémes paramétrés, sont présentés dans la partie suivante.

1.2 Contexte et problématique du travail

Cette partie indique dans quel contexte scientifique se situe ce travail et & quels problémes
il apporte une solution. Succinctement, ce travail a pour objectif d’appliquer une méthode de
vérification de cohérence de spécification par construction d’invariants (partie 1.2.1) sur des
spécifications exprimées en B (partie 1.2.2), par preuve automatique basée sur le raisonnement
équationnel (partie 1.2.3) et montre son applicabilité sur une classe de systémes paramétrés
(partie 1.2.4).

1.2.1 Vérification symbolique d’invariant

Pour prouver qu’un programme ne méne pas dans un ensemble d’états d’erreur, il est
nécessaire et suffisant de garantir que cet ensemble est disjoint de celui des états que peut
prendre le programme depuis son initialisation. Cependant, sous une facilité trompeuse, la
phrase précédente a occulté une réelle difficulté qu’est le calcul des états accessibles depuis
I'initialisation, notamment lorsque ceux-ci sont en nombre infini.

Pour capturer 'infini, on peut exprimer les ensembles d’états & I'aide de formules, nommées
assertions, puis itérer le calcul des successeurs de I'assertion initiale. Les régles de la logique
sont ainsi utilisées comme des outils permettant de raisonner sur ces formules méme si elles
représentent des ensembles infinis.

On peut aussi déplacer le probléme d’exprimer ’ensemble des états atteignables vers un
calcul de sur-approximation de celui-ci. Si celle-ci est stable par toute opération du programme,
on la qualifie dans ce cas d’invariant, et si elle est disjointe de 'ensemble d’états d’erreur, la
propriété a vérifier est garantie.

Néanmoins, dans ces deux approches, on ne peut générer de telles assertions que si 1’on
dispose d’une spécification formelle du programme. La partie suivante propose d’utiliser le
formalisme B comme langage de spécification.

1.2.2 Le formalisme B

Le Laboratoire d’Informatique de I’Université de Franche-Comté a une tradition forte
de recherche autour de la méthode B : plusieurs directions ont ainsi été étudiées, dont, les
systémes d’événements [BJK02|, leur raffinement [JB98, BJM99, BCJKO01], la génération de
tests [LP02, PLT00]. .. Deux outils issus de ces travaux sont utilisés dans la communauté B :
les JBtools [TVO01] qui sont une collection d’outils contenant en particulier un parseur B et un
générateur de fichier XML correspondant a la spécification et ’environnement BZTT [BLP02]
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qui consiste a produire des séquences de tests a partir d’analyses statiques et d’animation
symbolique de la spécification B.

En exprimant des systémes paramétrés dans le formalisme des machines B, en construi-
sant et en vérifiant des propriétés d’invariance par preuve automatique, ce travail se présente
comme une nouvelle direction de recherche tout en demeurant dans I’axe de recherche autour
de la méthode B. Néanmoins ’environnement B classique fourni par 1’Atelier-B posseéde de
fortes contraintes qu’il est nécessaire de lever lorsqu’on s’attaque a une construction d’inva-
riant : il est en effet judicieux (i) de posséder une démarche itérant un calcul symbolique de
prédécesseurs ou de successeurs; or cette itération, nommeée calcul du point fize, est absente
dans la méthode B (4i) de disposer d’un prouveur automatique, pour décider de la poursuite
ou non du calcul du point fixe; le prouveur de I’Atelier-B est interactif par nature et les re-
cherches précédentes de traduction d’obligations de preuve ont toujours été menées vers des
prouveur interactifs [BF02|. La partie suivante présente une réponse possible au point (7).

1.2.3 La logique équationnelle

Parmi les prouveurs employés dans des démarches de vérification de programmes, on
trouve, sans prétendre étre exhaustif, CAVEAT [GR95|, basé sur la logique propositionnelle,
MONA [HJJ"96] qui décide la logique monadique du second ordre faible, PVS [OR00], mo-
dulaire (il implante 150 théories) mais interactif pour certaines procédures, Uclid [LS04] qui
décide les combinaisons des logiques avec compteurs arithmétiques, lambda expressions et
fonctions non interprétées [Lah04] et CVCLite [BB04| qui décide les combinaisons des théories
des fonctions non interprétées, des tableaux, de ’arithmétique linaire sur les réels. Néanmoins,
hormis PVS, chacun de ces outils, congu initialement pour une théorie, se révéle peu modulaire
dans le sens ou la prise en compte d’une autre théorie nécessite un nouveau développement
complet de la procédure.

Sur le terrain des prouveurs automatiques et modulaires on trouve Otter [Kal0l|, Sim-
plify [DNS05], Spass [Wei99], ...tous basés sur des techniques de réécriture et inférant un
schéma de régles comme la paramodulation [NW01]. La démarche employée leur permet de
traiter automatiquement les logiques équationnelles pour lesquelles il existe des théories fini-
ment axiomatisables, la convergence de la procédure n’étant pas garantie dans tous les cas.

De nouveaux résultats de décidabilité par paramodulation concernant les listes, les tableaux
et leur combinaison ont été établis par des membres du projet INRIA /LIFC CASSIS [ARRO03].
Le prouveur haRVey [DR02], développé au sein du projet CASSIS, a validé ces résultats et se
présente expérimentalement comme le plus rapide [DR03] grace a une heuristique de découpage
de la structure propositionnelle de la formule.

Néanmoins si les programmes que ['on souhaite vérifier par une démarche de construction
d’invariants ne s’expriment pas dans ces théories décidables, ils sont cependant suffisamment
proches pour que la question de I'adéquation entre la paramodulation telle qu’elle est im-
plantée dans haRVey et la vérification de systémes paramétrés exprimés en B soit étudiée.
Cette adéquation se mesure expérimentalement, en remarquant tout d’abord la terminaison
d’haRVey, puis en effectuant des comparaisons avec d’autres prouveurs, et théoriquement, en
apportant une preuve que les théories décidables supportent des extensions.
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1.2.4 Les systémes uniformes distribués

La classe d’application du travail doit étre la plus large possible, en ne privilégiant pas
exclusivement une famille d’exemples. Telle est la consigne que tout chercheur tente en vain
d’appliquer puisque toute considération simplificatrice le pousse vers une famille particuliére.

Néanmoins, ne pas présenter une classe caractéristique d’application du travail est souvent
néfaste en terme de communication scientifique : tout travail doit en effet montrer son appli-
cabilité & une classe jugée comme importante en informatique pour permettre, entre autre,
des comparaisons, le cas échéant.

Les systémes uniformes distribués, n programmes identiques s’exécutant en paralléle, ap-
paraissent & double titre comme une classe d’application intéressante : (i) ils servent régulie-
rement [GZ98, DP99, Del00, Mai01, PRZ01| d’exemples d’application des méthodes formelles
de vérification de programmes; (i7) ils font partie d’une thématique de recherche de I’équipe
Systémes Distribués du LIFC [THO01, HT01, GLT97].

Ce travail présente alors une démarche de vérification d’invariant sur une classe de spéci-
fications logico-ensemblistes paramétrées exprimées en B, utilisant comme principe déductif
la paramodulation outillée par haRVey. L’application est réalisée sur une famille de systémes
uniformes distribués.

1.3 Contributions

De plusieurs natures, les contributions de ce travail sont présentées dans 1’ordre ou elles
apparaissent dans une chaine de développement de méthode formelle : elles concernent 'impact
du choix des structures de données sur la spécification (partie 1.3.1), la génération d’obligations
de preuve (partie 1.3.2); de nouveaux résultats (partie 1.3.3) montrent que ces obligations de
preuve sont décidables. L’implantation de la démarche est effectuée au travers de nouveaux
outils (partie 1.3.4). La derniére partie (partie 1.3.5) présente les publications issues de ce
travail.

1.3.1 Spécifications

C’est dans le cadre général des spécifications logico-ensemblistes B que ce situe ce travail.
Néanmoins ’application aux systémes uniformes distribués a suscité 'intérét d’une extension
dans la direction des spécifications avec fonctions totales.

En effet, pour un systéme uniforme distribué ou chaque composant peut étre dans un des
n états ep, ..., ey, une configuration de I'état général du systéme consiste a décrire dans quel
état e; est chaque composant. Ceci s’entreprend soit en exhibant ’ensemble des composants
dans chacun des e;, soit en utilisant directement une fonction totale qui associe & chaque
composant I’état dans lequel il est.

Le choix d’une des deux structures pour représenter ’état général du systéme a un impact
direct sur la spécification et sur la logique considérée : on montre que si une spécification
exprimée a l’aide de fonctions totales est plus concise que son homologue ensembliste, les
obligations de preuve qui en découlent sont en outre plus directement traduisibles dans une
logique pour laquelle nous avons réussi a établir des résultats de décidabilité.
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1.3.2 Génération d’obligations de preuve

Indépendamment des structures de données, ce travail justifie ’emploi du calcul de plus
faible précondition [Dij75] comme 'outil le plus adapté a la vérification symbolique de proprié-
tés de streté vis a vis des principes de fonctionnement du prouveur cible haRVey. Sont prises
en compte dans cette étude la taille des formules engendrées et la nature des quantificateurs
introduits. Dans un souci d’efficacité, ce travail propose d’étendre la grammaire des prédicats
B avec la structure propositionnelle if then else, présente nativement dans haRVey, en mon-
trant théoriquement et pratiquement l'intérét d’une telle extension sur la taille des obligations
de preuve introduites et sur les temps de calcul résultant.

Ensuite, que ce soit pour des spécifications ensemblistes ou des spécifications construites
a partir de structures de fonctions totales, cette thése présente une traduction originale en
logique équationnelle des obligations de preuve qui en résultent. Un premier pas en direction
de I'abstraction est fait & ce niveau puisqu’une démarche de traduction abstrayant certains
prédicats est présentée. Au niveau de la traduction, il en résulte des formules de taille plus
petite dans une théorie plus simple.

En terme de complexité, la traduction est toujours linéaire en temps sur la taille de la
formule. En terme de correction, et c’est une autre contribution, la traduction préserve la
satisfaisabilité : la formule initiale est satisfaisable modulo la théorie dans laquelle elle est
écrite si et seulement si la formule traduite est satisfaisable modulo la théorie équationnelle
dans laquelle elle est traduite.

1.3.3 Procédures de décision

Présenter des démarches correctes de traduction de formules n’a d’intérét que si ’on dis-
pose également d’'une démarche permettant de décider la satisfaisabilité des formules ainsi
traduites. A ce niveau, nous présentons des classes de problémes appartenant aux classes de
systémes uniformes distribués pour lesquels chaque obligation de preuve est décidable par une
nouvelle procédure de décision. Celle-ci exploite un résultat récent de décidabilité par para-
modulation [ARRO03| et une instanciation originale des variables quantifiées qui tient compte
du type des variables [FGO03].

1.3.4 Outils

Les différentes démarches de génération d’obligations de preuve et de traduction ont été
intégrées dans le prototype bam2rv!. Lorsque les obligations de preuve engendrées par cet outil
contennaient des quantificateurs, elles ont été traitées par un second prototype rvqe? qui gérait
ces quantificateurs pour les rendre traitables par le prouveur haRVey. Puis cette gestion a été
intégrée dans la version suivante d’haRVey.

Différentes versions d’algorithmes de calcul de point fixe ont été introduits dans un proto-
type pour décider de ’atteignabilité d’une configuration et fournir, le cas échéant, un invariant
inductif du systéme. De nombreux exemples® ont pu ainsi étre traités automatiquement par
la démarche.

'http://lifc.univ-fcomte.fr/ giorgett/Rech/Software/bam2rv/index.html
*http://lifc.univ-fcomte.fr/~couchot/rvqe/
®http://1lifc.univ-fcomte.fr/~ couchot/specs/
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1.3.5 Publications

Ce travail a donné lieu a cing publications en conférence et un article de journal, tous avec

comité de lecture.

~ Dans [CDD™03] nous avons présenté la démarche de génération d’obligations de preuve
ensemblistes et leur traduction en logique équationnelle. Ce travail a été honoré du titre
du meilleur article de la conférence. Le chapitre 8 reprend ce travail.

~ Dans [CDGRO03|, version étendue de [CDD*03], nous avons prouvé la correction de la
démarche de traduction en logique équationnelle et nous avons montré son efficacité sur
quelques exemples, dont ’exemple industriel présenté dans ce mémoire. Les chapitres 7
et 8 reprennent ce travail.

— Dans [CDGR04] nous avons présenté 'interface barvey de gestion de preuve d’invariant
B intégrant les outils bam2rv, rvge et haRVey. La partie 11.1 reprend ce travail.

— Dans [CG04] nous avons présenté le langage des substitutions généralisées de tableaux en
montrant qu’il s’applique & la classe des systémes uniformes distribués se synchronisant
par rendez-vous. La décidabilité des obligations de preuve y est posée en conjecture. La
partie 10.2 reprend ce travail.

— Dans [Cou04], j’ai présenté une synthése de la problématique de ce mémoire centré sur
les spécifications de tableaux.

— Dans [CGKO05], nous avons étendu la classe d’application de la méthode aux systémes
uniformes distribués se synchronisant par envoi multiple (broadcast). La décidabilité des
obligations de preuve est établie pour une sous-classe de ces systémes. Les chapitres 10
et 11 reprennent ce travail.

1.4 Plan du document

Le chapitre 2 de préliminaires introduit un cadre de logique multi-sortes : les langages,
formules et quelques théorémes principaux y sont définis comme autant d’outils permettant
de raisonner simplement et efficacement dans les parties suivantes du mémoire. Il présente aussi
la superposition, comme fondement théorique de I'outil haRVey. Le lecteur qui est familier avec
les résultats classiques de logique peut se dispenser de sa lecture.

Le chapitre 3 présente les classes d’application de ce travail que sont les systémes uniformes
distribués et les spécifications industrielles logico-ensemblistes.

Le chapitre 4 replace la méthode de vérification d’invariant dans le contexte plus général
de calculs de plus petit ou plus grand point fixe. Les semi-algorithmes déductifs qui implantent
ces calculs y sont formalisés.

Le chapitre 5 est un rappel sur la méthode B, o1 ’on montre comment traduire les systémes
uniformes distribués dans un fragment de son langage de machine abstraite.

Le chapitre 6 est un état de 'art de la vérification de systémes paramétrés par une méthode
déductive.

Le chapitre 7 présente le prouveur de théorémes haRVey, qui répond a la question de
la validité en logique équationnelle d’une formule ¢ sans quantificateurs, modulo une théo-
rie finiement axiomatisée. Il montre comment nous avons étendu sa classe d’application aux
formules quantifiées.

Le chapitre 8 montre comment traduire une formule ensembliste en une formule équisa-
tisfaisable exprimée en logique équationnelle. La correction de la démarche de traduction est
établie.



1.4. Plan du document

Le chapitre 9 justifie, dans le cadre de la vérification de systémes paramétrés, I'utilisation
d’une classe de formules sur les structures de fonctions totales. La traduction présentée dans
ce chapitre étend la traduction présentée au chapitre 8 et montre comment exprimer dans
cette classe les systémes uniformes distribués.

Le chapitre 10 introduit le langage des substitutions de tableaux, comme une abstraction
fine du langage des substitutions généralisées sur les fonctions totales, permettant de décrire
les systémes uniformes distribués de maniére concise. Les obligations de preuve engendrées
sont traitables par raisonnement équationnel. De plus, ce chapitre montre quels résultats de
décidabilité sont garantis selon la nature de la spécification.

En plus de présenter des considérations techniques déployées lors de I'implantation des
différents prototypes, le chapitre 11 livre une collection de protocoles auxquels la démarche
est appliquée.

Dans la conclusion, nous montrons les perspectives possibles de ce travail.
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Chapitre 2
Préliminaire(s) logique(s)

Les liens étroits entre logique et informatique ne sont pas récents, avec pour exemple la
citation suivante de plus de 40 ans : "It is reasonable to hope that the relationship between
computation and mathematical logic will be as fruitful in the next century as that between
analysis and physics in the last. The development of this relationship demands a concern for
both applications and mathematical elegance” [McC64].

Ainsi, motivées ou non par des besoins informatiques, se sont développées les logiques
temporelles [Pnu77, MP92] dont la clef est le temps, les logiques modales [Sti92] qui ont
été exploitées pour la vérification de systémes concurrents et non déterministes, la logique
propositionnelle, la logique du premier ordre, la logique intuitionniste, ...

Dans un contexte de vérification de programme, lorsqu’il se pose, le choix d’une logique
s’effectue selon deux critéres, le premier étant la vue que 'on a du systéme & étudier et
le second étant la disponibilité de méthodes (outillées) traitant cette logique : "There is a
tradition in logic, carried over into computer science, to think of pure first order logic as a
universal language. In fact first order language is about as useful in verification as a Turing
machine s in software engineering : cute to watch but not very useful. The sense in which first
order logic is universal is that knowledge about domains can be embedded in it in the form of
azioms, from which arguments may proceed. Unfortunately, azioms without methods tend not
to be very useful in practice.” [Pra79]

Indécidable dans sa généralité, la logique du premier ordre contient néanmoins des frag-
ments qui représentent de "bons compromis" entre expressivité et efficacité des traitements :
ensembles et quantificateurs permettent d’exprimer simplement et de vérifier automatique-
ment des propriétés intéressantes de sireté sur des systémes simulant un nombre quelconque
de processus au comportement uniforme et s’exécutant en paralléle [GS97, FG03, CGKO05].

S’il est habituel de déclarer un type pour chaque variable utilisée dans un langage de
programmation, il est également naturel d’utiliser les sortes en logique du premier ordre : quel
intérét aurait-on, par exemple, a comparer deux constantes de sortes différentes ? & utiliser un
connecteur logique avec des opérandes mal sortés? Supposons qu’un programme soit déclaré
comme sr si et seulement si une certaine formule mathématique est prouvée comme vraie. Que
dire du programme si la formule n’est fausse que dans le cas o une variable prend une valeur
en dehors de sa sorte? Intégrer les sortes au niveau de la logique permet alors de raisonner
un niveau moins général que sans les sortes mais plus proche du probléme de vérification de
programmes.

Passer d’une logique multi-sortes & une logique mono-sorte s’effectue en introduisant un
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prédicat de typage par sorte [End72, p. 279]. Tout résultat exprimé en logique du premier
ordre mono-sorte qui supporte ’ajout d’un prédicat de typage engendre un résultat similaire
en logique multi-sortes. Néanmoins la prise en compte des sortes directement dans la logique
permet d’obtenir des résultats plus aisément que dans le cas mono-sorte (le chapitre 10 s’at-
tache a justifier cette affirmation).

Pour permettre de raisonner simplement et efficacement dans les parties suivantes du
mémoire, ce chapitre introduit un cadre de logique multi-sortes : les langages, formules et
(quelques principaux) théorémes sont définis comme autant d’outils rendant les preuves plus
claires et plus concises. La premiére partie définit les langages du premier ordre multi-sortes. La
seconde énonce comment est interprétée une formule de ce langage et quand elle est qualifiée
de satisfaisable. Des formes particuliéres de formules sont données en troisiéme partie. La
quatriéme partie présente la méthode de Herbrand de vérification de satisfaisabilité de formule.
La derniére partie présente une mise en ceuvre pratique de cette méthode.

2.1 Langages du premier ordre multi-sortes égalitaires

<Cette partie, qui définit les notions classiques de langage du premier ordre, termes, atomes
et formules, est inspirée par [DNR04, CL93, Mar03, Fon04].

Définition 1 (Langage du premier ordre multi-sortes) Un langage du premier ordre
multi-sortes est un tuple £ = (S, V, F,P,«a, o) tel que
— &S est ’ensemble non vide et dénombrable des sortes (types);
— V = U,cg V- est 'union des ensembles V; de variables de sorte 7 ot les V; sont disjoints
et dénombrables ;
— F est ’ensemble fini ou dénombrable des symboles fonctionnels;
— P est 'ensemble fini ou dénombrable des symboles prédicatifs ;

a: FUP — N retourne larité (i.e. le nombre d’arguments) de chaque symbole fonc-

tionnel ou prédicatif;

— 0 : FUP — S§* retourne pour un symbole fonctionnel f € F le tuple de sortes dans
SN+ appelé signature de f ot les a(f) premiéres sortes sont celles des arguments de
f, la derniére étant celle de I'image de f. Pour un symbole prédicatif p € P, o retourne
le tuple de S*P) des sortes des arguments de p.

Un langage du premier ordre multi-sortes est dit égalitaire lorsqu’il contient le prédicat
particulier d’égalité =, pour chaque sorte 7.

Les régles de construction des formules du premier ordre multi-sortes pour un langage
égalitaire (S, V, F,P,«a, o) sont données a la figure 2.1 ot 7 est une sorte dans S. La premiére
régle de cette grammaire, qui est en fait un schéma de régles, doit étre instanciée pour chaque
sorte 7 € S. Elle définit I'élément syntaxique 7-terme qui est un terme de sorte 7. Par la
suite, un terme de sorte 7 est appelé 7-terme. La seconde régle définit les formules atomiques
(atome) tandis que la derniére définit la construction d’une formule du premier ordre multi-
sortes (fpoms). On définit & présent la notion de littéral a la base du raisonnement équationnel.

Définition 2 (Littéral) Un littéral est une formule atomique ou la négation d’une formule
atomique.

Certaines conventions sont posées pour améliorer la lisibilité ou par souci de concision :
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T-terme = x|f(ri-term, ..., T,-term)
avec z € V., f e Feto(f)=(r1,...,Tn,T)
atome = T-terme =, T-terme| p(Ti-term, ..., T,-term)

avec p € Pet o(p) = (11,...,7n)

fpoms = atome|—fpoms|(Qrx . fpoms) | (fpoms o fpoms)
avec Qr € {V_,3_}, z € Vet o€ {A,V}

FiG. 2.1 — Grammaire des formules du premier ordre multi-sortes égalitaire

— On utilise les symboles dérivés = et <; —a V b s’écrit a = b et (ma V b) A (= V a)
s’écrit a < b, ol a et b sont deux formules du premier ordre multi-sortes.

— On utilise le prédicat ternaire ite(p1, 2, p3) comme un raccourci pour (¢1 = @2) A
(mp1 = 3).

— La fonction o est étendue aux termes en posant o(t) = 7 si ¢ est un 7-terme.

— Un symbole fonctionnel d’arité nulle est appelé constante.

— Un atome toujours vrai (respectivement toujours faux) est noté T (resp. L) qui est une

constante propositionnelle.

On écrit t #, t' pour (¢t =, t').

On écrit (Qrz1,...,2, . @) pour (Qrz1, (-.., (Qr2y . @))).

— Dans une formule ¢, on qualifie de liée une variable qui est sous la portée d’un quantifi-
cateur et de libre une variable qui ne I'est pas; on note V(@) 'ensemble des variables
libres de ¢.

— Une formule est dite close si elle ne contient pas de variables libres et ouverte dans le
cas contraire.

On définit alors formellement la démarche qui consiste & remplacer une variable par un

terme dans une formule :

Définition 3 (Substitution) Une substitution 6 est une application de V dans I’ensemble
des termes de L telle que I'image de z par 6, notée z6, vaut z pour tout z € V sauf pour
un ensemble fini de variables noté Dom(#). Chaque substitution est supposée correctement
sortée : pour tout £ € V;, 6 est un terme de sorte 7.

Cette définition s’étend aux 7-termes construits & partir d'un symbole fonctionnel f €
F (et de maniére similaire aux prédicats puis aux formules) en posant f(fi,... ;)0 = def
f(t0,...t,0), puis s’étend naturellement aux formules. Par la suite, plutot que de définir 6
comme la substitution qui remplace toutes les occurrences de z par r et d’écrire 6, on écrit
directement o(r/z).

Lorsqu’on cherche & remplacer une partie d’une formule par une autre formule, on utilise
la notion de "position" dans une formule, introduite par la définition suivante.

Définition 4 (Position) La position de 1, sous-formule de ¢, est un mot sur les entiers
naturels non nuls qui est définie inductivement comme suit :
— si 1 est ¢, la position est le mot vide €;
— si ¢ = 11 0 9 a pour position 7 ou o € {A,V,=-, <} alors la position de 1; est 7.1 et
celle de ¥y est 7.2;
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— sty ==Y, =NVz.1Y1) out = (Iz.11) ont pour position 7, alors la position de 1)y
est w.1;

— si ¢ = ite(11,12,13) a pour position m, alors ¥ (resp. 12, 13) a pour position 7.1 (resp
7.2, w.3).

Pour une formule ¢ et une position 7w de I’ensemble des positions dans ¢, on note

1. ¢ | la sous formule de ¢ & la position 7. Si 7 = 7'.4, alors ¢ |.;= (¢ |+) |4-

2. ¢[¢]r la formule obtenue en remplagant ¢ |, dans ¢ par .

De nombreux algorithmes de transformation de formules (cf chapitres 7 et 8) consistent
a remplacer des sous-formules par des sous-formules plus simples. Une telle transformation
est intéressante dés qu’elle garantit que la formule transformée se déduit de, implique, ou
est équivalente a la formule initiale. Par exemple, remplacer dans une implication le membre
droit par T (resp. par L) engendre une formule qui est une conséquence de la précédente
(resp. qui implique la précédente). Ce qui importe, en fait, c’est la parité du nombre de
négations qui existeraient entre la sous-formule et la racine de la formule si celle-ci était écrite
sans implications (=) ni équivalence. Cette parité est dénommée polarité ([GGT00, lemme p.
368]). Lorsque la sous-formule n’est sous la portée ni d’une équivalence ni du premier membre
d’un ite, si ce nombre est pair, on dit que la polarité de la sous-formule est +1, et s’il est
impair, cette polarité est —1. Ceci est étendu aux formules avec < et ite(,) en disant que la
polarité est nulle sinon. La définition de la polarité est formalisée ci-dessous.

Définition 5 (Polarité) La polarité pol(¢ |,) d'une sous-formule ¢ |, de ¢ est définie induc-
tivement selon la structure de ¢ comme suit :
= pol(¢ ) = +1;
— pol(¢ |x.i) = pol(¢ |z) si ¢ |z est une conjonction, disjonction, formule dont le symbole
de téte est un quantificateur, une implication avec ¢ = 2, un ite avec 1 = 2 ou i = 3;
— pol(¢ |r.i) := —pol(¢ |) si ¢ | est une formule dont le symbole de téte est une négation
ou une implication avec 1 = 1;
— pol(¢ |r.i) := 0 si ¢ | est une formule dont le symbole de téte est une équivalence ou si
c’est un ite avec ¢ = 1.

On note qu'une sous-formule dont la polarité est nulle (sous la portée d’une équivalence ou
comme condition d’un ite) posséderait deux occurrences, I'une avec une polarité positive et
I’autre avec une polarité négative dans une version oui les équivalences et les ite sont éliminés.
La polarité nulle permet de traiter spécifiquement les opérateurs < et ite sans avoir a les
réduire.

Définition 6 (Cloture existentielle, cloture universelle) Pour une formule ¢ dont I'en-

semble de variables libres est V() = {#1,..., 2} avec o(x;) = 7, on appelle
— cloture existentielle de ¢ et on note 3(p) la formule (3, z1. ... (3, 2. »))
— cloture universelle de ¢ et on note V(y) la formule (v, z1....(V, 2. )

La partie suivante décrit comment interpréter formellement une formule du premier ordre
multi-sortes.

2.2 Satisfaisabilité

Définition 7 (Interprétation d’un langage) Soit un langage du premier ordre multi-sortes
égalitaire £ = (S,V,F,P,a,0) et un domaine D = def U,es D- de valeurs possibles pour les
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constantes de ce langage, ol les ensembles D, sont non vides et disjoints. Une interprétation
d’un langage du premier ordre multi-sortes égalitaire est la paire Z = (D, ) ou

— I attribue un élément d € D, a chaque variable z € V. ; on dit alors que [ est une
valuation.

— [ attribue une fonction I(f) : Dy X...x D, — D; a chaque symbole fonctionnel f € F
tel que o(f) = (71,...,7a,7); on pose alors I(f(t1,...,tn)) =gef I(f)I(t1),-..,1(tn))
pour chaque 7-terme f(t1,...,t,);

— [ attribue une fonction I(p) : Dy x ... x D, — {T,L} a chaque symbole prédicatif
p € Paveco(p)=(T1,...,7Tn);

— I attribue au symbole =, la relation d’identité sur 7 définie par I(=;) : Dy X D; —
{T, L} et I(=;)(¢,t') =T si I(t) = I(t') et L sinon.

Avec les notations précédentes, la valeur de vérité du prédicat atomique p(fi,...,&,) est
I(p)(I(t),...,I(ty). La valeur de vérité d’une formule logique ¢ dépend de la valeur de
vérité de ses prédicats atomiques sur lesquels on applique les tables de vérités des connecteurs
logiques et les régles suivantes pour les quantificateurs :

— (3, z.¢) est vraie par 7 s'il existe un élément d € D; tel que p(d/z) est vraie;

— (V. z.¢) est vraie par Z si pour tout élément d € D, la formule p(d/z) est vraie.

Une interprétation Z associe ainsi un élément I(¢) € {T, L} a chaque formule du premier
ordre . Par abus de langage dans la suite, on utilise les termes "interprétation I de la formule
¢ dans D" pour "valeur de vérité de la formule ¢ par Uinterprétation (D, I)".

Définition 8 (Modéle) Une interprétation Z = (D, I) est un modeéle d’une formule close ¢
(ce qu’on note Z |- ¢) si I(¢) = T. Par extension, Z est un modeéle d’un ensemble de formules
closes S (ce qu’on note Z I- S) si ¢’est un modeéle pour chaque formule de S.

Un ensemble de formules closes S’ est une conséquence logique d’un ensemble de formules
closes S (noté S E S’) si tout modele de S est un modele de S’. Deux ensembles de formules
closes sont logiquement équivalents si tout modéle de 'un est un modéle de 'autre.

Définition 9 (Satisfaisabilité, validité) Un ensemble S de formules closes est satisfaisable
si S admet un modeéle. Un ensemble S de formules closes est valide si toute interprétation est
un modele de S.

Une formule ouverte ¢ est satisfaisable! (resp. valide) si sa cloture existentielle 3() (resp.
sa cloture universelle V(y)) est satisfaisable.

L’objectif de la partie suivante est de présenter quelques formes particuliéres (dites cano-
niques) de formules et d’établir une relation entre 'interprétation de cette forme canonique et
celle de la forme initiale.

2.3 Formes canoniques

Certaines formes canoniques de formules sont détaillées ici pour permettre leur utilisation
dans les preuves de théorémes & venir. Pour chaque forme canonique obtenue, un théoréme
d’équivalence logique ou seulement d’équisatisfaisabilité établit le lien avec la forme initiale.

1Le terme de consistance sémantique est souvent employé & la place du terme de satisfaisabilité qui est un
néologisme traduit de ’anglais satisfiability.
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dnf == dnfV dnf| nconj

enf = enf A enf| ndisj

nnf = nnfonnf| Q- z . nnf| litt
nconj = litt A litt| litt
ndisj = litt v litt| litt

litt = atome|—atome

ou dnf, cnf, nnf sont respectivement des formules en forme DNF, CNF
et NNF, Q- € {V_,3.}, z € V., o € {A,V} et atome est I'élément
syntaxique de la figure 2.1.

F1G. 2.2 — Grammaires des formules en forme DNF, CNF et NNF

Une formule sans quantificateurs est en forme normale disjonctive (DNF) si c’est une
disjonction de conjonctions de littéraux, en forme normale conjonctive (CNF) si c’est une
conjonction de disjonctions de littéraux. Une formule (contenant éventuellement des quanti-
ficateurs) est en forme normale négative (NNF) si elle ne contient ni symboles d’implication
(=) ni symboles d’équivalence (<) et si toute négation n’est appliquée qu’aux atomes. Ces
définitions sont formalisées par la grammaire donnée & la figure 2.2.

La figure 2.3 définit la fonction neg permettant d’obtenir une formule sous forme normale
négative a partir d’une formule générale de type fpoms définie dans la partie 2.1. Cette fonction
termine puisqu’elle diminue soit le nombre d’équivalences, soit le nombre d’implications sans
augmenter celui d’équivalences, soit la taille de la formule a laquelle elle est appliquée. Nous
allons établir que cette fonction transforme une formule en une formule équivalente.

Théoréme 1 Toute formule ¢ est logiquement équivalente a neg(yp).

IDEE DE PREUVE. La preuve se fait en plusieurs étapes. Par induction sur la structure de ¢, on
commence par montrer qu’elle est vraie pour toute formule sans quantificateurs ne contenant
que des conjonctions et disjonctions; ce résultat est étendu aux formules sans quantificateurs
contenant en plus les opérateurs ite, = et < et —. L’extension aux formules quantifiées se fait
alors naturellement. O

Pour caractériser les sous-formules quantifiées dont la quantification n’est pas modifiée par
une mise en forme NNF, on introduit les termes existentiellementy; quantifiée et universellement,s
quantifiée comme suit. Soit une formule ¢ et une position 7 telles que ¢ |,= @ z .. La variable
z est dite existentiellement,s quantifiée dans la formule 1) quand @ est 3 et pol(¢ |r) = +1 ou
quand @ est V et pol(¢ |r) = —1. Intuitivement, cette quantification a le sens d’une quantifica-
tion existentielle. De maniére similaire, z est dite universellement,; quantifiée dans la formule
¥ quand @ est V et pol(¢ |r) = +1 ou quand @ est 3 et pol(y) |) = —1 Intuitivement, cette
quantification a le sens d’une quantification universelle.

Théoréme 2 Toute formule sans quantificateur ¢ est équivalente o une formule Y sous forme
normale conjonctive (respectivement disjonctive).
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2.3. Formes canoniques

neg(p1 © P2

neg(a
neg(p1 = @2
neg(p1 < @9
neg(ite(1, 2, 3)
neg(——p
neg(—a
neg(—(¢1 = ¢2)
neg(—(p1 < ©2)
neg(—ite(p1, 2, ¢3)
neg(—(e1 A ¢2)
neg(=(p1 V p2)
neg(—(V.z.¢)
neg(—(3,z.¢)
neg(Qrz . ¢

)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)

ol @ est un mot engendré par 1’élément syntaxique atome de la figure 2.1.

neg(p1) o neg(p2) ot o € {A,V}

A (p2 = 1))
A (=1 = ¢3))

(02 = 1))
(=1 = ¢3))

Qrz . neg(p) o Qr € {V,, 3.}

F1G. 2.3 — Mise en forme normale négative
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PREUVE. En construisant la forme normale négative ¢’ de ¢ et en appliquant la régle de
réécriture P A (Q V R) — (P AN Q)V (P ANR) (resp. PV (QANR) — (PV Q)N (PV
R)) qui préserve I’équivalence, on obtient une formule ¢ en forme normale disjonctive (resp.
conjonctive) équivalente a . O

Pour les formules avec quantificateurs, on introduit la forme prénexe et la forme de Skolem.

Définition 10 (Forme prénexe) Une formule est sous forme prénexe si elle s’écrit sous
la forme Q1 ...Qr, Ty . OU @ est sans quantificateur, @, € {VTi,ElTi} et ; € V,, pour
1< <n.

Intuitivement, le théoréme suivant montre que les quantificateurs d’une formule peuvent
étre "déplacés" en téte de celle-ci.

Théoréme 3 Toute formule ¢ est équivalente a une formule i sous forme préneze.

PrREUVE. Comme dans la preuve du théoréme 2, on réécrit ¢ sous la forme NNF. La preuve se
fait alors par induction sur la taille de la formule qui ne contient plus alors que les connecteurs
logiques A, V, = et les deux quantificateurs V et 3. O

Définition 11 (Forme de Skolem) Une formule est en forme de Skolem si elle s’écrit sous
laformeV_ 1...V,_ z,.£ou ¢ est sans quantificateur et z; € Vy, pour 1 < 4 < n. Le processus
de mise en forme de Skolem est appelé skolémisation.

La procédure suivante est une skolémisation. Soit ¢ =def Qr 1 ... Qr, Ty . une formule
prénexe ol (), pour 1 < ¢ < n est un quantificateur typé et soit 43 < ... < iy, les indices 7 tels
que @, est un quantificateur existentiel. Pour chaque 1 < r < m on effectue successivement
les étapes suivantes :

1. soit j; < ... < jk les indices j tels que @, est un quantificateur universel et @, est a
gauche du quantificateur existentiel Q, ;

2. on ajoute le nouveau symbole fonctionnel f, d’arité k tel que o(f,) = (o(zj,),...,0(z;,),
o(z;,)) et qui est appelé fonction de Skolem
3. on définit le terme ¢ =gor fr(zji, - - -, 7).

La formule ¢g, obtenue & partir de ¢ en supprimant, pour tout 1 < r < m, toutes les
quantifications existentielles ()7, z; et en remplacant chaque occurrence de z;, par i, est la
forme de Skolem de .

Exemple. Soit £ =ger ({71, 72}, V,{f},{B} a,0) un langage tel que a(f) = 1, a(R) = 2,
o(f) = (11, m2) et o(R) = (12, T2), et soit ¢ la formule

3wV, zV_ y3, z. Rlwf(z)V R(zf(y)V R(f(z),2).

Avec les notations de la procédure précédente, on a m = 2, 14 = 1 et 49 = 4. Pour r valant
1, 4, vaut aussi 1 et comme il n’y a pas de quantificateur universel & gauche de ()1 on a
t1 = fi. Pour r valant 2, iy vaut 4, il y a deux quantificateurs universels & gauche de Q4
et on a tp = fo(z,y) avec o(fz) = (71,71, 72). La formule pg =4,V 2V y.R(f,f(z)) V
R(fao(z,y),f(y)) V R(f(z), fa(z,y)) est alors la forme de Skolem de ¢.
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2.4. Méthode de Herbrand

Théoréme 4 Une formule ¢ est satisfaisable si et seulement si une de ses formes de Skolem
wg lest aussi.

PREUVE. On conserve les notations de la définition 11. Sans perte de généralité on considére
une formule close en forme prénexe @ ; la preuve est en effet extensible aux formules ouvertes
en prenant leur cloture existentielle. On montre que ¢ est satisfaisable si et seulement si la
formule ¢ obtenue par la procédure de skolémisation détaillée ci-avant ’est aussi.

Soit Z = (D, I) un modéle de ¢. Pour chaque variable existentiellement quantifi¢e z;, € Vr,
et pour toutes les substitutions 6; d’une variable z; universellement quantifiée et & gauche du
quantificateur Elm par un élément de Dy, il existe un élément e;, € D, tel que la formule ¢,
dans laquelle on a substitué chaque z;, par e;. et chaque z; par 6;(z;), est interprétée a T. Pour
chaque symbole fonctionnel f, € F introduit par skolémisation de z;., on construit la fonction
I(fr) € Dy, x ... X Dy, — Dy, qui associe ¢;, aux (0, (z;,), ..., 0 (). L'interprétation 7’
qui prolonge ainsi Z aux symboles fonctionnels introduits par la skolémisation est un modéle
pour ;.

Réciproquement, soit Z = (D, I) un modele de ;. Ceci signifie que pour chaque symbole
fonctionnel f, introduit par skolémisation, il existe une fonction I(f,.) € Dr x...xDr — Dy,
telle que I(p) est T. La formule obtenue en substituant dans ¢ chaque variable existentielle-
ment quantifiée z; par I(f.)(0; (w;,),...,0; () € Dy, et en supprimant le quantificateur
associé & w;,, est vraie dans Z; Z est donc un modéle pour ¢. O

La partie suivante présente alors la méthode de Herbrand qui permet de vérifier syntaxi-
quement la satisfaisabilité d’une formule écrite sous la forme d’un ensemble de clauses.

2.4 Meéthode de Herbrand

La méthode de Herbrand est basée sur la construction d’un domaine (éventuellement infini)
de termes, nommé Univers de Herbrand et sur une interprétation sur ce domaine. Comme
dans [Fon04], cette partie présente une version multi-sortes de la méthode. Pour une version
mono-sorte, on peut se référer a [Bus98, GG9I1].

Définition 12 (Clause) Une clause est une disjonction de littéraux dont les variables sont
universellement quantifiées.

Définition 13 (Univers de Herbrand) L’univers de Herbrand H d’un langage multi-sortes
(8, V,F,P,a, o) est défini par H =def U,es Hr, avec H, = def Upnen H? o, pour chaque sorte
7 € 8, la suite (H?),en est définie par :
— HY qui est 'ensemble des constantes de F de sorte 7.
— H™! qui est 'ensemble des termes f(t1,...,ty,) ou f € F avec o(f) = (71, Tm,T)
et ti € Uy<pn HE pour 1 < i < m.

Définition 14 (Interprétation de Herbrand) Pour un langage multi-sortes (S, V, F, P,
a, o), on appelle interprétation de Herbrand toute interprétation définie sur le domaine H qui
est l'identité sur les constantes et qui fait correspondre & chaque symbole fonctionnel f € F
avec o(f) = (71,...,™m,T) la fonction I(f) associant au terme (#1,...,¢y,) € Hyy x ... x H;
le terme f(t1,...,ty) € H,.
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Chapitre 2. Préliminaire(s) logique(s)

On appelle base de Herbrand (notée Bp) d’un langage £ l’ensemble des littéraux clos de
ce langage (c.a.d. I'ensemble des atomes clos et leur négation). Pour les littéraux de By,
les interprétations de Herbrand ne difféerent que dans la maniére d’interpréter les symboles
prédicatifs.

Lemme 1 (Lemme de Herbrand) Un ensemble S de clauses est satisfaisable si et seule-
ment s’il admet un modéle de Herbrand.

PREUVE. La preuve du "si" est évidente. Réciproquement, soit Z = (D,I) un modeéle de
S. On considére une fonction f : H — D qui associe & tout terme h € H, un élément
de D.. Soit linterprétation de Herbrand Ty = (H, Iy) telle que Iy (p)(t1,...,tn) = T si
I(p)(f(t1),...,f(ty)) =T pour t1,..., ¢, des termes de H,... , H. .

Pour prouver que Zp est un modeéle pour S, montrons que pour toute substitution 0 :
VY — H et pour toute clause C € S, Ig(COy) =T.

Supposons le contraire. Pour chaque littéral [ € C, on a

IH(ZHH) = 1 c.a.d.
Ig(l(ti0g, ..., t,0g)) = L ou encore
I(U(f(tOn),. ... f(tabH))) = L

par définition de Iz. On a ainsi trouvé une substitution 6 : ¥V — D qui rend faux tout littéral
de C, ce qui contredit I’hypothése que Z est un modéle de S. O

Définition 15 (Clause fondamentale) Une clause dans laquelle on a remplacé chaque va-
riable par un symbole de méme sorte puisé dans l'univers de Herbrand est appelée clause
fondamentale.

Corollaire 1 Un ensemble S de clauses est satisfaisable si et seulement si son ensemble de
clauses fondamentales est satisfaisable.

PREUVE. Un ensemble de clauses est satisfaisable si et seulement s’il admet un modéle de
Herbrand, i.e. pour chaque clause C =def Vo, 2. VTk_ 7, . @ et chaque substitution 6 : V — H,
la formule sans quantificateur 8 est satisfaisable, i.e. son ensemble de clauses fondamentales
est satisfaisable. O

On peut alors en déduire le corollaire suivant

Corollaire 2 ([FG03, Cor.1]) Soit un langage multi-sortes L = (S,V,F,P,a,0) et soit
T € S une sorte telle qu’il n’y ait pas de symbole fonctionnel f dans F de signature o(f) =
(T4, ..., Tn, T) avec n = 1, et soit x une variable de sorte 7. Supposons que ¥z . ®(z) est une
formule close de Skolem de L. Alors ¥ z . ®(z) est satisfaisable si et seulement si la conjonction
finie \.cg ®(c) lest.

Détaillée dans [FGO03, Cor. 1], la preuve de ce corollaire est fondée sur la finitude du domaine
de Herbrand H,, permettant de transformer une quantification universelle en une conjonction
finie.

Les atomes sans variable pouvant étre vus comme des variables propositionnelles, ces
deux corollaires permettent de passer d’un probléme de satisfaisabilité exprimé en logique du
premier ordre dans un probléme de satisfaisabilité d’un ensemble de clauses propositionnelles.
Le théoréeme de compacité [CL93, p. 62| de la logique propositionnelle (un ensemble T de
clauses propositionnelles est satisfaisable si et seulement si tout sous-ensemble fini de T est
satisfaisable) permet alors d’énoncer le théoréeme de Herbrand proprement dit :
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2.5. De Herbrand a la superposition

CvA DvV-B CVAVEB
(CVD)o (CVA)o
ol 0 = gor mgu(A, B) ol 0 = gor mgu(A, B)
(a) resolution (b) factoring

F1G. 2.4 — Régles du calcul de résolution [Rob65]

Théoréme 5 (Théoréme de Herbrand) Un ensemble de clauses n’est pas satisfaisable si
et seulement s’il existe un sous-ensemble fini de clauses fondamentales non satisfaisable.

Cet ensemble fini se construit itérativement en ajoutant des instances de clauses fondamentales
et en vérifiant "de temps en temps" si ’ensemble construit est satisfaisable.

Néanmoins, ce théoréme ne donne pas de conclusion lorsque I’ensemble de clauses est satis-
faisable. Pire, cette vérification itérative divergera dans ce cas. Ce résultat dissymétrique entre
le cas ou ’ensemble est satisfaisable et celui ol il ne I'est pas est fréquent dans les procédure
de détection de satisfaisabilité. On parle alors de semi-décidabilité lorsqu’elle convergent pour
tout ensemble de clauses non satisfaisable et de décidabilité lorsqu’elles convergent dans les
deux cas.

Des méthodes de vérification de satisfaisabilité de clauses fondamentales sont présentées
dans la partie suivante.

2.5 De Herbrand a la superposition

Pour décider de la satisfaisabilité d'un ensemble fini S de clauses fondamentales, Robin-
son [Rob65] propose la méthode déductive de résolution : & partir de deux clauses fondamen-
tales C' VIl et D vV =l de S, on engendre la nouvelle clause C'V D (nommeée résolvante). On
détecte la non satisfaisabilité de S en comparant la résolvante au vide : dans le cas ou elle
est engendrée par deux clauses réduites aux deux littéraux complémentaires [ et —I, S est
insatisfaisable. Dans le cas contraire on réapplique la résolution sur d’autres clauses. Lorsque
I’ensemble de clauses engendrées devient stable sans qu’il n’y ait de contradiction, on instancie
"quelques" clauses fondamentales et on recommence la résolution.

2.5.1 Reésolution

Présentée a la figure 2.4(a), la régle de résolution sur des clauses ouvertes permet d’inter-
vertir instanciation et résolution : elle tire ainsi profit de la finitude du nombre de résolutions
entre deux clauses ouvertes (ce nombre est infini lorsque le nombre de clauses fondamentales
correspondantes est lui aussi infini). Cette démarche est basée sur la notion d’unificateur le
plus général dont la définition est donnée ci-dessous.

Définition 16 (Unificateur, unificateur le plus général) La substitution 6 est qualifiée
— d’unificateur entre deux termes ¢t et t’ de sorte 7, si t6 et t'6 sont syntaxiquement égaux,
et
— d’unificateur le plus général (mgu) si, de plus, tout unificateur 6’ de t et ¢’ peut se
réécrire comme la composée de 0 et d'une autre substitution. On note mgu(¢, ') un tel
unificateur entre les termes t et t'.
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(Vo.z =2) reflexivité
(Vz,y.z =y =y =u=x) symétrie
Va,y,z.(z=yANy=2)=2=2) transitivité
Vo, y1...YVn, yn - (Algign T = y;) =
f(z1,...2p) = f(y1,...yn)) monotonie

FiG. 2.5 — Axiomes de congruence &
Cvs=t D
(CVDlt]x)o
ol 0 =gor mgu(s, D |x)

F1G. 2.6 — Regle de paramodulation [RW69|

Couplée avec la régle de factoring (figure 2.4(b)) la régle de résolution engendre la clause
vide & partir de tout ensemble insatisfaisable de clauses; on parle alors de calcul réfutation-
nellement complet.

Dans le contexte général des logiques du premier ordre, I’égalité a un statut différent des
autres prédicats : on ne l'interpréte que par la diagonale du domaine. Cette spécificité peut
étre oubliée en définissant le symbole d’égalité comme le prédicat binaire vérifiant I’ensemble
& des aziomes de congruence de la figure 2.5 et en ajoutant la forme clausale de £ & ’ensemble
de clauses initiales. Dans cette figure, chaque axiome est en fait un schéma d’axiomes : les
trois premiers doivent étre instanciés pour chaque sorte 7 et ’axiome de monotonie doit étre
instancié pour chaque symbole fonctionnel de F.

Cette interprétation est appelée interprétation modulo £. Axiomatique, elle posséde le
défaut de générer un grand nombre de clauses inutiles. La paramodulation présentée ensuite
permet de résoudre ce probléme.

2.5.2 Paramodulation

Dans une interprétation modulo £, pour limiter le nombre d’inférences entre la résolution
et £, Robinson et Wos [RW69] ont introduit la régle de paramodulation (figure 2.6) remplacant
plusieurs étapes de résolution par une instanciation suivie du remplacement d’un sous-terme.
Cette régle permet de raisonner avec le symbole = directement dans la logique, sans £, et ne
nécessite pas de paramoduler dans une variable. Cette derniére conséquence permet d’éviter de
nombreuses inférences. Le calcul composé des régles de factoring, de résolution et de paramo-
dulation est aussi réfutationnellement complet pour peu qu’on ajoute a ’ensemble de clauses
des axiomes de reflexivité[NRO1|. Ce calcul n’est pas détaillé davantage car la superposition,
présentée ci-aprés, est encore plus performante.

2.5.3 Superposition

Ces améliorations successives ne servent qu’un seul but : produire des conséquences aussi
petites que possible et en petit nombre pour converger au plus vite vers la clause vide. Pour
limiter le nombre d’inférences il est judicieux de n’effectuer les substitutions que lorsqu’elles
remplacent un terme par un autre de plus petite taille. De tels systémes de déduction s’appuient
donc sur ’existence d’une relation d’ordre entre les termes, appelée ordre de réduction.
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2.5. De Herbrand a la superposition

Nom Regle Conditions
/
subsumption CTC/ Elvi " i((%),)iécc’
o o = I"=0(1),0(1) = 6(r),
simplification TOET = olo(D)] = (6(1) = 6(r))

deletion

ou C et C’ sont des clauses, 6 et p des substitutions, [, I’ et r des termes
et Cl] précise que la clause C' contient un littéral dont un membre est
le terme [.

Fi1G. 2.7 — Regles de simplification pour SP.

A partir d’'un ensemble fini S de clauses équationnelles, le calcul par superposition SP
[ARRO3| applique itérativement des régles de simplification (figure 2.7) et d’inférence (fi-
gure 2.8) en privilégiant systématiquement les simplifications. Ces régles sont fondées, d’une
part, sur la construction préalable d’un ordre de réduction (>) sur les termes et son extension
multi-ensemble [DJ90]| aux littéraux puis aux clauses et, d’autre part, sur l'existence d’un
unificateur le plus général (mgu) entre deux termes u et u'.

Dans le cas ot S = T U ¢ avec T un ensemble fini de clauses équationnelles et ¢ une
disjonction de littéraux clos, il est possible de conclure, lorsque SP termine, que T U ¢ est
satisfaisable si et seulement si I’ensemble final de clauses ne contient pas la clause vide. Lorsque
la clause vide est générée, T'U ¢ n’est pas satisfaisable.

Ainsi, pour décider par superposition de la satisfaisabilité d’une formule ¢ modulo une
théorie 7 finiement axiomatisée par Az(7), il suffit de saturer 'ensemble des clauses issues
de la mise en forme clausale de ¢ et des axiomes de Az (7).

Ce mémoire montre aux chapitres 8, 9 et 10 que les tableaux sont des structures per-
mettant de modéliser et de vérifier automatiquement les systémes uniformes distribués. La
partie suivante définit alors la théorie des tableaux avec extensionnalité par un ensemble fini
d’axiomes en logique équationnelle permettant ainsi l'utilisation de la superposition comme
systéme déductif.

2.5.4 Théorie des tableaux avec extensionnalité

On nomme A¢ la théorie des tableaux multi-sortes construite sur les sortes VALUE, INDEX et
ARRAY, avec les symboles fonctionnels write (abrégé ensuite par wr) et read (abrégé ensuite par
rd) de signature o(wr) = (ARRAY, INDEX, VALUE, ARRAY) et o(rd) = (ARRAY, INDEX, VALUE).

Intuitivement, pour un terme a de sorte ARRAY, un terme ¢ de sorte INDEX et un terme v
de sorte VALUE, les termes rd(a, i) et wr(a, i, v) définissent respectivement la valeur du tableau
a a l'index 1 et le tableau obtenu a partir de a en fixant & v la valeur a l'index 1.

Les propriétés de ces symboles fonctionnels sont définies par I’ensemble Az(A¢) de la
figure 2.9 qui est une présentation finie de A¢. On note X 4 la signature contenant les symboles
fonctionnels rd, wr, un ensemble fini non vide de symboles constants de chaque sorte et Ay
la théorie engendrée & partir de I'ensemble d’axiomes Az(As) =gor {(2.1),(2.2)}, qui est la
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Nom Regle Conditions
o(u) 2 o(v),
, 0’(’U, = U) ﬁ J(A)a
paramodulation Fvi[(qfﬂ]vbgw[zﬁ;/f):v o(l[u]) 2 o(r),
o(l[w] =r) £
o'V A)
reflection Lg(‘;)é“ o(u' =u) £ o(l)
o(u) £ o(v),
. TVu=vVu'=v' o(u) 2 J(F)’
factoring (Vo EoNu=0") o(u = v) £
o(u' =v"VvT)

ou I' et A sont des disjonctions de littéraux, u, v, u/, v, [ et r sont des
termes, o est le mgu de u et u’, > est le symbole d’égalité (=) ou de
distinction (#£) et [[u'] précise que le terme [ contient le terme u’ & une
certaine position.

FiGc. 2.8 — Regles d’inférence pour SP.

VA X,E .rd(wr(A, X,E),X)=F (2.1)
VA, X,J,E.X #J=rd(wr(A, X, E),J) =rd(A,J) (2.2)
VA,B.(VX.rd(4,X)=rd(B,X)) = A=B (2.3)

avec A et B des variables de sorte ARRAY, X et J des variables de sorte
INDEX, et £ une variable de sorte VALUE.

Fic. 2.9 - Axiomatisation Az(A¢)
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2.5. De Herbrand a la superposition

§ =t
flooysiy...) =t
wr(s1, S2,83) = t1 wr(sy, S2,83) > to
wr(s1, s2,83) = rd(t1, t2)
(51, 8m) = (t1,...,tn)
f(s1yeenysm) = f(t,. . ty)
(51, 80) = (ty, ..., tn) f(s1,...,80) = ti, 1€1,...,n

f(Sl,...,Sn)Ff(tl,...,tn)

ol s;, t; et ¢ sont des termes, f est le symbole fonctionnel rd ou wr et
1% est 1'extension lexicographique de > qui est définie récursivement
par (tl, ey tm) >—1€X (51, e, Sn) ssity > spout; = spet (tg, ey tm) >—1€X
(82, 8n)

F1G. 2.10 — Ordre LPO appliqué aux symboles de 3 4

théorie des tableaux privée de 'axiome (2.3) dit d’extensionnalité.
Voici un exemple de saturation d’'un ensemble de clauses par superposition modulo la
théorie des tableaux.

Exemple. Soit la formule

©Ysat =def rd(a, k) =r A rd(wr(a, k,c),i) =c A
rd(wr(a,k,c),j) =cAi#]

On souhaite décider de la satisfaisabilité de @gq; modulo AS. Comme @44 ne contient pas de
distinctions entre termes de sorte ARRAY, il suffit [ARR03, Lemme 7.1] de vérifier la satisfai-
sabilité de @44 modulo Ag. Ceci revient a saturer I’ensemble composé de la clause

rd(wr(4,1,E),J) =rd(A, J) VI =] (2.4)

(qui est 'axiome (2.2) sous forme clausale), de 'axiome (2.1) et des clauses suivantes :

rd(a,k) =r, (2.5)
rd(wr(a, k,c),i) = c, (2.6)
rd(wr(a, k,c),j) = c, (2.7)

i ] (2.8)

Il reste & définir un ordre de réduction >, parameétre de SP. Plutot que d’expliciter une
relation d’ordre entre les termes du langage et de vérifier ensuite qu’elle est bien un ordre
de réduction (stabilité, monotonie et bonne fondation), on engendre cet ordre a ’aide d’un
constructeur : 'ordre de réduction > retenu est induit par la relation de précédence >, consi-
dérée comme totale sur les constantes et telle que wr > rd et il est construit comme 'ordre de
chemin lexicographique LPO [DJ90] selon les régles de la figure 2.10.

Sous cet ensemble de régles, la clause

rd(a,i) =cV k=i (2.9)
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est engendrée par paramodulation entre (2.4) et (2.6). Dans ce cas en effet, on pose d’une
part I' = 0, I[u'] = v = rd(wr(a,k,c),i), v = rd(wr(A,I,E),J), v = rd(4,J]), r = c,
A=(I=J)eto=][A:=al:=kE :=cJ:=i. Dautre part, en appliquant la pre-
miére régle de la figure 2.10, on obtient wr(a,k,c) = a qui induit (wr(a,k,c),i) =1 (a,i)
par extension lexicographique. En appliquant alors la derniére régle de LPO, on en déduit
que rd(wr(a,k,c),i) > rd(a,i) et donc que o(u) A o(v). Vérifier les autres contraintes d’ordre
s’effectue de maniére similaire.
De méme, on obtient la formule

rd(a,j) =cV k=] (2.10)

par paramodulation entre (2.4) et (2.7). Enfin les axiomes (2.1) et (2.4) générent par paramo-
dulation la clause

d(A,T)=EVI=1 (2.11)

(éliminée par deletion) et aucune régle ne peut plus s’appliquer. La formule g, est donc
A -satisfaisable.

Prouvé comme réfutationnellement complet pour la logique équationnelle du premier ordre
[NRO1], le calcul SP peut diverger face & un ensemble de clauses satisfaisables. La partie
suivante présente un résultat de décidabilité par ce calcul pour la théorie A€.

2.5.5 Résultat de décidabilité par SP

Dans [ARRO03], Armando, Ranise et Rusinowitch présentent un ensemble de résultats de
décidabilité utilisant le calcul par superposition SP. Parmi ceux-ci, on reprend celui qui va
servir de base théorique pour ce mémoire.

Théoréme 6 ([ARRO03, Th.7.2|) Le calcul par superposition SP décide de la satisfaisabilité
de toute formule de A¢ sans quantificateurs.

2.6 Résumé

Ce chapitre a présenté une collection d’outils (définitions et théorémes) en logique et en
preuve par systéme déductif permettant une meilleure compréhension des preuves théoriques
de ce mémoire. Parmi ceux-ci, on retiendra essentiellement le lemme 1 de Herbrand permettant
de se ramener & un raisonnement syntaxique et le théoréme 6 de décidabilité du calcul SP
pour la théorie des tableaux.

Pour approfondir le sujet on peut se référer a [BGO1| pour une étude plus précise sur
la résolution, [NRO1, GNO1| qui détaille davantage la paramodulation, [Wei01l| qui présente
une combinaison originale de superposition et d’utilisation des sortes, [DJ90] qui précise les
systémes de réécriture tandis que [Rus89| s’intéresse a la complétude des systémes d’inférence
de paramodulation et de superposition.

Le chapitre suivant présente les classes d’application de ce travail.
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Chapitre 3

Classes d’application

Les motivations relatives au traitement d’une classe particuliére d’exemples peuvent étre
(i) soit a lorigine d’une étude : il s’agit dans ce cas de trouver une démarche apportant
une solution a cette classe; (i7) soit un cadre d’application d’une étude : dans ce cas, c’est
la démarche qui importe et ’enjeu consiste & la rendre suffisamment générique pour traiter
autant de familles d’exemples que possible, dont la classe particuliére. Néanmoins, quelles que
soient les motivations, cette classe particuliére se caractérise a ’aide d’une description formelle
des comportements qu’elle autorise et des propriétés qu’elle traite.

Dans ce chapitre, le formalisme des systémes de transitions étiquetés est rappelé et utilisé
pour présenter les exemples classés ici en deux familles. La premiére famille est & rattacher aux
systémes distribués (ou répartis) qui correspondent au besoin de faire travailler indépendam-
ment des processeurs, des machines paralléles avec, pourquoi pas, des morceaux de mémoire
partagée. La seconde famille s’intéresse aux exemples industriels. Ces exemples de grande taille
servent, au chapitre 11, & montrer (sans démontrer) l'efficacité des démarches présentées dans
cette thése en justifiant qu’elles supportent un passage a une grande échelle.

Au dela de la présentation de classes d’exemples, ce chapitre montre quelles structures de
données sont nécessaires pour exprimer et vérifier ces exemples. Dans un cadre de résolution
de conflits entre processus, par exemple, la citation suivante laisse & penser a priori que les
structures d’éléments seront suffisantes : " The problem of resolving conflicts between processes
in distributed systems is of practical importance. A conflict between a set of processes must be
resolved in favor of some (usually one) process and against the others : a favored process must
have some property that distinguishes it from others"|CM84]|. Apres réflexion, la structure
d’ensemble de processus apparait comme judicieuse : on peut alors construire un premier
ensemble des éléments qui ont cette propriété de distinction et un second ensemble de ceux
qui ne 'ont pas, puis prouver que le premier ensemble est réduit & un singleton. Ce chapitre
montre qu’au dela de la structure "naturelle" d’ensemble, d’autres structures alternatives sont
utilisables dans ce contexte.

Ce chapitre s’organise de la facon suivante : la partie 3.1 définit les systémes uniformes dis-
tribués comme des systémes issus, notamment, de synchronisations de systémes de transitions
étiquetés; la partie 3.2 traite de propriétés que doivent garantir de tels systémes, et montre
alors l'intérét des structures ensemblistes ; la partie 3.3 présente ’exemple jouet du MESI qui
sert de fil rouge a toute la suite du travail, tandis que la partie 3.4 décrit & quelle famille de
spécifications industrielles ont aussi été appliquées les théories et techniques de ce travail ; la
partie 3.5 présente les enjeux de la vérification de systémes abstraits paramétrés et quels défis
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sont & relever. Un résumé conclut alors le chapitre.

3.1 Systémes uniformes distribués

Les systémes distribués ont connu un essor important ces deux derniéres décennies avec
I’arrivée de machines multiprocesseurs, de grilles de calcul, d’imprimantes en réseau, ... Ces
applications nécessitent de savoir partager efficacement des ressources communes, de travailler
avec des copies locales d’une mémoire globale, de synchroniser des taches. ..

S’inspirant des ouvrages [MP92, Ray92, Bau03, CDK01, SBBT99]|, cette partie introduit
les systémes de transitions étiquetés, définit ensuite leur composition paralléle avec ou sans
synchronisation et se termine par leur composition au moyen de variables partagées.

Dans ce qui suit, pour ne pas alourdir la présentation, on emploie avec le méme sens les
termes de composant(e)s, entités, sachant que cela s’applique essentiellement & des processus
ou des processeurs.

3.1.1 Systéme de transitions étiqueté

Pour caractériser formellement les propriétés des systémes, il est nécessaire de choisir un
langage formel de spécification dont il existe une représentation sous la forme de pseudo-
code informatique suffisamment expressif et qui permet en outre de définir chaque module du
systéme individuellement pour les composer entre eux ultérieurement.

A la maniére de [MP95], on commence par caractériser individuellement chaque composant
a ’aide d’un systéme de transitions étiqueté dont la définition est donnée ci-apres.

Définition 17 (Systéme de transitions étiqueté) Pour un langage £ du premier ordre
multi-sortes, un systéme de transitions étiqueté 7'S est un quintuplet (X, D, I, act,—) ou
— l’ensemble fini X de variables d’état comprend notamment les variables de données qui
sont explicitement déclarées et modifiées par des instructions du programme et les va-
riables de contréle qui mémorisent la progression de ’exécution du programme ;
— D est '’ensemble des domaines des variables de X ;
— chaque état est une valuation p qui affecte & chaque élément z € X une valeur de son
domaine dans D ; un état p satisfait alors une formule ¢ € L ¢’il existe une interprétation
7 de L telle que T IF ¢(p(z));
— la formule I de L caractérise les états dans lesquels le programme débute son exécution ;
tout état p satisfaisant I est appelé état initial;
— act est ’ensemble des étiquettes des transitions;
— un triplet (p, 1, p’) avec p, p’ deux états et | € act appartient a 'ensemble des transitions
— signifie que p’ est un successeur de p par la transition étiquetée .

Plus que la description syntaxique du composant par un systéme de transitions, c’est ’en-
semble [[TS]] des ezécutions de ce systéme de transitions qui nous intéresse. Chaque exécution
est une séquence pg, p1, . - . telle que pg est un état initial et pour tout ¢ > 0, il existe un ! € act
tel que (pi, [, pi+1) est une transition de —.

3.1.2 Composition paralléle

L’ezécution paralléle de deux systémes 1'S; et T'Se de transitions, puis par extension de n
systémes, est définie comme 'exécution du systéme TS} ® TS construit comme un produit
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asynchrone de ces systémes de transitions dont on donne la définition ci-aprés.

Définition 18 (Produit asynchrone) Pour i = 1,2, soit TS; =gef (X, D, I;, act;, —;) deux
systémes de transitions. Le produit asynchrone entre T'S) et T.Se, noté TS} ® TSs, est défini
par

(X,D,I,act; Uacty U act; X acta, —)

ol

— létat (p1, p2) vérifie I si et seulement si py vérifie [; et po vérifie I,

— une transition ((p1, p2), I, (], p5)) appartient a 'ensemble des transitions — si
— 1l € acty, (p1,1,p)) € —1 et pa = ph, ou
— 1 € acty, (p2,1,p4) € —2 et p1 = pl, ou
- 1= (ll,lg), I € acty, Iy € acto, (pl, ll,pll) € — et (pg, lg,pé) € —9.

3.1.3 Synchronisation

Le produit asynchrone permet de définir I’ensemble des états pour un systéme dont les
composantes n’interagissent pas entre elles. Dans le cas contraire, on parle de synchronisation,
notion détaillée dans la définition de produit synchrone qui suit.

Définition 19 (Produit synchrone) Pour 1 < i < n, soit TS; =g (X, D, I, acti, —i)
des systémes de transitions étiquetés. Le produit synchronisé @ entre T'S1, TS, ..., TS, est
défini comme la restriction du produit asynchrone aux transitions autorisées, définies par un
ensemble Sync d’étiquettes d’actions.

La synchronisation par envoi/réception de message est un cas particulier de produit syn-
chronisé. Elle concerne les systémes ayant trois sortes de transitions : les transitions internes,
les rendez-vous et celles de diffusion. Elles sont décrites dans une sémantique d’entrelacement,
c.a.d. un contexte ou deux transitions autorisées de Sync ne peuvent avoir lieu simultanément.

Une transition interne d’étiquette [ est une action locale & un seul processus qui passe d’un
état dans un autre état. Cette transition, qui ne se synchronise avec aucune autre, correspond
a l'inclusion de {/} dans l’ensemble Sync.

Un rendez-vous est une transition qui synchronise une transition d’un processus p avec une
transition d’un processus p’, par exemple par I’envoi et la réception d’un message m bloquant,
étiquetés respectivement m! et m?. Le processus effectuant la transition m! est I’émetteur, celui
effectuant la transition m? le récepteur. Dans le produit synchronisé, seules sont autorisées
les transitions ot une émission m! est accompagnée d’une réception m?, ce qui se traduit par
I'inclusion de {(m!, m?)} dans I’ensemble Sync.

Enfin une transition de diffusion (broadcast) change ’état de chaque processus. Un proces-
sus envoie un message de diffusion & tous les autres en franchissant la transition (p1, !, p) de
—. Tous les autres se déplacent d'un état py vers un état pf lorsque (po,177, ph) est dans —.
Il se déplace alors depuis 1'état p; vers Pétat p). Par souci de clarté, ce mémoire se restreint
a ’étude de réception déterministe de broadcast, c’est a dire telle que, pour chaque état p et
chaque étiquette de broadcast (77, il existe exactement un état p’ tel que (p, 177, p’) est dans
—. Alinsi les transitions (p, 77, p) ne sont pas dessinées sur les figures.

La figure 3.3 est un exemple de systéme de transitions avec synchronisation par broadcast
de message. Les systémes avec transitions internes, rendez-vous ou broadcast composent la
classe des systémes de broadcast.
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teSL —=t:=p

F1G. 3.1 — Systéme de transitions du MutEx.

3.1.4 Partage de variables

Lorsque les composantes d’un systéme partagent des variables, au lieu de définir une syn-
chronisation a l’aide d’une restriction sur les transitions du produit asynchrone, il est plus
judicieux de contraindre ’exécution d’une transition a la validité d’un prédicat portant sur
ces variables. On appelle alors garde le prédicat qui bloque ou autorise une transition suivant
sa valeur de validité.

En guise d’exemple de synchronisation de systémes de transitions par variables partagées,
on présente ’algorithme MutEx qui est une version simplifiée (issue de [BLS01]) de I’algorithme
d’exclusion mutuelle de Dijkstra [Dij65]. Chaque processus p controlé par cet algorithme suit
le systéme de transitions donné & la figure 3.1, o SL, R et A définissent respectivement les
ensembles des processus endormis (sleeping), préts (ready) et actifs. La variable ¢ partagée
entre tous les processus indique lequel a le droit d’étre actif.

La transition de SL vers R exprime qu’un processus peut devenir prét sans aucune condi-
tion. Celle qui effectue une boucle autour de I’état R garantit au processus p le droit d’obtenir
la section critique lorsque le précédent détenteur de ce droit, ¢, est endormi. La transition
de R vers A n’est franchie que par le processus autorisé —au cours des autres transitions— a
utiliser la section critique. Celle de A vers SL exprime qu’un processus actif peut s’endormir
sans aucune condition.

MutEx est un exemple d’algorithme d’exclusion mutuelle basé sur l'utilisation d’une va-
riable sémaphore.

La partie suivante présente plus généralement les propriétés des systémes distribués aux-
quelles s’intéresse ce travail.

3.2 Propriétés

Cette partie se focalise sur les propriétés d’exclusion mutuelle et de cohérence de caches
auxquelles s’intéresse ce travail. Elle se conclut en exhibant les besoins, en terme de structures
de données, que soulévent ces propriétés.
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acquérir

demandeur

libérer transition controlée

par le systéme

dedans

FiG. 3.2 — Exclusion mutuelle : transition d’un processus.

3.2.1 Exclusion mutuelle

Lorsqu’une ressource physique ou logique (comme une séquence d’instructions) partagée
par plusieurs entités ne doit étre accessible que par une seule de ces entités a la fois, cette
ressource est appelée section critiqgue. Tout programme qui garantit ’atomicité des accés a
une section critique est dit posséder la propriété d’exclusion mutuelle.

Toute entité, dont le comportement est controlé par un algorithme d’exclusion mutuelle,
aussi complexe soit-il, suit le graphe de transitions de la figure 3.2 [Ray92]. Dans ce graphe,
chaque entité initialement dehors cherche a acquérirle droit d’entrer dans la section critique et
devient alors un demandeur. L’attribution par le systéme du droit permettant d’accéder a cette
section critique constitue la spécificité de I'algorithme. L’entité en ayant terminé avec la sec-
tion critique invoque une transition permettant de la libérer. Parmi les protocoles d’exclusion
mutuelle, on trouve Szymanski [Szy88|, bakery [Lam74|, MuxSem [MP92|, Dijkstra [Dij65],
ticket, Peterson, ...

3.2.2 Cohérence de caches

La seconde propriété étudiée est celle de cohérence de caches |PP84, Han93, PD97] : lors-
qu’une partie de la mémoire centrale est physiquement dupliquée en plusieurs exemplaires
nommeés caches, il est nécessaire de garantir que la mémoire centrale et I’ensemble des caches
sont cohérents. Lorsqu’un cache est modifié, les autres doivent soit étre mis & jour pour garan-
tir la cohérence des informations et on parle d’écriture-généralisée (write-update en anglais),
soit étre déclarés comme invalides pour en interdire la lecture et on parle d’écriture invali-
dante (write-invalidate en anglais). Un algorithme de cohérence de caches définit un ensemble
de régles qui coordonnent les controleurs de cache, les controleurs de mémoire centrale et les
processeurs. On se limite par la suite aux protocoles d’écriture-invalidante. Parmi les pro-
tocoles de cohérence de caches, on trouve Mesi [PP84], Illinois [PP84], Berkeley [KEW 185,
German [Ger00|, DEC Firefly [TS87].

3.2.3 Patron de propriétés

Cette partie montre que les deux principales propriétés étudiées dans ce mémoire s’écrivent
sous une forme normale.
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Pour une propriété d’exclusion mutuelle, on nomme Crit(a) le prédicat qui vaut T si et
seulement si l'entité e est dans la section critique. Un programme garantit une propriété
d’exclusion mutuelle si la formule

Va,b.a # b A Crit(a) = —Crit(b) (3.1)

est vraie dans tous ses états.

Pour une propriété de cohérence de caches, en se plagant dans le cadre de la partie 3.2.2
on nomme Modified(a) (resp. Shares(a)) le prédicat qui vaut T si et seulement si 'entité a a
modifié son cache (resp. partage une copie de la mémoire centrale). Il s’agit alors de vérifier
si la formule

Va,b.a # b A Modified(a) = —Shares(b) (3.2)

est vraie dans tous les états du programme. Classiquement, on ajoute & cet invariant la pro-
priété d’exclusion mutuelle

Va,b.a # b A Modified(a) = —~Modified(b) (3.3)

qui stipule que deux processeurs ne peuvent modifier simultanément leur propre cache.
Sans difficulté, on remarque que (3.1), (3.2) et (3.3) sont toutes des instances du patron
de propriétés

Va,b.a #bA Pla) = -Q(b) (3.4)

ou P et @ sont des symboles prédicatifs éventuellement égaux.

3.2.4 Structures de spécification adéquates

La partie précédente a montré que les systémes au centre de ce travail doivent garantir des
propriétés d’exclusion mutuelle. Ces algorithmes se partagent en deux classes : les algorithmes
fondés sur ’obtention de permissions et ceux fondés sur 'utilisation d’un jeton. Dans le premier
cas un processus désireux d’accéder a la section critique doit obtenir une permission des
autres ou d’un controleur pour accéder & 1’ensemble des états autorisés. Cette permission n’est
accordée que lorsque le systéme est dans une configuration particuliére qui dépend des états
d’un ensemble de processus. Dans le second cas 1'unicité du jeton garantit l'exclusivité de
I’acces a la section critique. Dans ce cas la structure représentant le jeton peut étre la méme
que celle qui représente un processus.

Pour établir une spécification, il est donc nécessaire de posséder au moins deux sortes et
donc deux structures distinctes : une pour mémoriser une entité de type processus et une autre
pour représenter un ensemble de processus. Pour mémoriser une entité, on utilise par la suite
une sorte d’éléments ou d’indices; pour représenter un ensemble d’entités on utilise les sortes
d’ensemble d’éléments, de fonction totale et de tableau pour lesquelles il faut au moins prévoir
des opérateurs classiques tels que

— union, intersection, ...dans le cas des ensembles,

— image, surcharge, ...dans le cas des fonctions et

— lecture/écriture d’une valeur & un indice précis dans le cas des tableaux.

Le chapitre 5 montrera comment spécifier ces systémes a ’aide d’ensembles ; pour les mémes
systémes, le chapitre 9 utilisera des fonctions et le chapitre 10 des tableaux.
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3.3 Exemple fil rouge

Cette partie présente 1'algorithme MESI [PP84] qui sert d’illustration aux démarches de
vérification présentées dans ce mémoire. Cet algorithme modélise le comportement de caches
de processeurs distribués ayant un comportement uniforme. Le systéme de transitions d’un
cache est représenté a la figure 3.3 et posséde quatre états M, E, S, |, donnant leur nom a
’algorithme.

Un cache dans I’état | est invalide : les données qu’il contient ne doivent pas étre lues car
elles ne sont pas identiques a celles de la mémoire centrale. Toute transition qui sort de cet
état met a jour le cache avec le contenu de la mémoire centrale. Dans l'état partagé S (pour
"Shared"), le contenu du cache est une copie. Un cache dans I’état E est aussi une copie de
la mémoire centrale, mais il dispose, de plus, de I'exclusivité pour se modifier. Dans 1’état
M (pour "modifi¢"), un cache n’est plus cohérent par rapport a la mémoire centrale. Toute
transition qui fait sortir un cache de cet état met & jour la mémoire centrale avec le contenu
de ce cache.

On détaille ci-aprés le comportement global du systéme qui doit garantir que les deux
propriétés de cohérence de cache sont respectées, a savoir :

— il n’y a qu’un cache dans ’état M et

— lorsqu’un cache est en S aucun cache n’est en M.

Initialement, chaque processeur a un cache invalidé, c’est & dire dans l’état I.

Chaque cache peut étre lu par 'action locale read s’il est dans un état quelconque sauf
dans I. Un cache c¢ invalidé (c.a.d. dans l’état |) souhaitant lire dans la mémoire envoie le
message de broadcast read, auquel réagissent tous les autres caches dans les états M et E en se
déplacant dans I'état S. Le retour dans I’état S du cache qui était dans I’état M s’accompagne
d’une mise a jour de la mémoire. Le cache ¢ parvient alors & I’état S aprés une mise & jour de
son contenu par celui de la mémoire centrale.

Pour modifier son contenu, un cache dans I’état S demande I'invalidation des autres caches
en leur envoyant le message de broadcast writelnv. Il accede alors a I’état E a partir duquel il
peut modifier son contenu, ce qui est représenté par une action locale write qui le fait passer
dans I'état M.

L’exemple MESI posséde les caractéristiques requises pour illustrer notre approche : le
systéme de transitions de chaque entité est suffisamment petit (une transition interne et deux
transitions de broadcast) pour étre présenté sous plusieurs perspectives et c’est une propriété
de cohérence de cache qui doit étre vérifiée. La partie suivante justifie ’étude de spécifications
industrielles méme si elles sortent du cadre strict posé dans ce chapitre.

3.4 Spécifications industrielles

Les exemples dits "industriels" composent la deuxiéme famille sur laquelle la. démarche est
appliquée. Leur grande taille induit plusieurs conséquences. Elle permet expérimentalement
de :

— s’assurer que la démarche proposée supporte un passage & une grande échelle,

— comparer les outils implantant les démarches de vérification en exhibant un écart majeur

de temps de calcul qui cette fois est significatif,

— convaincre les partenaires académiques et industriels du bien fondé de ’approche.
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writeInv??
/\ (j read
@ read!! @

writeInv?? read?? writeIny!!

writelnv??

M E
write

write, read read

F1G. 3.3 — Systéme de transition d’un cache MESI.

De plus les besoins industriels n’étant pas en bijection avec les connaissances théoriques et
pratiques du moment, ces spécifications proposent des pistes d’extension des méthodes a pri-
vilégier, du moins ponctuellement, et évitent de s’engouffrer immédiatement dans certaines
branches théoriques qui ne seraient pas utilisées en pratique.

Ces exemples concernent principalement la validation de protocoles de communication
autour de la carte & puce, de commandes automobiles et de porte monnaie électroniques.
Il sont classiquement représentés par un seul systéme de transitions avec un grand nombre
d’états (fini), contrairement aux compositions paralléles des exemples précédents ; ils sont ainsi
plus proches de I'implantation que d’un modéle abstrait du probléme.

Ces exemples sont exprimés dans le langage des machines abstraites B (cf chapitre 5) pour
lesquelles des invariants doivent étre établis (cf. chapitre 4).

3.5 Systémes abstraits paramétrés

Au lieu de s’attaquer péniblement & des systémes complexes et trop détaillés, le spécifieur
élabore souvent ses premiers modéles sur des structures de données abstraites pour mettre en
valeur le cceur des algorithmes et repousser l'introduction de détails & des étapes ultérieures
de raffinement. Ceci conduit souvent & remplacer des domaines bornés par des domaines
infinis, et des structures ordonnées (listes, files, ...) par des ensembles sans structure. Cette
méthodologie nommeée développement incrémental permet d’étudier des systémes plus petits
mais aussi plus abstraits.

Lorsqu’elles sont établies sur le modeéle abstrait, les propriétés de siireté, comme celles
présentées & la partie précédente, sont conservées par tout raffinement car celui-ci ne fait
qu’enlever des comportements. Par conséquent, le spécifieur a tout a gagner a vérifier ses
propriétés au plus tot.

Si ’on prend pour exemple un systéme uniforme distribué ol le nombre de composants est
abstrait par un entier n positif, vérifier en une seule étape les propriétés pour tout n est un
véritable challenge : en cas de réussite, plus aucune autre vérification n’est nécessaire quelque
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que soit ledit nombre n.

Cependant, derriére cet idéal séduisant se cachent des difficultés : les techniques classiques
de model-checking ne s’appliquant plus en raison de I'infinitude du graphe d’exécution, il est
nécessaire de mettre en place des méthodes symboliques capturant la notion d’infini comme
celles présentées aux chapitres suivants.

3.6 Résumé

Ce chapitre a présenté les classes d’exemples et de propriétés que la démarche présentée
dans ce mémoire vise & traiter. Ces exemples sont définis & ’aide d’une composition synchro-
nisée de systémes de transitions étiquetés.

La partie suivante s’intéresse aux langages de spécification qui préservent la sémantique
des systémes de transitions (sans en imposer la lourdeur syntaxique) et aux techniques de
vérification associées. Un tel langage doit posséder des structures permettant de représenter
un élément et un ensemble d’éléments.
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Chapitre 4

Construction d’invariants

Le chapitre précédent a introduit les classes de systémes pour lesquelles ce travail apporte
une solution de vérification en insistant sur le challenge que représente la vérification de sys-
témes abstraits paramétrés. Dans de tels systémes, ’espace des états étant infini, seule une
méthode capturant cette infinitude est & méme d’apporter un verdict.

Traitant de formules quantifiées, les logiques du premier ordre multi-sortes répondent a
cette attente mais nécessitent, pour étre employées, que les questions de vérification soient
traduites dans leur langage de prédicats. Pour mettre en ceuvre ceci il est suffisant de traduire
les ensembles d’états en formules du premier ordre nommées assertions, les programmes en
transformateurs d’assertions et de disposer d’une procédure de décision adaptée.

La partie 4.1 introduit des éléments de terminologie et de méthodologie de vérification de
propriétés de stireté par construction d’invariants. Cette méthode est définie au niveau des sys-
témes de transitions. La partie 4.2 définit deux langages : celui des assertions et celui des sub-
stitutions généralisées comme langage de spécification. A 1’aide d’opérateurs classiques [Sif82],
la partie 4.3 montre que les programmes peuvent étre vus comme des transformateurs d’asser-
tions, dont la pertinence est évaluée dans un contexte de vérification par preuve automatique.
Elle établit ainsi que la méthode déductive de vérification d’invariant correspond & la méthode
de la partie 4.1 et traite en plus le cas infini. Différents semi-algorithmes qui implantent cette
méthode déductive de construction d’invariants sont donnés en partie 4.4.

4.1 Meéthode

Les programmes étudiés étant paramétrés, chacun d’entre eux peut potentiellement dé-
buter dans différents états. Cet ensemble d’états, appelé ensemble d’états initiaux et noté I,
est inclus dans ’espace ¥ des états du programme. Dans ce contexte, une propriété de sireté
exprime qu’un programme ne doit pas évoluer vers certains états critiques ou d’erreur depuis
un état initial choisi dans I. Notons J le complémentaire de ces états critiques c’est & dire
I’ensemble des états de X non critiques. Par la suite, on confond la propriété de streté avec
cet ensemble J d’états non critiques.

En nommant K l'ensemble des états atteignables c.a.d. tous les états qui sont accessibles
a partir des états initiaux du programme, la condition nécessaire et suffisante pour que la
propriété de sireté J soit établie est que ’ensemble K soit inclus dans J.

Cependant K n’est pas nécessairement donné, tandis que J ’est. Pour vérifier la propriété
J, il suffit, par exemple, de s’assurer que chaque état initial vérifie la propriété (c.a.d. que I C
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J) et que toute opération du programme depuis un état de J meéne dans un état de J. Si c’est
le cas, I’ensemble J et la propriété sont qualifiés d’snvariants du programme dont l’ensemble
d’états initiaux est I. Cependant, cette condition sur J n’est que suffisante : une propriété de
stireté peut étre établie sur K sans étre invariante. Lorsqu’il est non vide, ’ensemble J \ K
peut en effet contenir des états qui ménent & des états critiques, rendant ainsi J non invariant.
L’exemple suivant illustre un tel cas.

Exemple. Considérons le programme qui est défini pour une variable z € 7Z et tel que

— si > 0, le programme incrémente z de 1 et

— si z <0, le programme décrémente z de 1.
La propriété de streté J = def {z | £ € N} est établie pour le programme précédent lorsqu’il
débute dans l'ensemble d’états initiaux particulier I =g, {z [ z = 1} : & chaque itération, la
valeur de £ augmente de 1 et est ainsi strictement positive. L’ensemble des états atteignables
est donc K =gor {z | z € N\ {0}}. Par contre la propriété J n’est pas invariante : lorsque z
vaut 0, le programme est dans un état qui vérifie la propriété mais il retourne la valeur —1
qui ne vérifie plus celle-ci.

La proposition suivante établit une condition nécessaire et suffisante a I’établissement d’une
propriété de sireté. Celle-ci est a la base de toutes les méthodes de vérification de propriétés
de stireté de ce travail.

Proposition 1 Une propriété de streté J est établie par un programme si et seulement s’il
existe un ensemble J' qui est un invariant du programme et qui est inclus dans J. Dans ce
cas, on dit que J' est un renforcement de J.

PREUVE. La preuve du si (<) s’effectue en remarquant que J’ étant un invariant, I’ensemble
I des états initiaux du programme est inclus dans J’ et J’ est stable par ce programme.
L’ensemble K des états atteignables du programme est donc inclus dans J’, donc dans J par
hypothése.

La preuve du seulement si (=) s’effectue en choisissant pour J' ’ensemble K des états
atteignables depuis ’ensemble des états initiaux du programme : cet ensemble contient I et
toute opération du programme depuis un état atteignable méne dans un état atteignable, donc
cet ensemble est un invariant. O

On s’intéresse dans la suite a des moyens algorithmiques de construire J’. On rappelle
ci-aprés deux méthodes, nommeées propagation avant et propagation arriére qui, & partir des
ensembles I et J respectivement, calculent ce J’.

La propagation avant calcule la limite J,,, d’une suite croissante, au sens de 'inclusion, d’en-
sembles des états accessibles depuis I, I compris. De maniére duale, étant donné un ensemble
d’états J, la propagation arriére calcule la limite Jj; d’une suite décroissante d’ensembles des
états dont tous les successeurs appartiennent & J, Jys compris. Pour construire ces suites, on
a besoin de la définition suivante.

Définition 20 (post et pre) Soit (X, R) un systéme de transitions et E une partie de X.
Les fonctions post et pre définies par

post(R,E) = {p|lpeXAn@p.(¢.p) ERAp €E)} (4.1)
pre(R,E) = {plpeX Ao .(np)eR= ) €E)} (4.2)

construisent respectivement ’ensemble des successeurs de E selon une application de R et
I’ensemble des prédécesseurs de E selon une application de R qui ménent uniquement dans F.
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(a) Prédécesseurs ne menant que (b) Successeurs de ’ensemble E
vers I’ensemble E

Fi1G. 4.1 — Transformateurs d’ensembles

Dans la figure 4.1 qui représente ces deux ensembles, on constate que I'indéterminisme est
un point essentiel dans leur construction : certains prédécesseurs d’éléments de E n’appar-
tiennent pas a pre(R, E) car ils sont a l'origine de transitions dont 'image n’appartient pas a
E. On donne ci-aprés la définition d’invariant basée sur ces transformateurs d’ensemble.

Définition 21 (Invariant de programme) Soit (X, R) un systéme de transitions et  une
partie de X, définissant ’ensemble des états initiaux d’'un programme dont I’ensemble des
états est donné par X et dont les transitions sont définies par la relation R. U est un invariant
du programme défini par (X, R, ])

1. si et seulement si I C U et post(R, U) C U ou
2. siet seulement si I C U et U C pre(R, U).

L’équivalence entre 1 et 2 s’obtient en remarquant que

U C pre(R, U)
Vp.peU=pecpre(R,U) (def. inclusion)
VoppeU=Np.(pp)eR=p €U) (def. pre)

Vp,p.(peUAN(pp)eR)=p elU (mise en forme prénexe)

Vo,p(f e UN(p,p)eR)=peU (renommage de variables)
Vop.3p.peUAN(,p)eR)=pe U (réduction de portée de la quantification sur p)
Vppepost(R,U)=peU (def. post)

post(R,U) C U (def. inclusion)

On note que post est distributif vis & vis de 'union et que pre est distributif vis a vis de
Iintersection. La preuve est immédiate : considérons deux ensembles F et F' de I'espace des
états ; dans post(R, E U F') (resp. dans pre(R, E N F)) on réécrit p' € E U F (respectivement
P eEENF)enp € EVp €UF (resp. p € E A p/ € UF) et on exploite la distributivité du
A sur le V.

On construit avec ces notations les suites (Ip)pen et (Jp)nen telles que Iy = I, I, =
I,_1Upost(R, I—1), Jo = J et J, = J—1Npre(R, J,—1). Par récurrence sur n et en utilisant la
distributivité de post (resp. de pre) par rapport a I'union (resp. a l'intersection), on a, pour n >
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1, I, = I, _1Upost™®(R,I) et J, = J,_1Npre" (R, J), oit post™(R, I) = post(R,post” (R, I)),
avec post (R, I) = post(R, ) et de méme pour pre.

La propagation avant (respectivement arriére) est une itération du calcul de I, (resp. de
Jn). Les limites de (I, )nen et de de (J,,)nen sont respectivement notées Jp, et Jys lorsqu’elles
existent.

Détaillons & présent en quoi consiste la méthode de vérification. Supposons dans un premier
temps la terminaison de la méthode de propagation avant, ce qui revient & supposer que ’on
dispose de J,,. D’aprés la proposition 1, la propriété de streté J est vérifiée si et seulement
si I'inclusion J,, C J est établie. De maniére similaire, si I’on suppose la terminaison de la
méthode de propagation arriére et donc 'existence de Jyy, il est nécessaire et suffisant que
I'inclusion I C Jys soit vraie pour que la propriété de stireté soit établie.

Pour répondre au probléme de terminaison du calcul de J,, (resp. de Jyz), il suffit de
savoir décider l'inclusion de I,41 dans I, (resp. de J, dans J,11). Cependant, méme lorsque
les réponses aux deux questions précédentes sont constamment négatives c.a.d. que les termes
des suites (I)pnen et (Jp)nen divergent, on peut vérifier "de temps en temps" l'inclusion
d’un élément I, dans J (resp. celle de I dans J,), selon le sens de la propagation choisi. Si
Iinclusion n’est pas établie, il est inutile de poursuivre le calcul car le raisonnement énoncé
au paragraphe précédent s’applique : la propriété de sireté est violée.

La proposition suivante établit quelques propriétés sur J,, et Jy lorsqu’ils existent.

Proposition 2 (Plus petit invariant, plus grand invariant) Pour un systéme de tran-
sitions (X, R) et deux ensembles I et J tels que I C J C X.

1. Si l’ensemble J,, existe, alors c’est le plus petit des invariants de (3, R, I).

2. Silensemble Jy existe et contient I, alors c’est le plus grand des invariants de (X, R, I)
inclus dans J.

PREUVE. (adaptée de [GGT00, p. 348|) On ne détaille que la preuve de l'item 1, 'autre étant
similaire. On rappelle tout d’abord que J,, est 'union des états accessibles depuis I, I compris;
étant eux mémes accessibles, les ensembles de successeurs de J,,, sont donc inclus dans J,,.
Par conséquent, J,, est un invariant.

Montrons a présent que J,, est inclus dans tout invariant J’. Soit un invariant J’; par
définition, (¢) I C J' et (ii) post(R,J') C J'. De (i), on a que ensemble J' contient 1’ensemble
des états accessibles depuis J'; (i) ajoute que cet ensemble contient I, donc contient aussi
I’ensemble J,, des états accessibles depuis I. Par conséquent, J,, est inclus dans J’. O

En décrivant syntaxiquement les ensembles d’états et les programmes, la partie suivante
transfére au niveau symbolique ce qui a été fait, dans cette partie, au niveau des systémes de
transitions.

4.2 Langage d’assertions et de programmes

Vérifier, par construction d’invariant, des propriétés de stireté sur des systémes spécifiés a
I’aide de systémes de transitions est réaliste lorsque ’espace total des états est fini et de taille
raisonnable.

Dans le cas contraire, il est nécessaire de proposer une démarche prenant en compte cette
infinitude ou cette grande taille. L utilisation d’une logique traitant des formules quantifiées est
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une réponse, mais celle-ci nécessite de savoir transformer les questions d’inclusion d’ensembles
en des obligations de preuve de cette logique.

Pour cela, les ensembles d’états sont représentés par des formules (partie 4.2.1) et le pro-
gramme qui modifie ces ensembles d’états est décrit & l'aide de substitutions généralisées. Le
choix d’un tel langage est motivé a la partie 4.2.2, sa syntaxe est détaillée & la partie 4.2.3 et
sa sémantique opérationnelle est donnée & la partie 4.2.4.

4.2.1 Des ensembles d’états aux assertions

Pouvoir exprimer les ensembles d’états du programme & 1’aide d’une formule logique est
un pré-requis a I'utilisation de la logique comme démarche de vérification.

Soit un programme portant sur un vecteur X = (z1,...,z,) de variables d’état de domaine
D = D; x...xD,. Un état de ce programme étant une valuation p de chacune de ces variables
par un élément de son domaine, on définit un ensemble £ d’états comme une formule logique
¢ dont les seules variables libres appartiennent & X et telle que p est un état de F si et
seulement si @p est interprétée a vrai. On dit que la formule ¢ est une assertion qui définit
E. On note ¢(X) pour montrer que les seules variables libres de ¢ appartiennent a X. De
maniére usuelle [GGT00, MP95, BLS01|, on confond parfois dans la suite une assertion avec
I’ensemble d’états qu’elle représente.

4.2.2 DMotivations quant au formalisme du programme

Les langages développés pour la vérification de systémes uniformes distribués sont fondés
soit sur des prédicats, soit sur des affectations.

Dans les langages a base de prédicats [DP99], chaque opération est décrite a l'aide d’un
prédicat P portant sur les variables d’état du programme zy, ..., z, et sur leur version primée

z{,...,z),. Ce prédicat, nommeé prédicat avant-aprés dans[Abr96|, décrit la relation entre les

biad (0
états du programme avant et aprés son exécution.

La seconde famille de langages (|Sif82], SPL [MP92|, ALV [YKBBO05|, [RV03b], ASM |[BS03]),
utilise un formalisme d’affectations gardées. En constatant qu’une seule affectation, z; := F,
est suffisante pour représenter une conjonction d’égalités de la forme z{ = E A 2 = 22 A
... Az}, = 1, on comprend que le premier intérét d’un langage & base d’affectations est sa
compacité. On rejoint en ce sens la remarque de [BS03, p. 293] comparant les prédicats avant-
aprés avec la notion d’affectations gardées portant sur un ensemble de variables (dénommeée
méthode de "Parnas-table-based") : "The frame problem enters Parnas-table-based methods
through the declarative x /z’-notation for values of variables z in a given state and their value
2’ in the next state, yielding the overwhelming so-called NC-clauses (No-Change)."

On remarque ensuite que les langages de prédicats sont plus expressifs que les programmes
utiles & modéliser. Par exemple, le prédicat 22 = £3+1 est certes une représentation concise de
lopération qui affecte de maniére indéterministe & la variable z soit V23 + 1 soit —va23 + 1;
cependant lors d’une propagation avant ou arriére, la résolution d’une telle égalité va se poser.
Tandis que ’affectation indéterministe fournit directement les solutions, la forme prédicative
nécessite une procédure spécifique.

On note enfin que définir des opérations a l'aide d’affectations gardées permet d’obtenir,
pour une des deux propagations, des assertions dont le nombre de quantificateurs, qui ont été
introduits par cette propagation, est aussi petit que possible (cf partie 4.3.2).
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subst = skip| affec| choiz| pred = subst|
if predthen subst else subst

affec = x:= expr|z = expr|| affec

choiz = subst]|subst| (Qz . subst)

F1G. 4.2 — Syntaxe des substitutions généralisées.

La partie suivante présente la syntaxe du langage des substitutions généralisées, qui est
une extension des langages d’affectations gardées.

4.2.3 Syntaxe des substitutions généralisées

Cette partie définit un langage de substitutions généralisées qui est une restriction du
langage des machines abstraites B. Chaque substitution est engendrée par I’élément syntaxique
subst de la grammaire de la figure 4.2, paramétrée par les éléments syntaxiques erpr et pred.
La syntaxe des expressions (ezpr) dépend des structures de données utilisées. Les prédicats
pred sont exprimés, quant & eux, dans une logique du premier ordre multi-sortes dépendant
des structures de données des expressions. Les chapitres 8, 9 et 10 instancient ces éléments
syntaxiques.

Détaillons le sens de chacune de ces substitutions. Les substitutions de base sont skip,
qui est sans effet, et laffectation simple (:=), qui modifie la valeur d’une variable z. Toutes
les affectations sont supposées bien sortées, c’est & dire que les membres gauche et droit
d’une affectation sont de la méme sorte. Deux substitutions modifiant des variables différentes
peuvent étre effectuées simultanément en utilisant I'opérateur associatif et commutatif (]|)
de composition®. Néanmoins, les régles de la figure 4.3 [BP03] appliquées de gauche & droite
permettent de réduire cet opérateur de composition de substitutions généralisées & son action
sur des affectations simples (un simple renommage permet de garantir la condition de la
derniére régle de cette figure). Cet opérateur réduit est donc dit "d’affectation multiple".
Toutes les variables d’une affectation multiple doivent étre différentes.

L’indéterminisme est modélisé par le choix borné ([]) entre deux substitutions et par un
choix non borné (@) permettant de choisir une variable fraiche z servant ensuite de paramétre a
la substitution devant étre effectuée. En restreignant 1’utilisation de cette variable aux éléments
syntaxiques de type ezpr qui sont sortés, celle-ci acquiert une sorte implicite liée & un domaine
d’interprétation.

Les substitutions peuvent étre gardées (=) par un prédicat (élément syntaxique pred).

Pour un prédicat P et deux substitutions généralisées S et So, la substitution condition-
nelle if P else S else Sy reléve du sucre syntaxique : elle peut en effet se réécrire sous la forme
P = Si[|-P = S2. Néanmoins le principal inconvénient d’un tel développement est qu’il est
exponentiel sur le nombre de if then else imbriqués. On préfére donc conserver cette construc-
tion verbeuse, d’autant plus qu’elle apparait fréquemment dans les spécifications industrielles
et qu’elle est gérée nativement dans le prouveur cible haRVey présenté au chapitre 7.

5Cette composition paralléle qui s’applique & des substitutions est différente de la composition paralléle de
systémes de transitions qui est présentée au chapitre 3.
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SIS S = (SIS)Is"

s|s = SIS
skip|| S = S
(P=29)8 = P= (549"

(S0s) 18" (S 180" 118"
(if P then Selse S’) || S” if Pthen (S || S")else(S" || S")
(@z . 8)||S" = (Qz.(S||S") siz nest pas libre dans S’

ou S, S’ ,5” sont des substitutions généralisées, P est un prédicat et z
est une variable.

FiG. 4.3 — Réduction de 'opérateur || .

rely—p = {((a1,...,0i,...,a5),(a1,...,E,...,ay)) € L x T}
Tely.— ||| |pimBy = {((al,...,ai,...,ak,...,an),(al,...,Ei,...,Ek,...,an))
€Y x X}
relgip =  est la relation d’identité sur X
relp—g = (Zp X Z) N relg
relspr = relg Urelr
reloy s = U relg ou x apparait dans les expressions de relg
T
relif pthen Selse T = Telp— §[j-p—=T

F1G. 4.4 — Sémantique opérationnelle des substitutions généralisées.

4.2.4 Sémantique opérationnelle des substitutions généralisées

On définit la sémantique opérationnelle d’une substitution généralisée S en construisant
un systéme de transitions (3, relg) qui porte sur un vecteur X = (z1,...,2,) de variables de
domaine D = D; x ... X D,. L’espace % des états du programme est donc I’ensemble des
valuations possibles de X dans Dy x ... x D,.

La relation binaire relg est définie pour chaque substitution S dans la figure 4.4. Dans
celle-ci, a chaque assertion ¢ correspond une partie X, de X définie par

Y, = {p € ¥ | pp est interprétée a vrai}

La partie suivante présente les transformateurs d’assertions exprimés a partir des substi-
tutions généralisées, qui permettent, entre autre, de générer syntaxiquement les plus faibles et
plus forts invariants.
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4.3 Transformateurs d’assertions

On présente dans cette partie les transformateurs d’assertions qui permettent de définir
les suites (Ip)nen et (Jp)nen, cette fois au niveau logique.

La partie 4.3.1 définit les deux transformateurs d’assertions post et pre qui simulent post et
pre au niveau des assertions et des substitutions. En montrant en 4.3.2 que ces deux opérateurs
n’induisent pas la méme classe d’obligations de preuve, 'une étant plus facilement traitable
que l'autre, on en déduit que 'une des deux propagations est & privilégier par rapport a l’autre
dans un contexte de vérification automatique. La partie 4.3.3 présente l'opérateur [] équivalent
a pre mais qui posséde des avantages sur celui-ci en terme de quantificateurs.

4.3.1 Transformateurs d’assertions

On commence par définir les opérateurs pre et post dont les comportements respectifs
simulent ceux de post et pre au niveau des substitutions généralisées.

Définition 22 ([Sif82] Transformateurs d’assertions) Soit X un vecteur de variables

d’états de domaine > = Dj X ... X Dy, S une substitution généralisée portant sur X et
© une assertion définissant une partie de X.
post(S, ) = 3p".(p,p) € rels A p(p) (4.3)
pre(S.0) = Vp'.(p,p') € rels = p(p') (4.4)

L’assertion post(S, o) caractérise 'ensemble post(relg, 3,) et, de méme, 'assertion pre(S, ¢)
définit pre(relg, ¥,). Les transformateurs d’assertion post et pre sont couramment qualifiés res-
pectivement de plus forte postcondition (strongest postcondition) et de plus faible précondition
(weakest precondition) [Dij75] dans la mesure ot le langage de substitutions généralisées retenu
n’introduit que des transitions dont I’exécution se termine. La proposition suivante établit la
définition d’invariant & ’aide de ces transformateurs.

Proposition 3 Soit une substitution généralisée S et un état initial I. J est un invariant de
S

— si et seulement si

I = J et post(S,J)=J (4.5)
— si et seulement si

I= JetJ= pre(S,J) (4.6)

On donne ci-aprés une définition de J,, et Jy que 'on exprime cette fois a 1’aide des
transformateurs d’assertions introduits dans la partie précédente.

Définition 23 (Jy et Jy,) Soit X un vecteur de variables, S une substitution généralisée ne
modifiant que des variables de X et I, J deux assertions dont les variables libres appartiennent
a X et telles que I = J.
— Jpm est la plus forte assertion, au sens de I'implication, telle que I = J,,, et post(S, Jy,) =
I -
— Ju est la plus faible assertion, au sens de l'implication, telle que I = Jy et Jy =
pre(S, Ju)
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Pour construire J,, et Jys, on considére ainsi les suites d’assertions (I )pen et (Jp)nen
telles que Ip = I, I, = I,—1 V post(S, In—1), Jo = J et Jp = Jp_1 A pre(S, Jn—1)
Pour des raisons similaires & la partie 4.1, pour n > 1, on a

I, = 1,1V post™(S,I) et J, = J,—1 A pre" (S, J),

avec post™(S,1) = post(S, post" (S, 1)), pre" (S, 1) = pie(S,pre" 1 (S,1)), post'(S,I) =
post(S,I) et pre'(S,I) = pre(S,I). De meéme, les limites de (I,)nen et (Jn)nen sont res-
pectivement notées Jp, et Jy lorsqu’elles existent.

Cependant, il n’est pas aisé d’automatiser la construction de ces limites. La proposition
suivante corrige ce défaut en donnant une méthode constructive de J,,, et de Jys. Elle sera
utilisée dans les parties qui suivent.

Proposition 4 (Construction inductive de J, et Jy) Soit S une substitution sur 3, I
une assertion définissant un ensemble d’états initiaux, et J une assertion définissant une
propriété de sireté. En considérant (I,)nen et (Jy)nen les suites d’assertions définies comme
ci-dessus,

1. Jp, est le premier [; tel que ¢ € N, I = I; et post(S, I;) = I;.

2. Ju est le premier J; tel que i € N, I = J; et J; = pre(S, J;)

Pour appliquer la proposition précédente, il est nécessaire de savoir décider I'implication
aussi bien dans I’approche par post que dans I’approche par pre. La partie suivante compare ces

deux approches dans la perspective de décharger toutes les obligations de preuve successives
dans un prouveur.

4.3.2 Choisir entre pre et post dans une approche par preuve automatique

Cette partie montre qu’il n’est pas indifférent, selon le critére d’automaticité des preuves,
d’utiliser la propagation avant basée sur I'opérateur post ou la propagation arriére basée sur
pre.

Dans le cas ou la substitution S de (4.4) est une affectation gardée, la quantification la
plus externe de cette formule s’élimine. Pour illustrer cette partie, considérons X = {z,y}
I’ensemble des variables d’état d’un programme et 'affectation gardée

P(z,y) =z = E(z,y).
L’instance correspondante de (4.4) est
V:L‘,, y, . (((:L‘, y), (Ilv y,)) € relP(z,y):>z::E(z,y)) = QO(:L‘,, y/)
soit, d’aprés la définition de rel,
Va'y' (((z,y), (=, y") € {((z,y), (=", y") | P(z,y) N o' = E(z,y) Ay = y}) = o(z’,y)
soit,
Vi'y' (P(z,y) Na' = E(z,y) ANy =y) = o', y)
qui se simplifie successivement en

P(z,y) = (p(z’, 4" )(E(z,y)/2")(y/y")) (suppression de V) (4.7)
= P(z,y) = ¢(E(z,y),y)
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[P = S|0 = P=][S]O
[skip] O 0
[z := Ezp|O O(Ezp/z)
(affec] O = O(aa/1).. (/) (Br /1)
(Ba/22)... (af2n)
SIS0 = [S]OA[S]O
[if Pthen Selse 1O = ite(P,[S]0,[S]0)
[(@z . 8)]O = (Vp.[S]O(p/z)) ot p & Viin(O)

ou S, S’ sont des substitutions généralisées (définies & la figure 4.2), P
et O sont des prédicats, z est une variable, affec dénote l’affectation

parallele y; := Ey || -+ || yn := Ey ou les variables y1,...,y, sont des
variables distinctes deux a deux et z, ..., z, sont des variables distinctes
fraiches.

F1G. 4.5 — Opérateur [].

qui ne contient plus de quantificateur.
En instanciant la formule (4.3) avec la méme substitution, on obtient une formule qui, de
maniére similaire, se simplifie en

3" P(z' y) Nz = E(z',y) Aoz, y)

et pour laquelle la quantification ne se supprime pas. Ainsi, lorsque les variables d’état sont
ensemblistes, méme si ¢ est une formule logique du premier ordre, I’opérateur post engendre
des formules du second ordre dans le cas d’affectations gardées.

Cependant, en terme de gestion des quantificateurs, 'utilisation du transformateur post
convient dans certains cas. Pour une substitution S et un ensemble d’états initiaux I, lorsqu’il
s’agit uniquement de vérifier qu’une propriété J fournie est invariante ou non (formule (4.5) de
la proposition 3) 'obligation de preuve contenant I'opérateur post est en effet post(S,J) = J
et le quantificateur existentiel introduit par post se supprime par skolémisation. Il en est de
méme lors de la premiére vérification de l'item 1 de la proposition 4 ot ’obligation de preuve
est dans ce cas post(S,I) = I. Cependant, lorsque ces formules ne sont pas valides et que la
méthode proposée ici suggeére de calculer 7, cette technique de skolémisation ne suffit plus
pour supprimer les quantificateurs qui se situent aussi & droite du symbole d’implication.

4.3.3 De pre a 'opérateur []

La partie précédente a montré que, dans le cas d’une affectation gardée, I’équation (4.4)
est équivalente & une formule dont la quantification la plus externe est remplacée par une
substitution (cf. équation (4.7)). Cette démarche de suppression de quantificateur se généralise
a toutes les substitutions généralisées de la figure 4.2. La preuve se fait par induction sur la
structure de la substitution.

En nommant [] le calcul qui compose pre avec cette élimination de quantificateur externe,
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4.4. Semi-algorithmes de construction du plus faible invariant

on obtient les régles de calcul présentées a la figure 4.5. On remarque que ce calcul exploite
lopérateur logique ite qui rend plus compact le cas des substitutions conditionnelles.

Proposition 5 (Construction inductive de Jy avec []) Soit S une substitution, I une
assertion définissant un ensemble d’états initiaux et J une assertion définissant une propriété
de streté. Soit (J,)nen la suite d’assertions dont le terme général est défini par Jy = J et
Jnt1 = Jn A [S]™J. Alors Jys est le premier J; tel que i € N, I = J; et J; = [S]J;

Remarques

1. Comme pre, Uopérateur [] est distributif vis a vis des conjonctions. On a formellement
[S](¢1 A w2) = ([S]e1) A ([S]e2) pour toute substitution S et toutes les assertions o1
et Y2.

2. La sémantique relg d’une substitution généralisée S s’exprime aussi a 1’aide du prédicat
=[S]=(X = X') qui définit la relation entre I'ensemble X des variables d’état avant
lopération et ’ensemble X’ des variables d’état aprés I'opération.

3. Dans une substitution de choix non borné (Qz . S), le calcul de [S] introduit un quantifi-
cateur universel. Cependant, dans le cas de systémes uniformes distribués, cette substi-
tution est classiquement utilisée pour paramétrer la substitution par ’élément qui initie
(ou intervient dans) laction (cf chapitre suivant). La quantification qui en résulte porte
donc sur un élément et non sur un ensemble. On demeure dans la logique du premier
ordre.

La partie suivante détaille des semi-algorithmes de construction de plus faible invariant
Jur exploitant la proposition 5.

4.4 Semi-algorithmes de construction du plus faible invariant

Cette partie montre comment itérer le calcul de plus faible invariant Jjs en exploitant
la proposition 5. A des fins pédagogiques, un premier semi-algorithme est présenté en par-
tie 4.4.1. La partie 4.4.2 en présente une version affaiblie qui est suffisante pour vérifier que
des propriétés de sireté sont violées. La derniére partie en présente enfin des optimisations
successives permettant d’envisager raisonnablement une implantation efficace.

4.4.1 Construction naive d’invariant

Le semi-algorithme visant a construire l'invariant Jj; de maniére itérative est donné a la
figure 4.6, une itération étant un cycle qui commence et se termine dans I’é¢tat Updated et qui
passe une seule fois par les transitions compute et update.

A chaque itération, les deux conditions de la proposition 5 sont confiées & une procédure
de décision externe représentée par un hexagone et J; est mis & jour comme détaillé dans cette
méme proposition. Ce premier semi-algorithme s’arréte dans deux cas :

— si ’état initial n’est plus inclus dans J; ; dans ce cas J n’est pas une propriété de siireté.

— si I est inclus dans J; et J; est inclus dans ses prédécesseurs qui ne ménent que dans

lui; la propriété de streté J est alors vérifiée et J; est un invariant du programme. On
reconnait 13 une détection de point fixe.
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[nitial

Ji = T
1 = 1

Ji= T N[S)T ||i:=i+1

1

(update)

no

|
I = J; valid yes <Ji = [8]; valid>

| (compute) |

no yes

| |

[ J is not a safety property ] [ J is a safety property ]

F1G. 4.6 — Construction naive du plus grand invariant.

On note que cette construction itérative n’est qu’un semi-algorithme pour deux raisons. La
premiére est la divergence potentielle du calcul du prédicat J; construit au cours des itérations
de la transition update, qui correspond a l'indécidabilité de la vérification d’invariance pour les
systémes paramétrés généraux [AK86]. La seconde est la divergence de la procédure externe
devant vérifier la validité des deux conditions d’évolution.

La partie suivante s’intéresse a ce second cas et montre qu’en affaiblissant ce semi-algorithme
on obtient une démarche permettant de détecter qu’une propriété de sireté est violée.

4.4.2 Montrer qu’une propriété de siireté est violée

Lorsqu’on pressent qu’une propriété de siireté J est violée, il apparait judicieux de simplifier
le semi-algorithme précédent en supprimant la vérification de la condition J; = [S]J;. Le semi-
algorithme résultant, présenté a la figure 4.7, s’arréte dés que I = J; n’est plus valide, ce qui
signifie qu’au moins un élément de I n’est pas dans J; c’est & dire qu’au moins un successeur
d’un élément de I, ou un élément de I n’appartient pas & J.

Ce semi-algorithme posséde I'avantage de ne pas diverger au cours d’une vérification (in-
utile) de J; = [S]J;. De plus, il ne génére qu’une seule famille de formules & décharger dans
un prouveur, ce qui, en terme de procédures de décision, a des conséquences intéressantes qui
seront détaillées au chapitre 10.

La partie suivante présente des raffinements successifs du semi-algorithme de la figure 4.6,
dont ’objectif principal est de simplifier les obligations de preuve a décharger dans le prouveur.

4.4.3 Quelques optimisations

Concgu naivement, le semi-algorithme de la figure 4.6 est perfectible en ce qui concerne
les obligations de preuve fournies au prouveur, qui peuvent étre aisément simplifiées. Cette
partie montre comment réduire les formules fournies au prouveur, tout en donnant un sens a
ces réductions.
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Ji=J; N[S]PT || i =i+1

Updated
(update)

yes
— (compute)
< I = J; valid

no

|

[ J is not a safety property ]

FiG. 4.7 — Vérification de violation de propriété de sireté.

On rappelle tout d’abord que, par définition
Ji=Jia NS =T A[S]T A L[S

Ainsi, pour vérifier que J; est un invariant a la ™€ itération, en plus de vérifier la condition
sur I’état initial, il suffit de vérifier que J; est inclus dans ses nouveaux prédécesseurs qui ne
meénent qu’a lui et qui sont décrits par [S]*J. Cette intuition se retrouve au niveau logique en

constatant que la formule J; = [S]J; se réécrit comme
(JAISIT A AS]TR) = [S](J A[S]T A ... A[S]L)),

en développant J;. Cette équation est équivalente a J; = [S ]iJ d’apreés la propriété de distri-
butivité de [] par rapport aux conjonctions et par simplification logique.

Supposons maintenant que la substitution S soit décrite comme un choix borné entre n
substitutions S, ..., S, qui modélisent un programme défini par n opérations. Lors de la
transition update, dans l’assertion

[SIT =SS T A A SIS T = A (Sl [Sail (4.8)

1<ay,...,a; <n

qui est ajoutée a J; et qui est écrite sous la forme d’une conjonction d’assertions, seules
sont intéressantes celles qui ne se déduisent pas de J;. En effet, celles qui s’en déduisent ne
le renforcent pas. Pour mettre en place cette optimisation, il suffit de savoir détecter cette
implication, ce qui est réalisable lors de la détection J; = [S]iJ du point fixe, pour peu qu’on
la réécrive en

Ti= N\ S [Sald. (4.9)
1<a,...,a; <n

Ainsi lors de la transition update, il suffit de n’ajouter a J; —sous la forme d’une conjonction—
que les assertions [Sy,]...[Sa,]J qui ne vérifient pas 1’équation (4.9). Dans la figure 4.8 qui

i
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[nitial
Ji = J| .
1 = 1 Ji = Ji A /\i;?]\;n not Valldm ||
1:= 1+1
[ Updated GoBackward
(update) T
M :={[Sa;] - [Sa;]J |1 < aq,...,0; < n} nlo

I = J; valid yes </\m€ Ly i = m valid>
| (compute)

no yes
| |
[ J is not a safety property ] [ J is a safety property ]

Fic. 4.8 — Construction d’invariant par réduction de J;, de la condition d’inclusion et par
introduction du choix borné.

synthétise ces premiéres optimisations, les ensembles des prédeceseurs de J de la, 4™ itération
sont calculés (par la transition compute) en écrivant la substitution comme un choix borné
et sont mémorisés dans 1’ensemble M (pour prédécésseurs qui ne ménent que dans J). La
détection du point fixe est une réécriture directe de I'équation (4.9) en tenant compte de M.
La mise a jour de J; s’en déduit immédiatement.

Ensuite, le calcul de ’ensemble [S]iJ des i°™¢ prédécesseurs ne menant que dans J, calcul
effectué lors de la transition compute de la figure 4.8, peut étre optimisé en exploitant le
calcul de l'itération précédente comme présenté de maniére inductive dans 1’équation (4.8). A
nouveau, parmi les assertions [Sy, | ... [Sa,]J, seules nous intéressent celles qui ne se déduisent
pas de J;. Cette optimisation est mise en ceuvre en mémorisant, & chaque itération dans un
ensemble N (pour nouveaux prédécesseurs), les prédécesseurs d’'un élément de M qui ne se
déduisent pas de J;. On remarque, de plus, que cette optimisation s’adapte bien au fait que
la propriété de streté exprime généralement une combinaison de contraintes, qui se traduit
ainsi en une conjonction d’assertions. Dans ce cas, en initialisant N comme ’ensemble de ces
assertions, le calcul des prédécesseurs, qui se fait par rapport & chacune d’elle, engendre des
formules de taille plus réduite et donc plus facilement traitables automatiquement.

La figure 4.9 présente ce semi-algorithme, dénommé "calcul local des prédécesseurs", par
opposition au calcul global des prédécesseurs effectués dans les semi-algorithmes précédents.
Dans celui-ci, & partir de J, exprimée sous la forme d’une conjonction d’assertions, la fonction
ass engendre 1’ensemble de ces assertions.

Enfin, dans le semi-algorithme de la figure 4.9, la détection de point fixe est réalisée en
vérifiant la validité de J; = m pour chaque prédécesseur m € M. En nommant J I’ensemble
des assertions composant J;, la vérification de cette formule est équivalente & la vérification
de la validité de \/jea(j = m), qui peut étre déchargée en autant d’appels au prouveur que
d’éléments dans J. Implantant cette variante, le semi-algorithme de la figure 4.10 mémorise
Iinvariant J; sous la forme d’un ensemble J d’assertions, plutot que sous la forme d’une
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4.5. Résumé

[nitial
Ji= J|
N := ass(J ;=m not vali
PR ( )H Ji = Jl/\/\#z}M ot alde
' N:= {m|meM A J;= m not valid} ||
| = i+1
GoBackward
(update) f
M::{[Sk]nollgkgn/\noeN} n|0
< I = J; valid > yes </\me ydi=m valid>
| (compute) |
no yes
| |
[ J is not a safety property ] [ J is a safety property ]

FiG. 4.9 — Construction d’invariant par calcul local des prédécesseurs.

conjonction. Comme N, J est initialisé & l'aide de la fonction ass vue dans ’optimisation
précédente.

Ce découpage en vérification locale de d’implication est inspiré de [Sri93]| qui montre, dans
le cadre de contraintes arithmétiques linéaires, que la vérification de I'implication classique est
co-NP tandis que la vérification locale est polynomiale.

4.5 Résumé

Ce chapitre a rappelé comment vérifier des propriétés de stireté en construisant des in-
variants par propagation avant ou arriére. Cette construction se fait de maniére itérative en
appliquant un transformateur d’assertions. Nous avons alors montré que le langage des sub-
stitutions généralisées muni de 'opérateur [] allie une syntaxe compacte a un transformateur
d’assertions intégrant nativement une technique d’élimination de quantificateurs.

Du plus naif au plus raffiné, différents semi-algorithmes itérant ce calcul d’invariant et
déchargeant les obligations de preuve dans un prouveur adapté ont été présentés. Successive-
ment, chacun des algorithmes fournit des obligations de preuve plus réduites que la version
qu'il raffine. La divergence de ces semi-algorithmes sera étudiée au chapitre 10 dans un cadre
particulier de langage de prédicats et d’expressions.

La partie suivante présente la méthode B comme une démarche outillée permettant de
vérifier des invariants fournis par le spécifieur pour des programmes exprimés & l'aide de
substitutions généralisées.
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Chapitre 4. Construction d’invariants

02

Initial

d:= ass(J) ||
Ni (1188(J)|| d:= Ju{m|meM A Ji= m not valid} ||
L N:= {m|me&MAJ;= mnot valid} ||
| i= i+l
GoBackward
(update) 1
M::{[Sk]n0|1<k<n/\n0€N} n|0
</\j€3[ = valid> yes </\m€M Vjegli = m) valid>
| (compute) |
no yes
| |
[ J is not a safety property ] [ J is a safety property ]

F1G. 4.10 — Optimisation par vérification locale de I'implication.



Chapitre 5

La méthode B

Le chapitre précédent a présenté 'intérét du langage des substitutions généralisées dans le
cadre de vérification de propriétés de siireté par construction d’invariants. Ce langage est en
fait extrait du langage des machines abstraites B, s’intégrant dans le contexte de la méthode
B et mobilisant une grande communauté de chercheurs.

Ce chapitre vise & présenter cette méthode et & montrer I’applicabilité du langage des
machines abstraites B & la vérification de systémes uniformes distribués. Plus précisément, la
partie 5.1 décrit la forme générale d’'une machine abstraite B dont la syntaxe est donnée en
partie 5.2. La partie 5.3 présente en détail les obligations de preuve de cohérence de machine
B et établit le lien avec les OPs d’invariance vues au chapitre précédent. La partie 5.4 montre
comment traduire un systéme uniforme distribué en une machine abstraite B préte a étre
vérifiée par un outil, dont les principaux sont présentés en partie 5.5.

5.1 Ressorts de la méthode

Congue par J.-R. Abrial, la méthode formelle B [Abr96, Lan96| couvre les étapes du dé-
veloppement d’un logiciel, de la spécification abstraite jusqu’a la génération de code dans
un langage de programmation classique, par étapes successives dites de "raffinement". Les
principaux ressorts de la méthode B sont :

— La machine abstraite (MA). C’est la spécification a la base de toute la démarche B.

— Les substitutions généralisées. Elles permettent de décrire toute transition de la machine

a l'aide d’un langage dont un fragment a déja été présenté au chapitre précédent. Par
rapport a ce dernier, quelques différences syntaxiques existent : le langage B accepte
notamment la notation z, o := Ej, E» avec la sémantique de l'affectation multiple (||)
et ANY z WHERE P THEN S END est une notation verbeuse pour (Qz . P = §).

— Les composants. Réaliser un programme complexe sans faute en un seule étape est une
tache difficile. La notation des machines abstraites B prévoit des clauses permettant
de développer le programme en assemblant des composants décrits aussi & 1’aide de
machines. Ils ne seront pas étudiés plus en détail par la suite.

— Le raffinement. Le raffinement consiste & enlever de I'indéterminisme dans la machine
sans que l'utilisateur de celle-ci ne s’en rende compte : vue de I’extérieur, la machine a les
mémes préconditions et les mémes postconditions. Seules les données et les opérations,
devenues plus concrétes, plus précises, changent. Les étapes de raffinement permettent
d’introduire progressivement les détails de conception qui n’étaient pas pris en compte
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Chapitre 5. La méthode B

MACHINE
M (param)
CONSTRAINTS
K
SETS
Set;. ..
Ens={e1,...,ex};...
CONSTANTS
Cyenn
PROPERTIES
partie statique R
VARIABLES
T,...
INVARIANT
Inv
ASSERTIONS
Jis.ooo5dp
p INTIALISATION
Source
partie dynamique OPERATIONS
op = Sop

entéte

FiG. 5.1 — Forme générale d’une machine abstraite B.

auparavant.

— Les obligations de preuve (OP). Construites a chaque étape du développement B, les
OPs correspondent aux conditions & vérifier pour que le systéme posséde les propriétés
attendues. On distingue deux familles d’OPs : celles qui vérifient que l'invariant proposé
en est bien un, auquel cas la machine est dite cohérente, et celles qui montrent la correc-
tion du raffinement. Dans les deux cas, les OPs sont construites automatiquement par
un générateur d’OPs.

— Les prouveurs. Leur role est de décharger les OPs générées précédemment. Interactifs
dans la majorité des cas, ils nécessitent l'intervention d’un expert pour étre aiguillés vers
une solution.

5.2 Syntaxe d’une machine abstraite B

La figure 5.1 décrit la forme générale d’une machine abstraite (MA) B. Elle peut se partager
en trois parties appelées entéte, partie statique et partie dynamique.

L’entéte contient nécessairement la clause MACHINE et éventuellement la clause CONSTRAINTS.

La clause MACHINE fixe le nom de la machine. Ce nom est éventuellement suivi, entre
parenthéses, de la liste des parameétres de la machine, qui sont soit des scalaires (écrits en
minuscules), soit des ensembles finis, non vides et deux a deux disjoints (écrits en majuscules).

La clause CONSTRAINTS, le cas échéant, exprime sous la forme d’un prédicat K les contraintes
sur ces parameétres.
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5.8. Vérification de cohérence

La partie statique contient (éventuellement) les clauses SETS, CONSTANTS, PROPERTIES,
VARIABLES, INVARIANT et ASSERTIONS.

La clause SETS définit les ensembles utiles pour le typage des éléments de la spécification.
Ces ensembles sont caractérisés soit par un identifiant ; ’ensemble est alors fini, non vide et
nom énuméré ; il est qualifié d’abstrait; soit par une égalité entre un identifiant et un ensemble
énuméré de constantes. Les éléments d’un ensemble énuméré sont toujours considérés comme
distincts. On traduit cette condition par le prédicat

1<i<j<k

B=ar/\ N\ «te

Ens e;,e;€bns

qui précise que, pour chaque ensemble Ens défini dans cette clause par Ens = {ey,... e}, les
éléments constitutifs de Fns sont deux & deux distincts.

La clause CONSTANTS définit une collection d’identifiants représentant des constantes, c’est
a dire des données dont la valeur ne peut étre modifiée.

La clause PROPERTIES est composée d’une conjonction R de prédicats définissant les
constantes. Cette conjonction est incluse dans toutes les OPs.

La clause VARIABLES contient la collection de variables d’état de la machine : ce sont les
variables qui pourront étre modifiées par les opérations.

La clause INVARIANT contient un prédicat Inv qui définit les propriétés sur ces variables
qui doivent étre établies initialement puis préservées par ’exécution de chaque opération.

La clause ASSERTIONS est composée d'une séquence de prédicats Ji ;... ;J,. Chaque pré-
dicat J;, 1 < ¢ < p, est un lemme permettant de décharger plus facilement les preuves de
cohérence. Il est donc ajouté dans la partie des hypothéses des obligations de preuve de co-
hérence. Chaque prédicat J;, 1 < ¢ < p, doit étre prouvé comme une conséquence de tous
les prédicats nommés ci-avant, & savoir : les distinctions entre éléments des ensembles énu-
meérés (prédicat B), la contrainte K de la clause CONSTRAINTS, les propriétés R de la clause
PROPERTIES, le prédicat invariant Inv et les assertions Jy, ..., J;_1 qui le précédent.

La partie dynamique contient les clauses INITIALISATION et OPERATIONS. La premiére est
une opération, définie & 'aide d’une substitution généralisée Source, qui attribue & chacune
des variables d’état une valeur initiale. Celle-ci est déterminée par une expression dont les
variables libres n’appartiennent pas a la clause VARIABLES. La clause OPERATIONS contient n
opérations, n € N, définies & ’aide de substitutions généralisées qui modifient les valeurs des
variables d’état. Chaque opération de cette clause porte un nom op; on désigne par Sy, la
substitution généralisée la définissant.

5.3 Vérification de cohérence

Exprimé en logique du premier ordre multi-sortes, le prédicat Inv de la clause INVARIANT
doit étre inductif : les propriétés sur les variables d’état doivent (i) étre établies par la sub-
stitution généralisée Source de la clause INITIALISATION et (iz) étre préservées pour chaque
substitution généralisée S de la clause OPERATIONS.

Formellement, le spécifieur doit vérifier la validité des formules

B N K A R = [Source]Inv (5.1)
BANKANRNANJIA...N Iy A Inv= [S]Inv
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Chapitre 5. La méthode B

qui correspondent respectivement aux cas (i) et (i7). Les obligations de preuve relatives a la
correction des assertions Ji, ..., J, étant de la forme

BANKANRANInv= J; et
BANKANRANInoANJL A ... ANJi—1 = J;, pour 2 < 1 < n,

le prédicat J; A ... A J, est bien une conséquence de B A K A R A Inv et peut ainsi étre
supprimé de l'obligation de preuve (5.3) sans en changer la valeur de vérité. Par souci de
concision, cette simplification sera retenue dans la suite de ce mémoire pour donner

B ANK ARA Inv=[S]Inv. (5.3)

Comparons maintenant les obligations de preuve (5.1) et (5.3) avec celles de I’équation (4.6)
du chapitre précédent. D'une maniére générale, on note que la démarche B n’étant pas dédiée a
une structure particuliére de données ni & une classe particuliére de programmes paramétrés,
les obligations de preuve intégrent explicitement ces particularités au moyen des prédicats
B, K et R dans leurs hypothéses. Ces prédicats peuvent aussi étre vus comme une théorie
propre a chaque programme et donc étre intégrés directement dans 1’outil de preuve, plutot
qu’apparaitre explicitement dans les OPs.

Avec cette considération, la seconde obligation de preuve de (4.6) est équivalente & 1’obli-
gation de preuve (5.3).

Intuitivement, on constate que la premiére OP de (4.6) et (5.1) ont le méme sens : dans le
premier cas il s’agit de vérifier que ’ensemble I des états initiaux est inclus dans I'invariant
Inv ; dans le second, il est nécessaire de s’assurer que la substitution d’initialisation Source
meéne systématiquement dans l'invariant Inv depuis tout état.

5.4 Spécification B de systémes uniformes distribués

Cette partie montre comment spécifier, au moyen de machines abstraites B ensemblistes, les
systémes uniformes distribués présentés au chapitre 3 et définis comme un produit synchronisé
de systémes de transitions spécifiques.

Avec la sémantique d’entrelacement retenue, la mise & jour contradictoire d’une variable
partagée par différents composants ne peut survenir. Dans de telles conditions, plutét que de
modéliser chaque composant individuellement, c’est le systéme global qui est modélisé par une
machine. Celle-ci est paramétrée par I’ensemble abstrait PROC des identifiants des processus,
qui exécutent tous le méme systéme de transitions. A chaque état e du systéme de transitions
est associée une variable ensembliste £ qui mémorise quels processus sont dans cet état. Pour
un systéme de transitions & n états ej, ..., e,, on a n variables ensemblistes Fy, ..., E,, deux
a deux disjointes et telles que Fy U...U E, = PROC.

On détaille maintenant la syntaxe des substitutions généralisées qui simulent au niveau du
systéme global les différentes sortes d’actions des systémes de broadcast.

Une action locale & un seul processus p qui passe d'un état e¢; dans un état e, sous
hypothése éventuelle d’'une garde P se traduit par la substitution

ANY p WHERE p € PROCA p € E; A P THEN Ej, E,, := E;\ {p}, Em U {p} END

Au niveau du systéme global, lorsque P est établie et qu'il existe un processus (quelconque)
p qui appartient a Ej, celui-ci est enlevé de Ej pour étre inséré dans E,,.

o6



5.4. Spécification B de systémes uniformes distribués

Une action de rendez-vous synchronise une transition d’un processus p de 1’état e; dans
em, sous hypothese éventuelle d'une garde P, avec une transition d'un processus p’ de 1’état
e, dans e,, sous hypothése éventuelle d’une garde P’. Lorsque e, em, €, et e, sont deux a
deux distincts, 'action se traduit par la substitution

ANY p WHERE p € PROC A p € E; A P THEN
ANY p’ WHERE p’ € PROCA p’ € E,, A P! THEN
Ep, B = B\ {p}, Em U {p} |
Eo, By == E, \{p'}, E, U {p}
END
END.

Les cas ou certains des états ne sont pas distincts s’en déduisent naturellement. Par
exemple, le cas ot deux processus échangent leurs états e; et ey au moyen d’un rendez-vous

se traduit en
ANY p WHERE p € PROCA p € E; THEN

ANY p’ WHERE p’ € PROCA p' € E,, THEN
By, By = E N\ {p} U{p'}, En U{p} \ {'p'}
END
END.

L’action de broadcast effectuée par envoi et réception multiple d’un message [ est provoquée
par un processus qui, sous hypothése éventuelle d’une garde P et en passant de e; & ey, impose
4 tous les autres un déplacement d’un état e; vers un état e; puisque, par hypothése de
déterminisme, pour tout état e;, il existe une unique transition (e;,??, ;). On considére que
le systeme de transitions posséde j états, e1, ..., ¢j. On nomme

— e1,,...,€1 les états des processus , qui, & réception du message [, vont dans e; (c.a.d.

tels que la transition (e; , 177, e;) existe),

— ej,...,e; les états des processus , qui, a réception du message [, vont en e;,
ou les e; (resp. ez, ...e; ) sont distincts deux & deux. L’action se traduit par la substitution

ANY p WHERE p € PROCA p € E; AN P THEN
E1::E11U...UE1_H

E:=E,U...UE \{p}||
Ep = Em, U...UE, U{p}|

Ej = EjIU...UEj'
END

On note que I’ensemble vide est affecté & E lorsque toutes les transitions de broadcast sortent
de I’état correspondant a E.

Au niveau du systéme global, lorsqu’il existe un processus p dans F; et que P est établie,
ce processus est enlevé de Ej pour étre ajouté a E,, et, simultanément, les autres ensembles
E; sont formés des ensembles F; , qui sont les ensembles de processus dans ’état e; a partir
duquel la réception de [ conduit & e;.
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Chapitre 5. La méthode B

MACHINE THEN m, €,8,1 1=
mesiSet(c) 0,{p},0,iUmUeU(s\{p})
VARIABLES END ;
m,e, s, i sendRead =
INITIALISATION ANY p
m,e,s,i:=0,0,0,c WHERE p € ¢ ApE i
INVARIANT THEN m, €,S8,1 1=
mUeUsUi=cA 0,0,mUeUsU{p},i\{p}
mNe=0AmNs=0AmnNi=0A END ;
eNs=0ANenNi=0AsNi=0A write =
card(m) < 1A (s £ 0= m=0) ANY p
OPERATIONS WHERE p € c/ApcEe
sendWritelnvalidate = THEN e, m = e\ {p},mU {p}
ANY p END
WHERE p € ¢ ANpESs END

F1G. 5.2 — Spécification B ensembliste du MESI.

Retour a ’exemple MESI. La machine abstraite donnée & la figure 5.2 spécifie le systéme
global du MESI vu comme le produit synchronisé de systémes de transitions identiques a celui
représenté a la figure 3.3.

D’un point de vue syntaxique, le langage B exige que le nom de chaque variable et de chaque
parameétre soit composé, au minimum, de deux caractéres et que les ensembles abstraits et
les parameétres soient en majuscules. Pour des raisons de lisibilité, cette contrainte n’est pas
respectée.

Pour prouver 1’algorithme quelque soit le nombre de caches pris en compte, ce nombre est
abstrait par le paramétre ¢ qui représente un ensemble de taille finie de caches dont la machine
spécifie les comportements.

Chaque cache peut étre dans un des quatre états M, E, S et I. On définit I’ensemble m
(respectivement e, s, 1) des caches dans I’état M (respectivement E, S, I), comme dans la partie
précédente.

Initialement chaque cache est dans I’état |, ce qui revient & initialiser les ensembles m, e,
s a I’ensemble vide et 7 & ¢ dans la clause INITTALTISATION.

La clause INVARIANT exprime les contraintes suivantes :

— chaque cache est dans un des états M, E, S, | (m U e U s Ui = ¢) mais ne peut étre
simultanément dans deux états différents ; les ensembles qui les représentent sont donc
deux & deux disjoints (mnNe =10, ...);

— il y a au plus un cache dans I'état M (card(m) < 1);

— il ne peut y avoir simultanément un cache dans I’état S tandis qu'un autre est dans 1’état
M (s #0=m=0).

Ces deux derniéres formules sont naturellement des instances du patron de formules corres-
pondant aux propriétés de cohérence de cache (cf. équation (3.2) et (3.3)).

En exécutant 'opération sendWritelnvalidate gardée par I’existence d’un cache p dans ’état
S, tous les caches se retrouvent dans I’état | sauf p qui passe dans I’état E. L’opération sendRead
gardée par l'existence d’un cache p dans I’état | fait passer dans 1’état S le cache p et les autres
caches dans les états E ou M. La derniére opération précise qu'un cache dans I’état E peut
passer sans contrainte dans I’état M.
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5.5. Outils de vérification pour la méthode B

Soit

Inv(m,e,s,i,c) =def mUeUsUi=cA
mNe=0AmNs=0AmnNi=0A
eNs=0Aeni=0AsNi=0A
cardim) < 1A (s #0=m=10)

le prédicat de la clause INVARIANT.
A titre d’exemple, ’obligation de preuve relative & 'opération write est

Inv(m,e,s,i,c) = [Swrite] Inv(m, e, s,i,c)

= Inv(m,e,s,i,¢) = (Vp.pe€cApece=Inu(mU{p} e\ {p}, s, i,c)). (5.4)

Pour montrer qu’elle n’est pas valide, on construit l'interprétation Z classique sur les
symboles prédicatifs et fonctionnels ensemblistes telle que les ensembles sont interprétés sur
P({a,b}) et les éléments sur {a, b} ou a et b sont deux éléments distincts.

On calcule la valeur de vérité de la partie gauche et de la partie droite de 'implication de
(5.4) pour m =0, e ={a}, s ={b}, i =0 et ¢ = {a,b}. Il est aisé de vérifier manuellement
que la partie gauche

Inv(m, e, 5,1, ¢)(@/m)({a}/e)({b}/$)(0/i)({a, b} /<)
= (0, {a}, {b},0,{a, b})
= Qu{atU{b}uUd="{a,b} A
DN{a} =0A0N{b}=0A0ND=0A
{a}n{b}=0A{a}NO=0A{b}ND=0A
card D) < 1A {b}#A0=0=10)

est interprétée a vrai (T) tandis que la partie droite

(Vp.pechApee= Im(mU{p} e\ {p} s i c)(@/m){a}/e)({b}/5)(0/i)({a,b}/c)
= Vp.pe{a,b},Ape{a} =
PU{ptu{atu{btud={a,b} A...A
(card(® U {p}) < 1A ({b} £ 0= DU {p} = 0))

est interprétée & faux : pour p = a la partie gauche de cette seconde implication est vraie
tandis la partie droite ne I'est pas.

La formule (5.4) n’étant pas valide la méthode B suggére a l'utilisateur de modifier sa
spécification tandis que la méthode de propagation arriére va renforcer la formule Inv pour
tenter de la rendre invariante.

5.5 Outils de vérification pour la méthode B

Cette partie présente les différents outils permettant de vérifier la cohérence de machines
B.

L’Atelier B [Cle04], de la société ClearSY se compose d’un noyau intégrant un prouveur
interactif, basé sur la méthode de déduction des séquents et est couplé avec une interface
utilisateur permettant de gérer des projets B, d’éditer les spécifications. .. Une version acadé-
mique nommeée Bdfree [Cle] composée d’un noyau bridant le nombre d’obligations de preuve
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peut étre couplée avec 'interface Click'n Prove [AC03] d’assistance a la preuve interactive.
Les obligations de preuve générées correspondent aux formules (5.1) et (5.3).

Le B-toolKit [Wor96] de la société B-core est similaire a I’Atelier B dans le sens ou il
propose un prouveur dédié et une interface de développement de projet. Il s’appuie sur le
prouveur interactif B-platform qui est basé sur des régles de déduction naturelle.

L’outil Pro-B [LB03] se restreint aux MAs dont tous les ensembles sont énumérés et en
vérifie la cohérence par un parcours exhaustif de I’ensemble des états du systéme.

5.6 Résumé

Ce chapitre a présenté les ressorts de la méthode B, la syntaxe de machines abstraites et
leur vérification de cohérence.

La syntaxe des machines B, basée sur des langages de prédicats et de substitutions géné-
ralisées, permet de spécifier les systémes uniformes distribués de la classe des protocoles de
broadcast en simulant le systéme dans sa globalité.

En terme d’obligations de preuve, nous avons montré que les OPs de cohérence d’une
machine abstraite B sont équivalentes aux OPs de vérification d’invariance vues au chapitre
précédent.

Par rapport au chapitre précédent, nous avons montré que la méthode se limite & une seule
itération dans la construction d’invariant. Le chapitre 11 présentera comment, pratiquement,
nous y avons intégré ces semi-algorithmes de construction.

D’autres démarches déductives sont présentées au chapitre suivant.
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Chapitre 6

Cas particuliers d’approches
déductives

Les deux chapitres précédents se sont intéresses aux principes généraux des démarches de
vérification d’invariant et aux classes de systémes paramétrés auxquels on souhaite les appli-
quer. Dans ce cadre général, la vérification automatique est un probléme indécidable [AKS86,
Suz88|. Néanmoins, de nombreuses recherches ont lieu dans ce domaine avec des objectifs plus
restreints. Certaines s’attachent & exhiber une classe décidable de systémes. Cette classe est
construite en exploitant la structure du réseau (anneau, bus...), la nature des synchronisa-
tions et, le cas échéant, des messages envoyés (rendez-vous, broadcast...), ou la forme des
propriétés vérifiees (stireté, vivacité ... ). D’autres présentent une méthode qui ne traite pas le
probléme dans toute sa généralité mais qui, en pratique, permet de vérifier (efficacement) un
(grand) nombre de cas issus des classes présentées ci-avant.

Etat de I’art des méthodes de vérification de systémes uniformes distribués, ce chapitre
montre dans la premiére partie (partie 6.1) comment certaines recherches ont exploité le carac-
tére numérique des propriétés a vérifier pour se ramener & la vérification de systémes exprimés
a l'aide de contraintes numériques. Il indique dans la partie 6.2 les classes connues pour les-
quelles la vérification automatique est décidable et décrit (partie 6.3) un état de lart des
méthodes, a base de déduction, qui vérifient une classe plus large de systémes uniformes dis-
tribués sans pour autant étre des procédures de décision. La partie 6.4 met alors le doigt sur
les limitations concernant ces méthodes de vérification.

6.1 Abstraction de comptage

Vérifier des propriétés d’exclusion mutuelle et de cohérence de cache revient a s’assurer que
le nombre de processus dans un certain état n’est pas supérieur & un cardinal déterminé. Par-
tant de ce principe, de nombreux travaux [EN95, EN96, GZ98, DP99, EFM99, Del00, DP01,
PRZ01] ont étudié les systémes o seul est retenu le nombre de processus dans chaque état.
Ainsi, pour chaque état p du systéme, cette abstraction de comptage, (de 'anglais "counting
abstraction") mémorise dans une variable entiére n, le nombre de processus en p.

Gribomont et Zenner [GZ98| sont (& notre connaissance) les premiers & avoir montré l'in-
térét de ’abstraction de comptage pour une preuve automatique d’un algorithme non trivial
d’exclusion mutuelle, en l'occurrence celui de Szymanski [Szy88]. En construisant manuelle-
ment U'invariant inductif abstrait et en déchargeant le systéme dans 'outil CAVEAT [GR95],
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Chapitre 6. Cas particuliers d’approches déductives

la preuve est déchargée automatiquement.

Delzanno [DP99] combine cette approche avec les outils de programmation logique avec
contraintes (CLP) (et leurs calculs de point fixe sous-jacents) pour vérifier automatiquement
avec I'outil DMC [DPO01] des propriétés de streté. Le systéme y est spécifié a ’aide de clauses
PROLOG définissant I'état courant en fonction de ses successeurs. La localité du calcul des
prédécesseurs (cf figure 4.9) et de la vérification de 'inclusion (cf figure 4.10) est déja pré-
sente dans la démarche de vérification. Par extensions successives, la démarche est appliquée
a la vérification de gestionnaires de processus communiquant par envoi et réception de mes-
sages [ADMPO1], par broadcast [DEP99, DP01], a la famille des protocoles de cohérence de
cache [Del00, DP01] et a celle des protocoles de type client-server [BDO1].

Orthogonale & la représentation des contraintes arithmétiques sous la forme d’un polyédre
comme en CLP (les formules sont représentées en DNF dont chaque conjonction est un polyedre
convexe) la représentation sous forme d’un automate qui accepte les solutions du systéme a été
envisagée [WB95, BB03|. En optimisant le calcul des prédécesseurs, Bultan [BB03| montre que
la complexité de la construction de cet automate peut étre réduite de ’exponentiel au linéaire
et exploite cette optimisation dans ’outil Action Language Verifier [Bul00, BYKO01, YKBBO05|
basé sur la Composite Symbolic Library [YKTBO01].

Les bases de Hilbert sont exploitées [RV02b] dans une troisiéme démarche pour résoudre
chaque contrainte arithmétique C écrite comme un systéme d’inéquations de la forme LV +1 <
0 o L est une matrice a coefficients entiers, V le vecteur des variables d’état et [ est un
vecteur d’entiers. Un algorithme calcule alors la base (N, H) d’ensembles de vecteurs, tels
que toutes les solutions de C' se représentent comme la somme d’un vecteur de N et d’une
combinaison linéaire de vecteurs dans H. Basé sur une analyse d’atteignabilité arriére et
exploitant un algorithme incrémental — au sens que la base de C} A (s est calculée & partir de
Cs et de la base de €} — de calcul de base de Hilbert, I’outil Brain [RV02a] semble étre plus
rapide [RV02b, RV03b, RV03a| que les outils DMC et Action Language Verifier.

Les cas de décidabilité des démarches basées sur les contraintes arithmétiques, ou plus
généralement, les cas ot une démarche permet de décider de l'atteignabilité ou non d’un
ensemble d’états sont détaillés & la partie suivante.

6.2 Classes décidables

Disposer des deux conditions suivantes rend décidable une démarche de vérification d’in-
variant : les conditions d’arrét du calcul du point fixe sont décidables et la convergence du
calcul du point fixe est garantie. Dans ce qui suit, chacune des deux conditions est en effet
assurée pour chaque méthode.

6.2.1 Token-Ring

Indécidable en général, la vérification de propriétés temporelles quelconques sur des sys-
témes paramétrés le demeure méme lorsque les processus, & états finis, sont organisés en token
ring unidirectionnel [Suz88§]|.

Cependant, Emerson et Namjoshi ont établi [EN95] la décidabilité des propriétés exprimées
en logique temporelle arborescente [CGB86| sans l'opérateur de successeurs immédiats — et
donc la décidabilité des propriétés d’invariance — pour des processus organisés en anneau
et qui communiquent en transmettant un jeton, puis plusieurs jetons booléen dans les deux
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6.3. Méthodes sans garantie de convergence

directions [EK04]. La méthode consiste dans les deux cas a réduire le systéme paramétré en
un systéme fini pour lequel la terminaison est garantie par énumération.

6.2.2 Broadcast

Esparza, Finkel et Mayr [EFM99] ont montré que les systémes exprimés a 1’aide d’abstrac-
tion de comptage de la famille des protocoles de broadcast (c.f. partie 3.1.3). se raménent par
construction d’automates a des systémes de transitions bien structurés [ACJT96, FS01| dont
le calcul des prédécesseurs converge [FS01] et dont les conditions d’évolution sont décidables
aussi par automates.

6.2.3 Meéthode unificatrice

Maidl [Mai01] unifie les travaux des deux parties précédentes en proposant une méthode
qui accepte la synchronisation restreinte des token-rings et la synchronisation des protocoles de
broadcast. En utilisant de plus des structures de tableaux indexés par des termes de I'arithmé-
tique de Presburger, Maidl définit un cadre ou la satisfaisabilité de chaque condition d’arrét
est décidable et ou le calcul du point fixe termine. Aucune implantation n’est néanmoins
proposée.

6.2.4 Cas de la programmation logique avec contraintes (CLP)

En exhibant des familles de contraintes compatibles avec les critéres de décidabilité de
vérification des protocoles de broadcast (cf partie 6.2.2) et en exploitant la possibilité de
vérifier localement (et donc avec une complexité moindre) les conditions d’arrét du calcul du
point fixe, Delzanno, Esparza et Podelski [DEP99] montrent que la CLP est une procédure de
décision effective et efficace pour la vérification de protocoles de broadcast. Une de ces familles
de contraintes est réutilisée par Delzanno et Bultan [BD01] pour montrer que les propriétés
de cohérence de cache de l'algorithme de S. German |Ger00|, dont certaines synchronisations
se réalisent & 1’aide de variables partagées, sortant ainsi du cadre strict des protocoles de
broadcast, sont décidables en CLP.

6.3 Meéthodes sans garantie de convergence

Présentées a la partie précédente, les procédures décidant les propriétés de stireté des
systémes uniformes distribués ne permettent pas de traiter tous les cas : la figure 3.1 donne
en effet un exemple de systéme qui posséde une variable partagée et qui n’entre pas dans ces
critéres de décidabilité. Cette partie s’intéresse aux démarches de vérification déductive sans
garantie théorique de convergence mais qui, en pratique, décident des exemples intéressants.

6.3.1 Instanciation des variables quantifiées

Dans une démarche déductive, savoir décider certaines classes de formules quantifiées est
un prérequis dés lors que l’assertion qui décrit 'ensemble des états & ne pas atteindre en
contient. L’exclusion mutuelle se traduit par exemple en la non atteignabilité de I'assertion
dp,q.p # q Ap € Crit A q € Crit quantifiée existentiellement, ot p et ¢ sont des processus
et Crit est la section critique.
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Le corollaire 2 (chapitre 2) a montré comment réduire certains problémes de satisfaisabilité
de formules quantifiées en un probléme décidable de satisfaisabilité de formule sans quantifica-
teurs. En exprimant les hypothéses de cette proposition au niveau du systéme global, c.a.d au
niveau des gardes des transitions et de I'invariant, [FGO03] présente un cadre ou la vérification
de l'inductivité d’'une formule est décidable. Rien n’est néanmoins établi sur la terminaison
du calcul du point fixe.

L’instanciation des variables quantifiées est sous-jacente a la vérification par invariant invi-
sible [APR101, PRZ01, ZP04] qui s’intéresse aux propriétés d’exclusion mutuelle s’exprimant
sous la forme d’une formule p. Une méthode basée sur I'exploration par model checking d’une
instance finie du systéme permet de générer une formule ¢, invisible a I'utilisateur, d’une classe
de formules C, telle que ¢ = p par construction. ¢ correspond & un renforcement de p. La
classe C étant bien choisie, il est alors possible d’instancier les variables quantifiées de ¢ pour
décider son inductivité. Les exemples qui ont pu étre vérifiés grace & cette approche sont les
protocoles d’exclusion mutuelle MuxSem [PRZ01]|, Szymanski [Szy88|, Bakery |[RB86]|, Peter-
son [SP89] et de cohérence de cache de S. German [Ger00] et de I'université de I'Illinois [PP84].

Totalement automatique, la démarche dépend néanmoins de la stratégie utilisée pour en-
gendrer ¢. Lorsque cette formule est déclarée non inductive par la procédure de décision, se
pose alors la question de la validité de p : est-ce p qui n’est pas invariant ou est-ce la méthode
qui n’est pas complete 7 Cette absence de certitude en cas de réponse négative de la méthode
se retrouve aussi dans les démarches a base d’abstraction qui, comme celle-ci, construisent un
modeéle intermédiaire qu’elles décident ensuite.

6.3.2 Abstraction

Dans une méthode basée sur 1'abstraction [GS97, BGL03], la preuve d’une propriété du
systéme concret est établie sur un systéme abstrait obtenu en ne retenant qu’une partie des
informations du systéme concret (I’abstraction de comptage en est un cas particulier). La prin-
cipale difficulté d’une telle méthode consiste & trouver la relation d’abstraction. On note que
méme une méthode qui construit automatiquement un systéme abstrait fini et donc traitable
par model checking n’en est pas pour autant une procédure de décision : le systéme abstrait
— qui peut contenir plus de comportements — qui atteint un état non str n’induit pas que
le systéme concret n’est pas stir; la seule conclusion est qu’il est nécessaire, dans ce cas, de
raffiner la relation d’abstraction. Cette partie détaille la démarche d’abstraction de prédicats
qui permet de construire le systéme abstrait par une approche déductive.

L’abstraction de prédicats [GS97, BLO98a, RS99, LB04] est un cas particulier de l'inter-
prétation abstraite [CC77|. La méthode considére un langage £ d’assertions définissant les
états concrets, le vecteur © =def (p1,...,¢1) composé de [ prédicats de ce langage tels que
Vi<i< i est valide et le vecteur B =def (B1,- .., Bi) composé de [ variables booléennes.

Les états du systéme abstrait considéré correspondent & un sous ensemble de ’ensemble
des prédicats constructibles a partir des variables By,..., B; et contient ainsi au maximum
22" 4tats. Chaque état noté exp”(By,...,B;) peut s’exprimer sous la forme CNF o1 chaque
disjonction ne contient qu’une seule occurrence de B;. On pose 7 la fonction qui, a tout
exp(By, ..., B;), associe exp?(By,...,B;)(®/B) € L, c’est a dire un ensemble d’¢léments
concrets. Réciproquement, on pose a qui, & toute formule ¢, associe ﬂl{ea:pA(Bl, .., B |
¢ = exp?(By,...,B;)(®/B)}, un ensemble d’états abstraits. A partir des fonctions « et 7 res-
pectivement d’abstraction et de concrétisation, pour chaque substitution S au niveau abstrait,
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6.4. Discussion

A

la relation de transition —“ au niveau abstrait est définie exactement par

(exp(By, ..., B), =, al(y(ezp(By, ..., B))[S]°))

qui nécessite un (grand) nombre fini d’appels & un prouveur.

Les prototypes Invariant Checker [Sai97]| puis InVeSt [BLO98b| implantent cette approche
en déchargeant leur obligation de preuve dans le prouveur PVS [ORSSC98]| et en parcourant
le systéme de transitions abstrait fini & l'aide respectivement des model-checkers ALDEBA-
RAN [FGK™196] et SMV [McM92]|.

Baukus a montré [BBLS00, BLS01, Bau03| que la logique WS1S dispose d’une expressivité
suffisante pour exprimer les assertions des systémes uniformes distribués considérés dans ce
mémoire et construire le systéme abstrait en déchargeant ses obligations de preuve dans le
prouveur MONA [HJJT96]. L'outil PAX qui implante cette abstraction appelle ensuite les
model-checkers SMV et SPIN [Hol97|. Les algorithmes de Szymanski [Szy88|, MutEx [BLS01],
S. German [Ger00] ont ainsi été vérifiés [Bau03, BLS02| avec cette méthode.

6.3.3 Langages réguliers

Connue sous le nom de regular model-checking, cette approche [KMM™T97, BINT00] ga-
rantit I'invariant de systémes uniformes distribués en réduisant le probléme en la détection
d’appartenance de chaque état atteignable du systéme & une expression réguliére.

Plus formellement, soit un systéme ou chaque processus parcourt un ensemble fini d’états
> qui est cette fois représenté par un alphabet. Une configuration peut étre vue comme un mot
de >* qui est ’ensemble des mots constructibles & partir des lettres de X et, plus généralement,
une configuration symbolique est un ensemble de configurations décrit par un langage régulier
sur 3. Pour une propriété de stireté ¢, la démarche construit un langage régulier L, définissant
la configuration symbolique ou —¢ est vraie, c.a.d. ou la propriété est violée. L’ensemble des
configurations atteignables est ’automate défini par compositions iteratives des automates
(nommeés transducteurs) reconnaissant les relations de transition du systéme avec 'automate
caractérisant la configuration initiale. A chaque itération, I’appartenance & L, de ’expression
réguliére correspondant a cet automate est vérifiée. Si elle est établie, il existe une configuration
qui viole . Dans le cas contraire et si ’ensemble des configurations atteignables devient stable,
@ est un invariant. Le troisiéme cas ou le calcul des configurations atteignables diverge peut
étre évité par des techniques d’accélération [AJMd02| ou d’élargissement [BJNTO00].

6.4 Discussion

Méme si la vérification par abstraction de comptage est extrémement efficace [DPO1,
RV03b], sa mise en ceuvre dans un processus constructif de programme correct posséde deux
défauts.

Le premier concerne le verdict de la vérification : comment renseigner le spécifieur en terme
de contraintes numériques alors que son programme initial ne contenait que des ensembles
d’états ?

Le second concerne la modification de sémantique que ’abstraction de comptage engendre
parfois. Prenons, en effet, I’exemple de I’algorithme du MutEx présenté a la partie 3.1.4. La
figure 6.1 donne la machine B de ’abstraction de comptage qui lui correspond. Dans cette
machine, les variables sl, re, ac mémorisent le nombre de processus dans les états SL, RE
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MACHINE
MutEzCounting(n)
CONSTRAINTS
n €N
SETS
turnStatus = {slS, reS, acS}
VARIABLES
sl, re, ac, turn
INVARIANT
sle N A
rec N A
ac € N A
turn € turnStatus A
re+ sl+ac=mn A
ac <1
INITIALISATION
sl,re, ac :=n,0,0 ||
turn := slS

ask = SELECT s/ > 0 THEN
slyre:=sl—1,re+ 1|
SELECT turn = slS THEN
CHOICE turn := reS OR skip END
END
END ;
mturn = SELECT re > 0 A turn = slS THEN
turn := reS
END ;
activate = SELECT re > 0 A turn = reS THEN
re,ac:=re—1,ac+1|]
turn := acS
END ;
sleep = SELECT ac > 0 THEN
ac, sl:=ac—1,sl+1]]
turn := slS
END
END

OPERATIONS

F1G. 6.1 — Spécification B par abstraction de comptage du MutEx

et AC respectivement et turn est la variable qui mémorise dans quel état est le détenteur du
droit : turn = acS signifie par exemple qu’il est dans ’état AC. Dans la spécification initiale, un
processus p devient celui qui a le droit d’utiliser la section critique soit lors de la transition de
SL vers R, si ¢’était le détenteur de ce droit au tour précédent, soit lors de la boucle autour de
R. Seul ce processus peut alors utiliser la section critique. Dans la spécification par abstraction
de comptage, 'opération mturn qui correspond & cette boucle n’a plus la méme sémantique :
elle permet d’acquérir un droit d’utilisation de la section critique pour un processus quelconque
de R : celui qui accéde ensuite & la section critique n’est alors pas nécessairement celui qui a
franchi mturn.

L’approche par abstraction de prédicats souffre d’un autre inconvénient qu’est la construc-
tion du systéme abstrait. Celle-ci nécessite en effet un grand nombre de preuves : construire,
par exemple le systéme abstrait de l’algorithme de Dijkstra (cf partie 11.3.4) requiert déja
plus de 10 minutes (sur un Sun Sparc 9 a 750 MHz) et plus de 350 Mo de mémoire [Bau03|.
Le passage a des algorithmes plus conséquents en taille laisse alors craindre le pire.

6.5 Résumé

Ce chapitre a présenté un état de I'art des méthodes déductives de vérification d’invariant
appliquées aux systémes paramétrés, qui se classent en deux parties : celles qui décident une
classe déterminée, par convergence garantie du calcul du point fixe et celles pour lesquelles
la convergence n’est pas garantie mais est obtenue pratiquement. Ce chapitre a aussi montré
que ces méthodes n’étaient pas applicables en I’état soit en raison de leur classe d’application
qui ne recouvre pas celles que 'on souhaite traiter, soit en raison de leur complexité trop
importante ne leur permettant pas de supporter un passage a 1’échelle.

L’alternative retenue consiste & construire la spécification sans abstraction (susceptible de
modifier la sémantique), puis a réaliser une vérification d’invariant par calcul de plus faible
point fixe ou les obligations de preuve sont optimisées pour étre déchargées avec une conver-
gence aussi rapide que possible dans un prouveur par superposition, en ’occurrence haRVey,
pour mesurer ’efficacité de cette approche. Le chapitre suivant présente ce prouveur.
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Chapitre 7

Le prouveur de théorémes haRVey

Harvey existait bien avant le commencement de ce travail de these, non pas comme prou-
veur de théorémes, mais comme héros de la bande dessinée Batman : Harvey est I’homme aux
deux visages, mi ange mi démon. David Déharbe et Silvio Ranise sont a 'origine [DR02] du
prouveur qui, comme le héros, est construit sur I’ambivalence de faire cohabiter un calcul par
superposition et une simplification propositionnelle.

Dans [ARRO03], Armando, Ranise et Rusinowitch présentent des procédures permettant de
décider de la satisfaisabilité de formules logiques modulo des théories équationnelles finiment
axiomatisables, comme la théorie des tableaux (chapitre 2), des listes ou la combinaison des
deux. Ces procédures sont basées sur des techniques de réécriture et sur un calcul par super-
position (chapitre 2) raisonnant & partir d’un ensemble de clauses. Le calcul par superposition
est cette premiére face.

Mais traduire une formule quelconque en forme clausale engendre rapidement une explosion
combinatoire sur la taille de la formule. Ceci est fréquent lorsque la formule est engendrée a
partir de if then else imbriqués dans la spécification et qui ont été ensuite soigneusement
dépliés lors de la génération des obligations de preuve. Ceci peut étre évité en introduisant le
symbole prédicatif ite (chapitre 2) dont la traduction en DNF est immeédiate. Cette mise en
forme DNF, implantée a 1’aide de BDD, constitue la deuxiéme face du prouveur.

Ce chapitre, qui traite du prouveur haRVey, est organisé comme suit : La partie 7.1 pré-
sente haRVey en terme de flux de données, en s’attachant particuliérement & la structure
propositionnelle de la formule fournie en entrée. La partie 7.2 montre comment sont gérés les
quantificateurs dans haRVey.

7.1 Principes généraux

Une premiére partie présente tout d’abord les principes du prouveur de théorémes haRVey,
au travers des flux de données dans l'outil. La seconde partie, se focalise sur le symbole
prédicatif ite de son langage d’entrée.

7.1.1 Flux dans ’outil

Pour étre efficace dans la gestion de la preuve, 'outil haRVey[DR02, DR03] ajoute une
couche propositionnelle (gérée par BDD) au calcul par superposition exploitant les outils
SPASS [Wei99] et E-prover [Sch04]. Son fonctionnement est sommairement rappelé ci-dessous.
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A partir d’une paire (¢, Az(7)) fourni en entrée ot ¢ est une formule sans quantificateur et
Az(T) est un ensemble d’axiomes, le tout en logique équationnelle du premier ordre,

1. Poutil SPASS construit ’ensemble S de clauses qui est le résultat de la mise en forme
CNF de l'ensemble des axiomes de Az(7);

2. la négation —¢ est nommeée ¢ ;

3. une bijection f est crée; elle associe & chaque atome de ¢ un symbole propositionnel
p; sa réciproque est notée f~! ; soit alors ¢, la formule obtenue en remplagant dans ¢
chaque atome par son image par f ;

4. Ep est mise en DNF & l’aide d’une structure de BDD ; on nomme bdd(ap) le résultat ;

5. pour chaque branche du BDD menant & la feuille vraie (c.a.d. chaque conjonction de
bdd(ap)), chaque symbole propositionnel p est remplacé par I’atome correspondant selon
f~1; la formule obtenue, nommeée &, est alors couplée avec S pour étre transmise au
prouveur par superposition E-prover ;

6. si la clause vide n’appartient pas a ’ensemble C de clauses engendrées, le prouveur
s’arréte en concluant que & est un contre exemple a la validité de ¢ modulo Az(7);
sinon il reprend a I’étape 5 en simplifiant les autres branches puisque chaque littéral de
& qui appartient aussi & une clause unitaire de C' est alors faux.

La partie suivante montre comment prétraiter une formule que I'on souhaite décharger
dans haRVey et qui contient des quantificateurs.

7.1.2 Structure ite

Pour des prédicats p, ¢ et r d’une logique du premier ordre, on rappelle que le prédicat
ite(p, ¢, r) est une abréviation de (p = ¢) A (-p = r). Le chapitre 5 a montré que cette
structure est engendrée par application de opérateur [] sur un prédicat et la substitution
généralisée if Pthen Selse S’ ou P est un prédicat, S et S’ sont des substitutions généralisées.

L’intérét majeur de cet opérateur réside dans le fait qu il lui correspond un BDD & partir
duquel le BDD de la formule compléte se construit directement. Cette heuristique permet de
traiter des formules de grande taille, qui mettent en échec d’autres méthodes de décomposition
(voir chapitre 11).

Par exemple, la figure 7.1 montre comment construire une forme DNF de la négation de
la formule ite(p, ¢, ite(p’, ¢’,r")). Celle-ci est obtenue a partir du BDD de la négation de la
sous-formule ite(p’, ¢, ") (encadré par un rectange dans la figure) qui est considéré comme
un neeud -relié aux feuilles T et L — du BDD de ite(p, q, ite(p’, ¢', r")).

7.2 Gestion des quantificateurs

Notre approche de vérification nécessite de savoir traiter des obligations de preuve quan-
tifiées.

Comme réponse 4 ce besoin, cette partie présente une démarche en amont de ’outil haRVey.
qui pemet de fournir une paire (¢, Az(7)) possédant les caractéristiques d’entrée de haRVey
a partir d’une paire (¢/, Az(7)") ou ¢’ contient des variables quantifiées, ¢’ et chaque axiome
de Az(7T) sont en logique équationnelle du premier ordre, de telle sorte que Az(7) E ¢’ si et
seulement si Az (7) F ¢.
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F1G. 7.1 - BDD de la négation de ite(p, ¢, ite(p’, ¢', 1))

Cette démarche nécessite trois procédures : la premiére (partie 7.2.1) réduit la portée
des quantificateurs, la seconde (partie 7.2.2) est une skolémisation restreinte et la troisiéme
(partie 7.2.3) renomme les formules quantifiées résiduelles & 1’aide d’un prédicat.

Chaque procédure est présentée a ’aide de régles de réécriture et ses propriétés sont ex-
primées en terme de satisfaisabilité.

7.2.1 Réduction de portée des quantificateurs
La fonction
(gq : formula — formula) = (A ¢ . dropExistential(mini(¢))) (7.1)

gére une partie des quantificateurs présents dans une formule ¢.

Dans un premier temps, la portée des quantificateurs de ¢ est réduite autant que possible
par application d’un algorithme de miniscoping [INWO01]. Par exemple (Vz . £ A 1) est remplacé
par & A (Vz . 1) si z n’apparait pas dans €. Cette transformation préserve 1’équivalence logique
et termine car elle se réduit & un seul parcours de la structure de la formule.

Les régles d’automatisation de cette procédure sont données a la figure 7.2. La fonction est
'identité sur les formules atomiques et elle invoque la fonction auxiliaire m, lorsqu’une sous
formule quantifiée est rencontrée. Le premier et le second argument de m, sont respectivement
le quantificateur et la variable quantifiée dont la portée est en cours de réduction. Le troisiéme
argument est la sous-formule déja traitée.

Intuitivement, dans une formule ¢, la fonction m, supprime le quantificateur et sa variable
lorsque cette derniére n’est pas libre dans ¢ (régle (7.7)), traverse une négation en modifiant
le quantificateur (régle (7.8)) — 3 devient V et réciproquement—, enléve de la portée du quan-
tificateur toute sous-formule ¢ qui ne contient pas d’occurrence libre de la variable quantifiée
lorsque la formule en cours est une conjonction ou disjonction de ¢ (régles (7.9) et (7.10)),
exploite I’équivalence entre (Vz .o A ) et (Vz.¢) A (VY .1) et son dual avec 3 (regles (7.11)
et (7.12)) et applique cette série de quatre régles au cas particulier de 'implication (de (7.13)
a (7.15)) qui est une disjonction particuliére et a l'opérateur ite qui est une conjonction de
deux implications particuliéres (régles (7.16) et (7.17)).
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mini(6 o 1)
mini(—¢)
mini(ite(, 6, €))
m|n|( )

mini(Q z1, -+ , Tp.0)
mq(Q71‘ )

mg (@, z, )
my(Q, 7,9 01)
my(Q,z, ¢ 0¢)
my(Y,z,0 A1)
my(3,z,0 V1)
my(Q,z,¢ = 1)
my(Q,z,¢ = 1)
my(3,z,¢ = 1)
mq(Q, =, ite(,1),€))
mq(Q, 7, ite(¢, ), §)
my(Q,z, )

ouo € {A,V,= &} o€ {AV} Q € {V,3} et

mini(¢) o mini(1))

—mini(¢)

ite(mini(¢@), mini(¢), mini(§))

¢ si ¢ est atomique

my(Q, z1,...my(Q, 2y, mini(@)))
¢ siz & Vip(o)
ﬁmt](_vav¢)
my(Q,2,0) o si & & Vig (1)
pomy(Q,z,v) stz & Vip()
my(V,z,¢) A my(V,z',¢(z'/z)) sinon
my(3,2,¢) V my(3,2",¢(z'/z)) sinon
¢ = my(Q,z,%) siz & V(o)
my(—Q,2,0) = ¥ si & & Vi(t
my(V,z,¢) = my(3, 2", ¢(z' /z)

()
)

ite(¢,¢, mq(Q,I,f)) sl x ¢ Vlzb( ) U Vlzb( )
(9) U Vi (€)

ite(p, my(Q,z,v),&) stz & Vip(o

Q) z.¢ sinon

quand @ est 3 (resp. V).
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7.2. Gestion des quantificateurs

dropExistential(¢) := de(¢,+1) (7.19)
de(¢,p) := ¢ si ¢ est atomique, (7.20)
de(=¢,p) = —de(¢,—p) (7.21)
de(é A h,p) = de(d,p) A de(ts,p) (7.22)
de(¢p Vip,p) = de(,p) v de(y,p) (7.23)
de(ite(6, 6,€),p) 1= ite(6,de(, p),de(€,p)) (7.24)
de(¢p = 1b,p) = de(d,—p) = de(¢,p) (7.25)
de(¢ & 16,p) = de (7.26)
de(Vz.9,+1) = Vuz.¢ (7.27)
de(3z.¢,—1) = Fz.¢ (7.28)
de(Vz.p,—1) := de(d(c/x),—1) (7.29)
de(3z.¢,+1) = de(¢p(c/z),+1) (7.30)

oll ¢ est une constante fraiche.

F1G. 7.3 — Définition de dropExistential et de.

7.2.2 Skolémisation restreinte

Dans un second temps, les variables quantifiées existentiellementyy (cf chapitre 2) et exté-
rieures (pas sous la portée d'un quantificateur universel) sont skolémisées.

Ceci est automatisé en invoquant la fonction dropExistential définie & la figure 7.3 qui
appelle la fonction auxiliaire de dont le second paramétre est la polarité p € {+1,—1} de la
sous formule considérée en cours de traitement.

Cette fonction traverse la structure prédicative en mettant, le cas échéant, & jour la pola-
rité : celle-ci est inversée pour une formule sous la portée d’une négation ou dans le membre
gauche d’une implication (régles (7.21) et (7.25)). La fonction est récursive et s’arréte des
qu'un quantificateur ne peut pas étre enlevé; il est alors universel,s (régles (7.27) et (7.28)).
Les variables existentiellement,; quantifiées sont remplacées par des constantes fraiches, et
leur quantificateur est oté (régles (7.29) et (7.30).

La transformation préserve la satisfaisabilité de la formule (cf théoréme 4) et termine car
elle traite au plus une fois chaque quantificateur. Ainsi pour toute théorie 7 et toute formule
¢, les formules ¢ et gq(¢) sont équisatisfaisables modulo 7.

7.2.3 Renommage propositionnel

La fonction
(gqge : formula — formula x theory) = (A ¢ . renameFormula(gq(¢))) (7.41)
est une extension de la fonction gq qui gére cette fois tous les quantificateurs d’une formule ¢.
Cette fonction utilise gq puis la fonction renameFormula qui gére les quantificateurs résiduels

par renommage propositionnel.
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renameFormula(¢) = rf(¢,+1) (7.31)

rf(¢p,p) = (¢,0) ou ¢ est atomique (7.32)

(=g, p) = (=9, A) ou (p, A) = rf(¢, —p) (7.33)

(10 ¢a,p) = (Y1012, A1 UAz) ott (¢5, A;) = rf(i, p) (7.34)
rf(ite(¢r, g2, d3),p) = (ite(shr, ¥2,¢3), A1 U Ay U As)

ot (Y1, A1) = rf(¢1,0), (¥2, A2) = rf(¢2,p)
et (¢3,A3) = rf(¢3,p) (7.35)
rf(¢p1 = d2,p) = (Y1 = 1o, A1 U A)

ou (11, A1) = rf(¢1, —p) et (1a, A2) = rf(p2, p) (7.36)

f(¢p1 & ¢2,p) = (Y1 & P2, A1 UAz) ot (Y4, A;) = rf(¢;,0) (7.37)
f(Qz.9,0) = (q,{a+ Qr.¢}) (7.38)
H(Vz.¢,+1) = (q,{a= (Vz.¢)}) (7.39)
rf(3z.¢,-1) = (q,{(Fz.¢)=q}) (7.40)

ouo € {A,V}, @ € {V,3} et q est une constante propositionnelle fraiche.

FiG. 7.4 — Définition de renameFormula and rf.

D’un point de vue général, cette fonction parcourt la formule gq(¢) de haut en bas & partir
de sa racine et la transforme en une formule ¢, en remplacant chaque sous-formule quantifiée
1 rencontrée par une constante propositionnelle q fraiche. Elle mémorise sa définition q <
dans un ensemble A d’axiomes nommé définitions des constantes propositionnelles et retourne
la paire (¢4, A) ol ¢4 est sans quantificateur. Cette fonction transforme alors le probléme de
vérification de la satisfaisabilité d’une formule quantifiée ¢ quelconque modulo une théorie 7°
en la vérification de la satisfaisabilité de ¢4 sans quantificateur modulo 7 U A.

D’un point de vue logique, 1’équivalence q < 1 entre la proposition introduite et sa
définition n’est pas nécessaire pour préserver la satisfaisabilité : la formule 1 étant quantifiée
universellement,s, seule I'implication q = v est ajoutée a A [NWO1].

L’automatisation de cette derniére phase est donnée a la figure 7.4. Le premier argument
de la fonction auxiliaire rf est la formule en cours de traitement tandis que le second est sa
polarité. Elle ne modifie pas la structure propositionnelle de la formule auquelle on ’applique
puisqu’elle ne fait que la traverser en fixant la polarité de la formule traitée (régles (7.33) a
(7.37)). Elle effectue le remplacement par une constante fraiche q de chaque formule quantifiée
suivant la polarité celle-ci (régles (7.38) a (7.40)). Le calcul de renameFormula termine puisqu’il
traite chaque quantificateur au plus une fois.

La preuve de I'équisatisfaisabilité entre ¢ et ¢ A cn d o0t (¢, A) = renameFormula(¢)
se fait par induction sur la structure de la formula ¢. En guise d’exemple soit la formule
¢ =def €V V2.0 telle que renameFormula(¢) = (£ V ¢,{q = VYz.¢b}), oil ¢ est une constante
propositionnelle fraiche. Chaque modéle de (£ V ¢) A (¢ = Vz.¢) est un modeéle de £ V I z.9
puisque cette derniére est une conséquence logique de £ V ¢ et ¢ = Vz.¢). Réciproquement,
un modeéle M’ pour (£V ¢) A (¢ = V2.¢) est obtenu depuis un modéle M pour £ VV 2.1 en
définissant que U'interprétation de ¢ est vraie dans M’ si V z.1) est interprétée a vraie dans M.
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7.8. Résumé

Théoréme 7 La formule ¢ est satisfaisable modulo une théorie T si et seulement si la formule
(sans quantificateur) ¢g est satisfaisable modulo T U A ou gae(¢) = (¢g, A).

La preuve de ce théoréme est une conséquence immeédiate des remarques énoncées ci dessus.

7.3 Résumé

Ce chapitre a présenté le prouveur de théorémes haRVey. Pour une formule fournie en
entrée, cet outil simplifie au mieux sa structure propositionnelle par BDD en tirant profit
de l'opérateur conditionnel ite. L’outil invoque ensuite un prouveur par superposition et en
analyse la trace.

Notre approche nécessitant de savoir traiter des formules quantifiées, nous avons présenté
dans ce chapitre une méthode permettant d’étendre la syntaxe d’entrée de I'outil aux formules
contenant des quantificateurs. L’implantation correspondante et son bilan sont présentés au
chapitre 11.

Le chapitre suivant décrit une démarche permettant de traduire une formule d’une théorie
ensembliste en une formule appartenant a une logique équationnelle. La validité de cette
formule engendrée est vérifiable par haRVey apreés la suppression des quantificateurs par gqe.
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Chapitre 8

Des ensembles
aux tableaux de booléens

Dans le contexte fixé de vérification de propriétés de siireté par construction d’invariants,
nous souhaitons décider de la validité d’obligations de preuve ensemblistes avec le prouveur
de théorémes haRVey présenté au chapitre précédent.

Celui-ci prenant en entrée des formules et une théorie (finiement axiomatisée) exprimées
en logique équationnelle du premier ordre, il nous faut prévoir un traducteur des formules
ensemblistes dans un tel formalisme. On rejoint en ce sens Kleene, qui écrivait [Kle67| (extrait
de |GGI1])) : Il est caractéristique des logiciens contemporains de travailler avec souplesse,
en utilisant plusieurs formulations et en passant de l'une a lautre selon les exigences de leur
Propos.

Se pose alors la question de choisir la théorie cible de la traduction. Disposant de résultats
récents de décidabilité par superposition concernant la théorie des tableaux (cf théoréme 6
chapitre 2), on peut penser a traduire chaque ensemble par sa fonction caractéristique, repré-
sentable par un tableau de booléens. Cette intuition est renforcée par le fait qu’en program-
mation, la structure d’ensemble est classiquement représentée par une structure de tableau.

La question qui suit est d’ordre logique : cette représentation pratique d’un ensemble par
un tableau est-elle correcte en logique 7 En d’autres termes, étant donnée une axiomatisation
(restreinte) de la théorie des ensembles et une axiomatisation de la théorie des tableaux, une
formule satisfaisable ou valide dans la premiére théorie le demeure-t-elle dans la seconde ?

Ce chapitre présente comment traduire une formule exprimée dans une théorie ensembliste
en une formule dans une extension de A¢, la théorie des tableaux avec extensionnalité vue au
chapitre 2. La théorie ensembliste retenue SSET est présentée en premier lieu, ainsi qu’un
prétraitement pour 'opérateur de cardinalité. La théorie cible retenue BAY, extension de A€,
est présentée en partie 8.2. La traduction est formellement définie en partie 8.3. La preuve de
sa correction est établie a la partie 8.4. L’application sur 'exemple du MESI clét ce chapitre.

8.1 SSET, une théorie ensembliste simple

Cette partie présente un fragment restreint de la théorie des ensembles nommé SSET, en
adéquation avec les obligations de preuve ensemblistes que l'on souhaite décharger.

Cette partie s’organise comme suit : la partie 8.1.1 présente une axiomatisation finie de
SSET ; la partie 8.1.2 présente un pré-traitement permettant de réduire un probléme de
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VE.E &0

VE.E c {E}

VE,E'.E+FE = E ¢ {E'}

VES,S . E€SUS < (E€S VEES,)
VE,S,S . E€SNS < (E€eSiANEeES,
VE,S1,5% . E€Si\Sc (E€cSiNEZS,
V5,8 .51=8%< (VE.E€S < Fcb
V51,85 .51CS < (VE.E€S = Fcb

N N AN N N N N N
o A M A O O
0 ~J & Ot = W N =
~— T N N N~~~

)
)
)
)

avec E, E' deux variables de sorte ELEM et S, S9 des variables de sorte
SET.

Fia. 8.1 — Axiomatisation Az(SSET)

satisfaisabilité d’une formule modulo une théorie ensembliste avec 'opérateur de cardinalité
en un probléme de satisfaisabilité modulo SSET.

8.1.1 Axiomatisation finie Az(SSET)

Soit SSET un langage du premier ordre multi-sortes ne contenant que deux sortes dis-
tinctes ELEM, SET et tel que P = {=gLEMm,=sET, S, €} et F contient {0,U,N,\,{.}} et un
ensemble de constantes de chaque sorte. Pour améliorer la lisibilité du document, on écrira =
pour =gLEM et =ggT lorsque cela n’introduit pas d’ambiguité.

Le terme constant () est de sorte SET et pour un terme e de sorte ELEM le terme {e} est
de sorte SET. De méme si s1 et so sont deux termes de sorte SET, alors s b< s, est un terme
de sorte SET, pour <€ {N,U,\}. On écrit alors {ej,e,...,e,} comme une abréviation de
({1} U{ead) . U{en)):

L’ensemble des atomes de SSET est constitué des expressions de la forme e; = eg, € € s,
51 C 89, 51 = $9, Ol e, eq, ex sont des termes de sorte ELEM et s, $1, So sont des termes de sorte
SET. Les littéraux, combinaisons booléennes et formules quantifiées de ce langage sont définies
comme a la partie 2.1, et e ¢ s est introduit comme une abréviation de —=(e € s) ou e (resp.
s) est de sorte ELEM (resp. SET). Les définitions de ces symboles fonctionnels sont formalisées
par 'ensemble fini Az(SSET) d’axiomes donné dans la figure 8.1.

La partie suivante présente une extension de SSET.

8.1.2 Etendre SSET avec ’opérateur de cardinalité

Fréquemment utilisé dans les spécifications ensemblistes, le symbole fonctionnel card d’arité
1 et tel que o(card) = (SET, N) donne le nombre d’éléments de I’ensemble fourni en parameétre.
L’axiome

card(S) =N < (Fprpm €1 ----ev-{e1,...,en} =S A /\ e; 7 €j). (8.9)
1<i<j<N
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8.2. BAS, une théorie des tableaux de booléens

Polarité Littéral Réécriture
positive card(s) =n — IELEM €15 -+ En - /\1§z’<j§n e 7 € Nel,....ent=s
card(s) >n — JgrpMm €l n - /\léi<j§n+1 e; # e ANer,...,enp1} C s
négative card(s) =n — (Vpppy€ls---»€n-{€1,.--,ent1} C S:>\/1§i<j§n+l e; =¢) A
Verem i fo- (s C{fi,- -, fu1})
card(s) >n — VELEM ey en.7(s C{e1,...,en})
oll s est un terme de sorte SET, n est un entier naturel, ej,...,e, et

fi,-...fn sont des variables fraiches de sorte ELEM.

F1G. 8.2 — Suppression de cardinalité dans des formules sans quantificateurs

universellement quantifié¢ en S de sorte SET, et en N de sorte N en définit la sémantique.
Cet axiome pourrait étre ajouté a SSET. Ceci nécessiterait alors de détailler le domaine
d’interprétation Dy, puis d’étendre la démarche de traduction & ce symbole.

Au lieu de cela, on remplace ce littéral par le prétraitement présenté a la figure 8.2. Celle-ci
montre comment réécrire un littéral comparant une cardinalité avec un entier naturel en une
formule quantifiée de SSET, selon la polarité de cet opérateur. Ces réécritures sont optimisées
pour éviter, autant que possible, I'introduction de quantificateurs.

En effet un ensemble est de cardinalité strictement supérieure a n si et seulement s’il existe
n + 1 éléments distincts qui lui appartiennent ou bien, de maniére duale, si et seulement s’il
n’est pas inclus dans quelque ensemble composé de n éléments ou moins. C’est cette double
formulation qui est exploitée, pour n’introduire, par réécriture, que des variables quantifiées
qui sont ensuite skolémisées par des constantes. On remarque, en effet, qu'une quantification
existentielle est introduite lorsque la polarité est positive, et qu’elle est universelle dans le cas
contraire. Il est donc ensuite possible de supprimer cette quantification par skolémisation.

Naive et colteuse, cette réécriture permet de traiter de petites cardinalités que 1’on ren-
contre, notamment, dans les algorithmes d’exclusion mutuelle. On note aussi qu’elle se limite
a la comparaison d’une cardinalité avec une constante n entiére connue, excluant ainsi les
comparaisons de la forme card(s;) < card(s2), par exemple.

8.2 BA;, une théorie des tableaux de booléens

L’intuition sous-jacente & la démarche de traduction d’une formule de SSET dans une
(extension de) A¢ est basée sur la représentation d’un ensemble par sa fonction caractéristique.
Une telle fonction peut étre encodée par un tableau de booléens dont les indices sont les
éléments de I’ensemble. Par exemple, 'ensemble s = {1,2} peut étre représenté par s[1] =
s[2] = true pour peu que s[z] = false, pour tout z distinct de 1 et 2.

Tout d’abord, soit BAS O A¢ une spécialisation de A$ ou 'on se limite aux tableaux qui
ne stockent que des valeurs booléennes (c’est le 'B’ devant le ‘A" dans ‘BAL’). Cette théorie
contient les deux constantes tt et ff de sorte VALUE et le symbole constant mty de sorte ARRAY
qui définit le tableau valant partout ff. Intuitivement, mty est la représentation de ’ensemble
vide dans A¢. L’axiomatisation Az(B.A¢) est donnée a la figure 8.3.
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VA, J,E .rd(wr(A,J,E),J) =E (8.10)

VA, J,JE.J#J = rd(wr(A,J,E),J") =rd(A,J) (8.11)
VA A (VJ.rd(A,J)=rd(A',])) = A=A (8.12)

tt # ff (8.13)

VJ.rd(mty, J) = ff (8.14)

avec A et A’ des variables de sorte ARRAY, J et J' des variables de sorte
INDEX, et £ une variable de sorte VALUE.

FiG. 8.3 — Axiomatisation Az (B.A¢)

8.3 De SSET a BAS

Les parties précédentes ont présenté dans 'ordre SSET, la théorie ensembliste définis-
sant la logique des formules en entrée de notre démarche de traduction et BA, la théorie
des tableaux de booléens définissant la logique des formules cibles. Cette partie présente les
fonctions réalisant cette traduction.

On définit trois fonctions S, T et F telles que :

— S associe a toute sorte de SSET une sorte dans BAY,

— T associe & tout terme de SSET une paire dont le premier membre est un terme de

BAS et le second est un ensemble de formules de BAZ,
— F associe a toute formule de SSET une paire dont le premier membre est une formule
de BA{ et le second est un ensemble de formules de BA.
La suite donne tout d’abord la sémantique de ces fonctions, puis leur définition et décrit
ensuite formellement comment d’autres symboles et axiomes sont ajoutés a Az(B.A¢) lors de
la traduction d’une formule de SSET dans une formule de la logique du premier ordre avec
égalité lors de l'appel des fonctions T et F.

On pose S(ELEM) := INDEX et S(SET) := ARRAY. Intuitivement, la fonction T associe &
chaque terme de SSET de sorte ELEM (resp. de sorte SET) une paire dont le premier membre
est la correspondance dans INDEX (resp. dans ARRAY) dudit terme et le second membre est
un ensemble de formules de B.A¢ définissant cette correspondance. Les régles formelles de tra-
duction de cette fonction sont données a la figure 8.4. On note que pour chaque « engendré,
ajouter ’axiome 0, permet de définir {tt,ff} comme le co-domaine de la fonction caractéris-
tique représentée par le symbole u.

On détaille, par exemple, la traduction d’une union s; U $o 0l 1 et so sont deux termes de
sorte SET. Ce terme est traduit en un tableau « et un ensemble de définitions

{ay} Uag Uas U {d,}

ou
— ay est la définition du tableau u qui représente ’ensemble s; U so. C’est formellement la,
formule

VJ . (rd(ug,J) =tt Vrd(u, J) =tt) < rd(u,J) = tt

qui se lit "pour tout indice J, le tableau « vaut vrai en J si et seulement si le tableau
u1, qui correspond & I’ensemble s, ou le tableau us, qui correspond a I’ensemble so, vaut
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TM) = (mty,0) (8.15)
T(k) := (i,0) si k est une constante ou une variable de sorte ELEM (8.16)
T(k) = (u,{04}) si k est une constante ou une variable de sorte SET (8.17)
T{k}) := (wr(mty,i,tt),D) si k est une constante ou une variable

de sorte ELEM telle que T'(k) = (4,0) (8.18)

T(s1Us2) = (u,{au}UarUagU{d,}) ont ay, est
VJ . (rd(ug,J) =tt Vrd(u, J) =tt) < rd(u,J) = tt (8.19)

T(s1Ns2) = (u,{antUarUagaU{d,}) ot an est
VJ . (rd(ug,J) =tt Ard(ug, J) =tt) < rd(u, J) = tt (8.20)

T(s1\s2) = (u,{m}UarUazU{d,}) ot o est
VJ.(rd(u,J) =tt A rd(ug, J) = ff) < rd(u, J) = tt (8.21)

ou 7 est une constante (resp. variable) fraiche de sorte INDEX si k est
une constante (resp. variable) de sorte ELEM, u est une constante (resp.
variable) fraiche de sorte ARRAY si k est une constante (resp. variable) de
sorte SET, s1, so sont des termes de sorte ARRAY tels que T(s;) = (u;, ;)
pour ¢ = 1,2, J est de sorte INDEX et d, est définie pour chaque u par
VJ.rd(u,J) =ttVrd(u,J) = ff.

F1G. 8.4 — Fonction T de traduction des termes de SSET dans BA{

aussi vrai en J".
— aq est I’ensemble des formules qui définissent le tableau u; comme étant la traduction
de ’ensemble s;.
— ao est I’ensemble des formules qui définissent le tableau uo comme étant la traduction
de ’ensemble s5.
— 0§, est la formule qui fixe le codomaine du tableau u.
Selon le méme principe, les formules de SSET sont traduites dans BA; a l'aide de la
fonction F définie par un ensemble de régles données & la figure 8.5.
Pour expliciter le comportement de F, détaillons, par exemple, la traduction de dp.p €
¢ A\ p € e pour p une variable de sorte ELEM et ¢ et e deux variables de sorte SET. En posant

T(p) = (ZIH@)
T(c) (ue; {0u

T(e) = (ue,{0u
) (

FpecApece rd(ue, ip) = tt A rd(ue, ip) = tt, {dy,, 0u, })

= . 1) et
.}), ona

et F3p.p€cApee)vaut (Fip.dy A dy, Ard(ue,ip) = tt,0).

Retour a ’exemple MESI. Pour décider de la satisfaisabilité de la négation de ’obligation
de preuve (5.4), on considére sa cloture existentielle

dm,e,s,i,c.Inu(m,e,s,i,¢c) N(3p.pecApeceh-Inu(mU{p} e\ {p}, s, i,c))
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Fle € sp) = (rd(u,i) = tt,aq) (8.22)
F(s1 =s2) = (v = ug, 1 Uay) (8.23)
F(Sl - 82) = ((Ver(ul,J) =tt = rd(u2,J) :tt),a1 UCMQ) (824)
F(-p) = (=¢,0) (8.25)
F(pr10p2) = (P10 P2,a1Uag) oto € {V,A, =<} (8.26)
F(ite(p, p1,902)) = (ite(#,P1,%2),a U1 Uas) (8.27)
F(vy.@) = (V§.o' = §,0) (8.28)
FEy.¢) = (37y.d A,0) (8.29)

ou e est une constante ou une variable de sorte ELEM telle que T'(e) =

(7,0), s1, s2 sont des termes de sorte ARRAY tels que T(s;) = (u4, ;) pour

1 = 1,2, J est une variable de sorte INDEX, ¢, ¢1, @2 sont des formules

de SSET telles que F(¢) = (p,a) et F(p;) = (@i, ai) pour i = 1,2,

y est une variable de sorte SET ou ELEM telle que T(y) = (¥, o) pour

F1G. 8.5 — Fonction F de traduction des formules de SSET dans BA; .

qui est satisfaisable si et seulement si la forme de Skolem

Inv(m,e,s,5,c) ApecApeceN-InimU{p}t,e\{p},s,77¢) (8.30)

lest, ou m, ¢, 5,7, ¢ sont des constantes fraiches de sorte SET et p est une constante fraiche
de sorte ELEM.

On explique la démarche de traduction vers B.A¢ de la sous-formule card(m U {p}) > 1
apparaissant dans Inv(m U {p},e\{p},s,7,¢) de (8.30). On commence par supprimer 'opéra-
teur de cardinalité dans (8.30) comme présenté a la partie 8.1.2. Apparaissant & une polarité
positive dans (8.30), card(mU{p}) > 1 se réécrit en =(mU{p} C {€1}) ou € est une constante
fraiche.

Pour traduire =(m U {p} C {e1}), on pose T(&1) = (i,0), T(p) = (i,0), T(m) =
(tm,{0u, }). On aalors T(m U{p}) = (umupy, {(8:31), 0u,, s Ou, iy ) 01 (8.31) est I'axiome

VX . (rd(um, X) = tt V rd(wr(mty, ip, tt), X) = tt) < rd(upugp), X) = tt (8.31)

qui définit I'union m U {p}.
Ainsi

Fimu{p} C{e}) = (VJ.rd(upugp),J) = tt = rd(wr(mty, i, , tt), J) = tt,
{(8.31), 5um,5umu{p}}),

et donc

F(=(mU{p} C{ea}) = VI .rd(upupy,J) = tt = rd(wr(mty, i, tt), J) = tt),
{(8:31), 0 Oy 1)-

Il reste alors & établir la correction de la traduction ce que réalise la partie suivante.
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I'(rd) € Digrray X Dinpex — DVaLuk
s,e) = ttsil(e)(e,s)=T (8.32)
s,e) = ff sinon (8.33)

/ / / / /
I'(wr) € Djrgray X Dinpex X DvaLue — DArray

I'(wr)(s,e,tt) = sU{e} (8.34)
I'(wr)(s,e,ff) = s\ {e} (8.35)
I'(mty) = 0 (8.36)

I'(u) = ssiT(s)=(u,_) (8.37)

I'(i) = esiT(e)=(i,0) (8.38)

I'(tt) = tt (8.39)

"(ff) = ff (8.40)

ou s € D’ARRAY = DsgT, € € DI/NDEX = Dg1,EM, ¢ est une constante
de sorte ARRAY, i est une constante de sorte INDEX, sU {e} et s\ {e}
sont des termes de SSET.

F1G. 8.6 — Interprétation des symboles fonctionnels de B.A

8.4 Correction de la traduction

La partie précédente a présenté une démarche de traduction d’une formule dans la théorie
SSET en une formule dans une extension de la théorie A¢. Intuitivement, cette partie montre
que cette traduction est correcte, c’est a dire que la valeur de vérité de la formule initiale dans
SSET est la méme que la valeur de vérité de la formule traduite dans l'extension de A¢. Le
théoréme suivant formalise cette intuition.

Théoréme 8 Soit ¢ une formule close sans quantificateur de SSET et soit (¢, a) = F(p).
¢ est satisfaisable modulo SSET si et seulement si 1) est satisfaisable modulo BAS U o

Preuve du seulement si

Supposons qu’il existe un modele pour SSET et ¢. D’aprés le lemme 1 (chapitre 2), il existe
un modele de Herbrand Z = (D, I) pour SSET et . Dans cette interprétation, les domaines
d’interprétation des constantes de sorte SET et ELEM sont les ensembles Dggr = Hggt et
Dprgm = Hgppwm construits comme a la définition 13 (chapitre 2), a partir de la forme
clausale de Az(SSET) et de ¢.

On construit une interprétation particuliere Z/ = (D', I') sur B.A¢ dont on démontre qu’elle
est un modele pour BA{Ua et 1. On pose Dixprx = DELEM, Dyarug = {tt, ff} et DApray =
Dgpr. La figure 8.6 donne une interprétation spécifique des symboles fonctionnels de BAS.
Le seul symbole prédicatif de la théorie BA¢ est ’égalité. I’ Uinterpréte par la diagonale du
domaine auquel elle s’applique.
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Fait 1 Si 'interprétation Z définie ci-dessus est un modeéle de SSET, alors 'interprétation
7’ définie ci-dessus est un modeéle pour BA¢.

PRrREUVE. Il suffit de calculer la valeur de veérité de chaque axiome de Az (B.A¢) par Z’. Consi-
dérons, par exemple, ’axiome (8.10).

D’une part, chaque axiome de Az(SSET) étant interprété a T, il en est ainsi pour (8.2)
et pour (8.4). Ainsi, pour toute constante e de Dgpgym et tout terme s1, so de DsgT on a

I(e)(e,{e}) = T (8.41)
I(e)(e,s1Usy) =T ssi I(€)(e,s1) =T oul(€)(e,s2)=T. (8.42)

D’autre part, étudier la valeur de vérité de 'axiome (8.10), qui est
VA, J,E . rd(wr(4,J,E),J) = E,

revient & vérifier que quelque soit la substitution de A par un terme s de D) gy, de J par
un terme e de D{yppx et de £ par un terme b de D{,; yp, la formule est interprétée a T.
Ainsi, pour b valant tt, on a successivement

I'(rd(wr(s,e,tt),e) =tt) =T
ssi I'(=)(rd(wr(s,e,tt),e), tt) =T (définition de U'interprétation)
ssi I'(rd)(I'(wr)(s, e, tt),e) = tt (interprétation syntaxique de 1’égalité)
ssi I'(rd)(s U {e},e) =tt (régle (8.34))
ssi I(€)(e,sU{e}) =T (regle (8.32))
ssi I(€)(e,s) =T VI(€)(e,{e}) =T (régle (8.42) en constatant que {e} € Dsp)

qui est vrai d’aprés (8.41). La conclusion étant la méme lorsqu’on substitue b par ff et la
preuve étant indépendante de s et de e, on en déduit que (8.10) est interprété a T. La preuve
étant similaire pour les autres axiomes de B.A¢, on peut conclure. O

Fait 2 Soit ¢ une formule close sans quantificateur satisfaisable dans SSFET'. L’interprétation
T’ définie ci-dessus est un modeéle pour « avec F(p) = (¢, a).

PREUVE. Toutes les formules de « sont issues de la traduction par T des termes de ¢. Autre-
ment dit, F n’ajoute dans « que les formules issues d’une traduction par T.

Soit alors #(¢) ’ensemble des termes de ¢. On montre par induction sur la taille de #(y)
que pour tout terme t € t(p) tel que T(¢) = (, ), on a I'(ay) = T.

La constante (), les termes de sorte ELEM et ceux de la forme {e}, ou e est une constante
de sorte ELEM, n’engendrent pas de formules par T. La preuve est donc triviale pour ces cas
de base. On s’intéresse maintenant aux constantes s de sorte SET dans t(y). On a T(s) =
(us, (8.43)) avec

VJ.rd(us, J) =tt V rd(us, J) = ff. (8.43)

Pour évaluer la valeur de vérité de (8.43), on remplace J par n’importe quel terme e de
Dixpex = DeLem- On a ainsi

I'(rd(us, e) =tt Vrd(us,e) =ff) =T
ssi I'(rd(us,e) =tt) =T ou I'(rd(us, e) = ff) = T (définition de l'interprétation)
ssi I'(rd)(I'(us), e) = tt ou I'(rd)(I'(us), ) = ff (interprétation de ’égalité)
ssi I(€)(e,s) =T oul(€)(e,s) =1 (regles (8.32) et (8.33))
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qui est vraie.
Supposons que s; N sp appartienne a #(y). Posons T(s1) = (u1,a1), T(s2) = (u2,a2) et

T(s1 M s2) = (synsy, Xsy1sy) AVEC gysy = a1 U g U {(8.44), 0y, } 011 (8.44) est I'axiome

VJ.(rd(u1,J) =tt A rd(ug, J) = tt) < rd(us,ns,, J) = tt (8.44)

qui définit 'union s N 9.

Comme a; U ag est interprété & vrai par hypothése d’induction, il reste & montrer que la
formule (8.44) est interprétée a vrai, la preuve pour 4y, ,, étant analogue. Pour étudier la
valeur de vérité de (8.44), on substitue J par n’importe quel élément e de Dixppx = DELEM.
On a alors successivement

['(8.44) =T
ssi I'((rd(u1, e) = tt A rd(ug, e) = tt) < rd(ug gy, €) =tt) = T
ssi (I'(rd(u1,e) = tt) Tet I (rd(u2, ) =tt) = T) ssi I'(rd(us,nsy, €) =tt) =T
ssi I'(rd)(I'(us,nsy ), €) = tt ssi (I'(rd ur), e) = ttet I'(rd)(I'(u2), €) = tt))
ssi I'(rd)(s1 N s2,e) = tt ssi (I (rd)(sl, ) =tt et I'(rd)(so, €) = tt) (regle(8.36))
ssi I(€)(e,s1Ns2) =T ssi (I(€)(e,s1) =T et I(€)(e,s2)=T) (regle (8.32))

qui est vraie puisque par hypothése, I est un modéle de SSET et donc, en particulier,

1((8:5)) =

La preuve étant similaire pour les autres termes s; U sp et s \ s2, on peut conclure. O

Fait 3 Soit ¢ une formule close sans quantificateur et une formule 1) telle que F(p) = (¢, «).
7 est un modele pour ¢ si et seulement si Z’ est un modeéle pour .

PREUVE. La preuve se fait par induction sur la structure de ¢. On montre tout d’abord que
le fait est vrai pour les cas de prédicats élémentaires e; € s1, 1 C s2, e = eg et enfin 51 = 9
avec e1, ez de sorte ELEM, s; et so de sorte SET. On traitera ensuite le cas de —p et enfin le
cas de 1 © g ot © € {A,V, =, <, ite}.

Le raisonnement étant similaire pour tous les cas élémentaires, on ne détaille que celui ot
© est est de la forme s; C sp avec s; et so deux termes de sorte SET.

En posant T(s1) = (u1,1) et T(s2) = (u2,2), on a F(s1 C s2) = (¥,a1 Uag) o 9 est
VJ.rd(up, J) =tt = rd(ug, J) = tt.

On obtient la valeur de vérité de ¥ en y remplagant J par n’importe quel élément e de
DI/NDEX = DELEM- Ainsi

r) =
ssi I’(rd(ul, ) =tt=rd(ug,e) =tt) =T
ssi I'(rd(u1,e) = tt) = T implique I'(rd(ug, e)) =tt) =T
ssi I'(rd)(I'(uy), e) = tt implique I'(rd)(I'(ug), ) = tt
ssi I'(rd)(s1,€) = tt implique I'(rd)(s2, ) = tt (regle (8.36))
ssi I(€)(e,s1) = T implique I(€)(e,s2) =T (définition de I'(rd)).

Or Z est un modele de SSET, donc satisfait les axiomes (8.1) & (8.8) et en particulier
(8.8) , donc
I(VSl,Sg.Sl C S & (VEE €eSi=>F¢ SQ)) =

Or s1 et sy appartiennent a Dggr, donc

I(sg Cs9) =T siet seulement si [VE.E €51 = E € s9) =TT.
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Avec ’hypothése que I(s; C s9) = Tonal(VE.E €5, = F € s)=T.0re € DgLgm =
Dixpgx donc on a
I(e€csi=ecs)=T.

et on en déduit
I(€)(e,s1) = T implique I(€)(e,s2) = T,

et donc que I'(¢)) = T.
Avec I'hypothése que I(s; C s9) = L, on a trouvé un e tel que

[(€)(2,51) = T et I(€) (2, 52) = L,

et donc tel que I'(1)) = L. Ainsi le fait est vrai pour ¢ = s1 C s9.

Ensuite, on remarque que la formule ¢ n’étant pas quantifiée, sa traduction ¢ a la méme
structure propositionnelle.

Supposons maintenant que I(¢) = T < I'(¢)) = T. On montre que le fait est inductif vis
a vis de la négation. Le raisonnement suivant montre que ce fait est inductif

I(—p) =T
e I(p)=1
s I'y)=1 (par hypothése d’induction)
& I(—y)=T.

Supposons maintenant ¢;, 1; et i, 1 < 1 < 2 tels que F(¢;) = (¥4, o). Les interprétations
T et 7' appliquant les tables de vérité pour les opérateurs logiques, on déduit de I(p;) = T <
I'(;)) = T que I(p1 A wa) =T < I'(h1 A iho) = T, puis le méme résultat pour V,= et =,
ste . On conclut alors la preuve du fait. O

La preuve du "seulement si" est la conjonction des trois faits précédents.

Preuve du si

Soit une formule ¢ de SSET, soit (1,a) = F(p) et soit Z/ = (D', I') un modele de
Az(BA¢) U « et 1. Montrons qu'il existe un modéle pour ¢ et SSET.

On construit pour cela l'interprétation Z = (D,I) de Herbrand avec Dggr = Hggr,
DerLem = HgpgMm et pour laquelle la figure 8.7 définit l'interprétation I des symboles prédi-
catifs. L’égalité sur les termes de sorte ELEM est définie comme la diagonale du domaine de
DgLEM-

L’interprétation I’ étant un modele de ¢ et Az(BAS) U «, on en déduit que

— tous les « sont interprétés & T par I’; d’aprés la définition de I, la valeur de vérité de

chaque prédicat ensembliste P par I est donc la méme que celle de sa traduction ¥p
par I';

— 1) est interprété a T par I'.

Comme ¢ et sa traduction ont la méme structure propositionnelle (p n’est pas quantifiée),
on en déduit que ¢ est interprétée a T par [.

Il reste & montrer que l'interprétation Z définie ci-dessus est un modéle pour SSET, ceci
en calculant la valeur de vérité de chaque axiome de Az(SSET). Etablissons, par exemple, la
valeur de vérité de ’axiome (8.5). Pour toute substitution de F par un élément e de Dgpgwm,
de S; par un élément s; de Dsgr, de Sy par un élément so de DggT, on note 4, u1, a1, U, Qo,
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I(P)(ti,t) = Tsil'(Wp)=Tet'(ap)=T (8.45)
= 1 sinon (8.46)

ou P e {€,C,=gsser}, F(P(t1,t)) = (Yp,ap), t1 et ty sont des termes
de DgrrMm ou Dsgr, en accord avec la signature de P.

F1G. 8.7 — Interprétation des symboles prédicatifs par Z

UsyNsys (Usyns, 168 termes et ensembles de formules définis par T'(e) = (7,0), T(s1) = (w1, 1),
T(s2) = (ug,2) et T(s1M82) = (Usynsys Usynsy ). Ainsi, F(e € s1Ms2) est (rd(a, 1) = tt, asy sy )-
Alors,

I(fe€siNsy) =T
(€)(e,s1MNs2) =T
/

ssi [
ssi I'(asnsy) = T et I'(rd(us,nsy, 0) = tt) =T (définition (8.45))
ssi I'(an) =T et I'(ag) =T et I'(rd(us;nsy, ) =tt) = T et
I'(VJ . (rd(ur, J) = tt Ard(ug, J) = tt) < rd(ugnsy, J) = tt) = T (décomposition de s; N sp)
ssi I'(aq) =T et I'(rd(up,1) =tt) =T et
I'(ag) =T et I'(rd(ug,i) =tt) =T (simplification)

ssi I(€)(e,s1) =Tet I(€)(e,s2)=T

L’interprétation Z est donc un modéle pour 'axiome (8.5). Similaire, la preuve pour les
autres axiomes est omise; on peut donc conclure la démonstration.

8.5 Résumé

Ce chapitre a montré comment traduire une formule de la théorie ensembliste restreinte
SSET en une formule équisatisfaisable dans BAY, une extension de la théorie des tableaux
avec extensionnalité. Ce chapitre a aussi montré comment étendre cette traduction & d’autres
opérateurs (notamment celui de cardinalité). La correction de la traduction a été établie a
I’aide d’un théoréme prouvé.

Comme le présente plus en détail le chapitre 11, cette traduction se révele efficace en
comparaison avec d’autres outils spécialisés dans la preuve de formules ensemblistes.

Se pose alors la question de savoir si la structure d’ensemble est la plus & méme pour
spécifier le comportement global des systémes d’intérét : certes les ensembles fournissent un
confort d’utilisation, ils nécessitent néanmoins un traitement cotiteux pour étre réduits en
des tableaux. Le chapitre suivant montre comment les systémes uniformes distribués peuvent
étre spécifiés a 1’aide de fonctions totales, plus directement traduisibles dans la théorie des
tableaux.
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Chapitre 9

Des fonctions totales
aux tableaux de valeurs

Dans le cadre de la vérification de systémes uniformes distribués, les ensembles fournissent
un confort certain dans I’expression des opérations correspondant aux actions locales, aux syn-
chronisations par rendez-vous ou par broadcast. En effet, un opérateur d’union exprime qu’un
ensemble de processus entre dans un nouvel état et un opérateur de différence ensembliste
exprime qu’un tel ensemble quitte un état.

Néanmoins, les ensembles n’en demeurent pas pour autant la structure idéale pour toute

spécification. En effet, lorsque des ensembles Ei,..., E, mémorisent respectivement les élé-
ments dans les états eq,...,e,, le spécifieur doit préciser que ces ensembles sont deux a
n(n—1)

deux disjoints, ce qui se représente par ——5— intersections de la forme E; N E; = 0 pour
1 <7 < j < n. Toute ces intersections vides sont traduites en autant de formules univer-
sellement quantifiées dans la théorie des tableaux, occasionnant pour le prouveur des ralen-
tissements engendrés par des possibilités supplémentaires de superposition ou des éventuels
problémes de mémoire. Puisque chaque processus est dans un des états du systéme, pourquoi
ne pas mémoriser 1’état global du systéme dans une fonction totale qui associerait & chaque
processus ’état dans lequel il se trouve? Ces fonctions totales étant directement traduisibles
dans la théorie des tableaux, on peut espérer d'importants gains de temps de preuve. Certes

le co-domaine de chaque fonction totale étant un ensemble énuméré de la forme {ey,..., e},
n(n—1)
2

distinctions entre constantes
n(n—1)
2

chaque obligation de preuve doit intégrer en hypothéses

de la forme e; # e; pour 1 < ¢ < j < n, mais ce nombre est & rapprocher des formules
universellement quantifiées exprimées plus haut.

Ce chapitre suit un plan similaire & celui du chapitre précédent : la partie 9.1 présente
SFUNC, une théorie simple de fonctions totales, la partie 9.2 montre que SFUNC est suffisante
pour spécifier des systémes uniformes distribués et la partie 9.3 montre comment traduire une

forme de SFUNC en une formule de BAS.
9.1 SFUNC, une théorie simple des fonctions totales

L’objectif de cette partie est d’étendre SSET aux fonctions totales, pour lesquelles on
définit un ensemble d’opérateurs minimal permettant de spécifier facilement les systémes uni-

formes distribués. En plus des sortes SET et ELEM vues au chapitre précédent, on considére
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Symbole Signature Sens Axiomes
_< {_+ _} | FUNC X ELEM X STATEVALUE X FUNC surcharge d’une fonction | (9.2) et (9.3)
avec une paire
_x{} SET X STATEVALUE X FUNC produit cartésien entre (9.4)
ensemble et singleton
im FUNC X STATEVALUE X STATEVALUE X ... | modification par bloc (9.5)
XSTATEVALUE X STATEVALUE X FUNC de la fonction

FiG. 9.1 — Signature des symboles de SFUNC

la sorte FUNC des fonctions totales dont le domaine est un ensemble de sorte SET et dont le
co-domaine est un ensemble énuméré constitué de constantes de sorte STATEVALUE.

Chaque fonction totale f € s — {vy,...,v,} avec s de sorte SET et v; de sorte STATEVALUE
pour 1 < i < n est définie comme un ensemble de paires ordonnées inclus dans s x {vy,..., v}
ou chaque élément a du domaine s a au moins une image dans {vy,...,v,} (la relation est
totale) et cette image est unique (la relation est une fonction). Formellement, cela revient a
poser ’axiome

fes—=Av,...,n}e

Va.a€s= ((\/1<z‘<n(av”i) ef)ANVv,w.((a,v) € fA(a,w) €f)=v=uw)). (9-1)

Par la suite, pour f € FUNC et e (resp. v) appartenant au domaine (resp. au codomaine) de
f, on note f(e) = v ala place de (e,v) € f.
Pour ces fonctions totales, se pose le choix d’un ensemble d’opérateurs suffisant pour
spécifier les systémes uniformes distribués définis au chapitre 3. Pour représenter la transition
d’un processus d’un état vers un autre, un opérateur de surcharge de fonction suffit; pour
représenter le fait que les systémes sont couramment initialisés en fixant tous les processus
dans un méme état e, un opérateur de produit cartésien entre I’ensemble des processus et le
singleton {e} suffit; pour représenter les transitions issues d’un broadcast qui vont déplacer
chaque processus (excepté celui qui émet le message) d'un état e; vers un état ef, un état e;
vers un état e} ..., un opérateur dit de modification par bloc qui modifie chaque image de la
fonction uniquement selon sa valeur avant cette modification est suffisant.
On définit les trois symboles fonctionnels <, x et im correspondant respectivement & la
surcharge, au produit cartésien et & la modification par bloc. La figure 9.1 donne leur signature
et leur sens. Leur sémantique est, quant a elle, formalisée sous forme d’axiomes (figure 9.2).
Intuitivement, pour un terme f de sorte FUNC, un terme s de sorte SET, un terme e de
sorte ELEM, des termes v, v1, ..., vp, v], ..., v), de sorte STATEVALUE,
— le terme f < {e +— v} représente la fonction totale identique & f sauf en e ou elle vaut v.
Pour lire sa valeur en un élément ¢, il suffit de distinguer le cas ot e = €’ (axiome 9.2)
et le cas contraire (9.3).

— le terme s x {v} représente le produit cartésien classique, c.a.d. la fonction totale valant
v en tout élément de son domaine s.

~ le terme im(f,v1, v],..., 0y, v),), pour f € s — {vy,...v,}, désigne la fonction totale de
domaine s qui vaut ] en tout élément z ou f(z) vaut v;, pour 1 < i < n.

L’axiome (9.5) est en fait un schéma d’axiome qui doit étre instancié pour chaque valeur
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(F<s{E-V)})E) = V
E+E = (F< {(E— V))E)=F(E)
EeS = (Sx{VWE)=V
FeS—{Vi,...,Va}AF(E)=V; = im(F,Vi,V{,...., Vo, VI)(E) = V!

~—~~ ~~ —~~
© L v ©
U W N
— ~— ~— ~—

ou toutes les variables sont universellement quantifiées, F' est de sorte
FUNC, E, E' sont de sorte ELEM, S est de sorte SET, V', Vi, ..., V,, V{,
..., VI sont de sorte STATEVALUE et 1 < i < n.

F1G. 9.2 — Axiomatisation Az(SFUNC) de SFUNC

de 7 entre 1 et n. On note que 'opérateur im aurait pu étre défini par le schéma d’axiomes
im(F,V{,....V}))=dom(F > {Vi}) x {V{} U...Udom(F > {V,}) x {V}}. (9.6)

pour toute fonction F € s — {V1,..., Vy }. Si (9.5) et (9.6) sont équivalents, (9.5) est préféré
puisqu’il ne nécessite de définir ni le symbole de domaine (dom), ni celui de restriction de
codomaine (), ni celui d’union (U), qui est problématique pour les fonctions totales dans le
sens oul I'union de deux fonctions totales n’en est pas nécessairement une.

Le seul symbole prédicatif supplémentaire est 'appartenance (€) de signature FUNC X
SET X P(STATEVALUE) et dont ’axiomatisation est donnée en (9.1).

La partie suivante montre comment spécifier des systémes uniformes distribués a ’aide des
opérateurs sur les fonctions totales définis dans cette partie.

9.2 Spécifications a ’aide de fonctions totales

Le chapitre 5 a montré que les systémes uniformes distribués du chapitre 3 sont modé-
lisables dans le langage des machines abstraites B, basé sur les expressions ensemblistes. A
nouveau, ici, c’est le comportement global du systéme qui est modélisé, mais cette fois, I’état
du systéme est mémorisé a 1’aide d’une variable gs de type fonction totale au lieu de plu-
sieurs ensembles comme précédemment. Le domaine de cette fonction est I’ensemble abstrait
PROC des identifiants des processus (CACHE pour 'exemple du MESI) et le codomaine est
un ensemble énuméré STATUS des états de ces processus (VAL = {m, e, s, i} pour le MESI).
En d’autres termes, la fonction gs associe a chaque processus ’état dans lequel il est. Avec
cette notation, nous présentons les substitutions généralisées qui expriment les actions locales,
de rendez-vous et de broadcast puis 1’assertion qui correspond au patron de propriétés vu au
chapitre 3.

Une action locale & un seul processus qui passe d’un état v; € STATUS dans un état
Um € STATUS sous hypothése éventuelle d’une garde P se traduit par la substitution

ANY p WHERE p € PROC A gs(p) = vy A P THEN gs := gs < {p — v, } END

Le rendez-vous qui synchronise une transition d’un processus p de v; dans wv,,, sous hy-
pothése éventuelle d’une garde P, avec une transition d’un processus p’ de v, dans vy, sous

89



Chapitre 9. Des fonctions totales aux tableauzr de valeurs

MACHINE
mesi( CACHE)
SETS
vAL={m,e,s,i}
VARIABLES
gs
DEFINITIONS
im(f, s1, slp, s2, s2p, s3, s3p, s4, sdp) ==
dom(f > {s1}) x {slp} U
dom(f > {s2}) x {s2p} U
dom(f > {s3}) x {s3p} U
)

95(p1) = m A gs(p2) = m) = p1 # p2))
OPERATIONS

sendWritelnvalidate =
ANY p
WHERE p € CACHE A gs(p) = s
THEN g¢gs:= (CACHE x {i}) < {p — e}
END;

write =
ANY p
WHERE p € CACHE A gs(p) = e
THEN g¢gs := gs < {p — m}

dom(f > {s4}) x {s4p} END;
INITIALISATION sendRead =
gs := CACHE x {i} ANY p
INVARIANT WHERE p € CACHE A gs(p) = i
gs € CACHE — vAL A THEN
(¥(p1,p2)-((p1 € CACHE A pa € CACHE N gs = im(gs,m,s,e,s,8,8,i,8) < {p — s}
gs(p1) = s) = gs(p2) # m)) A END
(Y(p1,p2)- ((p1 € CACHE N pa € CACHE A END

F1G. 9.3 — Spécification du MESI exprimée a ’aide de fonctions totales

hypothése éventuelle d’une garde P’, se traduit par la substitution

ANY p WHERE p € PROC A gs(p) = vy A P THEN
ANY p/ WHERE p’ € PROC A gs(p') = v, A P’ THEN
gs :=gs < {p+— vy} < {p’ — vy} END END

ou les deux processus sont choisis de maniére non déterministe.

L’action de broadcast provoquée par un processus qui, sous hypothése éventuelle d’une
garde P et en passant de v; & v, impose a chaque autre processus de passer de v; dans I’état
vy, avec vy, vy € STATUS, ..., de v, de passer dans I'état v, avec vy, v, € STATUS se traduit
par la substitution

ANY p WHERE p € PROC A gs(p) = vy A P THEN
gs :==1im(gs, v1,v],...,Un,05) < {p — vy} END

On note que ces deux derniers patrons d’opérations de rendez-vous et de broadcast ne
distinguent pas les cas particuliers ou certains états v; sont égaux comme dans les spécifications
purement ensemblistes. La construction des spécifications s’en trouve simplifiée.

Dans ce langage, le patron de propriétés présenté a I'équation (3.4) s’exprime sous la forme

V pa, b - (pa € PROCA py € PROC A pg # po A gs(pa) = vp) = gs(ps) # vg (9.7)

oll pg, pp sont des variables de sorte ELEM et v, et v, sont des constantes de sorte STATEVALUE,
éventuellement égales.

Retour a ’exemple MESI. La figure 9.3 donne la spécification du MESI exprimée & I’aide
de la fonction totale gs qui associe & chaque cache de CACHE son statut dans vAL. On
remarque que 'opérateur im étant absent du langage B, pour rester correct vis & vis de celui-
ci, nous avons ajouté la définition de cet opérateur (donnée par I'égalité (9.6)) dans la clause
DEFINITIONS de la machine B & vérifier.

La partie suivante montre comment une obligation de preuve de SFUNC est traduite dans
la spécialisation BA{ de la théorie des tableaux.
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9.3 de SFUNC a BAS

La démarche de traduction s’appuie sur l’analogie entre les paires d’axiomes ((2.1),(2.2))
et ((9.2),(9.3)). De la méme maniére qu’'un ensemble était représenté par un tableau de boo-
léens, une fonction va étre représentée par un tableau de valeurs. On étend ainsi les domaines
d’application des fonctions S, T, et F vues au chapitre précédent.

La fonction S est enrichie par S(FUNC) = ARRAY, S(STATEVALUE) = VALUE. Les extensions
de T aux symboles fonctionnels <, X et im et de F au seul symbole prédicatif introduit, €,
sont données & la figure 9.4. Dans cette figure, null est une constante de type VALUE distincte
des v;, 1 < i < n, qui, lorsqu’elle est employée dans 1’égalité rd(u, X) = null, précise que le
tableau u n’est pas défini en X. On explique la traduction de im (régle 9.13) et du prédicat €
(regle 9.14) comme suit :

— pour chaque terme v; de sorte VALUE et parameétre de im(f, v1,v{, ..., v, v},), le tableau

u codant im(f,vi,v{,...,vp,v),) vaut 171’ (représenté par rd(u, X) = 17{) partout ou le
tableau f codant f vaut v; (représenté par rd(f, X)= 1/;;’) et null ailleurs ;

— le tableau f code la fonction totale f de s dans {wv,...,v,} si pour tout indice X, si ce

X représente un élément de s, ]? vaut un certain 7; en X et, sinon, ? n’est pas défini en
ce X.
Par la suite, pour simplifier la présentation, on note v; a la place de v lorsque cela n’introduit
pas d’ambiguité.

Retour a ’exemple MESI. On détaille la traduction par T du terme CACHE x {i} qui
apparait a la fois dans l'obligation de preuve relative & l'initialisation et dans ’obligation de
preuve de l'opération sendWritelnvalidate. En posant T(CACHE) = (ucacug, {0cacur}) (régle
(8.17)) et T(i) = (,0) (régle (9.8)), on a

~

T(CACHE X {l}) = (u, {5CACHE} @] {(VX . rd(ucACHE,X) =tt= rd(u,X) = i),
(VX .rd(ucacar, X) = ff = rd(u, X) = null)}).

Dans cette traduction, u est le tableau qui représente le produit cartésien CACHE x {i}.

Conjecture 1 Une formule ¢ est satisfaisable modulo Az(SFUNC) ssi @ est satisfaisable
modulo BAS U a ot F(p) = (2, ).

IDEE DE PREUVE. Les traducteurs des symboles fonctionnels et prédicatifs étant le reflet des
axiomes qui les définissent, la démarche de preuve, technique et fastidieuse, est similaire &
celle du théoréme 8 du chapitre précédent. O

Elle n’a pas été entiérement développée dans ce travail pour son faible intérét pratique. En
effet, on peut aussi voir les notations des fonctions totales comme une abréviation des notations
sur les tableaux et considérer ainsi que les fonctions totales sont définies directement & ’aide
des axiomes définissant les tableaux.

9.4 Résumé

Ce chapitre a présenté SFUNC, une théorie simple de fonctions totales définissant un
nombre minimal d’opérateurs pour spécifier les systémes uniformes distribués de cette étude
ou chaque systéme de transitions a un nombre fini d’états. Celle-ci posséde plusieurs avantages :
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T(m(f, v1,v],. .., vn,v}))

F(f € s — {v1,...,u})

(w, () si w est une constante ou une variable
de sorte STATEVALUE

(g,0) si g est une constante ou une variable
de sorte FUNC

(wr(f,5,9), a5 U ay)

(rd(f, 1), p)

(u, a5 Uay, U{
(VX .rd(5,X) =tt = rd(u, X) =),
(VX .rd(5,X) =ff = rd(u, X) = null)})

(u, o U ( U vy, U Q) U
1<i<n

U (VX .rd(f, X) = G = rd(u, X) = v/} U

1<i<n

vVX.( N\ rd(f. X)#G) = rd(u, X) = null}) (9.13)

1<i<n
(VX.rd3X)=tt= \/ rd(f,X)=5)A
1<i<n
(VX .rd(5,X) = ff = rd(F, X) = null),

arUa, U U Qy, )
1<ikn

ol W est une constante (resp. variable) fraiche de sorte VALUE si w
est une constante (resp. variable), g est une constante (resp. variable)
fraiche de sorte ARRAY si g est une constante (resp. variable), f est
un terme de sorte FUNC, e est une constante ou une variable de sorte
ELEM telle que T(e) = (4,0), v est un terme de sorte STATEVALUE, u
est une constante fraiche de sorte ARRAY, T(k) = (/15, ay), pour k €

/! /
{f,v,s,v ,01,...,05,0],...

,vh} et X est une variable de sorte INDEX.

F1G. 9.4 — Extension de T et F aux fonctions totales
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9.4. Résumé

(i) plus proche de la structure de raisonnement (la théorie des tableaux) que les ensembles,
elle nécessite des traductions moins complexes; (ii) permettant de représenter chaque état du
systéme de transitions comme une constante de sorte STATEVALUE, les distinctions entre ces
constantes qu’elle engendre dans chaque obligation de preuve ne sont plus que des littéraux
sur des éléments et donc directement traduisibles dans B.A¢.

La démarche de traduction de SFUNC vers BA¢ présentée étend celle du chapitre précédent
aux opérateurs et prédicats de cette théorie.

Le chapitre suivant exploite une caractéristique des systémes distribués pour simplifier la
démarche de traduction vue dans ce chapitre et aboutir alors aux systémes dits de tableaux.
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Chapitre 10

Substitutions de tableaux

En présentant deux démarches de traduction vers une logique équationnelle, les deux cha-
pitres précédents ont montré I’adéquation d’une telle logique avec notre cadre de vérification.
Néanmoins, ces traductions peuvent paraitre insuffisantes puisqu’elles générent des formules
complexes soit en raison du choix de structure du modele initial (les ensembles), soit parce
qu’elle mélangent plusieurs structures (ensemblistes et fonctionnelles).

Or la classe de systeémes uniformes distribués présentée au chapitre 3 posséde une propriété
simplificatrice qui n’est pas exploitée et que I'on présente ici : le systéme global est composé
d’un nombre d’entités constant. La destruction d’une entité est représentée par un état p du
systéme de transitions de Pentité ou elle est dite inactive, endormie,.. . (cet état n’intervient
généralement pas dans I'expression de la propriété de sireté), et, de méme, la génération d’une
entité consiste & extraire de cet état p l'entité en question.

Intuitivement, si ’ensemble des entités est représenté par un ensemble abstrait A et qu’au-
cune opération du systéme ne modifie A, toute contrainte a € A d’appartenance a cet ensemble
est valide donc peut étre abstraite. Il en résulte une traduction simplifiée (et donc plus rapide)
en des formules (de taille encore plus réduite) exprimées dans une logique équationnelle pour
laquelle nous avons établi de nouveaux résultats de décidabilité.

Ce chapitre est organisé comme suit : la premiére partie démontre que, dans certains
cas, certains prédicats introduits par la traduction donnée au chapitre précédent peuvent
étre abstraits, et remplacés par vrai (T) sans modifier la propriété de satisfaisabilité. La
partie 10.2 présente le langage des substitutions de tableaux, permettant de décrire les systémes
de maniére concise et pour lesquelles les obligations de preuve engendrées sont traitables par
raisonnement équationnel. La partie 10.3 présente comment réécrire le symbole fonctionnel
block correspondant & une modification par bloc (et donc globale) de ’état général du systéme.
Enfin, la partie 10.4 montre quels résultats de décidabilité sont garantis selon la nature des
obligations de preuve a vérifier.

10.1 Abstraire le domaine d’une fonction totale

Comme au chapitre précédent, on considére un systéme uniforme distribué dont 1’état
général est mémorisé a 'aide d’une fonction totale f : s — {v1,..., vp}. On montre dans cette
partie comment abstraire certains prédicats ensemblistes relatifs & I’appartenance au domaine
s de f. Intuitivement, comme ceci est mentionné dans l'introduction, aucune opération ne
modifie ce domaine. Celui-ci peut donc étre vu comme un ensemble universel et étre donc
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abstrait.
Plus formellement, on montre dans un premier temps (lemme 1) que f est invariablement
une fonction totale de s — dans {v1,...,v,} pour les actions considérées ici. On démontre

ensuite (lemme 2 et corollaire 3) que les prédicats d’appartenance a s peuvent étre abstraits.

Lemme 1 (Invariance du type des fonctions totales) Soit f : s — {v1,...,v,} la fonc-
tion totale représentant 1’état général d’un systéme dont les opérations sont spécifiées selon
les régles de la partie 9.2. On suppose de plus que la fonction totale est initialisée par une
affectation de la forme f := s x {v;} pour 1 < i < n. Alors le prédicat f : s — {vi,...,v,}
est invariant.

PREUVE. Ce prédicat est établi a I'initialisation d’aprés I’axiome (9.4). Il reste alors & établir
la preuve pour chacune des trois familles d’opérations données & la partie 9.2. Supposons par
hypotheése d’induction que f vérifie cette propriété. Alors f < {p — v}, f <+ {p — vm} <+

{p" — vy} etim(f,vi,v{,...,0n,v,) < {p — vy} vérifient cette propriété d’aprés les axiomes
(9.2) et (9.3) et (9.5). O
Ainsi, sous les hypothéses du lemme 1, lorsque l'invariant Inv s’écrit sous la forme (f €
s — {v1,...,vp}) N ¢, Pobligation de preuve (5.1) a vérifier pour garantir que I’état initial
est inclus dans l'invariant se réécrit
N v # o= (s x {i} /). (10.1)
1< <k<n

La formule (5.3) & vérifier pour garantir que l'invariant est stable par toute opération du
programme se réécrit, selon la nature de ’opération,

(/\1<j<k<n vj # vk /\f63—>{v1,...,vn}/\<p) = (10.2)
Vp.(pesAfp)=u)=o(f < {p—wm}/f)),

(/\1<j<k<nvj7évk /\f€3—>{’01,...,1}n}/\(p) =
(Vpog.-(peEsngesAfp)=uAflg)=n1v)= (10.3)
o(f < {p—vn} < {g— v}/f))
ou

(/\1<j<k<nvj7évk /\f63—>{v1,...,vn}/\<p)é (10.4)
(Vp.(p €sAf(p) =)= @(im(f, v, ;... vn, v,)/f))

ou les obligations de preuve (10.2), (10.3) et (10.4) correspondent respectivement & la stabi-
lité de ¢ par rapport aux opérations modélisant une transition locale, un rendez-vous et un
broadcast.

Le lemme suivant montre que certains prédicats non triviaux d’une telle formule peuvent
étre abstraits sans modifier la satisfaisabilité de la formule.

Lemme 2 Soit S un ensemble de clauses d’un langage £ possédant un symbole prédicatif p
tel que

1. pest d’arité 1, o(p) = 7 et il n’existe pas de symbole fonctionnel f € £ d’arité non nulle

avec o(f) = (..., 7),
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2. p(t) n’apparait que dans des clauses positives unitaires de S lorsque le terme ¢ est une
constante,

3. S contient au moins une clause p(¢) ou ¢ est une constante.

Alors S est satisfaisable si et seulement si S’ I’est ou S’ est 'ensemble de clauses S dans lequel
on a remplacé chaque occurrence de p(t) par T.

PREUVE. Le si (<) est évident : soit Z' un modele de S’. On construit Uinterprétation Z
comme le prolongement de Z’ tel que Z interpréte systématiquement le prédicat p a vrai. Par
définition de Z’, 'interprétation 7 est un modéle pour S.

Etudions le seulement si (=). L’ensemble S étant satisfaisable, il existe une interprétation
7 qui est un modele pour S. On construit Z’ identique & Z sauf pour les prédicats p, qu'Z’
interpréte toujours & T. Si Z’ n’est pas un modele de S, alors il existe une clause C = C; V
...V Cy telle que I'(C) = L. Donc I'(C;) = L pour tout 7 avec 1 < i < n. Or, par hypothése
sur Z, il existe un littéral C;, qui est interprété & vrai par Z.

Cette différence d’interprétation implique la présence du symbole p dans Cj; et plus préci-
sément de p(¢) ou ¢ est une constante ou bien de p(X) ou X est une variable universellement
quantifiée de sorte 7, d’apreés 'hypotheése 1. Si p(t) apparait dans C;, d’aprés 'hypothése 2,
C = p(t). Or, 7' interprétant p(t) par T, on obtient une contradiction. Si C; = p(X), il est
interprété a vrai par Z’, ce qui est une contradiction. Si C; = —p(X), alors, d’aprés ’hypo-
theése 3 du lemme, la clause unitaire p(¢) étant présente dans S et interprétée a T par Z, on
a —p(t) qui est interprétée a faux par Z, d’ou la contradiction. O

Le corollaire suivant simplifie les formules (10.1), (10.2), (10.3) et (10.4) en y abstrayant
le prédicat d’appartenance & s.

Corollaire 3 Soit f : s — {v1,...,v,} et ¢ une formule de la forme normale (9.7). Chaque
obligation de preuwve ® € {(10.1),(10.2), (10.3), (10.4)} d’invariance de ¢ est valide modulo
SFUNC si et seulement si ®' est valide modulo BAS U o' ou
- F(@) = (®,0),
- (6’,0/) est la paire (6,04) dans lequel chaque littéral rd(us,—) = tt (respectivement
rd(us, ) = ff) est remplacé par T (respectivement par L ).

PREUVE. On se limite & présenter la démonstration de ce corollaire pour une obligation de
preuve de la forme (10.2). Soit ® la formule obtenue en remplacant ¢ par (9.7) dans (10.2).
On pose alors F(®) = (®, ). Un simple calcul montre que o = {8, } = {VX .rd(us, X) =
tt V rd(us, X) = ff} et @ est

(A v #w A (10.6) A (10.7)) = (10.8) (10.5)
1< <k<n
ou
(VX . rd(us, X) =tt = \/ rd(up, X) = vi) A (VX .rd(ug, X) = ff = rd(up, X) = null)
1<ign
(10.6)
est la traduction de f € s — {vy,..., v},
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Vig,tp . (rd(us,ia) =tt A rd(us, ib) =tt A, 75 iy N rd(Uf, ib) = Up) =
rd(ug, iq) # vg) (10.7)

est la traduction de (9.7) et

Vip . (rd(us, ip) = tt A rd(uf, i) = v;) =
(V Taly bp/ - (rd(us, ia/) =tt A rd(us, ib/) =ttt A by # iy A
rd(wr(uf, ip, Um), tar) = vp) = rd(wr(uf, iy, Up ), i) # Vg) (10.8)

est la traduction de Vp.(p € s A f(p) =w) = (9.7)(f < {p — vm}/f)-

Or, vérifier la validité de ® modulo SFUNC revient & vérifier la non satisfaisabilité de -
modulo SFUNC, soit encore a vérifier la non satisfaisabilité de =® modulo Az(BA¢) U a par
application de la conjecture 1.

La mise en CNF de « et de =@ est I'ensemble de clauses S défini par

{rd(us, X) = tt V rd(us, X) = ff}

U
{/\1<J<k<n v # ”k}

U

{rd(us, X) #tt V Vicicn rdur, X) = v, rd(us, X) # ff V rd(up, X) = null}

U

{rd(us, X) Ztt Vrd(us, V) #tt VX =Y Vrd(ur, X) # v, Vrd(up, Y) # v}

@)
{r ug, 1p) = tt,rd(us,7p) = vy, rd(us, 14) = tt, rd(ug, 7 ) = tt,
T F vy A rd(wr(up, g, Um), 0er) = vy, rd(wr (g, g, v), 1y ) = vq}

oul les variables en majuscules sont universellement quantifiées et les termes décorés par ™
sont des constantes fraiches. Nous sommes alors dans les hypothéses du lemme 2 en posant p
tel que o(p) = INDEX et p(X) =g, (rd(us, X) = tt) pour toute variable X de sorte INDEX.
En construisant S’ comme ’ensemble S dans lequel on remplace toutes les occurrences de
rd(us,—) = tt (resp. de rd(us,—) = ff) par T (resp. par L ) et en remarquant que S’ correspond
a la mise en forme CNF de ® V «, on peut conclure. a

On déduit de cette partie qu'une méthode basée sur la syntaxe des tableaux et qui trai-
terait directement ces abstractions serait appréciée. La partie suivante présente le langage de
substitutions de tableaux qui résulte de l'abstraction des littéraux de la forme rd(us,_) = tt
et rd(us,—) = ff lorsque us est la constante de type tableau représentant I’ensemble abstrait s.
10.2 Spécification de tableaux

On présente dans cette partie le langage des substitutions généralisées de tableaux.
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10.2. Spécification de tableaux

expr = array|val|indez
array = wr(array, indez, val) | const(val)
| block(a, {(v1,v1),..., (Va,vh)})
la]z
val rd(array, index) | v
inder = 1i|]j
ot @ € Varray, Z € Capray, vV € Cyar, 91, ..., v, sont a valeur dans Cyq,

(S Vindez et J € Cindez-

FiG. 10.1 — Expressions de tableaux.

rd(const(E),I) = E (10.9)
/\ (rd(A,I) = v; = rd(block(A4, {(v1, V1),...,(vp, Vo) }),I) = V)) (10.10)

1<I<n

ou les variables, en majuscule, sont universellement quantifiées, V', Vi,
.., Vy, sont de sorte VALUE et & valeur dans C,q, A est de sorte ARRAY
et I est de sorte INDEX.

F1G. 10.2 — Extension de la théorie A¢

10.2.1 Expressions de tableaux

Si précédemment ’état général du systéme était mémorisé par une fonction totale, c’est ici
directement une variable de sorte ARRAY qui effectue ce travail. Cette variable est indexée par
un ensemble fini et non vide d’indices de sorte INDEX et elle prend ses valeurs dans I’ensemble
des valeurs des états d’un protocole, abstrait par la sorte VALUE. Les indices de sorte INDEX
ne sont distinguables que par leur nom considéré comme une constante de ’ensemble Cjpges-

Le langage des expressions est généré par la grammaire de la figure 10.1, paramétré par
les trois ensembles disjoints et finis Cgpray, Cyal €t Cinger de constantes de sorte ARRAY, VALUE
et INDEX respectivement, et par deux ensembles disjoints Vipray et Vipger de variables de
sorte ARRAY et INDEX respectivement. On suppose que ’ensemble des valeurs des états d’un
protocole est fini et de cardinalité n. On a alors Cyq = {vi,va,...,v,}.

Le terme const(v) définit le tableau constant dont la valeur en chaque indice est le méme
élément v de sorte VALUE. Un tableau constant est typiquement utilisé lorsqu’il est nécessaire
de placer tous les processus dans un méme état, comme souvent lors de I'initialisation.

Dans le terme block(a, {(v1,v]),...,(vn,v,)}), la sorte VALUE apparait 2n fois. Le tableau
block(a, {(v1,v]),...,(vn,v})}) est obtenu & partir de a en remplagant chaque valeur v; par
v;. En d’autres termes, sa valeur a I'indice 7 est v; si et seulement si la valeur de a en ¢ est v;.
Comme im qu'il simule au niveau des substitutions généralisées de tableaux, I'opérateur block
est utilisé notamment pour traduire les actions de broadcast.

Toutes ces définitions sont formalisées par les axiomes de la figure 10.2, exprimés dans une
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Chapitre 10. Substitutions de tableaux

subst = skip | affec| choiz| pred = subst
affec = x:= expr|z = expr|| affec
choiz = subst]|subst| (Qj . subst)

F1G. 10.3 — Syntaxe des substitutions généralisées de tableaux.

pred = p|litt| pred A pred| pred V pred| (quant j . pred)
litt == equa|—equa
equa = wval = val|index = index
quant == V|3

ol p est une constante propositionnelle et j est une variable de sorte
INDEX.

Fia. 10.4 — Logique équationnelle du langage des substitutions de tableaux.

logique équationnelle du premier ordre multi-sortes. La syntaxe des prédicats de cette logique
est détaillée dans la partie suivante.

Par convention, on nomme Az(A¢) = Az(As) U{(10.9)}, Az(A%) = Az (A¢) U {(10.9)}
et Az(A¥) = Az(AL) U {(10.10)}.

10.2.2 Opérations et prédicats

La figure 10.3 définit la partie opérationnelle du langage comme une simplification du
langage de substitutions généralisées donné & la figure 4.2. Cette figure est paramétrée par
I’élément syntaxique expr de cette partie. On précise de plus que j € Vipder €st seulement une
variable de sorte INDEX. Ce langage est alors nommé langage des substitutions de tableaus.

Les prédicats considérés sont définis par 1’élément syntaxique pred de la figure 10.4. La
syntaxe des quantifications (¥, 3) et du choix borné @ ne mentionne pas la sorte quantifiée
puisque celle-ci est toujours INDEX. Cette restriction est importante car elle conditionne les
résultats de décidabilité de la partie 10.4.

Pour simplifier I’exposé de notre méthode de preuve dans la partie 10.4 on note que

— les substitutions de la forme if then else du langage de la figure 4.2 doivent étre réécrits

comme un choix borné entre deux substitutions gardées et

— les prédicats sont exprimés en NNF ; en d’autres termes, les négations ne concernent que

les égalités (equa). Ainsi, chaque quantificateur (V, 3) a la méme polarité (universelle ou
existentielle) que dans la forme prénexe du prédicat.

Dans la suite, on considére deux langages d’assertions. Le langage de tous les prédicats
définis par ’élément syntaxique pred de la figure 10.4 et le langage restreint des contraintes
définies comme les prédicats sans quantificateur universel et sans terme avec block.

La partie suivante montre que ce langage permet d’exprimer de maniére concise les sys-
témes uniformes distribués.
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10.2. Spécification de tableaux

Surite = def (@j.rd(a,j) =e = s:=wr(a,j,m))
Sinv = def (@j.rd(a,j) =s = s := wr(const(i),7,e))
Sread :def (@j.rd a,j):i:>
s := wr(block(a, {(s,s), (e,s), (m,s), (i,i)}),4,s)

F1G. 10.5 — Substitutions du MESI.

10.2.3 Actions des systémes uniformes distribués

Pour décrire un état du systéme global, on considére la variable o de type ARRAY, dont
le domaine de type INDEX est l’ensemble des identifiants des processus. La valeur de a a
I'indice 7 est ’état du processus p; d’identifiant 7. Chaque action qui implique un, deux ou
plusieurs processus se traduit globalement par une transformation du contenu du tableau a.
Nous donnons la traduction des trois catégories d’actions dans le langage des substitutions de
tableaux.

Une action interne modélisant la transition d’un processus p;, qui passe d’un état v; & un
état vy, éventuellement sous une condition P, se traduit par la substitution

(Qp.rd(a,i) =y AP = a:=wr(a,i,vy))

ou le processus p concerné est choisi de maniére indéterministe.

Un rendez-vous qui synchronise une transition d’'un processus p; de v; & v, avec une
transition d’un processus p; de v, & v, dépendant éventuellement de conditions notées P et
P’ se traduit par la substitution

(Qi.rd(a,i) =y NP =
(@Qj.rd(a,j) =vo A P' = a :=wr(wr(a,i,vp),5,0p)))

ol P et P’ sont des prédicats.
Une synchronisation par broadcast entre un processus p; franchissant la transition de v; &
vy, éventuellement sous une condition P, tandis que tous les processus dans les états vy, ..., vy,

passent respectivement dans les états vy, ..., v}, est représentée par la substitution :

(Qp.rd(a,i) =y NP =
a := wr(block(a, {(v1,v{),..., (vn,v})}), % 0m)))

Dans ce langage, le patron de propriétés énoncé a I’équation (3.4) s’écrit

Vig, iy . (i # i A rd(a, i) = vp) = rd(a, ip) # v, (10.11)

Retour a 'exemple MESI. La partie opérationnelle du MESI est représentée par les sub-
stitutions de la figure 10.5. Celles-ci utilisent une seule variable a € Viyppgy. Le fait qu'un
processus p; soit dans l'état ¢t € Cyqy = {m,e,s, i} est représenté par rd(a,j) = t.

La substitution d’initialisation est alors Source =def 0 = const(i). La propriété de cohé-
rence de cache relative & une lecture (cf partie 3.2.2) est

Yi1,72 - (]1 75 Jo A rd(a,jl) = S) = rd(a,jg) 75 m (1012)
tandis que celle relative & une écriture est
Yi1,72 - (]1 75]2 AN rd(a,jl) = m) = rd(a,jg) 75 m (1013)
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Chapitre 10. Substitutions de tableaux

10.2.4 Nature des conditions d’évolution

Les obligations de preuve d’invariance dans le cadre de substitutions généralisées de ta-
bleaux sont définies comme les traductions de leurs homologues dans le cas de fonctions totales.
On se place ainsi dans le cadre du semi-algorithme présenté a la figure 4.6. Comme on I'a déja
présenté a la partie 5.3, on remplace I = J; par [Source]J; ou J; est I’assertion candidate
pour étre invariante, et ou ’ensemble des états initiaux est défini par une assertion I ou ca-
ractérisé par une substitution généralisée Source initialisant les variables d’état. Comme a la
partie 10.1, on considére que la propriété J de cet algorithme s’écrit sous la forme

(fes—=H{v,...,m}H) Ao

ou ¢ suit le patron de I’équation (10.11).
On détaille les deux classes d’obligations de preuve.
— l'assertion ¢ contient ’ensemble des états initiaux si et seulement si

Biy,,... 00} = [Source]p

est valide, o Byy, . 4,} =def (/\1<i<j<n v; £ vj), c’est & dire si et seulement si
Biuy,..v.y N [ Sourcelp (10.14)

n’est pas satisfaisable.
— ( est stable par la substitution S de tableaux si et seulement si 'obligation de preuve

Vi. \/ rd(a,j)=vi | ABpy . on Ao | =[Sl

1<in

est valide c’est & dire si et seulement si

Vi \/ rd(a,j) =vi | ABpy. oy Ao A[Sle (10.15)

1<ign

n’est pas satisfaisable.
Par rapport au semi-algorithme de la figure 4.6, pour simplifier le raisonnement par la
suite, ¢ est remplacé par ¢ A [S]p a chaque itération du semi-algorithme.
La partie suivante montre comment éliminer le symbole fonctionnel block dans ces formules
sans modifier la satisfaisabilité.

10.3 Gestion des diffusions multiples

Etant d’arité variable et nécessitant une axiomatisation spécifique, l'opérateur block est
problématique. On donne donc dans cette partie une démarche permettant de le traduire dans
une extension de AS°.

La figure 10.6 définit les fonctions T et F dont les signatures sont les suivantes : T transforme
chaque terme de A¥¢ en une paire dont le premier membre est un terme de A et le second
un ensemble de formules exprimées dans AS. J transforme chaque formule dont les termes
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10.8. Gestion des diffusions multiples

T(block(a, {(vi,v]),---\ (vu,Vi)})) = (a,a,U U {VX.rd(a,X)=v
1<I<n
= rd(a, X) = vj}) 10.16
T(t) = (t,0) sinon 10.17
Flpropa) = (Pro P2, Uag,) 10.18

ol a est un terme de sorte ARRAY tel que T(a) = (@,a,), a est une
constante fraiche de sorte ARRAY, v, vy, ..., v, V), ..., v/, sont des
constantes dans C,q, X est une variable de sorte INDEX, t est un terme
de Ag, o € {V, A}, F(pi) = (@3, ), T(ti) = (hiy ;) pour 1 < i < 2 et

all = Ad€a¢1 d
F1a. 10.6 — Regles de suppression du symbole block

sont dans A% en une paire dont le premier membre est une formule portant sur des termes
de AS° et le second un ensemble de formules exprimées dans AS°.

Le théoréme suivant établit une relation d’équisatisfaisabilité entre une formule ¢ exprimée
dans A° et le résultat F(p) de la traduction de ¢ selon F.

Théoréme 9 Soit p une formule du langage des prédicats de la figure 10.4. Alors ¢ est
satisfaisable modulo AZ® si et seulement si @ est satisfaisable modulo AS U (10.9) U a ou

?(W) = (@7 Oé).

PREUVE. La preuve se fait par induction sur la structure de la formule.

Pour le seulement si (=), on considére un modéle Z = (D, ) de ¢ et de A%€. On construit
ensuite U'interprétation Z' = (D', I") identique a Z sur les termes de sorte INDEX et VALUE et
telle I'(a) = I(block)(a,{(vi,V}),.-.,(Vn,Vy)}) si

T(block(a, {(vi,v]),--,vn, (Vi)})) = (@, q U U VX .rd(a,X)=v;=rd(a,X) = (v))}).
1<I<n
T’ interpréte ainsi @ & vrai par hypothése sur Z. Comme chaque axiome de A%¢ est interprété
a vrai, par construction de I(a), chaque « est interprété a vrai.
Pour le si (<), on considére le modele Z/ = (D, I') de ¢ et de A% U . Pour construire un
modeéle de ¢ et de A¥°, on considére l'interprétation de Herbrand Z sur les domaines HorgrAY,
Hinpex et Hyar,ug. On pose alors

I(=)(t, ) = Tsil'(=)(h,t)=Tetsi I'(a;) =I"(ag) =T

1 sinon.

ou T(t) = (t1, 1) et T(ty) = (fo, az). Il est alors aisé de voir que ¢ et Paxiome (10.10) sont
interprétés & vrai par Z et de conclure. |
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Chapitre 10. Substitutions de tableaux

T(z) := (2',0) siz est une constante ou une variable

de sorte ELEM, STATEVALUE ou FUNC

T(f < {e—v}) = (wr(?, i,0), 05 U av)
T((e) = (. i)050)
T(s x {v}) = (const( ), s U ay)
(im(f,v1,0],...,0,0,)) = (u ar U ( U (g, Uaryr)) U
1<i<n '
U VX .rd(F, X) = 5 = rd(u, X) = 0))})
1<i<n
T(t) := t pour tout autre terme ¢
FVy.¢1) = (Vﬂ.o/ = b1, (Z)) y est une variable
FQy.¢1) = (EI@.O/ A ¢r, @) y est une variable
F(_'¢1) - (ﬁav Oé)
F(¢1 o ¢2) = (Q/Z)I o gbg,al @] OZQ) pour o € {\/ A\ j@}
Fle1 = e2) = (€1 = é2,a¢ Uag,)
(fes—{m,...,m}) = (vX. \/ df,.X)=8.0,U |J o)

1<i<n 1<i<n
si f est une variable de sorte FUNC

F(p) := T sinon

ou 7’ est une constante (resp. une variable) fraiche de sorte INDEX si z
est une constante (resp. une variable) de sorte ELEM, z’ est une constante
(resp. une variable) fraiche de sorte ARRAY si # est une constante (resp.
une variable) fraiche de sorte FUNC, z’ est une constante sorte VALUE
si # est une constante de sorte STATEVALUE, X est de sorte INDEX,
T(k) = (k,ax), pour k € {f,v,5,v",2,e1,e2}, T(e) = (4,0), T(y) =
(1,0), F(¢i) = (¢i,aq) pour i = 1,2 et o' = A\ e, d

Fi1G. 10.7 — T et F : traduction abstraite de formules avec fonctions totales
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10.4. Décider les conditions d’évolution

La figure 10.7 remonte au niveau des formules avec fonctions totales les simplifications de
traduction exposées et démontrées dans cette partie. Ces régles sont implantées dans un des
outils détaillé au chapitre 11.

Ainsi, seules six classes de formules sont traduites dans AS° : les autres sont abstraites par
T. Pour optimiser ensuite la traduction des termes, seules sept classes de termes sont traduites
dans la théorie A ; les autres sont laissés en 1’état car ils interviennent dans des formules qui
sont ensuite abstraites par traduction.

La partie suivante montre 'intérét des simplifications apportées par ce chapitre en termes
de procédures de décision.

10.4 Décider les conditions d’évolution

La partie précédente a montré comment réécrire une formule contenant le symbole fonc-
tionnel block en préservant sa satisfaisabilité. On s’intéresse & présent & la décidabilité de la
satisfaisabilité modulo A% de formules qui ne contiennent plus cet opérateur. Cette décidabi-
lité n’est étudiée que pour les formules (10.14) et (10.15).

On montre dans la partie 10.4.1 que 'axiome d’extensionnalité peut étre supprimé. Des
résultats de décidabilité sont ensuite établis d’abord pour les contraintes (partie 10.4.2), puis
pour une classe plus générale de formules (partie 10.4.3). Dans ces deux cas, des restrictions
sur les termes en block sont posées.

10.4.1 Suppression de ’axiome d’extensionnalité

Les résultats de décidabilité établis sur A¢ nécessitent que 'axiome d’extensionnalité soit
supprimé. On montre dans cette partie la faisabilité de ce pré-requis.

Théoréme 10 Soit ¢ une formule du langage des prédicats de la figure 10.4 sans symbole
fonctionnel block. Alors ¢ est satisfaisable modulo AS ssi ¢ est satisfaisable modulo AS.

PREUVE. La preuve est une application de [ARRO03, théo. 7.1], en remarquant que ¢ ne
contient pas d’égalités entre deux termes de sorte ARRAY et donc que la démarche présentée
dans [ARRO3, Sec. 7| s’étend aux tableaux constants défini par (10.9) (cf.]ARRO03, p. 153]).0

On en déduit le corollaire suivant :

Corollaire 4 Soit une formule 1) de la forme (10.14) ou (10.15) ot ¢ est une formule exprimée
dans le langage des prédicats de la figure 10.4 et S est une substitution de tableauz. La formule
Y est alors satisfaisable modulo A% ssi v est satisfaisable modulo ASU a ou F(¢) = (¢, ).

PREUVE. Il convient d’abord de constater que le langage des prédicats de la figure 10.4 est
stable par calcul de plus faible précondition appliqué aux substitutions de tableaux. On pour-
suit en remarquant que la fonction F n’introduit pas d’égalités entre termes de sorte ARRAY.
On conclut en appliquant successivement les théorémes 9 et 10. a

Les raisonnements qui suivent visent a décider de la satisfaisabilité modulo A¢ de formules
exprimées dans le langage des contraintes, c’est a dire celui des prédicats sans quantificateur

universel ni opérateur block.
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Chapitre 10. Substitutions de tableaux

10.4.2 Cas des contraintes
Le théoréeme suivant est a la base de la preuve de décidabilité du cas des contraintes :

Théoréme 11 ([ARRO03, Lem.7.4]) Soit S une conjonction de littérauzr sans quantificateurs.
S est satisfaisable modulo AS si et seulement si est S est satisfaisable modulo A°¢ qui est la
théorie engendrée par Az(AS) en oubliant les sortes.

On en déduit le corollaire suivant :

Corollaire 5 Si ¢ est une contrainte, alors la satisfaisabilité de ¢ modulo A% est décidable
par superposition.

PREUVE. La premiére étape consiste & skolémiser ¢ pour obtenir la formule ¢, qui est satis-
faisable modulo A¢ (noté aussi A¢-satisfaisable) si et seulement si ¢ 1’est. Pour vérifier si ¢ est
A¢-satisfaisable, on construit sa forme normale disjonctive, 8, et on applique la procédure de
décision par superposition précédente pour chaque conjonction de littéraux de . On remarque
que la skolemization de ¢ n’introduit pas de symbole fonctionnel non constant puisque ¢ ne
contient pas de quantificateur universel. O

Pour une théorie 7 différente de A¢, le calcul par superposition fournit une procédure
de semi-décision qui termine si ¢ n’est pas 7 -satisfaisable. Au cas ou la formule ¢ est 7-
satisfaisable, la terminaison n’est pas garantie.

Théoréme 12 Sile prédicat ¢ est sans block et ne contient que des quantificateurs universels,
st les gardes de la substitution S sont toutes des contraintes et si S ne contient pas de symbole
block, alors [S]¢ ne contient que des quantificateurs universels sans le symbole fonctionnel
block. La satisfaisabilité de =S|y modulo AS est alors décidable par superposition.

PREUVE. De la figure 4.5, on déduit que les quantificateurs dans [S]¢ ne proviennent que
de ¢, de l’application [S] sur un @ de S ou sur une garde de S. Tous ces cas engendrent
des quantifications universelles lorsqu’on les exprime en NNF. On en déduit que —[S] ¢ est
une contrainte, et donc que sa satisfaisabilité est décidable par superposition (corollaire 5).
L’absence du symbole block est garantie par son absence dans ¢ et dans S. O

Dans le contexte de substitutions de tableaux, le semi-algorithme de la figure 4.7, qui
vérifie uniquement qu’une propriété de streté n’est pas établie, ne vérifie que la satisfaisabilité
de (10.14). Le corollaire suivant établit des conditions garantissant que ce semi-algorithme ne
va pas diverger lors d’un appel au prouveur par superposition.

Corollaire 6 Dans la formule (10.14) si le prédicat ¢ est sans block et ne contient que des
quantificateurs universels, siles gardes des substitutions Source, S, ..., S, sont des contraintes,
et si ni Source, ni Si, ..., ni Sy ne contiennent de symbole block, alors la satisfaisabilité de
(10.14) est décidable par superposition a chaque itération.

PREUVE. Dans les hypothéses du corollaire, par induction sur le nombre d’itérations, on
montre que la nouvelle valeur de ¢ demeure universellement quantifiée et sans le symbole
fonctionnel block : puisqu’elle construite comme la conjonction entre son ancienne valeur et la
formule [S] ¢, la preuve est une conséquence du théoréme 12. A nouveau d’aprés le théoréme 12,
—[Source]p est une contrainte a chaque itération et sa satisfaisabilité est donc décidable par
superposition. O
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10.4. Décider les conditions d’évolution

On reprend ’exemple du MutEx (cf. partie 3.1.4) en guise d’application de ce corollaire.
Les substitutions qui correspondent & ce systéme sont données dans la figure 10.8; elles ne
définissent que des actions locales gardées sur les variables a € Vyppgy €t ¢ € Vipges-

p rd(a,p) =sl = a = wr(a, p,r))

Sask = def @
@Qp .rd(a,p) =r Ard(a,t) =sl = t:=p)
@
Q@

(

Sget =def (
( t=pArd(a,p) =r= a:=wr(a,p,a))
( rd(a,p) =a = a :=wr(a,p,sl))

Sactive = def D .
Ssleep = def p -

Fia. 10.8 — Substitutions du MutEx.
L’ensemble initial est caractérisé par ’assertion

Sourcenutix = def Qg.t:=q || a := const(sl)

précisant que tous les processus sont initialement endormis et que la variable ¢ est initialisée
avec un indice quelconque associé a un processus. Une initialisation erronée pourrait étre

Sourcepyg = def Qq.t:=q
qui n’initialise pas le tableau. Lorsqu’on écrit la propriété d’exclusion mutuelle sous la forme

Vpi,p2 . (p1 # p2 Ard(a,p1) =a) = rd(a,p2) #a

on entre dans les conditions du corollaire.

Cependant, ne savoir décider que des contraintes sans le symbole fonctionnel block n’est pas
suffisant pour prétendre décider dans toutes les situations de la satisfaisabilité des conditions
d’évolution. Par exemple, cette restriction ne permet pas de décider de la satisfaisabilité de la
condition (10.15).

En effet, si ¢ contient au moins un quantificateur universel, alors la satisfaisabilité de
(10.15) n’est pas nécessairement détectée. La partie suivante établit un résultat de décidabilité
pour une plus grande classe de formules.

10.4.3 Procédures de décision

La procédure de décision donnée ici est basée sur le corollaire 2, énoncé au chapitre 2 et
appliqué au langage des expressions de tableaux sans l'opérateur block.

Théoréme 13 Soit une formule close ¢ de AS dans laquelle aucune quantification existen-
tielle n’est sous la portée d’une quantification universelle. Alors la satisfaisabilité de @ modulo
AS est décidable.

PREUVE. On sait que o(rd) = (ARRAY, INDEX, VALUE), que o(wr) = (ARRAY, INDEX, VALUE,
ARRAY) et que o(const) = (VALUE, ARRAY) et

On constate donc qu’il n’y a pas de symbole fonctionnel d’arité > 2 se terminant par
INDEX. Ainsi les conditions d’application du corollaire 2 sont réunies.

La skolemization de ¢ ne peut introduire que des constantes puisque cette derniére ne
contient pas de quantificateur existentiel sous la portée d’un quantificateur universel. L’hy-
pothése du corollaire 2 portant sur les sortes des symboles fonctionnels est donc toujours
respectée apreés cette étape de skolemization.
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On nomme v la forme de Skolem de ¢ écrite sous la forme prénexe; ¢ est
V... Vo . ®(zq,...,75)

pour zi,...,% (k > 0) des variables de sorte INDEX et ®(zy,...,z;) une formule sans quan-
tificateur. La preuve se fait alors en suivant le corollaire 2 par induction sur k. O

Considérons a présent la décidabilité des conditions d’évolution (10.14) et (10.15).

Corollaire 7 Supposons que ¢ ne contienne que des quantifications universelles et que toutes
les gardes des substitutions Source, S1,...,S, soient des prédicats clos dans lesquels aucune
quantification existentielle n’est sous la portée d’un quantificateur universel. Alors la satisfai-
sabilité de (10.14) est décidable a chaque itération pour tous les semi-algorithmes du chapitre 4.

PREUVE. D’apreés la figure 4.5, on remarque que le calcul de [S]p ne peut introduire que des
quantificateurs provenant de @ dans S, ou des gardes de S, ou directement de . Dans tous
les cas, seuls des quantificateurs universels sont introduits pendant ce calcul. On remarque
de plus que la traduction du symbole block de (10.14) n’introduit que des quantificateurs
universels (éventuellement sous la portée de quantificateurs existentiels). Il est ainsi aisé de
voir, par induction sur le nombre d’itérations, que la condition d’atteignabilité (10.14) n’a pas
de quantificateur existentiel sous un quantificateur universel. Le théoréme 13 permet alors de
conclure. O

Corollaire 8 Supposons que ¢ soit universellement quantifiée et que toutes les gardes des
substitutions Si,...,Sy soient des prédicats clos, sans block et sans quantificateur universel.
Alors la validité de la condition (10.15) est décidable a chaque itération.

PREUVE. Comme dans la preuve précédente, on constate par induction qu’a chaque itération,
les prédicats ¢ et [S]¢ ne contiennent que des quantificateurs universels. La traduction des
block de [S]¢ n’introduit aussi que des quantifications universelles. La traduction de (10.15)
satisfait les conditions du théoréme 13 et sa satisfaisabilité est décidable.

Retour a ’exemple MESI. Les propriétés (10.12) et (10.13), la substitution Source et les
gardes des substitutions de ’exemple du MESI satisfont les conditions des corollaires 7 et 8.
Ainsi la vérification de toutes les conditions dans les semi algorithmes d’atteignabilité arriére
est décidable pour la propriété de cohérence de cache considérée.

10.5 Résumé

Ce chapitre a présenté les systémes définis a ’aide du langage des substitutions de tableaux.
Ce langage présente deux avantages : d’un point de vue syntaxique, il permet d’exprimer de
maniére concise les systémes distribués se synchronisant par rendez-vous ou par broadcast ;
d’un point de vue pratique, il permet un déchargement & moindre frais des conditions d’évo-
lution du calcul du point fixe.

La seconde moitié du chapitre s’est intéressée & la réécriture dans la théorie A¢ de I'opé-
rateur block de broadcast puis a exhibé des cas ou la décidabilité des conditions d’évolution
est garantie. Celle-ci dépend de la présence ou non de cet opérateur.

Le chapitre suivant présente les prototypes développés et une panoplie d’exemples de sys-
témes uniformes distribués permettant de valider les idées énoncées dans ce travail de thése.
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Chapitre 11

Développements et expérimentations

Le verbe expérimenter posséde au moins deux sens d’apreés le dictionnaire de I’Académie
Francaise : "EXPERIMENTER. v. tr. 1. Vérifier expérimentalement les qualités de |[...] 2.
SC. Procéder o une expérience en vue d’analyser ses conséquences.".

Dans une perspective d’ingénieur, il est utile de fournir un outil complet appliquant les
meilleures idées d’une réflexion théorique : 'efficience de la méthode est alors mesurable par
des temps de calcul, par la pertinence des verdicts donnés & 'utilisateur. . .

Depuis une perspective d’informaticien, pour un travail théorique donné, il est aussi exci-
tant de trouver une démarche de conception permettant un développement fiable et efficace et
assurant (autant que possible) la correction de I'implantation. Ces phases d’analyse et d’im-
plantation font trés souvent ressortir ce qu’on pensait étre un détail technique et qui nécessite
en fait, pour étre traité autrement que par un patch, un important travail théorique. On en
arrive alors a la vue du théoricien.

Depuis une perspective de théoricien, I’expérimentation est capitale & plusieurs titres : elle
permet de mettre en avant les lacunes, méme infimes, du travail théorique ceci, soit en exhibant
une difficulté d’implantation, soit en proposant des résultats non conformes avec ce qui était
attendu. Ces lacunes sont alors autant de perspectives de recherches théoriques a explorer pour
compléter la démarche. De méme, des résultats non conformes aux prévisions, et sous réserve
que I'implantation soit correcte, permettent d’invalider des conjectures. L’expérimentation est
aussi un moyen d’obtenir rapidement une batterie d’exemples, en 'occurrence ici des formules
exprimées en logique équationnelle. L’analyse de ces formules issues de cas pratiques dans
un objectif de mise sous une certaine forme normale permet alors d’orienter les travaux de
recherche vers la décidabilité de ces formes normales.

Le chapitre s’organise comme suit : La partie 11.1 présente le prototype barvey qui pose
les bases de la traduction d’obligations de preuve ensemblistes en logique équationnelle. Des
considérations techniques visant & garantir la qualité du logiciel sont énoncées en partie 11.2.
La partie 11.3 présente une collection de protocoles sur lesquels 'outil a été appliqué. La
partie 11.4 donne les résultats numériques des expérimentations menées sur ces protocoles.
Un résumé conclut ce chapitre.

11.1 barvey : une étude de faisabilité

Cette partie présente Barvey [CDGRO04], le premier prototype déchargeant dans haRVey les
obligations de preuve ensemblistes de cohérence d’une machine abstraite B. Ce prototype sert
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bam2rv E
ala
Arbre Sorties {+{ haRVey
de des
Visualisation outils
struct.

ATerm

rvge

sans
{+ quantif.

fonctionnalités non
visuelles

S T

LoD
1A

haRVey

F1G. 11.1 — Architecture de Barvey

a valider l'intuition que la méthode de traduction en logique équationnelle est réaliste méme
pour des spécifications de grande taille. Cette partie présente en premier lieu les caractéris-
tiques de l'outil, précise ensuite sommairement comment ’utiliser, donne quelques résultats
expérimentaux et se termine par un bilan de cette expérience.

11.1.1 Bref apercgu de 1’outil

Ce prototype est composé de deux modules (figure 11.1) qui sont la chaine d’outils néces-
saires a la gestion de la preuve (partie droite de la figure) et l'interface d’exécution (partie
gauche de la figure). En plus des modules de haRVey(rvc et rv), ce prototype repose sur deux
modules bam2rv et rvqe :

~ bam2rv6 prend en entrée une machine abstraite ensembliste et génére I’ensemble des OPs
en logique équationnelle du premier ordre (cf figure 8.4 et 8.5), & partir du prédicat
avant apres correspondant a chaque substitution S € Substs (cf partie 4.2.2).

— rvc est un compilateur interne & haRVey. Il traduit chacune des OPs dans le langage des
ATerm, structure optimisée pour la taille des formules.

— rvge’ geére alors les quantificateurs présents dans la formule pour la rendre traitable par
haRVey en implantant des procédures de réduction de portée des quantificateurs, de
skolémisation et de déplacement des sous-formules quantifiées résiduelles dans la théorie
(cf figures 7.2, 7.3 et 7.4).

— rv, qui est le prouveur de haRVey, décide de la validité de chaque formule qui lui est
fournie selon la, démarche détaillée au chapitre 7.

L’interface (figure 11.2(a)) contient un espace de représentation du projet (sous la forme
d’un arbre & gauche et d’une fenétre de sortie texte a droite) et un ensemble de fonctionnalités
accessibles au travers d’un menu.

Shttp://lifc.univ-fcomte.fr/~giorgett/Rech/Software/bam2rv/index.html
"http://lifc.univ-fcomte.fr/~couchot/rvqe/
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[ Barvey =10l
File Steps Options Help
TONTy COTTRTETE T T T2 L9 11T =
[ PIDSET v fhame/ jeffftemp PIDSET frv/pidset. init. rvge =
@ O conf input file: fhome/jeff ftermp PIDSET /rvf pidset. init. rige,
D config.xml path elimination: on
[ bamzrvxmi reordering heuristics. off,
ordering: auto,
[ rve sl output directory: Jmp,
[ rvoe.xmi verbose level: 1,
[ rvxmi counterexamples: all,
File fhomefjeff/temp/PIDSET frv/ pidset.init.rvoe read.
[} picset.mch transforming input into case tree
@ @ bamzry computing operator precedence
D pidsetinit.ry computing removable propositions
® B constraining goal with ground axioms
checking unsatisfiability of the negation of the goal =lo1x|
[ picset.init bat proof obligation 1 checked (is unsatisfiable) Tool i - Tool defin
@ @B noe proof obligation 2 checked {is unsatisfiable) Fron = P
[ piset.init.noe proof ohligation 3 checked {is unsatisfiable} D?”;mm [ Toste o oo e
@ proof ohligation 4 checked (is unsatisfiatile) L Bine Tool versionlo 1
[ piciset.init.res proof ohligation 5 checked (is unsatisfiable) &
proof obligation & checked {is unsatisfiable) E Dne Tool date  [0306
usage statistics : O Tool options|-apnxD
&7 BDD nodes {13 to represent goal formula) Logpath  N/A
& proof ohligations - & unsatisfiable (success rate 100.00%) Output type |.rve
clauses total = 54, average: 8.00 per proof ohligation ] Active
literals: total = 54, average: 1.00 per clause : up New || Load
Saturation » > > User time: 0.250 5 - System time: 0.210 s - Total time: 0.460 5. |22 d... =] save | Delete |
Other » > > User time: 0,020 5 - System time: 0.020 5 - Total time: 0.040 5 |22
Total > > > User time: 0.270 s - System time: 0.230 s - Total time: 0.500 5 |2 C
Al proof obligations have been checked successully: = " [ cmse |

(b) Interface de gestion des ou-
tils

(a) Interface utilisateur

FiG. 11.2 — Barvey

11.1.2 Utilisation de 1’outil

Aprés avoir défini la machine abstraite & vérifier, chaque outil peut étre successivement
activé en utilisant Steps/Execute next et ce jusqu'a terminer la chaine. Pour chaque exécu-
tion, l'interface graphique donne & la fois une synthése visuelle (sous la forme d’une icone)
du résultat dans la fenétre de gauche et, de maniére plus précise, les messages de sortie de
Ioutil qui s’exécute dans la fenétre de droite. L’utilisateur peut ainsi obtenir des informations
complémentaires comme les durées d’exécution, la nature de 1’échec. ..

Une interface de gestion des outils (figure 11.2(b)) a été intégrée pour permettre d’ajouter
ultérieurement d’autres outils, d’ordonner ceux-ci et d’en préciser la configuration. Des options
peuvent étre ainsi passées aux outils internes. L’ensemble est sauvegardé au format XML.

11.1.3 Reésultats expérimentaux

Le tableau de la figure 11.3 présente des durées (en secondes®) de vérification sur Barvey
et sur I’Atelier-B. Le modéle du "Robot" est un dispositif de transport de piéces et “T—=1"
est un protocole de communication entre une carte a puce et son lecteur. Ces deux modeéles
sont sans parameétres et donc finis. Détaillé a la partie suivante, I’algorithme du PidSet est un
protocole d’exclusion mutuelle paramétré.

Le modele confidentiel (sous contrat) du “SCard” spécifie un terminal de lecture de carte
a puce développé avec un partenaire industriel. La spécificité du modele réside (i) dans la
structure de 'unique opération qui posséde 31 if then else emboités jusqu’a une profondeur
de 8 (i) dans le nombre et la taille des ensembles énumérés : il y a 9 ensembles énumeérés dont
un contenant 91 éléments distincts.

On remarque que barvey est beaucoup plus lent que ’Atelier-B, en grande partie & cause
des prototypes bam2rv et rvqe, sur les deux exemples de taille finie (T=1 et robot) et 10 fois

8Mesures effectuées sur un centrino 1.5Ghz sous Linux avec 768 MO de RAM.
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Modéle | bam2rv  rvge haRVey | Total Atelier-B

Robot 0.53 1.28 1.30 3.11 0.1
T=1 0.64 1.6 8.83 11.2 0.46
PidSet 0.48 1.41 2.91 4.8 0.58
SCard 118 2.8 18.2 | 138.4 | Out of memory

Fi1a. 11.3 — Résultats expérimentaux

plus lent pour la spécification paramétrée PidSet. Par contre, barvey termine pour chacun des
exemples, ce qui n’est pas le cas de ’Atelier-B qui génére un dépassement de mémoire pour
"SCard". L'introduction de la structure prédicative ite (cf partie 2.1 et 7.1) est pour beaucoup
dans cette réussite puisqu’elle évite I’explosion combinatoire due aux imbrications des if then
else .
Pour 'analyse des protocoles de communication, qui nécessitent plus d’appels au prouveur
qu’une simple vérification de cohérence, on peut faire les remarques suivantes :
— développé en Java, rvge est un goulet d’étranglement; son action a été intégrée au
compilateur rvc & partir de la version 0.4 de haRVey ;
— les obligations de preuve construites & 1’aide des prédicats avant aprés ont été abandon-
nées au profit des OPs engendrées par calcul || de plus faible précondition (cf partie 4.3) ;
— les structures de données ensemblistes ont été abandonnées au profit des fonctions totales
(cf chapitre 9) introduisant des obligations de preuve de taille plus réduite.
La partie suivante présente ’outil qui intégre ces remarques pour effectuer la vérification
d’invariant sur des systémes uniformes distribués.

11.2 Démarche d’implantation

Cette partie présente le deuxiéme prototype développé pour vérifier des systémes uniformes
distribués. La premiére partie présente les flux d’informations internes & 1’outil, la deuxiéme
montre comment une démarche de génie logiciel a été mise en place pour garantir un dé-
veloppement de qualité. Les options d’utilisation du prototype sont détaillées en troisiéme
partie.

11.2.1 Flux dans ’outil

Le prototype est concu pour vérifier la cohérence de machines B avec fonctions totales.
Lorsque l’invariant n’est pas établi, il entreprend un calcul de plus faible invariant.

Il implante pour cela les différents semi-algorithmes présentés au chapitre 4, chacun de ces
algorithmes étant activable par un paramétre passé en ligne de commande (cf partie 11.2.3).
Par défaut, c’est le semi-algorithme de la figure 4.8 qui est activé. A chaque itération et pour
un ensemble S de substitutions, un ensemble d’obligations de preuve est construit & I'aide de
l'opérateur de plus faible précondition [S] (cf équations (5.1) et (5.3)).

Chaque obligation de preuve est traduite en logique équationnelle. Par défaut c’est la tra-
duction dans la théorie BA{ des tableaux de booléens qui est retenue et qui implante les
régles des figures 8.4, 8.5 et 9.4. Un paramétre passé en ligne de commande permet d’ac-
tiver I’abstraction vue au 10 précédent et d’exécuter 'implantation des régles données a la
figure 10.7.
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La version équationnelle de ’obligation de preuve est fournie 4 haRVey qui en décide
la validité. Le calcul de point fixe se poursuit en fonction du verdict donné par le prouveur.
Lorsque l'invariant Jjs a pu étre calculé (cf partie 4.4), il est donné a l'utilisateur qui en déduit
que la propriété de stireté correspondante est établie. Dans le cas ot ’outil s’arréte en raison de
la non validité d’une condition de la forme (5.1), 'utilisateur est informé de I'existence d’une
trace qui méne & un état violant la propriété. On note que la taille de 'invariant retourné par
I'outil dépend du semi-algorithme utilisé : si la localité est utilisée, I'invariant est naturellement
de plus petite taille.

La partie suivante s’intéresse aux structures de données internes a ’outil et montre com-
ment une démarche de génie logiciel a été mise en place pour garantir la qualité du dévelop-
pement.

11.2.2 Structures d’arbres abstraits

Issu de loutil CLPS-B [BLP02], le parseur utilisé génére un arbre de syntaxe abstrait
(AST) représentant en mémoire U'intégralité du contenu de la machine B analysée. Le patron
de conception de Visitor est retenu pour développer efficacement les traitements & effectuer
sur cet AST. L’architecture est la suivante :
le visiteur ConsistancyPOGenerator récupeére dans I’AST le prédicat I de la clause IN-
VARIANT et ’ensemble des substitutions de la machine ; il engendre alors les obligations
de preuve en invoquant :

— le visiteur WeakestPreconditionApplication qui, pour une substitution généralisée S
et un prédicat @ donné, calcule [S]Q inductivement selon S ;

le visiteur RVReadWriteGenerator (resp. RVAbstractReadWriteGenerator) assure la
traduction de l'obligation de preuve en logique équationnelle sans abstraction (resp.
avec abstraction) ;

— lorsqu’il est invoqué, le visiteur FormulaPrinterVisitor traduit textuellement tout preé-

dicat B stocké sous la forme d’un AST

Il peut paraitre paradoxal d’utiliser le patron de conception de visiteur : un visiteur doit
définir une méthode de visite pour tous les noeuds de ’arbre, méme s’il n'opére en fait que
sur une infime partie de ceux-ci : le visiteur qui implante par exemple le calcul de plus faible
précondition [] ne visite que les nceuds de la famille des substitutions généralisées auxquelles il
s’applique. L’idée naturelle consiste alors & ne développer que la partie propre & chaque visiteur,
la partie laissée inchangée étant obtenue & cotit nul en héritant d’un visiteur générique. Nous
avons construit automatiquement ce visiteur générique par analyse syntaxique du fichier jjt
ayant généré le parseur B, nous mettant & I’abri d’'une modification éventuelle du parseur en
question.

11.2.3 Utilisation

A partir d’'une machine B machine.mch dont on cherche a vérifier si la clause INVARIANT
est réellement un invariant, on utilise la syntaxe suivante pour lancer le prototype

java -jar reacha.jar [OPTION...] machine.mch

ou [OPTION...] contient éventuellement une ou plusieurs options détaillées & la figure 11.4.
La vérification locale des prédécesseurs (option -d2) impose le calcul local des prédécesseurs
(option -d) : la premiére option implante en effet un algorithme qui est un raffinement de
I’algorithme correspondant & la seconde option.
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option | sens détail

-nun | Détection unique de violation de propriété Figure 4.7
-d Calcul des prédécesseurs locaux Figure 4.9
-d2 | Vérification locale de I'implication (impose -d) | Figure 4.10
-a Traduction abstraite des OPs Figure 10.7
-i Exhibe l'invariant inductif Chapitre 4

FiG. 11.4 — Options du prototype reacha

Retour a ’exemple MESI. On conclut cette partie en donnant & la figure 11.5 la sortie de
I’exécution du prototype sur ’exemple du MESI, pour lequel l'invariant inductif a été indenté
pour plus de lisibilité. L’option de vérification locale des prédécesseurs étant activée, le calcul
local des prédécesseurs est implicite.
Les lignes
— 13 4 17 informent que la propriété d’invariant peut étre découpée en deux propriétés Py
et Pl.
— 19 a 21 informent qu’a la premieére itération, ’opération write viole les deux propriétés.
— 23 a 24 informent qu’a la seconde itération, 'opération write viole la propriété [write] Py
— 26 a 30 informent qu’a la troisiéme itération l’invariant construit par cette méthode de
renforcement est inductif
— 33 & 59 donnent alors I'invariant inductif.
La partie suivante présente une collection d’exemples auxquels la méthode a été appliquée.

11.3 Etudes de protocoles

Cette partie présente six protocoles qui ont été traités par la présente étude. Présentés en
premier, les protocoles du PidSet, du MuxSem, du MutEx et de Dijkstra relévent de la classe
des algorithmes d’exclusion mutuelle. Les deux derniers protocoles, celui de 'Université de
I'Illinois et de S. German, sont des protocoles de cohérence de cache qui exploitent la diffusion
multiple de messages.

11.3.1 PidSet

Dans le protocole du PidSet [DF93|, chaque processus peut étre en attente, prét ou actif, ce
qui est respectivement représenté dans le systéme de transitions de la figure 11.6 par W, R et
A. Dans cette figure et par la suite, gs est la fonction qui & chaque processus associe son état.
Tous les processus sont initialisés dans I’état W. Intuitivement un processus prét est prioritaire
sur un processus en attente pour accéder & la ressource partagée. Lorsqu’il souhaite utiliser
la ressource, il demande un rendez-vous au processus utilisant celle-ci en émettant le message
swap. La seule transition que peut alors franchir le processeur actif est celle qui le remet dans
un état d’attente, ceci en consommant le message (noté swap?). Les autres transitions sont
gardées par D'existence ou non d’autres processus dans les états A (resp. R) dont la traduction
est donnée par un prédicat sur 'état de chaque processus noté gs—'(A) = 0 (resp gs~ ' (R) = 0)).
La figure 11.7 est la spécification B correspondante.
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o O A~ N

10
12
14
16
18
20
22
24
26
28
30
32
34
36
38
40
42
44
46
48
50
52
54
56
58
60
62

$ java -jar reacha.jar -a -d -i mesi/mesi2.mch
Reachability with B(c) LIFC - http://lifc.univ-fcomte.fr
Any comments/suggestions: couchot@lifc.univ-fcomte.fr

Parsing B file ........ ok
Type checking .........
Warning! Abstract Set:ind

option:--B-membership-abstraction
option:--local
option:--inductive-inv

PO is:
(' (p1,p2).((pl:ind & p2:ind & gs(pl)=s) => gs(p2) /= m))

P1 is:
(! (p1,p2).((pl:ind & p2:ind & gs(pl)=m & gs(p2)=m) => p2=pl))

The operation write violates PO
The operation write violates P1

The operation write violates write.P1

Unreachable in 2759 ms. with 3 iterations
duration for rvc : 414 ms
duration for rv : 2240 ms

The inductive invariant is

(gs:(ind --> vAL) &

(' (p1,p2).((pl:ind & p2:ind & gs(pl)=s) => gs(p2) /= m))

(' (p1,p2).((pl:ind & p2:ind & gs(pl)=m & gs(p2)=m) => p2=pl))
)

&
(! (q1).((ql:ind & gs(ql)=e)
=>
((gs<+{qll->m}):(ind --> vAL) &
(! (p1,p2).((pl:ind & p2:ind & (gs<+{qll|->m})(pl)=s)
=> (gs<+{qll->m})(p2) /= m)))))
&
(! (92).((q2:ind & gs(q2)=e)
=
((gs<+{q2|->m}): (ind --> vAL) &
(! (p1,p2).((pl:ind & p2:ind &
(gs<+{q2|->m}) (pl)=m & (gs<+{q2|->m})(p2)=m)
=> p2=p1)))))
&

(! (93).((g3:ind & gs(g3)=e)
=> (! (92).((g2:ind & (gs<+{q3]->m})(q2)=e)
=>
(((gs<+{q3|->m})<+{q2|->m}): (ind --> vAL) &
(! (p1,p2).((pl:ind & p2:ind &
((gs<+{q3|->m})<+{q2]->m}) (p1)=m &
((gs<+{q3|->m})<+{q2]->m}) (p2)=m)
=>

p2=p1))))))))

FiG. 11.5 — Exécution du prototype sur 'exemple du MESI
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F1G. 11.6 — Systeéme de transitions du PidSet

MACHINE waitIfReady =
pidset ANY pa WHERE pa : ind & gs(pa)= a &
SETS THEN
ind; ANY pr WHERE pr :ind & gs(pr)= r
status={a,r,w} THEN
VARIABLES gs:= gs <+ {pal->w,pr|->a}
gs END
INVARIANT END ;
gs : ind --> status & ativate =
('(p1,p2) . ((pl:ind & p2:ind & gs(pl)= a & ANY pw WHERE pw : ind & gs(pw)=w &
gs(p2)=a) => pl=p2)) (! pr. (pr : ind => gs(pr) /= a))
INITIALISATION THEN
gs := ind * {w} gs := gs <+ {pw|->a}
OPERATIONS END ;
sleep = getReady =
ANY pa WHERE pa : ind & gs(pa)=a & ANY pw WHERE pw : ind & gs(pw)=w &
(! pr. (pr : ind => gs(pr) /= r)) (# pr. (pr : ind => gs(pr) = a))
THEN THEN gs := gs <+ {pw|->r}
gs := gs <+ {pal->w} END
END ; END

FiG. 11.7 — Spécification fonctionnelle B du PidSet
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() (7]

sem = true sem = true = sem := false

(e) (<]

F1G. 11.8 — Systéme de transitions de MuxSem [PRZ01].

MACHINE ANY p WHERE p : ind & gs(p) = i THEN
muxsem gs = gs <+ {p |->t}
END ;
SETS
status ={i,t,c,e}; semValues = {tr,fa}; sc =
ind ANY p WHERE p : ind & gs(p) = t &
sem = tr THEN
VARIABLES gs := gs <+ {p |->c} ||
gs, sem sem := fa
END;
INVARIANT
gs : ind --> status & sd =
sem : semValues & ANY p WHERE p : ind & gs(p) = ¢ THEN
(!'(h1,h2).((hl: ind & h2 :ind & gs(hl)=c & gs := gs <+ {p |->e}
gs(h2)=c) => hi=h2)) END ;
INITIALISATION se =
gs := ind * {i} || ANY p WHERE p : ind & gs(p) = e THEN
sem := tr gs := gs <+ {p |->i} ||
sem := tr
OPERATIONS END
sb = END

F1a. 11.9 — Spécification fonctionnelle B du MuxSem

11.3.2 MuxSem

La figure 11.8 donne une représentation du systéme de transitions d’un processus quel-
conque de l’algorithme MuxSem [PRZ01]. Chaque processus peut étre dans l'état inactif |,
puis dans un état temporaire T avant d’entrer dans I’état C d’utilisation de la section critique.
Il en termine alors avec la section critique en passant dans I'état E (pour end). L’unicité de
I’accés & la section critique est assuré par un sémaphore représenté par la variable sem. Une
spécification en langage B de ce protocole est donnée & la figure 11.9.

11.3.3 MutEx

La figure 11.10 donne une spécification en langage B de l'algorithme du MutEx dont la
description a été effectuée dans la partie 3.1.4.
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MACHINE gs := gs <+ {pl->s}
mutex END ;
SETS ask =
ind; status={a,r,s} ANY p WHERE p : ind & gs(p)= s THEN
gs := gs <+ {pl->r}
VARIABLES END ;
gs, turn
mturn =
INVARIANT ANY p WHERE p : ind & gs(p)=r &
gs : ind --> status & gs(turn)=s THEN
turn : ind & turn := p
('(p1,p2) . ((pl:ind & p2:ind & gs(pl)= a & END;
gs(p2)=a) => p1=p2))
INITIALISATION activate =
ANY ps WHERE ps : ind THEN turn := ps || ANY p WHERE p : ind & gs(p)=r &
gs := ind * {s} turn = p THEN
END gs := gs <+ {pl|->a}
OPERATIONS END
sleep = END

ANY p WHERE p : ind & gs(p)= a THEN

FiG. 11.10 — Spécification fonctionnelle B du MutEx

11.3.4 Dijkstra

Comme l’algorithme de Dijkstra [Dij65] dont il est issu, l'algorithme, dont le systéme de
transitions est représenté a la figure 11.11, utilise une variable partagée turn de type indice
mémorisant le processus ayant le droit d’accéder a la section critique. Par rapport a [Dij65],
cet algorithme est obtenu en supprimant une variable partagée de type fonction totale; les
gardes de ses transitions s’en trouvent affaiblies et le nombre de ses comportements agrandi.

On note que son systéme de transitions est paramétré par p qui est ’identifiant du processus
exécutant ce systéme de transition. Initialement en S|, chaque processus désirant accéder & la
section critique entre dans la salle d’attente représentée par les trois états Wy,W, et W3. Seul
le processus identifié par turn peut se déplacer en W3 , éventuellement via Wy pour acquérir
cette identification. S’il est seul dans W3, le processus acceéde & la section critique A. Dans le cas
contraire, il retourne en Wj. Une spécification B correspondante est donnée & la figure 11.12.

11.3.5 Université de I’'Illinois

Le protocole de I’Université de 1'Illinois|PP84| vise & garantir une propriété de cohérence
de cache. Présenté a la figure 11.13, le systéme de transitions de chaque processeur posséde les
états M, E, S, | dont la sémantique est la méme que pour ’algorithme du MESI (cf partie 3.3).

Par rapport au MESI, cet algorithme fournit plusieurs heuristiques :

— un cache ¢ en | peut accéder directement & la mémoire en écriture en envoyant le message
de broadcast w2. Les caches dans S et E réagissent & ce message en se déplacent en |
tandis que celui en M réagit en mettant a jour la mémoire centrale et en retournant en
I. Le cache ¢ met & jour son contenu avec celui de la mémoire centrale, le modifie puis
accéde a M.

— lorsque le processeur dont le cache ¢ est en | souahite avoir un accés a celui-ci en lecture,
ce dernier
— obtient une copie de la mémoire et passe dans I’état E si tous les autres caches sont

en |
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gs ' ({W3,A}) = {p}

FiG. 11.11 — Systéme de transitions de Dijkstra

MACHINE
dijkstra

SETS
ind; status={s,wl,w2,w3,a}

VARIABLES
gs,

turn

INVARIANT

gs:ind-->status &

turn:ind &

(!'(p1,p2).((pl:ind & p2:ind & gs(pl)=a &
gs(p2)=a)=>p1=p2))

INITIALISATION

ANY ps WHERE ps:ind THEN turn:=ps ||
gs:=ind * {s}

END

OPERATIONS

t2= ANY p WHERE p:ind & gs(p)=s THEN
gs:=gs <+{p|->wi}
END;

t3= ANY p WHERE p:ind & gs(p)=wl &
turn/=p THEN
gs:=gs <+{pl|->w2}

END;

t4= ANY p WHERE p:ind & gs(p)=w2 THEN
turn:=p ||
gs:=gs <+{p|->wi}

END;

t5= ANY p WHERE p:ind & turn=p &
gs(p)=wl THEN

gs:=gs <+{p|->w3}

END;

t6= ANY p WHERE p:ind & gs(p)=w3 &

(#q.(q:ind & p/=q & (gs(q)=w3 or gs(q)=a))) THEN

gs:=gs<+{p|->wi}
END;

t7= ANY p WHERE p:ind & gs(p)=w3 &

(!q.((q:ind & p/=q) => (gs(q@)/=w3 & gs(q)/=a)))

THEN
gs:=gs<+{p|->a}
END;

8=
ANY p WHERE p:ind & gs(p)=a THEN
gs:=gs<+{p|->s}
END

END

F1G. 11.12 — Spécification fonctionnelle B de I'algorithme de Dijkstra
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endS

/ 'lUQ??

{S E}) #0 = share” —_— C]
“1({m}) # 0 = read

w?? share??

endM

@ access @

write

F1G. 11.13 — Systeme de transitions de ’'Université de 1'Illinois

120



11.3. Etudes de protocoles

MACHINE
illinois

SETS
ind; status={i,e,m,s}

VARIABLES
gs

INVARIANT
gs:ind-->status &
(' (p1,p2).((pl:ind & p2:ind & gs(pl)=m
& gs(p2)=m)=>p1=p2)) &
(!'(p1,p2).((pl:ind & p2:ind & gs(pl)=m)
=> gs(p2)/=s))

INITIALISATION
gs:=ind*{i}

OPERATIONS

firstOut= ANY pl WHERE pl:ind & gs(pl)=i &
('qq . (gqq:ind => gs(qq)=i)) THEN
gs:=gs<+{pl|->e}

END;

out= ANY pl,p2 WHERE pl:ind & p2:ind &
gs(pl)=i & gs(p2)=m THEN
gs:=(gs<+{pl|->s})<+{p2[->s}

END;

share= ANY pl WHERE pl:ind & gs(pl)=i THEN
ANY p2 WHERE p2:ind &
(gs(p2)=e or gs(p2)=s) THEN
gs:=(dom(gs|>{i}) *{i}\/
dom(gs |>{e})*{s}\/

dom(gs | >{s})*{s}\/
dom(gs | >{m})*{m}) <+{p1|->s}
END
END;

access= ANY pl WHERE pil:ind & gs(pl)=e THEN
gs:=gs<+{p1|->m}
END;

wi= ANY pl WHERE pl:ind & gs(pl)=s THEN
gs:=(dom(gs|>{i})*{i}\/

dom(gs |>{s})*x{i}\/

dom(gs |>{m}) *{m}\/

dom(gs |>{e})*{e})<+{pl|->m}
END;

w2= ANY pl WHERE pl:ind & gs(pl)=i THEN
gs:=(dom(gs|>{i})*{i}\/
dom(gs |>{e})*x{i}\/
dom(gs |>{s})*x{i}\/
dom(gs | >{m}) *{i}) <+{p1|->m}
END;

endM= ANY p WHERE p:ind & gs(p)=m THEN
gs:=gs<+{p|->i}
END;

endS= ANY p WHERE p:ind & gs(p)=s THEN
gs:=gs<+{p|->i}
END;

endE= ANY p WHERE p:ind & gs(p)=e THEN
gs:=gs<+{p|->i}

END

END

F1G. 11.14 — Spécification fonctionnelle B de I'Université de l'illinois

— obtient une copie de la mémoire et passe dans 1’état S si d’autres caches sont dans S
ou E; ceux de E rejoignent ¢ en S a la réception du message share ;

— demande un rendez-vous par le message read avec le cache en M s’il y en a un; celui
ci met & jour la mémoire centrale puis va en S ou il rejoint ¢ qui aura mis a jour son
contenu avec celui de la mémoire centrale.

— un cache en S peut accéder directement (sans passer donc par E comme dans le MESI)

a 'état M en envoyant le message de broadcast w; qui expédie dans | tous les caches

présents aussi dans S.

On donne une spécification B de cet algorithme a la figure 11.14.

11.3.6 S. German

L’algorithme de S. German [Ger00, DB01, BLS02] vise & garantir des propriétés de cohé-
rence de cache pour un ensemble de processeurs, qui sont controlés par un serveur.

Chaque processeur (resp. le serveur) suit le systéme de transitions donné a la figure 11.15
(resp. la figure 11.16).

Le systéme de transitions du serveur posséde six états dont on donne alors le sens :

— | :initialisation ou attente de requéte
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grantsS! ’\
ex = tt = indl || ez := ff
—~—~

er = tt = invE! || ex:= [f

G- me-() = (&)

grantE! || ez := tt

er =

FiG. 11.15 — Systéme de transitions du serveur dans le protocole de S.German

invS?? ’\
P — grantS?? -

o reqsS!
|
- req B!
reqBE)! -
— grantE?? —
mvE? J
mnv?

F1G. 11.16 — Systéme de transitions d’un client dans le protocole de S.German

122



11.4. Résultats numériques

— Se : a recu une demande d’utilisation en exclusivité de la mémoire,

— Ss : a regu une demande d’accés & la mémoire en lecture,

— S; : a fait en sorte que chaque client qui partageait la mémoire I’a maintenant libérée,
— Ge : est en position d’attribuer un droit d’accés exclusif & la mémoire et

— Gs : est en position d’attribuer un droit d’accés en lecture & la mémoire.

Concernant le systéme de transitions du client, ce dernier posséde cing états :

N : initialisation ou repos ,

- W, : attend d’obtenir le droit d’exclusivité sur la mémoire,

- Ws : attend d’obtenir le droit d’accés en lecture dans la mémoire,
- E : posséde le droit d’exclusivité sur la mémoire et

- Sy, : posséde un droit de lecture dans la mémoire.

Cet algorithme utilise une variable booléenne partagée ez qui est vraie si un client posséde
actuellement un droit d’accés exclusif & la mémoire.

Lorsque le serveur se synchronise avec un client sur la requéte reqF ou reqS, il passe dans
un état "occupé a servir". Par exemple, supposons que le serveur doive servir une requéte pour
un acces exclusif : il envoie tout d’abord une requéte inv par broadcast demandant & chaque
client possédant une copie locale (et donc dans I’état S) de s’invalider (donc de revenir dans
létat N). Apres cette étape, il envoie éventuellement (c.a.d. lorsque la variable ex est vraie)
un message d’invalidation invE au processus qui est dans I’état E. Le serveur passe dans 1’état
Ge. Si ex est faux, il passe directement dans ’état Ge. Depuis Ge, le serveur donne le droit
d’accés exclusif au client de We, qui passe dans 1’état E en recevant le message Ge du serveur
et le serveur mémorise qu’un client posséde ce droit exclusif en fixant & vraie la variable ex.
Une spécification en langage B de cet algorithme est donnée a la figure 11.17.

La partie suivante présente les temps de calcul pour vérifier les algorithmes présentés dans
cette partie.

11.4 Reésultats numériques

Le tableau de la figure 11.18 donne les temps de vérification pour les exemples présentés
dans ce mémoire. Dans ce tableau, la seconde colonne indique le nombre d’opérations de
la spécification ; la troisiéme reprend le nombre d’états du systéme de transitions qui est
distribué; dans le cas d’un algorithme avec plusieurs clients et un serveur (cf S. German),
c’est le nombre d’états du client qui est donné. La quatriéme colonne reprend le nombre
d’itérations nécessaire pour établir la propriété. Les quatre derniéres colonnes donnent des
temps de calcul exprimés en secondes et mesurés sur un centrino 1.5 GHz avec 768 Mo de
RAM. La colonne Tr. Std. donne le temps pour une traduction standard. A partir de la
colonne Tr. Abst., c’est la traduction abstraite qui est retenue. Dans la colonne Pred. Locaux
les prédécesseurs sont en outre calculés localement et & la colonne Verif. locales toutes les
vérifications se font localement. Dans ce tableau, le symbole T signifie que le prouveur semble
diverger : il lui faut plus de 30 secondes pour une des obligations de preuve. 4 [Del00]| signifie
que Delzanno a montré que la vérification de ce protocole nécessite 4 itérations.

En terme de comparaison avec le premier prototype barvey et les spécifications B ensem-
blistes, les durées de vérification sont divisées par 10 : 0.481 secondes suffisent pour vérifier
le PidSet, alors qu’auparavant, 4.8 secondes étaient nécessaires pour barvey et 0.58 secondes
pour l'atelier B.
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MACHINE
sgerman

SETS

bbool={tt,ff}; ind;
cstatus={n,we,ws,e,sh};
sstatus={i,se,ss,si,ge,gs}

VARIABLES
s, gsc, ex

INVARIANT

s:sstatus &
gsc:ind-->cstatus &
ex:bbool &

('(p1,p2).((pl:ind & p2:ind & gsc(pl)=e)
=>gsc(p2)/=sh)) &

('(p1,p2).((pl:ind & p2:ind & gsc(pl)=e
& gsc(p2)=e)=>p1=p2))

INITIALISATION

s:=i || gsc:=ind*{n} || ex:=ff

OPERATIONS

reqE= ANY p WHERE p:ind & gsc(p)=n &

s=i THEN

s:=se || gsc:=gsc<+{pl->wel}

END;

reqS= ANY p WHERE p:ind & gsc(p)=n &

s=i THEN

s:=ss || gsc:=gsc<+{pl->ws}

END;

invE= ANY p WHERE p:ind & s=si &

ex=tt & gsc(p)=e THEN

invS= ANY p WHERE p:ind & s=se &

g

EN

sc(p)=sh THEN
s:=si ||

gsc:=dom(gsc|>{sh})*{n}\/
dom(gsc [>{n}) *{n}\/
dom(gsc|>{we})*{we}\/
dom(gsc|>{ws})*{ws}\/
dom(gsc|>{e})*{e}

D;

inv= ANY p WHERE p:ind & s=ss &
ex=tt & gsc(p)=e THEN

E

s:=gs || ex:=ff

gsc:=gsc<+{p|->n}||

ND;

nonexE= SELECT ex=ff & s=si THEN

EN

s:=ge
D;

nonexS= SELECT ex=ff & s=ss THEN

EN

grantE= ANY p WHERE p:ind & s=ge &

s:=gs
D;

gsc(p)=we THEN

EN

grantS= ANY p WHERE p:ind & s=gs &

s:=i || ex:=tt
gsc:=gsc<+{p|->e}||
D;

gsc(p)=ws THEN
s:=i || gsc:=gsc<+{p|->sh}

EN

D;

reqEb= ANY p WHERE p:ind & gsc(p)=sh &

s:=ge || ex:=ff || s=i THEN
gsc:=gsc<+{p|->n} s:=se || gsc:=gsc<+{p|->we}
END; END
END
F1G. 11.17 — Spécification fonctionnelle B du protocole de S.German
Ezxclusion Mutuelle
Protocole | Ops. | Etats Itér. Tr. Std. Tr. Abst. | Pred. Locaux | Verif. locales
PidSet 4 3 1 0.51 0.48 0.48 0.48
MuxSem 4 4 7 T aprés 3 it. | T apres 3it. | T apres 4 it. 385
MutEx 4 3 3 2.27 1.88 1.95 2.48
Dijkstra 8 5 1 0.84 0.76 0.76 0.76
Cohérence de cache
MESI 3 4 3 5.09 2.38 2.62 3.47
S. German 10 5 4 12 6.66 8.63 10.15
Illinois 9 4 4 [Del00] | T aprés 11it. | T aprés 1it. | 1 aprés 1it. | T aprés 2 its.

F1G. 11.18 — Durées de vérification des protocoles
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11.5. Résumé

Une analyse de 'utilisation des options du prototype fait ressortir les constatations sui-
vantes : Tout d’abord ’abstraction de traduction apporte un gain en temps de ordre de 30%.
Les écarts sont plus faibles sur les spécifications avec peu d’itérations et d’opérations (comme
le PidSet) et plus importantes sur les spécifications ou ces deux critéres sont plus élevés (on
approche les 50% pour le MEST et I'algorithme de S. German).

On remarque ensuite que la localité ne réduit jamais les durées de calcul : elle les fait méme
augmenter de plus de 45% pour le MESI et S. German. Cette option correspond & une volonté
de découper les obligations de preuve, plus pour permettre au prouveur de converger que pour
réduire la durée totale de la vérification. Le prouveur décharge en plus grand nombre des OPs
de taille plus réduite. Ceci est confirmé par I'algorithme de MuxSem, pour lequel cette localité
permet de faire converger toutes les preuves et d’obtenir ainsi un verdict.

On remarque enfin que l'algorithme de I"Université de I'Illinois n’a pas pu étre vérifié par
la méthode, méme avec les options de vérification locale : méme si toutes les conditions d’ap-
plication du corollaires 8 sont réunies, la convergence des semi-algorithmes n’est pas observée.
Nous obtenons une différence pratique entre un résultat théorique basé sur les sortes et une
implantation pratique basée sur la superposition qui ne les respecte pas. Cet exemple, a priori
anecdotique, nous fournit une perspective d’étude comme ’annoncait I'introduction.

11.5 Résumé

Ce chapitre a présenté les prototypes qui ont permis de valider les démarches présentées
dans ce mémoire : (7) la logique équationnelle est & méme de traiter des obligations de preuve
issues de spécifications ensemblistes avec une efficacité acceptable; (i7) elle se présente alors
comme tres efficace pour traiter des obligations de preuve & base de fonctions totales. Néan-
moins elle ne permet pas de décider tous les problémes de la classe envisagée. Le chapitre
suivant conclut le présent travail.
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Chapitre 12

Conclusions et perspectives

La motivation de notre travail était guidée par la phrase de Dershowitz et Jouannaud
dans [DJ90| : Equations are ubiquitous in mathematics and the sciences [...[. These reasoning
abilities are also important in many computer applications, including [...] automated theo-
rem proving, program specification and verification, and high-level programming languages and
environments. De facon synthétique, notre principal objectif a été de réduire des problémes
de vérification d’invariant en des problémes de satisfaction de clauses exprimées en logique
équationnelle du premier ordre.

Dans ce chapitre, nous présentons dans la partie 12.1 une synthése plus détaillée des
travaux effectués. Nous établissons ensuite, dans la partie 12.2, un bilan critique de ceux-ci.
Nous terminons enfin, dans la partie 12.3, par les perspectives ouvertes par cette étude.

12.1 Synthése

Nous avons présenté une nouvelle démarche de vérification d’invariant par superposition
adaptée aux systémes paramétrés. Nous 'avons appliquée particulierement & un exemple in-
dustriel et & des systémes uniformes distribués.

L’objectif, qui était de savoir vérifier des exemples possédant les difficultés des deux classes,
est & comparer avec ’ambivalence du prouveur haRVey auquel la démarche est associée : une
face de gestion de la structure de la formule par une couche propositionnelle, une autre face
de gestion des structures de données par superposition.

Notre travail s’est focalisé sur la théorie équationnelle des tableaux et il a montré qu’elle
présente un compromis acceptable entre (i) le pouvoir d’expression qu’elle fournit, (ii) la
simplicité d’utilisation de ses opérateurs et (i) la simplicité des raisonnements & mettre en
place pour établir, & son sujet, des preuves d’équisatisfaisabilité.

Concernant les deux premiers points, nous avons en effet démontré que cette théorie fournit
un cadre suffisant pour exprimer les deux familles d’exemples, et ce & 'aide d’une formalisation
des régles de traduction des formules ensemblistes ou des formules avec fonctions totales dans
cette théorie des tableaux. Cette formalisation nous a permis de démontrer la correction de la
traduction puis d’implanter rapidement les prototypes avec une conviction accrue de la qualité
du code généré.

Concernant le dernier point, nous avons pu établir la décidabilité de plusieurs classes de
formules dans cette théorie, formules engendrées lors des constructions d’invariants. Cette
décidabilité exploite des résultats sur les logiques multi-sortes [FG03] et sur des techniques de
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réécriture [ARRO3]. Nous avons aussi montré les limites de tels raisonnements avec un cas ou
I’approche avec multi-sortes donne un résultat théorique différent de de ’expérimentation.

D’un point de vue pratique, nous avons entiérement implanté la démarche de vérifica-
tion des deux familles d’exemples. Les prototypes sont disponibles en ligne, aux adresses
http://lifc.univ-fcomte.fr/ couchot/soft/barvey/ et http://lifc.univ-fcomte.fr/
~couchot/specs/. Les temps de calcul montrent que I’approche décide ces exemples de grande
taille et qu’elle décide des algorithmes d’exclusion mutuelle et de cohérence de cache paramé-
trés dans des temps acceptables.

12.2 Bilan

D’un point de vue théorique, nous avons prouvé la correction de la démarche et avons
montré la décidabilité pour une sous-classe. Cette décidabilité est cependant & nuancer pour
plusieurs raisons. La premiére est qu’elle n’est pas établie pour le contexte général qui était
initialement fixé, mais seulement pour une sous-classe de programmes. La seconde est qu’elle
emploie des techniques d’expansion des quantificateurs qu’il n’est pas judicieux de mettre en
pratique pour des raisons évidentes de complexité algorithmique.

Une procédure alternative existe peut-étre directement par superposition, mais nous n’avons
pas pu l’établir : nous avons, certes, identifié une classe de clauses correspondant aux conditions
d’évolution des calculs de point fixe, mais I’étude (approfondie) de celle-ci ne nous a pas permis
de conclure positivement pour plusieurs raisons. La premiére est que cette classe ne reste stable
que par un calcul de superposition respectant les sortes, comme celui de SPASS [Wei01], ce
qui n’est pas le cas de SP embarqué dans haRVey. La seconde concerne la finitude du nombre
de clauses engendrées que nous n’avons pas pu établir formellement. La troisiéme réside dans
I’absence d’outils permettant d’effectuer automatiquement cette tache de vérification : pour
une classe donnée, il s’agit de vérifier manuellement que cette classe reste stable en appliquant
toutes les régles de superposition puis de trouver manuellement un critére permettant d’as-
surer la convergence du calcul. A chaque extension de la classe de clauses, tout le travail de
stabilité est a refaire et la convergence doit étre & nouveau étudiée. Pour toutes ces raisons,
cette étude n’a pas pu étre intégrée dans ce mémoire.

Suite & cet échec, nos recherches se sont orientées vers ’approche multi-sortes proposée dans
ce travail, méme si celle-ci ne correspond pas & I'implantation. Ce changement de direction nous
a été profitable puisque nous avons pu, tout de méme, établir des résultats de décidabilité et pu
constater les limites de tels résultats. Expérimentalement, nous avons remarqué une corrélation
forte entre les résultats théoriques et pratiques : & chaque fois que la procédure basée sur les
sortes était applicable, la preuve terminait et lorsqu’elle ne 1’était pas elle divergeait. La
question d’un lien plus général entre la finitude d’une procédure par superposition sans sorte
et la finitude du domaine de Herbrand de la sorte de la formule quantifiée se pose alors.

Si, par la suite, nos travaux devaient se poursuivre dans la direction des preuves de dé-
cidabilité d’un calcul par superposition, comme SP, pour d’autre théories équationnelles ou
d’autres classes de systémes, nous envisagerions le probléeme différemment : nous outillerions
ce raisonnement en conceptualisant puis en développant un outil capable d’engendrer auto-
matiquement, & nouveau comme un calcul de point fixe, la classe des clauses stables par ce
calcul pour un ensemble de formules initiales.
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12.3 Perspectives

Les expériences et connaissances acquises pendant ce travail nous conduisent naturellement
vers de nouvelles perspectives de recherche qui s’organisent comme suit. La partie 12.3.1
montre quelles heuristiques pourraient étre appliquées sur les calculs de point fixe du chapitre 4
pour en accélérer la convergence. La seconde (partie 12.3.2) s’intéresse a ’applicabilité des
démarches de preuve vis a vis de la technique d’abstraction de prédicats.

12.3.1 Heuristiques

Ce travail se focalisant sur les démarches de traduction dans la théorie des tableaux, nous
avons intégré peu d’heuristiques établies dans d’autres cadres. Les appliquer dans celui-ci
nous permettrait de retrouver, voire prolonger des résultats établis dans leur contexte initial
et bénéficier de procédures plus efficaces.

Pour accélérer la convergence des semi-algorithmes du chapitre 4, plusieurs heuristiques
pourraient ainsi étre appliquées, parmi lesquelles on propose l'introduction d’un transforma-
teur d’assertions dédié et un ordonnanceur de formules.

Transformateur d’assertions dédié

Automatique, la technique de renforcement d’invariant telle qu’elle est appliquée souffre
d’engendrer rapidement des formules de grande taille, et par conséquent difficilement lisibles et
parfois non traitables par le prouveur. Bartzis et Bultan [BB03| ont introduit des heuristiques
guidant le calcul d’assertions en fonction de la nature des transitions. On peut s’en inspirer et
introduire un transformateur d’assertion dédié pour les systémes de transitions de cette étude.

Retour a 'exemple MESI. On se restreint & vérifier sur le MESI l'invariance de la pro-
priété Py de la figure 11.5 (Iécriture dans la mémoire ne s’effectue pas simultanément avec la
lecture dans un des caches). En posant [Sypite] Po égal a

Var.(q1 € CACHEN gs(q1) = e) =
(Vps,ps.(ps € CACHEN py € CACHE N (gs < {q1 — m})(p3) = s) = (12.1)
(9s < {a — m})(ps) # m)),

le premier renforcement Py A [Syrite] Po de Py selon write qui est

gs € CACHE — vAL A
(Vp1,p2.((pr € CACHE N py € CACHE N gs(p1) = s) = gs(p2) # m)) (12.2)
A (12.1)

posséde les défauts énoncés plus haut. L’annexe A montre que cette formule est équivalente a

gs € CACHE — vAL A

12.3
(Vpi,p2.p1 € CACHE N py € CACHE N gs(p1) = s = (gs(p2) # m A gs(p2) # e)) ( )

qui est beaucoup plus simple. Un transformateur d’assertions dédié qui engendrerait auto-
matiquement un tel invariant réduit, en tenant compte de la propriété et de la nature de la
transition, diminuerait la charge du prouveur.
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Ordonnancement des obligations de preuve

L’introduction de la vérification locale de I'implication (figure 4.10) nécessite le décharge-
ment de 1’obligation de preuve
A Vi=m)

meM j€J

ou M et J sont deux ensembles de formules ce qui nécessite card(M) x card(J) appels au
prouveur. Pour chaque m € M et a ’aide de critéres syntaxiques, ordonner les éléments j de
J par ordre décroissant de probabilité d’établir 'implication j = m permettrait de réduire le
nombre d’appels au prouveur [Gri00, Col05].

12.3.2 Abstraction de prédicats

Générique dans leur approche, les démarches a bases d’abstraction [GS97, Bau03] souffrent
du nombre et de la complexité des preuves qu’elle doivent décharger dans le prouveur lors
de leur mise en ceuvre. Dans les deux cas précédents, il s’agit de MONA qui implante une
procédure de décision pour la logique WS1S. Les expériences [DG03, CDGRO03| menées avec ce
prouveur dans le cadre de la vérification de spécifications ensemblistes industrielles nous ont
convaincu de son inaptitude & construire en général I’automate acceptant une formule WS1S
de grande taille. Un calcul par superposition apparait dans ce cas bien plus adapté.

En suivant ce constat, une piste de recherche consisterait & remettre le prouveur & sa place
en le comparant & d’autres procédures de décision. Ce travail théorique, qui sort du cadre de
la vérification de logiciel, nécessite des compétences que nous avons acquises lors de nos essais
de preuve de décidabilité par SP. Cependant, le profit en vérification de logiciel sera a nuancer
puisque nous ne proposerons, en cas de succes, qu’une alternative & MONA.
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Annexe A

Preuve d’équivalence entre (12.2)
et (12.3)

Pour montrer que (12.2) est équivalente a (12.3), c’est a dire que

gs € CACHE — vAL A
(Vp1,p2.((p1 € CACHE N py € CACHE A gs(p1) = s) = gs(p2) # m))
A (12.1)

est équivalente a

gs € CACHE — vAL A
(Vp1,p2.p1 € CACHE N py € CACHE A gs(p1) = s = (gs(p2) # m A gs(p2) # e)),

on commence par simplifier (12.1), qui est

Vg .(qn € CACHEN gs(q1) = e) =
(Vp3,pa.(ps € CACHE A py € CACHE A (g5 < {q1 — m})(p3) = s) =
(95 < {q1 = m})(pa) # m)).

Pour cela, on note tout d’abord que lorsque s et m sont distincts, on a

(9gs < {q1— m})(p3) =s < (g9s(p3s) =s Ap3s# q)
et que
(95 < {q — m})(ps) # m & (g9s(ps) #m A ps # q1).

De plus, comme tous les quantificateurs de (12.1) sont universels,;, celle-ci s’écrit en forme
prénexe comme

Y qi,p3, P4 (q1 € CACHE N p3 € CACHE N py € CACHE A
9s(q) = e A gs(ps) = s Aps # q1) =
(gs(psa) # m A ps # q1),

qui se réécrit en

Vps.(ps € CACHE A gs(p3) = 5) =
(Vqi,pa.(qn € CACHEAN py € CACHE A p3 # 1 A gs(qu) =€) = (A1)
(95(ps) # m A ps # q1))-
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On montre enfin que (A.1) est équivalente &
Vps.(ps € CACHEN gs(ps) =s5) = (Vq1.q1 € CACHE = gs(q1) # e) (A.2)

En effet siVq1 .1 € CACHE = gs(q1) # e est interprétée a T, alors le membre de gauche
de la formule quantifiée en ¢, et py de (A.1) est interprété a L et (A.1) est vraie. Sinon, s'il
existe ¢ tel que ¢ € CACHE A gs(q1) = e, alors ¢ # p3 puisque gs(p3) = s et e # s. Ainsi
le membre de gauche de la formule quantifiée en ¢; et ps de (A.1) est interprété a T. Or le
littéral py # ¢ de son membre droit est interprété & L si le domaine d’interprétation des
constantes de sorte INDEX est non vide ce qui est le cas ici.

Ainsi (12.2) bénéficie de cette simplification et se réécrit en

gs € CACHE — vAL A
(Vp1,p2.((pr € CACHE A py € CACHE A gs(p1) = s) = gs(p2) # m)) A
(Vp1.(p1 € CACHE A gs(p1) = s) = (Vp2.p2 € CACHE = gs(p2) # ¢))

qui se simplifie en

gs € CACHE — vAL A
(Vp1,p2.p1 € CACHEA py € CACHE A gs(p1) = s = (gs(p2) # m A gs(p2) # e))

c’est & dire (12.3).
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Résumé

Le prouveur de théorémes haRVey implante une procédure de décision pour les formules
équationnelles sans quantificateurs dans les signatures des théories comme la théorie des ta-
bleaux avec extensionnalité, la théorie des listes, ou leur combinaison. Ce travail étudie ’appli-
cabilité de ce prouveur & la vérification, par construction d’invariants, de propriétés de streté
exprimées sur des systémes paramétreés.

Le développement d’un programme ne s’effectuant jamais en une seule étape, il est souvent
pratique de commencer en introduisant des parameétres, quitte a les préciser dans des étapes
ultérieures. La correction du programme ainsi paramétré doit étre assurée pour toutes les
valeurs potentielles de ses paramétres, interdisant les techniques classiques de model-checking
en raison de l'infinitude du graphe d’exécution. Vérifier le programme pour toutes les valeurs
possibles des parameétres peut s’entreprendre par un calcul de point fixe déductif dont les
conditions d’évolution sont déchargées dans un prouveur supportant les formules quantifiées.
Pour mettre en ceuvre ce calcul symbolique, il est suffisant de disposer d’un calcul de plus
faible précondition d’assertions et d’une procédure permettant de décider la négation et la
conjonction des formules engendrées.

Graf et Saidi ont ouvert cette voie en déchargeant leurs conditions d’évolution dans le
prouveur PVS. D’autres personnes ont suivi en exprimant leur systéme & 1’aide de contraintes
arithmétiques linéaires obtenues par une abstraction de comptage. Néanmoins, l'introduction
d’une telle structure linéaire n’est pas toujours naturelle et est limitée & certaines classes
de problémes bien spécifiques. Nous suggérons un cadre plus basique mais unificateur o
les parameétres sont des ensembles finis sans structure précise. Nous montrons que ce cadre
correspond a la fois & des exemples industriels et & des systémes uniformes distribués.

Nous utilisons le langage ensembliste des machines abstraites de la méthode formelle B pour
spécifier les programmes et exploitons les calculs de plus faible précondition déja définis pour
cette méthode. Nous introduisons ensuite un calcul de point fixe, obtenu par optimisations
successives d’un calcul de point fixe trivial.

Nous proposons ensuite différentes traductions en logique équationnelle des formules cor-
respondantes aux conditions d’évolution des calculs du point fixe, dont I'unique objectif est
de faire converger le plus rapidement possible le prouveur haRVey qui les décharge.

Théoriquement, nous montrons la décidabilité de certaines obligations de preuve dans le
cadre de systémes uniformes distribués se synchronisant par rendez-vous ou par broadcast.
Nos expérimentations menées sur un exemple industriel montrent que la, démarche supplante
celle basée sur la logique WS1S. Celles menées sur des algorithmes d’exclusion mutuelle ou de
cohérence de caches viennent confirmer leffectivité et 'efficacité de cette démarche.

Mots-clés: vérification, harvey, invariant, méthode B, superposition, paramétres, systémes
uniformes distribués






