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Joseph Sifakis, Directeur de Recherche au CNRS, VERIMAG

Examinateur : Silvio Ranise, Chargé de recherche INRIA, LORIA
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��� �� ���� ���	 
� 	
���� ��

����



� �� ��������

�



��



����� ��� ���	
���

����� ��� ��	
�� ��


 ���
��	����� 


��� �
�	����
� �� �����	���
� �
���

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

����� �����	���
� ��� �
��
�	��	���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

����� �����	���
� ��� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

��� �
������ �� ��
�
�������� �� ������
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  

����� �����	���
� �!��

���� �"��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  

����� #� �
���
���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  

����� #� 

����� ������
���

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � $

���� #�� �!��%��� ����
���� ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � &

��� �
��������
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � &

����� '��	��	���
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � &

����� (�������
� �"
�
�����
�� �� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � )

����� *�
	������ �� ��	���
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � )

���� +���
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � )

����$ *��
�	���
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ,

�� *
�� �� �
	����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ,

� �
��������
���� �����	���� 



��� #������� �� ������� 
���� ��
����
���� ���
������� � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� '�����������
��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 

��� -
���� 	��
������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �$

�� ����
�� �� .������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �/

��$ 0� .������� 1 
� ������
����
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��$�� 2��

���
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��$�� *����
��
���
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��$�� '�����
����
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

���



����� ��� ���	
���

��$� 3��
��� ��� ���
���� ���	 �������
���
��� � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��$�$ 2���
��� �� ��	�����
��� ��� SP � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �&

��& 2����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �&

� ������� ������������� ��

��� '!��%��� ����
���� ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �,

����� '!��%�� �� ��������
�� �������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �,

����� �
��
����
� ����

%
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �,

����� '!�	��
������
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �/

���� *������ �� ������
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �4

��� *�
������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �4

����� 5�	
���
� �����

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� �
�����	� �� 	�	��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� *���
� �� ��
������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

���� '���	����� �� ���	��	���
� ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� 5����
� �
 �
��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

�� '��	��	���
�� ���������

�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��$ '!��%��� ��������� ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 

��& 2����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �$

� �����
	����� ���� �
����� ��

 �� ����
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �)

 �� #������ �"�������
�� �� �� ��
������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  4

 ���� 0�� ������
�� �"����� ��� �������
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  �

 ���� �
������
�� ����� �� �
���
���� �� ��
������ � � � � � � � � � � � � �  �

 ���� '!����� ��� ����������
�� ������
����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  �

 ��� '��������� 
������
���

� ��� ����������
�� ������
����� � � � � � � � � �  �

 �� 3�����
�������� �"�������
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �   

 ���� 3�����
�������� �"�������
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �   

 ���� ��
���� ����� �̃�� �� �
�� ���� ��� ����
	�� ��� ������ ���
������� � �  $

 ���� 0� �̃�� 1 
"
�������� [ ] � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  &

 � '�����
�
������� �� 	
�����	��
� �� �
�� ����
� ��������� � � � � � � � � � � � � �  )

 � �� �
�����	��
� ��6�� �"��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  )

 � �� �
����� ��"��� ��
������ �� �7���� ��� ��

�� � � � � � � � � � � � � � � �  ,

 � �� 8��
���� 
���������
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  ,

 �$ 2����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � $�

��



! "� ���#��� $ !�

$�� 2���
��� �� 
� ����
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � $�

$�� '!����� �"��� ��	���� ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � $ 

$�� �����	���
� �� 	
�����	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � $$

$� '��	��	���
� � �� �!��%��� ����
���� ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � $&

$�$ +���
� �� �����	���
� �
�� 
� ����
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � $/

$�& 2����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � &4

% ��� ��
���	���
� �����
��#�� ���	��� �� %


&�� 9�����	��
� �� 	
������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � &�

&�� �
����� ��	����
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � &�

&���� 3
����2��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � &�

&���� :�
��	��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � &�

&���� ����
�� ����	����	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � &�

&��� ��� �� 
� ��
��������
� 

����� ���	 	
��������� ;�#*< � � � � � � � � � &�

&�� ����
��� ���� �������� �� 	
�������	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � &�

&���� =�����	����
� ��� ������
�� ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � &�

&���� 9�����	��
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � & 

&���� #������� ����
���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � &$

&� 0��	����
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � &$

&�$ 2����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � &&

� "� �
�	 �	
 �� �#��
&��� ������ %�

)�� *���	���� �������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � &)

)���� -
�� ���� 
"
���
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � &)

)���� '���	���� ��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � &,

)�� (����
� ��� �������	������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � &,

)���� 2���	��
� �� �
���� ��� �������	������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � &/

)���� '�

�������
� ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � )�

)���� 2��
����� ��
�
����
���
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � )�

)�� 2����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � )�

' (�� ��������� �	� ������	� �� �������� �!

,�� SSET > ��� ���
��� ������
���� ����
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � )$

,���� 9��
��������
� ���� �� (SSET ) � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � )&

,���� ?������ SSET ���	 
"
�������� �� 	������
��� � � � � � � � � � � � � � � � )&

,�� BA�
� > ��� ���
��� ��� ���
���� �� �


���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ))

�



����� ��� ���	
���

,�� 0� SSET 1 BA�
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ),

,� �
���	��
� �� 
� �����	��
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ,�

,�$ 2����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ,$

) (�� *�������� ������� �	� ������	� ��  ���	
� '�

/�� �����> ��� ���
��� ����
� ��� �
�	��
�� �
��
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � ,)

/�� '��	��	���
�� 1 
"���� �� �
�	��
�� �
��
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ,/

/�� �� ����� 1 BA�
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � /�

/� 2����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � /�


+ ,	�����	����� �� ������	� )!

�4�� 9�������� 
� �
����� �"��� �
�	��
� �
��
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � /$

�4�� '��	��	���
� �� ���
���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � /,

�4���� 5�������
�� �� ���
���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � //

�4���� +������
�� �� �����	��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �44

�4���� 9	��
�� ��� �!��%��� ����
���� ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � �4�

�4��� @����� ��� 	
�����
�� �"��

���
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �4�

�4�� (����
� ��� ��A���
�� ��
���
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �4�

�4� 0�	���� 
�� 	
�����
�� �"��

���
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �4$

�4� �� '��������
� �� 
"���
�� �"�������
���
��� � � � � � � � � � � � � � � � � � �4$

�4� �� ��� ��� 	
��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �4&

�4� �� *�
	������ �� ��	���
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �4)

�4�$ 2����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �4,



 (� ����������� �� ����
����������� 
+)

���� ������ B ��� ����� �� �������
��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �4/

������ :��� ����C� �� 
"
���
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��4

������ D��
�����
� �� 
"
���
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

������ 2���
���� ������������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

���� 0����	�� �"���
������
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

������ -
�� ���� 
"
���
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

������ '���	����� �"������ ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

������ D��
�����
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

���� ?����� �� ��
�
	

�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �� 

������ *��'�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �� 

������ ���'�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��)

������ ���5� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��)

��



����� 0�E����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��,

�����$ D��������� �� 
"=

��
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��,

�����& '� (����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

��� 2���
���� ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

���$ 2����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��$


� �����	����� �� ��
������ �� 
��

���� '!���%�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��)

���� :�
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��,

���� *�����	����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��/

������ .����������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��/

������ 9�����	��
� �� �����	��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��4

- �
�	 � ����	� ������ ���
� �
�.�� �� �
�.�� 
�


$������
��#�� 
��

���



����� ��� ���	
���

����



����� ��� �
����

��� (�������� ��� �
���
�� �� ������� 
���� ��
����
���� ���
������ � � � � � � � � ��
��� (��������� ��� �
���
�� �� �
��� 0@-> �@- �� @@- � � � � � � � � � � � � � � �&
��� ���� �� �
��� �
���
� �������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �)
�� 2%�
�� �� 	�
	�
 �� ���

���
� F2
�&$G � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��$ 9��
��� �� 	
������	� E � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��& 2%�
� �� �����
��
���
� F2H&/G � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��) 2%�
�� �� ����
��	���
� �
�� SP� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��, 2%�
�� �"�������	� �
�� SP� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 
��/ 9��
��������
� �� (A�

� ) � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 
���4 +���� #*+ ���
���� ��� �!��

�� �� ΣA � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �$

��� '!��%�� �� ��������
�� �� ���5�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �4
��� 5�	
���
� �����

� B ��������
� �"�� ��
	������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� '!��%�� �� ��������
� �"�� 	�	�� �5'=� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 

 �� 3�����
�������� �"������
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �/
 �� '!����� ��� ����������
�� ������
������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  �
 �� 2���	��
� �� 
"
�������� || � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  �
 � '��������� 
������
���

� ��� ����������
�� ������
������ � � � � � � � � � � � � �  �
 �$ +�������� [ ]� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  &
 �& �
�����	��
� ��6�� �� �
�� ����� ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  ,
 �) �����	���
� �� ��

���
� �� ��
������ �� �7����� � � � � � � � � � � � � � � � � � �  /
 �, �
�����	��
� �"��������� ��� ����	��
� �� �� > �� 
� 	
�����
� �"��	
���
� �� ���

����
��	��
� �� 	�
�� �
���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � $4
 �/ �
�����	��
� �"��������� ��� 	�
	�
 

	�
 ��� �����	�������� � � � � � � � � � � � � $�
 ��4 +���������
� ��� �����	���
� 

	�
� �� 
"���
�	���
�� � � � � � � � � � � � � � � � $�

$�� -
��� ������
� �"��� ��	���� ��������� �� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � $ 
$�� '��	��	���
� � ������
���� �� �5'=� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � $,

&�� '��	��	���
� � ��� ������	��
� �� 	
������ �� ���5� � � � � � � � � � � � � � � &&

)�� :00 �� 
� ������
� �� 	��(�, � , 	��(� ′, � ′, � ′)) � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � &/
)�� 0������
� �� 	�
� �� 	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � )4
)�� 0������
� �� ���
������
���� �� ��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � )�
)� 0������
� �� ��
�	����	��� ��� ��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � )�

,�� 9��
��������
� �� (SSET ) � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � )&

��



����� ��� ������

,�� '��������
� �� 	������
��� ���� ��� �
���
�� ���� �������	������ � � � � � � � � ))
,�� 9��
��������
� �� (BA�

� ) � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ),
,� -
�	��
� � �� �����	��
� ��� ������ �� SSET ���� BA�

� � � � � � � � � � � � � )/
,�$ -
�	��
� � �� �����	��
� ��� �
���
�� �� SSET ���� BA�

� � � � � � � � � � � � � ,4
,�& =�����������
� ��� �!��

�� �
�	��
���
� �� BA�

� � � � � � � � � � � � � � � � � � ,�
,�) =�����������
� ��� �!��

�� �����	����� ��� I � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ,$

/�� '�������� ��� �!��

�� �� ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ,,
/�� 9��
��������
� �� (�����) �� ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ,/
/�� '��	��	���
� �� �5'= �������� 1 
"���� �� �
�	��
�� �
��
�� � � � � � � � � � � � /4
/� 5������
� �� � �� � ��� �
�	��
�� �
��
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � /�

�4�� 5�������
�� �� ���
����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � //
�4�� 5������
� �� 
� ���
��� A�

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � //
�4�� '!����� ��� ����������
�� ������
����� �� ���
����� � � � � � � � � � � � � � � � � �44
�4� #
����� ������
���

� �� 
������ ��� ����������
�� �� ���
����� � � � � � � � � � �44
�4�$ '���������
�� �� �5'=� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �4�
�4�& 2%�
�� �� ���������
� �� �!��

� ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �4�
�4�) � �� � B �����	��
� ��������� �� �
���
�� ���	 �
�	��
�� �
��
�� � � � � � � � � � �4 
�4�, '���������
�� �� ���5�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �4)

���� 9�	����	���� �� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��4
���� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
���� 2���
���� ������������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
��� +���
�� �� ��
�
�!�� ���	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �� 
���$ 5��	���
� �� ��
�
�!�� ��� 
"�����
� �� �5'= � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��$
���& '!��%�� �� ��������
�� �� *��'�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��&
���) '��	��	���
� �
�	��
���

� � �� *��'�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��&
���, '!��%�� �� ��������
�� �� ���'�� F*2I4�G� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��)
���/ '��	��	���
� �
�	��
���

� � �� ���'�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��)
����4'��	��	���
� �
�	��
���

� � �� ���5� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��,
�����'!��%�� �� ��������
�� �� 0�E����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��/
�����'��	��	���
� �
�	��
���

� � �� 
"�
�
������ �� 0�E����� � � � � � � � � � � � � � ��/
�����'!��%�� �� ��������
�� �� 
"D��������� �� 
"=

��
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � ��4
���� '��	��	���
� �
�	��
���

� � �� 
"D��������� �� 
"�

��
�� � � � � � � � � � � � � � � ���
����$'!��%�� �� ��������
�� �� ������� ���� 
� ��
�
	

� �� '�(����� � � � � � � � � ���
����&'!��%�� �� ��������
�� �"�� 	
���� ���� 
� ��
�
	

� �� '�(����� � � � � � � � � ���
����)'��	��	���
� �
�	��
���

� � �� ��
�
	

� �� '�(����� � � � � � � � � � � � � � � �� 
����,0����� �� �����	���
� ��� ��
�
	

�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �� 

�



�������� �

���������	��

#� �$ ����
 �44$> 
"������ 9�,4 ���� �
� ������� �

 �"����� ��� 
� ���� �������� �� 3
�

���
:
����	� +� ���� 
��� 
� E
�� �J�� ���� K#� �
���K B

������ ����  ! ! ! " �
�#$� ���%������ �� ��&��
�� �� ��� ' #
%��	���	
%
��� ���
���
	��� ��	 %�
%� ��� (
�#)��%� �� �����	
%� �*�# ���)�
%���	���!
����� �� #�� �� ��&#
�� %
����� ���)�	���� �� +��	�, 
- +���	#. �
��
�,
��
(������ ��	%(
����	���, �%	�� �%� )��	�� �� ���� ����
%%�� ���*�	���%�
��� �� ��
/�� ����)�  ! ! ! "! 0��
��	%����� �
��
�� ��� �	�	���	
%�, ����	���
1! �
��
�! �
������%� *����� ��� #
�)� ��� 2 #$	����, �� ��#$	%� %� ����
�##����� ��� %
����� �� ��	��� ���)�	����, �� ���� ��� ��
%���!0 3�
- ���
������� (������, #
��� #���� ��	 � #
%��	� ' �� ����� �� #
%��4�� �� ��
(��)� ��	�%� 2 �� 5 /�	% 6778!
��#� ' ��	%9��	
% ���
��%�� �� �� ��	��� ��� �
�	#	��� �������)� ��� ���
�*	
%� �� �	�%� :;� ��� �	�%�� �� #
�� �
�� ����;�, 6;� ��� �
�� ����5�,
��
� �� 2�� ��� �
�� ������<, �� ��#$��#$� �� ������ ������� ��*	�%� #�	=
�	���! 0�
�� �
���� #������� ��)����	� �� ����*� ���$)���	��� ����%
��
������ #
��� #���	 �� �� #
���%�� �� *
� �� ������ %� #
����%�
��� �� �
���� �	)� ' �� �	�	�� ��� #���#	�)� �� ��
��	%�����0, �������
1! �
��
�!  ! ! ! " ��)��	�� �� 1! �
��
� � ��
��� �� �)/' )����	 �% ��=
#
�� > 0������ �	��
�� �� ���� ��
� ��
������ /���	� 0��
�*)0 ��%� ��
�
%��!0

�
��� 
� ���� 
� 	
�������> ������� ��"�� 

��	��
 ��� 	
���	� ��� ��� �L	�� ��� �
��
���
	
�E
�������� 	���	����� �� ���������
� �
�� 
����
� 
� ������� ��� ��	����> ���� �� �
��� 	�
���
���	�� 9� ��
1 �� �
����� �� 
"���
�����> 	���� ������� �"����� 1 �
�� 
�� 

��	��
� 	��������
	
��� 	��� ����

���� �
�� 
� ����
������ ;	�� 
� 
���� ���������� �� ����
 ���� 	
���	����
�
���� ����
� F:��/&> ::-�//G<> 
�� �	������ �� �
����� ���	�����> 
�� ��
�
	

�� �� 	
��
����	���
� F9::+4$> 2��4��G> 
�� �
�
������� �� �����
� �� 
"�		%� ��� ������ 	�������� �"��

��������� 
� �"�� ������ F9��4�> 2��4��G� � �

*�����������> 
�� ����
��� �� ���� ���������� �"��������� ��� ������ ������ ��� �������
���� �� ������� ���> ��� ������> 	
����� 
"������
� ��� 	�� �
����
�� B �

�� ���
����� ���
	
���	��
� ��� 
� ��
������ ��� 	
���	� ���� �� �
����� 
� ��������� @����
���> 	���� 	
���	�
��
� ���� �� ����
�� ��M����� �
�� 
� ���������� ���������
 F:##*4 G�

*
�� ��M	�
�� 1 ������ �� N���� 	�� �
�� ������� �� �
�� ����������> 
�� ����
��� �
���

��
�� 	
�	����
� �� �� �����	���
� �
�� ��� �

���
� �
�� ����

���� ��� 

��	��
� �7��> ���
��>

�



�$��	��� 6! ?%��
��#�	
%

	
���	��� #� ������ �������� �������� 
�� ����
��� �� 	�� ����
��� �
���

�� �� 	
�	����
� ��
�� �����	���
��

��� �������	�� �� 
��	
���	�� ��������

������� ��"�� 

��	��
 ��� 	
���	� ��� ��� �L	�� �
�� 
� 	
����	� 1 
���� 
"������6�� B ��
��
������ �����	���� 
�� 	
������
�� ��������� �"���������
� ��� 	
���	� ��� 1 ��� �� 	�

���	� O
�� ��
������ �����	���� 
� �!����� �� 
������ ���� 
����
 �
 ��� �	��� ��� �!������������
	
���	�� #� 	���� �� 	���� ����� 	
�	���� 
� �����	���
� �"��� ����� �
��� �� 	
���	��
� B 
�
� ������ ��"�� ��
������ ��� 	
���	� ��> 1 
"���� �"��� ����
�� �
���

�> 
� � �� �)�
%����
��� 
� ��
������ �� ��� ��
������� �
�� 	
�������� 5� �
����� ��)#	�#��	
% 
"���
� �"�� ��
�
������ �� ��� ��
������� ��������� �
�� 	�
���	�> �
 ����� �

�� 1 ������ 
� �
��
� �� 	
�����	�
�"��� ���	��	���
� ��� ����
�� �
���

� �

D�� ����
�� �
���

� �
�����
P �� 
������ ���������� �� ���	���� 
� ��
������ �� ��� ��
������� O 	� ��
������

	
������ 1 ������ �� ������
� �� ������
�� �
����� *��	����� ��)��� �� ��� ������ �!���
����� ��� �
���� 	�� ������
�� �"���� O 
�� ��
�������> ����� 1 �

��> �
�� ��������� ����
��� 

����� �����	�
�%�� 
Q 
"������
� ��� ������
�� ��� 	�
�� ��� ������
�� �"���� O

P ��� �����	�� ��� ����� �� ������ 	���� ���	��	���
� �� �
�� 
� �����	� ��� ��� 	�����	��
��
� �� ��
�������

*
�� 	����� ��
������> �
 ! � ��
�� �����	�� �
����
�� B (�) 
� ��
������ ��������� 
� ��
�
������ O 
� ���	��	���
� ��� �

�� ���
���� �� �
�
�� 
� �� #
$)��%�� O (�) 
� �!��%�� �� ���������
��� 
� ��
������ O �
 ��� �

�� ��	
������ O (#) 
"�����	� �� 	
�	
���
�� 0��� 
"���

�> 
� ���
��
�� �"�	���%�� 
� ������ �� ����
�� �
���

� ��� 

����"�

� � �

� �J�� ��� ������� 	
���
	
���	�� R

@����
���> ������� �
���

����� 
� ��
������ �� �������� ��� ��"�
 ���
��� ��� ���
���
��� ���
�������� ��	���� ���� 
� 	����� ��� 	������ B 
� ����
�� �
���

� ��� �� 	
������ ��
������� �� 
� ���	��	���
� ��� �� �
�%
� �"������ ��� ��� 	�
���	� ��� ��� �
���
�����
� ��%
� 1

"�������
� ��� ���
��� B 
�� �
�%
�� �� �
�� ������
����� ��� ��� ���� ������

�� ������ ������
��A������� ������	����� ��

� 
�� ��
������� ��� 
"
� �
������ �������� 2��
���� 1 
� ������
�
K�
�������
����
�� ��� �
%%� ���	��	���
� SK ��
%�� �� �
����� �� 
� *��	���	
% �� �
�� ��
	���� �� 	���� ������

=
 ������ ���� ����	���
�� ����
	��� �� �����	���
� �
���

� B 
� �
���=#$�#.	%� �� 
� ����*�>
��������� ���� 
�� ���� ������� ����������

����� �������	�
� ��� 

������������

#"����
	�� �
�
��������� ��� �
��
�	��	���� F�5',&> �(*//G ��� ����� ��� 
"���� ����
�
�������� B ��� ���������
� ���������� �� �
���� 
�� 	
��������
�� ���� 
�����

�� 
� ��
�
������ ���� �� ��
���� ������ �� ���
�� �� 
�� ��
������� ��������� �
�� 	�
���	� �
�� ���

��
���� ��������� #�� ��
������� �
�� �������� ����� ����	������ ��� 
"
���
> 	�	� ���� ��"��	���
������	��
� ���	 
"���
������� �� �
�� ��	��������

:��� ��"�
������> 
"����
	�� �
�A�� �"�� �����	�� �� ���

� ��� ��� 
� 	
�����	��
� �������
���� �� �
�� 
�� ����� �� ��
������> 	
�����	��
� �
���� ����$� ������	�%��	�	�)� 5� �A��> 
�
	
�����	��
� 	
��
%�� �� 	� ������ ��	������ ��� 	�
���	� �
�� (	) ��� 	�� �
 �
�� J��� ��
	�� ����
��� ���
��� ���� O (		) �� ���

� ����
����
� 	�� 
� ������������
� �� �
���� 
�� 	
��������
��

�



6!6! �
%#���	
% �� *)�	�#��	
% (
������

�
����
�� 	
����� ���������� 1 ��� ���

��
� ���� #
��	%��
	�� �� 
� ���

� �� 	� ������ ���
������� ��M	�
�> �
��� ���
����
�> 1 ��
	��� �� ���
����

0�A������� ���������� ���������� �� ������� ��� �!��%��� �� ���

�� 	�
��������� *���� 	�

���
	�> 
� ��
��� 	�

�� ���

P 
��������� 
� ������������
� �� ���
��� �� ���
����� ��� ����	����� �� �
����� 	
���	���
	
��� 
�� ������ �� ��	���
� �������� 
��
���� ;:00<> 
�� ���
�� �� ��	����� � � >

P ��������� ����	������ 
� ���

� �� ������ �� ������!��� 	������� ����� 
� 	�������� �����
����
��>

P �� 	
�������� �� ������� 
�� ��
������� ��� ��� 	
��
����� FT#4 G �� �!��%�� �
�� 
��
������� ������� ��� 
� �!��%�� 	
��
�� ���� E����� 	
�������� �
�� ��� ������

@����
���> ����� ����
������� ��� �
���� 	�� ����������> ��	��� �� ������> �� �� ���������
�� ������� ��� �!��%��� ������ �
������ 	
������ �� ���
��������� 5� �A�� 
� ����

�������
�"�� ��
������ �� �"�A�	����� E����� �� ��� ���
� �����> �
 ��� �
����� �������� �"����
�����
��� �����%���� ���� 
�� �����%��� ������ �� ���	��	���
�> ������ 1 
�� ���	���� ���� ��� ������
�
���������� #� 	
���	��
� �� �@��
�� �����)��) �
�� J��� ������� �
�� �
���� 
�� ��
���� �
����
���

�� �� 	�� �����%����> 	� ��� �������� ��� ������� �"����������
��� ������� #� �����	���
�
��� ������ ���
��� ��� �

���
� 1 	� ��
�
%���

����� �������	�
� ��� ������

�
��� �
� �
� 
"�������> ��� �����	�� �� �����	���
� ��� ������ 	
������ 1 ��
����
���������������� 
� ��
����� �"�� ������
� �� �
���
�� P�
����� 
�
�����
�� �� ������P
���������� 1 ������ �� ��
������ �� ��� ��
������� �"��� ���	��	���
� �
���

�� 3
�� 
"��E��
�� 	���� �����	�� ������ ���� 
� 	���	��� 1 ����� ���
���� P 
� ���

�� �

�� 
� ����� �)#$�����P
	�� ������� ��� ��� 
���
� �
���� ��
�*�����

#� �����%�� 	���	���������� �"�� ��
����� ��� 
� 

����� ��"�
 ������> ��"�

� �
�� �� �������

����> �� ��	
�� 
���� 
� �"
���� ���������� *
�� ����
����> ��� �
���
� �"��� 

����� ��
������� 
���� �"���
���� ��� 
�� �������	���
�� ��� 
�� ������
�� �� �
��� �
�	��
� 
� �����	��
������ ��"��� 

����� �� ��	
�� 
���� 
� ������� +� ��
��� �

�� B

P '���
��! F0@'4$G �� ������ F024�G ��� �������� �� 
� 

����� ������
���

� ;
�� �
���
��
�
���������� �� �
�� ��� ��� ���
����< �� ������� 
����>

P �+@9 F.UU+/&G ��� ������ �� 
� 

����� ����
� �� ��	
�� 
���� ���	 �� ��		������
;
�� ������
�� �� ������� 
���� �
�� ������������ ��� ��� ������� ������
� ������ ��� 
��
������
�� �� ��	
�� 
���� �
�� ������������ 	
��� ��� ������
�� ���� �� ������
�<>

P 
"9��
��� : F9��/&G> *�' F+2''�/,G �� .+# F(�/�G ��� �������� �� 
� 

����� �� ��	
��

�����

D�� ��	
��� 	���	���������� �"�� ��
����� ��� 
"������
� ��� ��
#)����� �� �)#	�	
% ��"�

���
����> �� ��� 
�� ���������� �� ��	������ 
�� 
�
�����
�� �� ������� +� ���������> ���
�����
� ����� 	�� ��
	������> 	�

�� ��� �"�������� ��� ��� ��	������� �� ���	������ F0U/4G>
	�

�� ��� �"�������� ��� 
� 	
�����	��
� �"�� ���
���� ������������ 
� �
���
� F:V&�G> 	�

��
��� ���
������ ��� ��	������� �� ���
���� F+',,G� � �

D�� ��
���%�� 	���	���������� ��� 
"������	������ ;
� �� 	
������� 
"���
����	���< �� 	��
��
	������ B �� �
�� ������	��� �� �
�� ���
������� 
� ��
��� �
� F:*4 G> .+#> *�'> 
"9��
����
:> �
��> ������> '���
��!� � �

'� 
� 

����� ������� ������ �� ����	����� �� ���

� ������ ;	
��� �� ������
� 	
�������
��� ������� �"�
������ ��� �����
�< �� �� 
� ��
����� ������ �� ��
���� 
�� �
���
�� �� 	����

�



�$��	��� 6! ?%��
��#�	
%



�����> 
"����
	�� ��� ������ �� �������� 	
��� ��� ���
��� ��� ��
�
%��� �� ���

� ������
�
� ������� ��� �
��
�	��	�����

0"�� �
��� �� ��� ���
�	���
�> �J�� �� 
� ��������
� �"
�
�����
�� �� ������ ��	������ ���

�� ���	��	���
�� �
���� ��������� ���� �� 
������ �
���
 ��
	�� �� 	�
�� ��� �������������
�� �J�� �� 
�� ��
������ ��	�������� �
����� 
� ������� �"�� ������ �
�� ��
���� 1 
� ������ ��

� �
���
�> 	���� �����	�� 	
����	� 1 ������� 
�� ���������
� ��
� 
� 293* F:��/&> ::-�//G

� 9����� ��������� F��-+4$> 2':+//G 	
��� 
� �
���� 
"�����
� ��
�	� �� ����
��	��
��

#� 	
������ �� 
� ��
�
�������� �� 	� ������
> ��� �� �
	�
��� ��� 
� �����	���
� ��� ������
�� �!��%��� ����������> �
�� ��������� ���� 
� ������ ���������

��� �������� �� ���������	��� �� ���
�	�

����� ������ ������� ���� ���
 	
������ �	��������� �� ����� 	� ������
 �� 1 ���
� ��
�
%���
�
 ���
��� ��� �

���
�� '�		��	������> 	� ������
 � �
�� 
�E�	��� �"���
����� ��� ����
�� ��
�����	���
� �� 	
�����	� �� ���	��	���
� ��� 	
�����	��
� �"���������� ;������ �����< ��� ���
���	��	���
�� ��������� �� � ;������ �����<> ��� ������ ���
������� ����� ��� 
� ����
�������
������
���
 ;������ �����< �� �
���� �
� ���
�	���
��� ��� ��� 	
���� �� �!��%��� ����������
;������ ���� <�

����� �������	�
� ��
�
����� ����������	

*
�� ��
���� ��"�� ��
������ �� �%�� ��� ���� �� ������
� �"����� �"������> �
 ���
��	������� �� ��M���� �� �������� ��� 	�� ������
� ��� ���E
��� �� 	�
�� ��� ����� ��� ����
������� 
� ��
������ ������ �
� ������
�����
�� ���������> �
�� ��� ��	�
��� ��
������> 
�
������ ���	������ � 
		�
�� ��� ���

� ��M	�
�� ��"��� 
� 	�
	�
 ��� ����� �		�����
�� ������

"������
�����
�> �
������� 

����� 	����	� �
�� �� �
���� ������

*
�� 	������� 
"�����> 
� ���� �������� 
�� ������
�� �"����� 1 
"���� �� �
���
��> �
�����
������	
%�> ���� ������ 
� 	�
	�
 ��� ��		������� �� 
"�������
� ������
�� #�� �%�
�� �� 
� 

�����
�
�� ����� ���
����� 	
��� ��� 
���
� ���������� �� ����
���� ��� 	�� �
���
�� �J�� �� �

��
������������ ��� ������
�� �������

+� ���� ����� ���
�	�� 
� ��
�
%�� �"�������� 
"������
� ��� ����� ���������
�� ���� ��
	�
	�
 �� ��������
������
� �� 	�
���	�� '� 	�

��	� ��� ����
� ��� �
��� 
������
� �� ��
������>

� 
� ���
��� ���� 	� 	�� �"	%*��	�%�> �� �� �

� ��� ���E
���� �� 
"������
� �"����� �"������> 
�
��
������ 1 ������� ��� ���������

@����
���> ���� 	�� ���� ����
	���> 
� �� ���� ������� �� ��

�� �������
�� ��� �� 
"
�
����
�� �"��� ���	��	���
� �
���

� �� ��
������� #� ������ �������� ��
�
�� �"���
���� 
�
�
���
���� � 	
��� 
������ �� ���	��	���
��

����� �� �
�
����
� �

#� #��
���
��� �"=��
�������� �� 
"D��������� �� -���	����
��� � ��� �������
� �
���
�� ��	���	�� ���
�� �� 
� ����
�� � B �
������� ����	��
�� 
�� ����� ��� ��������> �
��> 
��
�!��%��� �"���������� F:UT4�G> 
��� ��M������ FU:/,> :U�//> :�UT4�G> 
� ��������
� ��
����� F#*4�> *#344G� � � 0��� 
���
� ����� �� 	�� ������� �
�� ���
���� ���� 
� 	
�������� � B

�� U:�


� F3�4�G ��� �
�� ��� 	


�	��
� �"
���
� 	
������� �� �����	�
��� �� ������� � �� ��
���������� �� �	���� W�# 	
�����
����� 1 
� ���	��	���
� �� 
"�����
������� :I33 F:#*4�G

 



6!;! �
%����� �� ��
��)���	��� �� ���*�	�

��� 	
������ 1 ��
����� ��� ������	�� �� ����� 1 ������ �"���
!��� ��������� �� �"�������
�
�!��

���� �� 
� ���	��	���
� ��

5� ��������� ��� �!��%��� ���������� ���� 
� �
���
���� ��� ��	����� �> �� 	
�������
���� �� �� �������� ��� ��
������� �"��������	� ��� ������ ���
�������> 	� ������
 �� ��������
	
��� ��� �
���

� ����	��
� �� ��	���	�� �
�� �� ��������� ���� 
"��� �� ��	���	�� ���
��
�� 
� ����
�� �� @����
��� 
"�����
������� � 	
������� �
���� ��� 
"9��
����: �
��%�� ��
�
���� 	
��������� ��"�
 ��� ��	������� �� 
���� 

����"
� �"������� 1 ��� 	
�����	��
� �"�����
����� B �
 ��� �� �A�� E���	���� (	) �� �
������ ��� �����	�� ������� �� 	�
	�
 �!��

���� ��
�����	������� 
� �� ��		������� O 
� 	���� �������
�> �
���� 	�
	�
 �� �
	%� ���> ��� �������
���� 
� ����
�� � O (		) �� ����
��� �"�� ��
����� ���
�������> �
�� ��	���� �� 
� �
�������

� �
� �� 	�
	�
 �� �
��� ��� O 
� ��
����� �� 
"9��
����: ��� ������	��� ��� ������ �� 
�� ���
	���	��� ���	������� �� �����	��
� �"
�
�����
�� �� ������ 
�� �
�E
��� ��� ������ ���� ���
��
����� ������	���� F:-4�G� #� ������ �������� �������� ��� ���
��� �
����
� �� �
��� (		)�

����� �� �
����� ����	�
������

*���� 
�� ��
������ ���

!�� ���� ��� �����	��� �� �����	���
� �� ��
�������> 
�
��
���> ���� ��������� J��� ���������> �9�593 F(2/$G> ���� ��� 
� 

����� ��
�
����
���

�>
�+@9 F.UU+/&G ��� ��	��� 
� 

����� �
������� �� ��	
�� 
���� ����
�> *�' F+244G> �
�
��
���� ;�
 ���
���� �$4 ���
����< ���� ������	��� �
�� 	�������� ��
	������> D	
�� F#'4 G ���
��	��� 
�� 	
�������
�� ��� 

������ ���	 	
������� �������������> 
����� ��������
�� ��
�
�	��
�� �
� ������������ F#��4 G �� ���#��� F::4 G ��� ��	��� 
�� 	
�������
�� ��� ���
����
��� �
�	��
�� �
� ������������> ��� ���
����> �� 
"������������ 
������ ��� 
�� ���
�� @����
���>
�
���� *�'> 	��	�� �� 	�� 
���
�> 	
�C� ������
����� �
�� ��� ���
���> �� ���%
� ��� �
��
����
���� 
� ���� 
Q 
� ����� �� 	
���� �"��� ����� ���
��� ��	������ �� �
����� ����

�������
	
��
�� �� 
� ��
	������

'�� 
� ������� ��� ��
������ ���
�������� �� �
��
����� 
� ��
��� +���� FT�
4�G> '���
�
��! F0@'4$G> '���� FH��//G> � � � �
�� ����� ��� ��� ��	������� �� ���	������ �� �������� ��
�	���� �� �%�
�� 	
��� 
� �����
��
���
� F@H4�G� #� �����	�� ���

!�� 
��� ������ ��
������� ���
����������� 
�� 

������ ������
���

�� �
�� 
�����

�� �
 ������ ��� ���
���� ����
���� ���
�������
��> 
� 	
�������	� �� 
� ��
	����� �"����� ��� �������� ���� �
�� 
�� 	���

0� �
������ ����
���� �� ��	�����
��� ��� �����
��
���
� 	
�	������ 
�� 
�����> 
�� ���
����
�� 
��� 	
�������
� 
�� ��� ����
�� ��� ��� ������� �� ��
E�� =@2=9X#=-� �9''=' F9224�G�
#� ��
����� ������ F024�G> ����

��� �� ���� �� ��
E�� �9''='> � ��
��� 	�� ����
���� �� ��
�������� �����������
����� 	
��� 
� �
�� ������ F024�G ��L	� 1 ��� ����������� �� ��	
�����
�� 
� ����	���� ��
�
����
���

� �� 
� �
���
��

@����
��� �� 
�� ��
������� ��� 
"
� �
������ ������� ��� ��� �����	�� �� 	
�����	��
�
�"���������� �� �"��������� ��� ���� 	�� ���
���� ��	����
��> �
� �
�� 	�������� ��M�������
��
	��� �
�� ��� 
� ������
� �� 
"��������
� ����� 
� �����
��
���
� ��

� ��"�

� ��� ���
�
����� ���� ������ �� 
� �����	���
� �� �!��%��� ���������� �������� �� � �
�� ��������
����� ��������
� �� ������ �����������
�����> �� ���������� �
�� �"��
�� 
� ���������
�
�"������> ���� �� �A�	����� ��� 	
�������
�� ���	 �"������ ��
������> �� ���
���������> ��
���
����� ��� ������ ��� 
�� ���
���� ��	����
�� ����
����� ��� �������
���

$



�$��	��� 6! ?%��
��#�	
%

���� ��� ���	!
�� ����
�
�� ���	������

#� 	
���� �"���
�	���
� �� ������
 �
�� J��� 
� �
�� 
���� �
����
�> �� �� �����
������ ���
��	
��������� ��� ����

� �"�����
��� 3�

� ��� 
� 	
������ ��� �
�� 	���	���� ����� �� ����
�"���
����� ������� �
��� 	
���������
� ����
��	����	� 
� �
���� ���� ��� ����

� �����	�
�%���

@����
���> �� ��� ��������� ��� 	
���� 	���	���������� �"���
�	���
� �� ������
 ��� �
�����
������� �� ����� �� 	
�����	���
� �	��������� B �
�� ������
 �
�� �� �A�� �
����� �
� ���
��
	���
��� 1 ��� 	
���� E���� 	
��� ���
������ �� ���
�������� �
�� ���������> ����� �����>
��� 	
�������
��> 
� 	�� �	������

#�� �!��%��� ����
���� ����������> % ��
������� ���������� �"���	����� �� ����

%
�> ���
���������� 1 �
��
� ����� 	
��� ��� 	
���� �"���
�	���
� ������������ B (	) �
� ������� ����
�%�
������ F(I/,> 0*//> 0�
44> ���4�> *2I4�G �"�����
�� �"���
�	���
� ��� ����
��� �
���

��
�� �����	���
� �� ��
������� O (		) �
� �
�� ������ �"��� ���������� �� ��	���	�� �� 
"������
'!��%��� 0��������� �� #=-� F3.4�> .34�> (#3/)G�

�� ������
 �������� �

�� ��� �����	�� �� �����	���
� �"��������� ��� ��� 	
���� �� ���	��
�	���
�� 

��	
�������
����� ����������� ��������� �� �> ���
����� 	
��� ����	��� ����	���

� �����
��
���
� 
���

�� ��� ������� #"���
�	���
� ��� ���
���� ��� ��� ����

� �� �!��%���
����
���� �����������

��� �����	���	���

0� �
������� �������> 
�� 	
��������
�� �� 	� ������
 �
�� ���������� ���� 
"
���� 
Q �

��
������������ ���� ��� 	��Y�� �� ����

������� �� ����
�� �
���

� B �

�� 	
�	������ 
"����	�
�� 	�
�� ��� ����	����� �� �
����� ��� 
� ���	��	���
� ;������ �����<> 
� ��������
� �"
�
�����
��
�� ������ ;������ �����< O �� �
������ ����
���� ;������ �����< �
������ ��� 	�� 
�
�����
�� ��
������ �
�� ��	����
��� #"���
������
� �� 
� �����	�� ��� �A�	���� �� ������� �� �
������

���
� ;������ ���� <� #� �����%�� ������ ;������ ����$< �������� 
�� ���
�	���
�� ������ �� 	�
������
�

����� "�������	�
��

�"��� ���� 
� 	���� ������
 ��� ���	��	���
�� 

��	
�������
����� � ��� 	� ����� 	� ������
�
@����
��� 
"���
�	���
� ��� �!��%��� ����
���� ���������� � ���	��� 
"�����J� �"��� �������
�
���� 
� ����	��
� ��� ���	��	���
�� ���	 �
�	��
�� �
��
���

5� �A��> �
�� �� �!��%�� ����
��� ��������� 
Q 	����� 	
��
���� ���� J��� ���� �� ���
% ����� �1> � � � > �� > ��� 	
��������
� �� 
"���� ������
 �� �!��%�� 	
������ 1 ��	���� ���� ���

���� �� ��� 	����� 	
��
����� ��	� �"���������� �
�� �� �������� 
"������
� ��� 	
��
�����
���� 	��	�� ��� �� > �
�� �� ���
����� ����	������ ��� �
�	��
� �
��
� ��� ���
	�� 1 	�����
	
��
���� 
"���� ���� 
����
 �
 ����

#� 	�
�� �"��� ��� ���� ����	����� �
�� ����������� 
"���� ������
 �� �!��%�� � �� ����	�
����	� ��� 
� ���	��	���
� �� ��� 
� 

����� 	
�������� B 
� �
���� ��� �� ��� ���	��	���
�
�������� 1 
"���� �� �
�	��
�� �
��
�� ��� �
�� 	
�	��� ��� �
� �
�


��� ������
����> 
��

�
�����
�� �� ������ ��� �� ��	
�
��� �
�� �� 
���� �
�� ����	������ ���������
�� ���� ���


����� �
�� 
����

� �
�� ��
�� ������ � ����
�� ��� ����
���� �� ��	�����
����

&



6!�! �
%��	���	
%�

����� #�����	�
� ��
�����	�
�� �� ������

=������������� ��� ����	����� �� �
�����> 	� ������
 E������ 
"���

� �� 	�
	�
 �� �
��
����
� ���	
�����
� F0�E)$G 	
��� 
"
���
 
� �
�� ������ 1 
� �����	���
� �!��

���� �� ��
�����
��� �� �7���� ��� 1 ��� ��� ����	���� �� �
�	��
������� �� ��
����� 	��
� ������� '
�� ������
�� 	
���� ���� 	���� ����� 
� ���

� ��� �
���
�� ���������� �� 
� ������ ��� �������	������
����
������ 0��� �� �
�	� �"�M	�	���> 	� ������
 ��
�
�� �"������� 
� ��������� ��� �����	���
� ���	 
� ����	���� ��
�
����
���

� 	( �$�% ����> �������� ���������� ���� ������> �� �
��
����� ���
��������� �� ������������ 
"�����J� �"��� ��

� �������
� ��� 
� ���

� ��� 
�
�����
��
�� ������ ����
������ �� ��� 
�� ����� �� 	�
	�
 ����
�����

5������> ��� 	� �
�� �
�� ��� ���	��	���
�� ������
����� 
� ��� ���	��	���
�� 	
���������
1 ������ �� ����	����� �� �
�	��
�� �
��
��> 	���� ��%�� �������� ��� �����	��
� 
������
� ��


����� ������
���

� ��� 
�
�����
�� �� ������ ��� �� ����
����� D� ������� ��� �� ����	��
�
�� 
"������	��
� ��� ���� 1 	� ������ ������"��� �����	�� �� �����	��
� ������!��� 	�������
�����	��� ��� ���������� 9� ������ �� 
� �����	��
�> �
 �� ����
�� ��� �
���
�� �� ���

� �
��
������ ���� ��� ���
��� �
�� ����
��

5� ����� �� 	
��
�����> 
� �����	��
� ��� �
�E
��� 
������� �� ����� ��� 
� ���

� �� 
�
�
���
�� 5� ����� �� 	
���	��
�> �� 	"��� ��� ����� 	
��������
�> 
� �����	��
� �������� 
�
������������
��� B 
� �
���
� ������
� ��� �����������
� �
��

 
� ���
��� ���� 
����

� �

� ���
�	���� �� �� ���
����� �� 
� �
���
� �������� ��� �����������
� �
��

 
� ���
��� ������
���

�
���� 
����

� �

� ��� ���������

����� $�
������� �� ������
�

*�������� ��� �����	��� 	
���	��� �� �����	��
� �� �
���
�� �"� �"�����J� ��� �� 
"
� ����
�
�� ���
����� �"��� �����	�� ���������� �� ��	���� 
� ������������
��� ��� �
���
�� �����
���������� 9 	� ������> �
�� �������
�� ��� 	
����� �� ��
�
%��� ����������� ��� 	
����� ��
�!��%��� ����
���� ���������� �
�� 
�����
� 	����� 
�
�����
� �� ������ ��� ��	����
� ��� ���
�
���

� ��
	����� �� ��	���
�� ��

��	� ���

��� �� ����
��� ��	��� �� ��	�����
��� ��� �����
�
��
���
� F9224�G �� ��� ������	����
� 
������
� ��� ������
�� ���������� ��� ����� 	
����
�� �!�� ��� ������
�� F-(4�G�

���� %�	���

#�� ��A������� �����	��� �� ��������
� �"
�
�����
�� �� ������ �� �� �����	��
� 
�� ���
��������� ���� 
� ��
�
�!�� ��	����� #
����� 
�� 
�
�����
�� �� ������ ���������� ��� 	�� 
���

	
���������� ��� �������	������> �

�� 
�� ��� �������� ��� �� ��	
�� ��
�
�!�� ����� ��� ������
	�� �������	������ �
�� 
�� ������ �������
�� ��� 
� ��
����� ������� *��� 	���� �����
� � ���
�������� ���� 
� �����
� �������� �"�������

0�A������� �����
�� �"�
�
������� �� 	�
	�
 �� �
��� ��� 
�� ��� ����
����� ���� �� ��
�
�
�!�� �
�� ��	���� �� 
"����������
��� �"��� 	
��������
� �� �
�����> 
� 	�� �	�����> �� ���������
����	��� �� �!��%��� 0� �
������ �����
��� 
�� �� ����� J��� ������� ���
����������� ���

� �����	���

������������	
���
������	���������������������������������������	����
������������	
���
������	������
����������
������������	
���
������	������
�����������

)



�$��	��� 6! ?%��
��#�	
%

����& $������	�
��

�� ������
 � �
��� 
��� 1 	��� ���
�	���
�� �� 	
������	� �� �� ����	
� �� E
����
> �
�� ���	
	
���� �� 
�	�����

P 0��� F�00+4�G �
�� ��
�� �������� 
� �����	�� �� ��������
� �"
�
�����
�� �� ������
������
����� �� 
��� �����	��
� �� 

����� ������
���

�� �� ������
 � ��� �
�
�� �� �����
�� ���

��� ����	
� �� 
� 	
������	�� #� 	������� , ������� 	� ������
�

P 0��� F�0(24�G> �����
� ������� �� F�00+4�G> �
�� ��
�� ��
��� 
� 	
���	��
� �� 
�
�����	�� �� �����	��
� �� 

����� ������
���

� �� �
�� ��
�� �
���� �
� �M	�	��� ���
���
���� �����
��> �
�� 
"�����
� ���������
 �������� ���� 	� ���
���� #�� 	�������� )
�� , ���������� 	� ������
�

P 0��� F�0(24 G �
�� ��
�� �������� 
"�������	� ������ �� �����
� �� ������ �"���������
� ��������� 
�� 
���
� ��	���> ���� �� ������� #� ������ ���� ������� 	� ������
�

P 0��� F�(4 G �
�� ��
�� �������� 
� 
������ ��� ����������
�� ������
����� �� ���
���� ��
�
������ ��"�
 �"���
���� 1 
� 	
���� ��� �!��%��� ����
���� ���������� �� �!�	��
������
��� �����Z��
��� #� ��	�����
��� ��� 
�
�����
�� �� ������ ! ��� �
��� �� 	
�E�	����� #�
������ �4�� ������� 	� ������
�

P 0��� F�
�4 G> E"�� �������� ��� �!���%�� �� 
� ��
�
�������� �� 	� ���
��� 	����� ���

�� ���	��	���
�� �� ���
�����

P 0��� F�(T4$G> �
�� ��
�� ������ 
� 	
���� �"���
�	���
� �� 
� ����
�� ��� �!��%���
����
���� ���������� �� �!�	��
������ ��� ���
� ��
���
� ;��
��	���<� #� ��	�����
��� ���

�
�����
�� �� ������ ��� ����
�� �
�� ��� �
���	
���� �� 	�� �!��%���� #�� 	�������� �4
�� �� ���������� 	� ������
�

��� ���� �� ��������

#� 	������� � �� ���
��������� ����
���� �� 	���� �� 

����� ��
����
���� B 
�� 
�������>
�
���
�� �� ���
���� ���
�%��� ����	����� ! �
�� ������ 	
��� ������ �"
���
� ����������
�� ����
���� ����
����� �� �M	�	����� ���� 
�� ������� ��������� �� ���
���� =
 �������� �����

� ������
����
�> 	
��� �
������� ���
����� �� 
"
���
 ������� #� 
�	���� ��� ��� ����
��� ���	

�� ����
���� 	
�������� �� 

����� ���� �� ��������� �� �� 
�	�����

#� 	������� � �������� 
�� 	
����� �"���
�	���
� �� 	� ������
 ��� �
�� 
�� �!��%��� ����
����
���������� �� 
�� ���	��	���
�� ���������

�� 

��	
�������
������

#� 	�������  ���
�	� 
� ����
�� �� �����	���
� �"��������� ���� 
� 	
������ �
�� ������

�� 	�
	�
� �� �
�� ����� 
� �
�� ����� �
��� ���� #�� ������
�
������� ����	���� ��� ���
������
	�� 	�
	�
� ! �
�� �
���
�����

#� 	������� $ ��� �� �����
 ��� 
� ����
�� �> 
Q 
"
� �
���� 	
����� �������� 
�� �!��%���
����
���� ���������� ���� �� �������� �� �
� 
������ �� ��	���� ����������

#� 	������� & ��� �� ���� �� 
"��� �� 
� �����	���
� �� �!��%��� ���������� ��� ��� ����
��
����	�����

#� 	������� ) �������� 
� ��
����� �� ���
�%��� ������> ��� ���
�� 1 
� ������
� ��

� ��
����� �� 

����� ������
���

� �"��� �
���
� φ ���� �������	������> �
��

 ��� ���
�
��� �������� ���
�������� =
 �
���� 	
����� �
�� ��
�� ������ �� 	
���� �"���
�	���
� ���
�
���
�� �����������

#� 	������� , �
���� 	
����� �������� ��� �
���
� ������
���� �� ��� �
���
� �������
���������
� �������� �� 

����� ������
���

�� #� 	
���	��
� �� 
� �����	�� �� �����	��
� ���
����
���

,



6!5! +��% �� �
#���%�

#� 	������� / E������> ���� 
� 	���� �� 
� �����	���
� �� �!��%��� ����������> 
"���
�����
�
�"��� 	
���� �� �
���
�� ��� 
�� ����	����� �� �
�	��
�� �
��
��� #� �����	��
� ��������� ����
	� 	������� ����� 
� �����	��
� ��������� �� 	������� , �� �
���� 	
����� �������� ����
	���� 	
���� 
�� �!��%��� ����
���� �����������

#� 	������� �4 ����
���� 
� 
������ ��� ����������
�� �� ���
����> 	
��� ��� ������	��
�
��� �� 
������ ��� ����������
�� ������
����� ��� 
�� �
�	��
�� �
��
��> ���������� �� ��	����

�� �!��%��� ����
���� ���������� �� ����%�� 	
�	���� #�� 
�
�����
�� �� ������ ����������
�
�� �������
�� ��� ����
������� ������
���
� 0� �
��> 	� 	������� �
���� ���
� ����
���� ��
��	�����
��� �
�� �������� ��

� 
� ������ �� 
� ���	��	���
��

5� �
�� �� ��������� ��� 	
���������
�� ��	������� ���

!��� 

�� �� 
"���
������
� ���
��A������ ��
�
�!���> 
� 	������� �� 
���� ��� 	


�	��
� �� ��
�
	

�� ������
� 
� �����	��
��� ���
������

0��� 
� 	
�	
���
�> �
�� �
���
�� 
�� ������	����� �
����
�� �� 	� ������
�

/



�$��	��� 6! ?%��
��#�	
%

�4



�������� 	

����	�	��	����� ��
	������

#�� 
���� ���
��� ����� 

����� �� ���
�������� �� �
�� ��� ��	����> ���	 �
�� �����
� 
�
	�����
� �������� �� �
�� ��  4 ��� B 0?� 	� ����
%���� �
 $
�� �$�� �$� �����	
%�$	� ���A��%
#
������	
% �%� ���$����	#�� �
�	# A	�� �� �� (��	�(�� 	% �$� %��� #�%���@ �� �$�� ���A��%
�%��@�	� �%� �$@�	#� 	% �$� ����! �$� ��*��
���%� 
( �$	� �����	
%�$	� ����%�� � #
%#��% (
�
�
�$ ����	#��	
%� �%� ���$����	#�� �����%#�0 F�	�& G�

9����> �
������ 
� �
� ��� ��� ���
��� ���
���������> �� �
�� ����

����� 
�� 

������
����
��

�� F*��))> �*/�G �
�� 
� 	
�� ��� 
� �����> 
�� 

������ �
��
�� F'��/�G ��� 
��
��� ���

����� �
�� 
� �����	���
� �� �!��%��� 	
�	������� �� �
� �������������> 
� 

�����
��
�
����
���

�> 
� 

����� �� ������� 
����> 
� 

����� �������
������> � � �

0��� �� 	
������ �� �����	���
� �� ��
������> 

����"�
 �� �
��> 
� 	�
�� �"��� 

�����
�"�A�	��� ��

� ���� 	���%���> 
� ������� ����� 
� ��� ��� 
"
� � �� �!��%�� 1 ������� ��

� ��	
�� ����� 
� ����
����
��� �� ����
��� ;
���

���< �������� 	���� 

����� B 0�$��� 	� �
����	�	
% 	% �
�	#, #���	�� 
*�� 	%�
 #
������ �#	�%#�, �
 �$	%. 
( ���� ���� 
���� �
�	# �� �
�%	*����� ��%�����! ?% (�#� ���� 
���� ��%����� 	� ��
�� �� ���(�� 	% *��	�#��	
% �� � ���	%�
��#$	%� 	� 	% �
(�A��� �%�	%���	%� > #��� �
 A��#$ ��� %
� *��@ ���(��! �$� ��%�� 	% A$	#$ ����

���� �
�	# 	� �%	*����� 	� �$�� .%
A����� ��
�� �
��	%� #�% �� �������� 	% 	� 	% �$� (
�� 
(
��	
��, (�
� A$	#$ ������%�� ��@ ��
#���! �%(
���%����@, ��	
�� A	�$
�� ���$
�� ��%� %
�
�
 �� *��@ ���(�� 	% ���#�	#�!0 F*��)/G

=���	����
� ���� �� ������
���> 
� 

����� �� ������� 
���� 	
������ �����
��� ��� �����
����� ��� ������������ �� K�
�� 	
���
���K ����� ������������ �� �M	�	��� ��� ����������� B
������
�� �� �������	������ ���������� �"�������� ����
����� �� �� ������� ���
��������
���� ��� ��
������� ������������� �� �7���� ��� ��� �!��%��� ����
��� �� �
���� ���
	
����
�� ��
	����� �� 	
��
������� ����
��� �� �"���	����� �� ����

%
� F('/)> -(4�> �(T4$G�

'"�
 ��� �������
 �� ��	
���� �� �!�� �
�� 	����� ������
� ���
���� ���� �� 
������ ��
��
��������
�> �
 ��� ���
����� ������
 �"���
���� 
�� �
���� �� 

����� �� ������� 
���� B ���

�����J� �������
�> ��� �����
�> 1 	
������ ���� 	
�������� �� �
���� ��A������� S 1 ���
���� ��
	
���	���� 

����� ���	 ��� 
�������� ��
 �
���� S '���
�
�� ��"�� ��
������ �
�� ��	
���
	
��� �7� �� �� ���
����� �� ��� 	������� �
���
� ������������ ��� ��
���� 	
��� ������ 8��
���� �� ��
������ �� 
� �
���
� �"��� ������ ��� ���� 
� 	�� 
Q ��� ������
� ����� ��� ��
���
�� ���
�� �� �� �
��� S =������� 
�� �
���� �� ������ �� 
� 

����� ������ �

�� �� ����
���� 1
�� ������ �
��� ������
 ��� ���� 
�� �
���� ���� �
�� ��
	�� �� ��
�
%�� �� �����	���
� ��
��
��������

*����� �"��� 

����� ��
����
���� 1 ��� 

����� �
�
��
��� �"�A�	��� �� ����
������� ��

��



�$��	��� ;! +�)�	�	%�	��:�< �
�	���:�<

�����	�� �� �!���� ��� �
��� F5��)�> �� �)/G� 3
�� ����
��� ������� �� 

����� �� �������

���� �
�
��
��� ��� ����
��� 
"�E
�� �"�� �����	�� �� �!���� �������� �� ����
��� ����
����
�� 

����� ��
����
����� @����
��� 
� ����� �� 	
���� ��� �
���� ����	������ ���� 
� 

�����
������ �"
������ ��� ����
���� �
�� �������� ��� ���� 
� 	�� �
�
��
��� ;
� 	������� �4 �"���
��	�� 1 E������� 	���� �M�����
�<�

*
�� ��������� �� ����
���� ����
����� �� �M	�	����� ���� 
�� ������� ��������� ��
���
���> 	� 	������� ����
���� �� 	���� �� 

����� ��
����
���� B 
�� 
�������> �
���
�� ��
;���
���� ����	�����< ���
�%��� �
�� ������ 	
��� ������ �"
���
� ������� 
�� ������� �
��
	
����� �� �
�� 	
�	����� #� �����%�� ������ ������ 
�� 
������� �� ������� 
���� ��
����
����� #�
��	
��� ��
�	� 	
����� ��� ����������� ��� �
���
� �� 	� 
������ �� ����� �

� ��� ���
����
�� �����������
�� 0�� �
���� �����	�
�%��� �� �
���
�� �
�� �
����� �� ��
���%�� ������� #�
������%�� ������ �������� 
� ����
�� �� .������� �� �����	���
� �� ������������
��� �� �
���
��
#� �����%�� ������ �������� ��� ���� �� N���� �������� �� 	���� ����
���

��� �������� �� ����	�� ����� ����	������� ����	��	���

[����� ������> ��� ������ 
�� �
��
�� 	
�������� �� 
������ �� ������� 
����> ������> ��
���
�� �
���
��> ��� �������� ��� F0@24 > �#/�> ���4�> -
�4 G�

(�������� 
 �"������ �	 �
����
 �
�
� �	���/��
���� D� 
������ �� ������� 
����
��
����
���� ��� �� ���
� L = 〈S,V,F ,P, α, σ〉 ��
 ���

P S ��� 
"������
� �
� ���� �� ���
�����
� ��� �
���� ;�!���< O
P V =

⋃
τ∈S Vτ ��� 
"���
� ��� ������
�� Vτ �� ������
�� �� �
��� τ 
Q 
�� Vτ �
�� ���E
����

�� ���
�����
�� O
P F ��� 
"������
� ��� 
� ���
�����
� ��� �!��

�� �
�	��
���
� O
P P ��� 
"������
� ��� 
� ���
�����
� ��� �!��

�� �����	����� O
P α : F ∪ P → � ���
���� 
"����� ;���� 
� �
���� �"���������< �� 	����� �!��

� �
�	�

��
���
 
� �����	���� O
P σ : F ∪ P → S∗ ���
���� �
�� �� �!��

� �
�	��
���
 ( ∈ F 
� ���
� �� �
���� ����

�α(� )+1 ����
� ��������� �� ( 
Q 
�� α(( ) �����%��� �
���� �
�� 	�

�� ��� ��������� ��
( > 
� �����%�� ����� 	�

� �� 
"����� �� ( � *
�� �� �!��

� �����	���� � ∈ + > σ ���
����

� ���
� �� �α(�) ��� �
���� ��� ��������� �� ��

D� 
������ �� ������� 
���� ��
����
���� ��� ��� )���	��	�� 

����"�
 	
������ 
� �����	��
�����	�
��� �"���
��� =τ �
�� 	����� �
��� τ �

#�� �%�
�� �� 	
�����	��
� ��� �
���
�� �� ������� 
���� ��
����
���� �
�� �� 
������
���
������ 〈S,V,F ,P, α, σ〉 �
�� �
����� 1 
� ����� ��� 
Q τ ��� ��� �
��� ���� S� #� �����%��
�%�
� �� 	���� ���������> ��� ��� �� ���� �� �	���� �� �%�
��> �
�� J��� ������	��� �
�� 	�����
�
��� τ ∈ S� 5

� ������ 
"�
����� �!�������� τ =����� ��� ��� �� ����� �� �
��� τ � *�� 
�
�����> �� ����� �� �
��� τ ��� ����
� τ =������ #� ��	
��� �%�
� ������ 
�� �
���
�� ��
������
;��
��< ������ ��� 
� �����%�� ������ 
� 	
�����	��
� �"��� �
���
� �� ������� 
���� ��
���
�
���� ;(�
��<� +� ������ 1 ������� 
� �
��
� �� 
������
 1 
� ���� �� ����
������� ������
���
�

(�������� � �"����
��� D� 
������
 ��� ��� �
���
� ��
����� 
� 
� ������
� �"��� �
���
�
��
������

��������� 	
������
�� �
�� �
���� �
�� ���
�
��� 
� 
�����
��� 
� ��� �
�	� �� 	
�	���
� B

��



;!6! ��%����� �� ����	�� 
���� ����	=�
���� )���	��	���

τ =����� ::= � 0 ( (τ1=����, . . . , τ� =����)
���	 � ∈ Vτ > ( ∈ F �� σ(( ) = (τ1, . . . , τ� , τ)

��
�� ::= τ =����� =τ τ =����� 0 �(τ1=����, . . . , τ� =����)
���	 � ∈ P �� σ(�) = (τ1, . . . , τ�)

(�
�� ::= ��
�� 0¬(�
�� 0 (Bτ � . (�
��) 0 ((�
�� � (�
��)
���	 Bτ ∈ {∀τ ,∃τ}> � ∈ Vτ �� � ∈ {∧,∨}

���� ��� P (�������� ��� �
���
�� �� ������� 
���� ��
����
���� ���
������

P +� ���
��� 
�� �!��

�� ������� ⇒ �� ⇔ O ¬� ∨ � �"�	��� � ⇒ � �� (¬� ∨ �) ∧ (¬� ∨ �)
�"�	��� � ⇔ �> 
Q � �� � �
�� ���� �
���
�� �� ������� 
���� ��
����
�����

P +� ���
��� 
� �����	�� �������� 	��(ϕ1, ϕ2, ϕ3) 	
��� �� ��		
��	� �
�� (ϕ1 ⇒ ϕ2) ∧
(¬ϕ1 ⇒ ϕ3)�

P #� �
�	��
� σ ��� ������� ��� ������ �� �
���� σ(�) = τ �� � ��� �� τ =������
P D� �!��

� �
�	��
���
 �"����� ��

� ��� ����
� #
%���%���
P D� ��
�� �
�E
��� ���� ;�����	�������� �
�E
��� ����< ��� �
�� 
 ;����� ⊥< ��� ��� ���
	
������� ��
�
����
���

��

P +� �	��� � �=τ � ′ �
�� ¬(� =τ � ′)�
P +� �	��� (Bτ�1, . . . , �� . ϕ) �
�� (Bτ �1, (. . . , (Bτ �� . ϕ)))�
P 0��� ��� �
���
� ϕ> 
� ���
��� �� �	)� ��� ������
� ��� ��� �
�� 
� �
���� �"�� ��������

	����� �� �� �	��� ��� ������
� ��� �� 
"��� ��� O 
� �
�� V���(ϕ) 
"������
� ��� ������
��

����� �� ϕ�

P D�� �
���
� ��� ���� #�
�� �� �

� �� 	
������ ��� �� ������
�� 
����� �� 
�*���� ���� 
�
	�� 	
��������

+� ������ �

�� �
���

����� 
� �����	�� ��� 	
������ 1 ����
�	�� ��� ������
� ��� ��
����� ���� ��� �
���
� B

(�������� � �,	�����	����� D�� ����������
� θ ��� ��� ���
�	���
� �� V ���� 
"������
�
��� ������ �� L ��

� ��� 
"����� �� � ��� θ> �
��� �θ> ���� � �
�� �
�� � ∈ V ���� �
��
�� ������
� ��� �� ������
�� �
�� 3
�(θ)� ������ ����������
� ��� ����
��� 	
���	������
�
���� B �
�� �
�� � ∈ Vτ > �θ ��� �� ����� �� �
��� τ �

����� �������
� �"����� ��� τ ������� 	
�������� 1 ������ �"�� �!��

� �
�	��
���
 ( ∈
F ;�� �� ����%�� ����
���� ��� �����	��� ���� ��� �
���
��< �� �
���� ( (�1, . . . ��)θ =���
( (�1θ, . . . ��θ)> ���� �"����� ������

����� ��� �
���
��� *�� 
� �����> �
��\� ��� �� ������ θ
	
��� 
� ����������
� ��� ����
�	� �
���� 
�� 
		�����	�� �� � ��� � �� �"�	���� ϕθ> 
� �	���
����	������ ϕ(�/� )�

#
����"
� 	���	�� 1 ����
�	�� ��� ������ �"��� �
���
� ��� ��� ����� �
���
�> 
� ���
���

� �
��
� �� K�
����
�K ���� ��� �
���
�> ����
����� ��� 
� �������
� ���������

(�������� � ���������� #� �
����
� �� ψ> �
����
���
� �� ϕ> ��� �� �
� ��� 
�� �������
������
� �
� ��
� ��� ��� ������ ����	�������� 	
��� ���� B

P �� ψ ��� ϕ> 
� �
����
� ��� 
� �
� ���� ε O
P �� ψ = ψ1 ◦ ψ2 � �
�� �
����
� π 
Q ◦ ∈ {∧,∨,⇒,⇔} �

�� 
� �
����
� �� ψ1 ��� π.1 ��

	�

� �� ψ2 ��� π.2 O

��



�$��	��� ;! +�)�	�	%�	��:�< �
�	���:�<

P �� ψ = ¬ψ1> ψ = (∀ � . ψ1) 
� ψ = (∃ � . ψ1) 
�� �
�� �
����
� π> �

�� 
� �
����
� �� ψ1

��� π.1 O
P �� ψ = 	��(ψ1, ψ2, ψ3) � �
�� �
����
� π> �

�� ψ1 ;����� ψ2> ψ3< � �
�� �
����
� π.1 ;����

π.2> π.3<�
*
�� ��� �
���
� φ �� ��� �
����
� π �� 
"������
� ��� �
����
�� ���� φ> 
� �
��

�� φ |π 
� �
�� �
���
� �� φ 1 
� �
����
� π� '� π = π′.	 > �

�� φ |π′.�= (φ |π′) |� �
�� φ[ψ]π 
� �
���
� 
������ �� ����
�C��� φ |π ���� φ ��� ψ�

0� �
������ �
�
������� �� ������
�����
� �� �
���
�� ;	� 	�������� ) �� ,< 	
��������
1 ����
�	�� ��� �
����
���
�� ��� ��� �
����
���
�� �
�� ����
��� D�� ��

� ������
�����
�
��� ������������ �%� ��"�

� �������� ��� 
� �
���
� ������
���� �� ������ ��> ���
����> 
�
��� ������
���� 1 
� �
���
� ������
�� *�� �����
�> ����
�	�� ���� ��� ���
�	���
� 
� ������
��
�� ��� 
 ;����� ��� ⊥< �������� ��� �
���
� ��� ��� ��� 	
�������	� �� 
� ���	������
;����� ��� ���
���� 
� ���	������<� �� ��� ���
���> �� ����> 	"��� 
� ������ �� �
���� ��
������
�� ��� ������������ ����� 
� �
����
���
� �� 
� ��	��� �� 
� �
���
� �� 	�

��	� ����� �	����
���� ���
�	���
�� ;⇒< �� ������
��	�� ����� ������ ��� ���
���� �
���	�) ;F((344> 
���� ��
�&,G<� #
����� 
� �
����
���
� �"��� �
�� 
� �
���� �� �"��� ������
��	� �� �� ������� ������
�"�� 	��> �� 	� �
���� ��� ����> 
� ��� ��� 
� �

����� �� 
� �
����
���
� ��� +1> �� �"�
 ���
������> 	���� �

����� ��� −1� ��	� ��� ������ ��� �
���
�� ���	 ⇔ �� 	��:C< �� ������ ��� 
�
�

����� ��� ��

� ���
�� #� �������
� �� 
� �

����� ��� �
���
���� 	������
���

(�������� ! �����
���� #� �
���	�) �
�(φ |π) �"��� �
����
���
� φ |π �� φ ��� ������ ����	�
�������� ��

� 
� ����	���� �� φ 	
��� ���� B

P �
�(φ |ε) := +1 O
P �
�(φ |π.�) := �
�(φ |π) �� φ |π ��� ��� 	
�E
�	��
�> ���E
�	��
�> �
���
� �
�� 
� �!��

�

�� �J�� ��� �� �������	�����> ��� ���
�	���
� ���	 	 = 2> �� 	�� ���	 	 = 2 
� 	 = 3 O
P �
�(φ |π.�) := −�
�(φ |π) �� φ |π ��� ��� �
���
� �
�� 
� �!��

� �� �J�� ��� ��� ������
�


� ��� ���
�	���
� ���	 	 = 1 O
P �
�(φ |π.�) := 0 �� φ |π ��� ��� �
���
� �
�� 
� �!��

� �� �J�� ��� ��� ������
��	� 
� ��

	"��� �� 	�� ���	 	 = 1�

+� �
�� ��"��� �
����
���
� �
�� 
� �

����� ��� ��

� ;�
�� 
� �
���� �"��� ������
��	� 
�
	
��� 	
�����
� �"�� 	��< �
��������� ���� 
		�����	��> 
"��� ���	 ��� �

����� �
������ ��

"����� ���	 ��� �

����� �������� ���� ��� �����
� 
Q 
�� ������
��	�� �� 
�� 	�� �
�� �
�������
#� �

����� ��

� ������ �� ������� ���	��������� 
�� 
��������� ⇔ �� 	�� ���� ��
�� 1 
��
��������

(�������� % ���1�	
� �������������2 ��1�	
� 	�� �
������ *
�� ��� �
���
� ϕ �
�� 
"���
����
� �� ������
�� 
����� ��� V���(ϕ) = {�1, . . . , �	} ���	 σ(�� ) = τ� > 
� ����

�

P 	
\���� ����������

� �� ϕ �� 
� �
�� ∃(ϕ) 
� �
���
� (∃τ1
�1 . . . . (∃τ�

�	 . ϕ))
P 	
\���� ��������

� �� ϕ �� 
� �
�� ∀(ϕ) 
� �
���
� (∀τ1

�1 . . . . (∀τ�
�	 . ϕ))

#� ������ �������� ��	��� 	
����� ����������� �
���

����� ��� �
���
� �� ������� 
����
��
����
�����

��� ���	���	���	�	��

(�������� � �����
�
������� ��	� �������� '
�� �� 
������ �� ������� 
���� ��
����
����
���
������ L = 〈S,V,F ,P, α, σ〉 �� �� �
����� 3 =���

⋃
τ∈S 3τ �� ��
���� �
����
�� �
�� 
��

� 



;!�! �
���� #�%
%	����

	
�������� �� 	� 
������> 
Q 
�� ������
�� 3τ �
�� �
� ����� �� ���E
����� D�� 	%�����)���	
%
�"�� 
������ �� ������� 
���� ��
����
���� ���
������ ��� 
� ����� I = (3 , ? ) 
Q

P ? �������� �� �
����� � ∈ 3τ 1 	����� ������
� � ∈ Vτ O 
� ��� �

�� ��� ? ��� ���
*�����	
%�

P ? �������� ��� �
�	��
� ? (( ) : 3τ1 × . . .×3τ� → 3τ 1 	����� �!��

� �
�	��
���
 ( ∈ F
��
 ��� σ(( ) = (τ1, . . . , τ� , τ) O 
� �
�� �

�� ? (( (�1, . . . , ��)) =��� ? (( )(? (�1), . . . , ? (�� ))
�
�� 	����� τ =����� ( (�1, . . . , ��) O

P ? �������� ��� �
�	��
� ? (�) : 3τ1 × . . . × 3τ� → {
,⊥} 1 	����� �!��

� �����	����
� ∈ P ���	 σ(�) = (τ1, . . . , τ�) O

P ? �������� �� �!��

� =τ 
� ��
���
� �"�������� ��� τ ������ ��� ? (=τ ) : 3τ × 3τ →
{
,⊥} �� ? (=τ )(� , � ′) = 
 �� ? (�) = ? (� ′) �� ⊥ ���
��

9��	 
�� �
����
�� ���	�������> 
� ��
��� �� ������ �� �����	�� ��
����� �(�1, . . . , ��) ���
? (�)(? (�1), . . . , ? (�� )� #� ��
��� �� ������ �"��� �
���
� 

����� ϕ ������ �� 
� ��
��� ��
������ �� ��� �����	��� ��
������ ��� 
�����
� 
� ���
���� 
�� ���
�� �� ������� ��� 	
���	�����


������ �� 
�� �%�
�� ��������� �
�� 
�� �������	������ B

P (∃τ � . ϕ) ��� ����� ��� I �"�
 ������ �� �
����� � ∈ 3τ ��
 ��� ϕ(�/� ) ��� ����� O
P (∀τ � . ϕ) ��� ����� ��� I �� �
�� �
�� �
����� � ∈ 3τ 
� �
���
� ϕ(�/� ) ��� ������

D�� ������������
� I ���
	�� ����� �� �
����� ? (ϕ) ∈ {
,⊥} 1 	����� �
���
� �� �������

���� ϕ� *�� ���� �� 
������ ���� 
� �����> 
� ���
��� 
�� ������ K������������
� ? �� 
� �
���
�
ϕ ���� 3K �
�� K��
��� �� ������ �� 
� �
���
� ϕ ��� 
"������������
� (3 , ? )K�

(�������� ' �3��&��� D�� ������������
� I = (3 , ? ) ��� �� �
�%
� �"��� �
���
� 	

�� ϕ
;	� ��"
� �
�� I � ϕ< �� ? (ϕ) = 
� *�� �������
�> I ��� �� �
�%
� �"�� ������
� �� �
���
��
	

��� � ;	� ��"
� �
�� I � � < �� 	"��� �� �
�%
� �
�� 	����� �
���
� �� � �

D� ������
� �� �
���
�� 	

��� � ′ ��� ��� #
%�)���%#� �
�	��� �"�� ������
� �� �
���
��
	

��� � ;�
�� � � � ′< �� �
�� �
�%
� �� � ��� �� �
�%
� �� � ′� 0��� ������
�� �� �
���
��
	

��� �
�� �
�	�����%� )��	*���%�� �� �
�� �
�%
� �� 
"�� ��� �� �
�%
� �� 
"������

(�������� ) �,����*����������2  �������� D� ������
� � �� �
���
�� 	

��� ��� �����������
�
�� � ����� �� �
�%
�� D� ������
� � �� �
���
�� 	

��� ��� ��
��� �� �
��� ������������
� ���
�� �
�%
� �� � �

D�� �
���
� 
������ ϕ ��� �����������
�� ;����� ��
���< �� �� 	
\���� ����������

� ∃(ϕ) ;�����
�� 	
\���� ��������

� ∀(ϕ)< ��� �����������
��

#"
�E�	��� �� 
� ������ �������� ��� �� ��������� ���
���� �
���� �����	�
�%��� ;����� 	��
�
������< �� �
���
�� �� �"����
�� ��� ��
���
� ����� 
"������������
� �� 	���� �
��� 	��
����� ��
	�

� �� 
� �
��� ������
��

���  ����� �����	����

��������� �
���� 	��
������ �� �
���
�� �
�� �����

��� �	� �
�� ��������� 
��� ���
�����
�
���� 
�� ������� �� ���
�%��� 1 ������ *
�� 	����� �
��� 	��
����� 
������> �� ���
�%��
�"������
��	� 

����� 
� ���
����� �"����������������
��� ����
�� 
� 
��� ���	 
� �
��� ������
��

��� ����� �� ���	
	����� 	�����

�� �	� 	������ ������� � �� ����� �� ����� �� 	��
	��
	��
�
�� 
�
 �	� ��
������
	�� �����
� �� �������
	 ��������������

�$



�$��	��� ;! +�)�	�	%�	��:�< �
�	���:�<

�%( ::= �%( ∨ �%( 0%#
%/

#%( ::= #%( ∧ #%( 0%�	�/

%%( ::= %%( � %%( 0Bτ � . %%( 0 �	��

%#
%/ ::= �	�� ∧ �	�� 0 �	��

%�	�/ ::= �	�� ∨ �	�� 0 �	��

�	�� ::= ��
�� 0¬��
��


Q �%(> #%(> %%( �
�� �����	�������� ��� �
���
�� �� �
��� 0@-> �@-
�� @@-> Bτ ∈ {∀τ ,∃τ}> � ∈ Vτ > � ∈ {∧,∨} �� ��
�� ��� 
"�
�����
�!�������� �� 
� ����� ����

���� ��� P (��������� ��� �
���
�� �� �
��� 0@-> �@- �� @@-

D�� �
���
� ���� �������	������ ��� �� (
��� %
����� �	�/
%#�	*� ;0@-< �� 	"��� ���
���E
�	��
� �� 	
�E
�	��
�� �� 
��������> �� (
��� %
����� #
%/
%#�	*� ;�@-< �� 	"��� ���
	
�E
�	��
� �� ���E
�	��
�� �� 
��������� D�� �
���
� ;	
������� �������

����� ��� �������
�	������< ��� �� (
��� %
����� %)���	*� ;@@-< �� �

� �� 	
������ �� �!��

�� �"���
�	���
�
;⇒< �� �!��

�� �"������
��	� ;⇔< �� �� �
��� ������
� �"��� ���
����� ��"��� ��
���� ���
�������
�� �
�� �
���
����� ��� 
� ��������� �
���� 1 
� ����� ����

#� ����� ��� ������ 
� �
�	��
� %�� ���������� �"
������ ��� �
���
� �
�� �
��� �
���
�
�������� 1 ������ �"��� �
���
� ������
� �� �!�� (�
�� ������ ���� 
� ������ ���� ����� �
�	��
�
������� ������"�

� ������� �
�� 
� �
���� �"������
��	��> �
�� 
� �
���� �"���
�	���
�� ����
��������� 	�
�� �"������
��	��> �
�� 
� ���

� �� 
� �
���
� 1 
����

� �

� ��� ���
������ @
��
�


�� ����
�� ��� 	���� �
�	��
� ������
��� ��� �
���
� �� ��� �
���
� ������
�����

�#��
&�� 
 �
��� (
����� ϕ ��� �
�	�����%� )��	*���%�� ' %��(ϕ)!

���� �� �	�
��� #� ������ �� ���� �� �
������� ������� *�� ����	��
� ��� 
� ����	���� �� ϕ> 
�
	
����	� ��� �
����� ��"�

� ��� ����� �
�� �
��� �
���
� ���� �������	������ �� 	
�������
��� ��� 	
�E
�	��
�� �� ���E
�	��
�� O 	� ����
��� ��� ������ ��� �
���
�� ���� �������	������
	
������� �� �
�� 
�� 
��������� 	��> ⇒ �� ⇔ �� ¬� #"�������
� ��� �
���
�� ���������� �� ����
�

�� ������

������ �

*
�� 	���	������� 
�� �
����
���
�� ���������� �
�� 
� �������	���
� �"��� ��� �
����� ���
��� ���� �� �
��� @@-> 
� ����
���� 
�� ������ ��	���%�	������%��� ���%�	�)� �� �%	*���������%���
���%�	�)� 	
��� ����� '
�� ��� �
���
� ϕ �� ��� �
����
� π ��

�� ��� ϕ |π= B � . ψ� #� ������
�
� ��� ���� ����������

������� ��������� ���� 
� �
���
� ψ ����� B ��� ∃ �� �
�(ψ |π) = +1 
�
����� B ��� ∀ �� �
�(ψ |π) = −1� =������������> 	���� �������	���
� � 
� ���� �"��� �������	��
��
� ����������

�� 0� ����%�� ����
����> � ��� ���� ��������

������� ��������� ���� 
� �
���
�
ψ ����� B ��� ∀ �� �
�(ψ |π) = +1 
� ����� B ��� ∃ �� �
�(ψ |π) = −1 =������������> 	����
�������	���
� � 
� ���� �"��� �������	���
� ��������

��

�#��
&�� � �
��� (
����� ��%� ���%�	�#����� ϕ ��� )��	*���%�� ' �%� (
����� ψ �
�� (
���
%
����� #
%/
%#�	*� :�����#�	*���%� �	�/
%#�	*�<!

�&



;!�! �
���� #�%
%	����

%��(ϕ1 � ϕ2) = %��(ϕ1) � %��(ϕ2) 
Q � ∈ {∧,∨}
%��(�) = �

%��(ϕ1 ⇒ ϕ2) = %��(¬ϕ1 ∨ ϕ2)
%��(ϕ1 ⇔ ϕ2) = %��((ϕ1 ⇒ ϕ2) ∧ (ϕ2 ⇒ ϕ1))

%��(	��(ϕ1, ϕ2, ϕ3)) = %��((ϕ1 ⇒ ϕ2) ∧ (¬ϕ1 ⇒ ϕ3))
%��(¬¬ϕ) = %��(ϕ)

%��(¬�) = ¬�

%��(¬(ϕ1 ⇒ ϕ2)) = %��(ϕ1 ∧ ¬ϕ2)
%��(¬(ϕ1 ⇔ ϕ2)) = %��(¬(ϕ1 ⇒ ϕ2) ∨ ¬(ϕ2 ⇒ ϕ1))

%��(¬	��(ϕ1, ϕ2, ϕ3)) = %��(¬(ϕ1 ⇒ ϕ2) ∨ ¬(¬ϕ1 ⇒ ϕ3))
%��(¬(ϕ1 ∧ ϕ2)) = %��(¬ϕ1 ∨ ¬ϕ2)
%��(¬(ϕ1 ∨ ϕ2)) = %��(¬ϕ1 ∧ ¬ϕ2)
%��(¬(∀τ � . ϕ)) = %��(∃τ � .¬ϕ)
%��(¬(∃τ � . ϕ)) = %��(∀τ � .¬ϕ)

%��(Bτ � . ϕ) = Bτ� . %��(ϕ) 
Q Bτ ∈ {∀τ ,∃τ}
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"���� �"�� �!��%�� �� ��������
�� �������� �
�� 
� �������
� ��� �
���� 	�����%��

(�������� 
� �,9��&�� �� �
��������� ����	���� *
�� �� 
������ L �� ������� 
����
��
����
����> �� �!��%�� �� ��������
�� �������� �� ��� �� �������
�� 〈H , 3 , ? , �#�,→〉 
Q

P 
"������
� ��� H �� *��	����� ��)��� 	
������ �
������� 
�� *��	����� �� �
%%)�� ���
�
�� ���
�	������� ��	
����� �� �
������ ��� ��� ������	��
�� �� ��
������ �� 
�� *�=
�	����� �� #
%��4�� ��� ���
������ 
� ��
������
� �� 
"���	���
� �� ��
������ O

P 3 ��� 
"������
� ��� �
������ ��� ������
�� �� H O
P 	����� ���� ��� ��� ��
����
� ρ ��� �A�	�� 1 	����� �
����� � ∈ H ��� ��
��� �� �
�

�
����� ���� 3 O �� ���� ρ ��������� �

�� ��� �
���
� ϕ ∈ L �"�
 ������ ��� ������������
�
I �� L ��

� ��� I � ϕ(ρ(� )) O

P 
� �
���
� ? �� L 	���	������ 
�� ����� ���� 
�����
� 
� ��
������ ������ �
� ���	���
� O
�
�� ���� ρ ������������ ? ��� ����
� )��� 	%	�	�� O

P �#� ��� 
"������
� ��� ���������� ��� ��������
�� O
P �� ����
�� (ρ, � , ρ′) ���	 ρ, ρ′ ���� ����� �� � ∈ �#� ���������� 1 
"������
� ��� ��������
��

→ ������� ��� ρ′ ��� �� ��		������ �� ρ ��� 
� ��������
� ��������� � �

*
�� ��� 
� ���	�����
� �!�������� �� 	
��
���� ��� �� �!��%�� �� ��������
��> 	"��� 
"���
����
� [[��]] ��� ��)#��	
%� �� 	� �!��%�� �� ��������
�� ��� �
�� ���������� ������ ���	���
�
��� ��� ������	� ρ0, ρ1, . . . ��

� ��� ρ0 ��� �� ���� ������
 �� �
�� �
�� 	 ≥ 0> �
 ������ �� � ∈ �#�
��
 ��� (ρ� , � , ρ�+1) ��� ��� ��������
� �� →�

����� *

�
��	�
� ������!��

#"��)#��	
% ������
�� �� ���� �!��%��� ��1 �� ��2 �� ��������
��> ���� ��� �������
� �� %
�!��%���> ��� ������ 	
��� 
"���	���
� �� �!��%�� ��1 ⊗ ��2 	
������� 	
��� �� ��
����

�,
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��� 
� �������
� 	�����%��

(�������� 
' ��
��	�� ��9��#
���� *
�� 	 = 1, 2> �
�� ��� =��� 〈H , 3 , ?� , �#�� ,→�〉 ����
�!��%��� �� ��������
��� #� ��
���� ��!�	��
�� ����� ��1 �� ��2> �
�� ��1 ⊗ ��2> ��� �����
���

〈H , 3 , ? , �#�1 ∪ �#�2 ∪ �#�1 × �#�2,→〉


Q
P 
"���� (ρ1, ρ2) ������ ? �� �� ���
����� �� ρ1 ������ ?1 �� ρ2 ������ ?2>
P ��� ��������
� ((ρ1, ρ2), � , (ρ′1, ρ

′
2)) ���������� 1 
"������
� ��� ��������
�� → ��

P � ∈ �#�1> (ρ1, � , ρ′1) ∈ →1 �� ρ2 = ρ′2> 
�
P � ∈ �#�2> (ρ2, � , ρ′2) ∈ →2 �� ρ1 = ρ′1> 
�
P � = (�1, �2)> �1 ∈ �#�1> �2 ∈ �#�2> (ρ1, �1, ρ′1) ∈ →1 �� (ρ2, �2, ρ′2) ∈ →2�

����� "�����
����	�
�

#� ��
���� ��!�	��
�� ������ �� ������ 
"������
� ��� ����� �
�� �� �!��%�� �
�� 
��
	
��
������ �"������������� ��� ����� �

��� 0��� 
� 	�� 	
�������> 
� ���
� �� �@%#$�
%	���	
%>
�
��
� �����

�� ���� 
� �������
� �� ��
���� �!�	��
�� ��� �����

(�������� 
) ��
��	�� �9��#
���� *
�� 1 � 	 � %> �
�� ��� =��� 〈H , 3 , ?� , �#�� ,→�〉
��� �!��%��� �� ��������
�� ���������� #� ��
���� �!�	��
���� ⊕ ����� ��1> ��2> � � � > ��� ���
����� 	
��� 
� ������	��
� �� ��
���� ��!�	��
�� ��� ��������
�� ���
������> ������� ��� ��
������
� �@%# �"���������� �"�	��
���

#� �!�	��
������
� ��� ���
�X��	����
� �� ������� ��� �� 	�� �����	�
��� �� ��
���� �!��
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����� 5

� 	
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���� �� ��������
�� B 
�� ��������
�� 	%���%��>

�� ��%��E=*
�� �� 	�

�� �� �	���	
%� 5

�� �
�� ��	����� ���� ��� ���������� �"�����
�	�����>
	����� �� 	
������ 
Q ���� ��������
�� ���
������ �� �@%# �� ������� ��
�� 
��� ����
���������

D�� ��������
� ������� �"��������� � ��� ��� �	��
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	�
� 1 �� ���
 ��
	����� ��� ����� �"��
���� ���� �� ����� ����� ����� ��������
�> ��� �� �� �!�	��
���� ���	 ��	��� �����> 	
�����
��
1 
"��	
���
� �� {�} ���� 
"������
� �@%#�

D� �����Z��
�� ��� ��� ��������
� ��� �!�	��
���� ��� ��������
� �"�� ��
	����� � ���	 ���
��������
� �"�� ��
	����� � ′> ��� �����
� ��� 
"���
� �� 
� ��	����
� �"�� ������� � �

�����>
��������� �����	�������� �! �� �?� #� ��
	����� �A�	����� 
� ��������
� �! ��� 
"��������> 	�
��
�A�	����� 
� ��������
� �? 
� ��	������� 0��� 
� ��
���� �!�	��
����> ���
�� �
�� ���
������

�� ��������
�� 
Q ��� ������
� �! ��� �		
������� �"��� ��	����
� �?> 	� ��� �� ������� ���

"��	
���
� �� {(�!, �?)} ���� 
"������
� �@%#�

5��� ��� ��������
� �� ��A���
� ;��
��#���< 	����� 
"���� �� 	����� ��
	������ D� ��
	���
��� ���
�� �� ������� �� ��A���
� 1 �
�� 
�� ������ �� ����	������� 
� ��������
� (ρ1, � !!, ρ′1) ��
→� 3
�� 
�� ������ �� ���
�	��� �"�� ���� ρ2 ���� �� ���� ρ′2 

����� (ρ2, �??, ρ′2) ��� ���� →�
=
 �� ���
�	� �

�� ������ 
"���� ρ1 ���� 
"���� ρ′1� *�� �
�	� �� 	
����> 	� ���
��� �� ���������
1 
"����� �� ��	����
� ������������ �� ��
��	���> 	"��� 1 ���� ��

� ���> �
�� 	����� ���� ρ ��
	����� ��������� �� ��
��	��� �??> �
 ������ ���	������ �� ���� ρ′ ��
 ��� (ρ, �??, ρ′) ��� ����
→� 9���� 
�� ��������
�� (ρ, �??, ρ) �� �
�� ��� ��������� ��� 
�� �������

#� ����� ��� ��� �� �����
� �� �!��%�� �� ��������
�� ���	 �!�	��
������
� ��� ��
��	���
�� �������� #�� �!��%��� ���	 ��������
�� ��������> �����Z��
�� 
� ��
��	��� 	
��
���� 
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���� ��� �@��
��� �� ��
��#����

�/



�$��	��� �! ������� ������	#��	
%

� �
� = �

��

� ∈ �� =⇒ � := �

���� ��� P '!��%�� �� ��������
�� �� ���5��

���� $��	��� �� ���������

#
����� 
�� 	
��
������ �"�� �!��%�� ��������� ��� ������
��> �� 
��� �� ������ ��� �!��
	��
������
� 1 
"���� �"��� ������	��
� ��� 
�� ��������
�� �� ��
���� ��!�	��
��> �
 ��� �
��
E���	���� �� 	
��������� 
"���	���
� �"��� ��������
� 1 
� ��
����� �"�� �����	�� �
����� ���
	�� ������
��� +� ����

� �

�� ����� 
� �����	�� ��� �

��� 
� ���
���� ��� ��������
� �������
�� ��
��� �� ��
������

5� ����� �"�����
� �� �!�	��
������
� �� �!��%��� �� ��������
�� ��� ������
�� ���������>

� �������� 
"�
�
������ ���5� ��� ��� ��� �����
� ����
���� ;����� �� F:#'4�G< �� 
"�
�
������
�"��	
���
� �����

� �� 0�E����� F0�E&$G� ������ ��
	����� � 	
���\
� ��� 	�� �
�
������ ����

� �!��%�� �� ��������
�� �
��� 1 
� ����� ���> 
Q � > � �� ! ���������� �����	�������� 
��
������
�� ��� ��
	����� ���
���� ;�����	%�<> ��J�� ;����@< �� �	����� #� ������
� � ��������
����� �
�� 
�� ��
	����� ������� 
����
 � 
� ��
�� �"J��� �	����

#� ��������
� �� � ���� � ������� ��"�� ��
	����� ���� ������� ��J� ���� ��	��� 	
����
��
�� ��

� ��� �A�	��� ��� �
�	
� ���
�� �� 
"���� � �������� �� ��
	����� � 
� ��
�� �"
������

� ��	��
� 	������� 

����� 
� ���	����� ��������� �� 	� ��
��> � > ��� ���
���� #� ��������
�
�� � ���� ! �"��� ����	��� ��� ��� 
� ��
	����� ���
���� P�� 	
��� ��� ������ ��������
��P 1
���
���� 
� ��	��
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� �� ! ���� � ������� ��"�� ��
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���� ��	��� 	
�����
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���� ��� P 5�	
���
� �����

� B ��������
� �"�� ��
	������

����� +)�����
� 
�	�����

#
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����� ;	
��� ��� ������	� �"������	��
��< ��������
��� �
������� ������� �� �
�� J��� �		�����
� ��� ��� ��� ���
� �� 	�� ������� 1 
� �
��> 	����
����
��	� ��� ����
�� ��#�	
% #�	�	���� 3
�� ��
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"��
��	��� ��� �		%� 1
��� ��	��
� 	������� ��� ��� �
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� ��
��	)�) ����#���	
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��� �
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> ���� 
� ������ �� ��������
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� ����� ��� F2�!/�G� 0��� 	� ������>
	����� ������ ������
����� ��$
�� 	���	�� 1 �#��)�	� 
� ��
�� �"������ ���� 
� ��	��
� 	������� ��
������� �

�� �� ����%����� #"���������
� ��� 
� �!��%�� �� ��
�� ���������� �"�		���� 1 	����
��	��
� 	������� 	
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� ���	��	��� �� 
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������� #"������ �� �!��� ������� ���	 
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� 	������� ���
��� ��� ��������
� ���������� �� 
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�� ��
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� �� #
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�����
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�� ��� ��
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� �����
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� �
��� ��	�(�) 
� �����	�� ��� ���� 
 �� ��
���
����� �� 
"������ � ��� ���� 
� ��	��
� 	�������� D� ��
������ �������� ��� ��
������
�"��	
���
� �����

� �� 
� �
���
�

∀ �, � .� �= � ∧ ��	�(�) ⇒ ¬��	�(�) ;���<

��� ����� ���� �
�� ��� ������
*
�� ��� ��
������ �� 	
�����	� �� 	�	���> �� �� �
�C��� ���� 
� 	���� �� 
� ������ �����


� �
��� 1
�	���(�) ;����� �$����(�)< 
� �����	�� ��� ���� 
 �� �� ���
����� �� 
"������ � �
�
���� �
� 	�	�� ;����� ������� ��� 	
��� �� 
� ���
��� 	�����
�<� =
 �"���� �

�� �� �������
�� 
� �
���
�

∀ �, � .� �= � ∧ 1
�	���(�) ⇒ ¬�$����(�) ;���<

��� ����� ���� �
�� 
�� ����� �� ��
������� �
�����������> 
� �E
��� 1 	�� ��������� 
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�
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���
� �����

�

∀ �, � .� �= � ∧ 1
�	���(�) ⇒ ¬1
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	������� �� ������� �
����� ����
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�� 
�� ����� ��� �
�� �		�����
��
1 ������ ��� ����� �������� �� ��
������> 
� 	
�����
� ��	������� �� ��M����� �
�� ��� 
�
��
������ �� �7���� � �
�� ����
�� ��� ��� 
"������
� J �
�� ��	
�� ���� � �

��������� J �"��� ��� ��	����������� �
���> ������ ��� � 
"���� *
�� ������� 
� ��
������
� > �
 ��M�> ��� �����
�> �� �"������� ��� 	����� ���� ������
 ������ 
� ��
������ ;	����� ��� ? ⊆

�)
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%����#�	
% ��	%*��	�%��

� < �� ��� �
��� 
������
� �� ��
������ ������ �� ���� �� � �%�� ���� �� ���� �� � � '� 	"���

� 	��> 
"������
� � �� 
� ��
������ �
�� ���
���� �"	%*��	�%�� �� ��
������ �
�� 
"������
�
�"����� �������� ��� ? � ���������> 	���� 	
�����
� ��� � �"��� ��� ��M����� B ��� ��
������ ��
�7���� ���� J��� ����
�� ��� J ���� J��� ����������� #
����"�
 ��� �
� ����> 
"������
� � \ J
���� �� �A�� 	
������ ��� ����� ��� �%���� 1 ��� ����� 	��������> ������� ����� � �
� ����������
#"�����
� ������� �

����� �� ��
 	���

6������. �
������
�� 
� ��
������ ��� ��� ����� �
�� ��� ������
� � ∈ � �� ��
 ���
P �� � > 0> 
� ��
������ ��	������� � �� � ��
P �� � � 0> 
� ��
������ ��	������� � �� ��

#� ��
������ �� �7���� � =��� {� | � ∈ �} ��� ����
�� �
�� 
� ��
������ ���	����� 

����"�

������ ���� 
"������
� �"����� �������� �����	�
��� ? =��� {� | � = 1} B 1 	����� �������
�> 
�
��
��� �� � �������� �� � �� ��� ����� ����	������ �
������� #"������
� ��� ����� ���������
��
��� �
�	 J =��� {� | � ∈ � \ {0}}� *�� 	
���� 
� ��
������ � �"��� ��� ���������� B 

����� �
���� 0> 
� ��
������ ��� ���� �� ���� ��� ������ 
� ��
������ ���� �
 ���
���� 
� ��
��� −1
��� �� ������ �
�� 	�

��	��

#� ��
�
����
� �������� ����
�� ��� 	
�����
� ��	������� �� ��M����� 1 
"����
�������� �"���
��
������ �� �7����� ��

��	� ��� 1 
� ���� �� �
���� 
�� ����
��� �� �����	���
� �� ��
�������
�� �7���� �� 	� ������
�

�
��������� 
 D�� ��
������ �� �7���� � ��� ����
�� ��� �� ��
������ �� �� ���
����� �"�

������ �� ������
� � ′ ��� ��� �� ��������� �� ��
������ �� ��� ��� ��	
�� ���� � � 0��� 	�
	��> 
� ��� ��� � ′ ��� �� ��%(
�#���%� �� � �

�	�
��� #� ������ �� �� ;⇐< �"�A�	��� �� ���������� ��� � ′ ����� �� ���������> 
"������
�
? ��� ����� �������� �� ��
������ ��� ��	
�� ���� � ′ �� � ′ ��� ����
� ��� 	� ��
�������
#"������
� J ��� ����� ���������
�� �� ��
������ ��� �
�	 ��	
�� ���� � ′> �
�	 ���� � ���
�!�
��%���

#� ������ �� ���
����� �� ;⇒< �"�A�	��� �� 	�
�������� �
�� � ′ 
"������
� J ��� �����
���������
�� ������ 
"������
� ��� ����� �������� �� ��
������ B 	�� ������
� 	
������ ? ��
�
��� 
������
� �� ��
������ ������ �� ���� ���������
� �%�� ���� �� ���� ���������
�> �
�	
	�� ������
� ��� �� ���������� �

+� �"��������� ���� 
� ����� 1 ��� �
!��� �
�
���������� �� 	
�������� � ′� +� �����

�
	�����%� ���� ����
���> �
����� ��
�����	
% �*�%� �� ��
�����	
% ���	
�� ���> 1 ������ ���
������
�� ? �� � �����	��������> 	�
	�
��� 	� � ′�

#� ��
������
� ����� 	�
	�
� 
� 
����� �
 �"��� ����� 	�
�������> �� ���� �� 
"��	
���
�> �"���
����
�� ��� ����� �		�����
�� ������ ? > ? 	
������ 0� ����%�� ���
�> ����� �
��� �� ������
�
�"����� � > 
� ��
������
� ����%�� 	�
	�
� 
� 
����� �� �"��� ����� ��	�
������� �"������
�� ���
����� �
�� �
�� 
�� ��		������� ������������� 1 � > �� 	
������ *
�� 	
�������� 	�� ������> 
�
� ���
�� �� 
� �������
� ���������

(�������� �+ ����� �� �̃
�� '
�� (Σ, D) �� �!��%�� �� ��������
�� �� & ��� ������ �� Σ�
#�� �
�	��
�� �
�� �� �̃�� ������� ���

�
��(D, & ) = {ρ | ρ ∈ Σ ∧ (∃ ρ′ . (ρ′, ρ) ∈ D ∧ ρ′ ∈ & )} ; ��<

�̃��(D, & ) = {ρ | ρ ∈ Σ ∧ (∀ ρ′ . (ρ, ρ′) ∈ D ⇒ ρ′ ∈ & )} ; ��<

	
���������� �����	�������� 
"������
� ��� ��		������� �� & ��

� ��� ���
�	���
� �� D ��

"������
� ��� �����	������� �� & ��

� ��� ���
�	���
� �� D ��� �%���� ���������� ���� & �

�,
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&�̃��(D, & )

��� �������		���	 �� ������ 
��
���	 ����	����� �

5
�
��(D, & )

��� �����		���	 �� ����	����� �

����  �� P 3�����
�������� �"������
��

0��� 
� �����  �� ��� ���������� 	�� ���� ������
��> 
� 	
������ ��� 
"�������������� ���
�� �
��� ��������
 ���� 
��� 	
�����	��
� B 	������� �����	������� �"�
������ �� & �"������
�������� ��� 1 �̃��(D, & ) 	�� �
� �
�� 1 
"
������ �� ��������
�� �
�� 
"����� �"���������� ��� 1
& � +� �
��� 	�����%� 
� �������
� �"��������� ����� ��� 	�� ������
�������� �"������
��

(�������� �
 ��� �
���� �� �
��
����� '
�� (Σ, D) �� �!��%�� �� ��������
�� �� ? ���
������ �� Σ> ���������� 
"������
� ��� ����� �������� �"�� ��
������ �
�� 
"������
� ���
����� ��� �
��� ��� Σ �� �
�� 
�� ��������
�� �
�� ������� ��� 
� ��
���
� D� � ��� �� ���������
�� ��
������ ����� ��� (Σ, D, ? )

�� �� �� ���
����� �� ? ⊆ � �� �
��(D, � ) ⊆ � 
�

�� �� �� ���
����� �� ? ⊆ � �� � ⊆ �̃��(D, � )�

#"������
��	� ����� � �� � �"
������ �� ���������� ���

� ⊆ �̃��(D, � )
≡ ∀ ρ. ρ ∈ � ⇒ ρ ∈ �̃��(D, � ) ;���� ��	
���
�<
≡ ∀ ρ. ρ ∈ � ⇒ (∀ ρ′ . (ρ, ρ′) ∈ D ⇒ ρ′ ∈ � ) ;���� �̃��<
≡ ∀ ρ, ρ′. (ρ ∈ � ∧ (ρ, ρ′) ∈ D) ⇒ ρ′ ∈ � ;���� �� �
��� �������<
≡ ∀ ρ′, ρ. (ρ′ ∈ � ∧ (ρ′, ρ) ∈ D) ⇒ ρ ∈ � ;���
����� �� ������
��<
≡ ∀ ρ. (∃ ρ′ . ρ′ ∈ � ∧ (ρ′, ρ) ∈ D) ⇒ ρ ∈ � ;����	��
� �� �
���� �� 
� �������	���
� ��� ρ′<
≡ ∀ ρ. ρ ∈ �
��(D, � ) ⇒ ρ ∈ � ;���� �
��<
≡ �
��(D, � ) ⊆ � ;���� ��	
���
�<

+� �
�� ��� �
�� ��� ����������� ��� 1 ��� �� 
"���
� �� ��� �̃�� ��� ����������� ��� 1 ��� ��

"�������	��
�� #� ������ ��� ��������� B 	
������
�� ���� ������
�� & �� � �� 
"����	� ���
����� O ���� �
��(D, & ∪ � ) ;����� ���� �̃��(D, & ∩ � )< 
� ���	��� ρ′ ∈ & ∪ � ;�����	��������
ρ′ ∈ & ∩ � < �� ρ′ ∈ & ∨ ρ′ ∈ ∪� ;����� ρ′ ∈ & ∧ ρ′ ∈ ∪� < �� 
� ���

��� 
� �������������� ��
∧ ��� 
� ∨�

+� 	
������� ���	 	�� �
����
�� 
�� ������ (?�)�∈� �� (��)�∈� ��

�� ��� ?0 = ? > ?� =
?�−1∪�
��(D, ?�−1)> �0 = � �� �� = ��−1∩�̃��(D, ��−1)� *�� ��	�����	� ��� % �� �� ���
����� 
�
�������������� �� �
�� ;����� �� �̃��< ��� ����
�� 1 
"���
� ;����� 1 
"�������	��
�<> 
� �> �
�� % �

�/
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1> ?� = ?�−1∪�
���(D, ? ) �� �� = ��−1∩ �̃���(D, � )> 
Q �
���(D, ? ) = �
��(D,�
���−1(D, ? ))>
���	 �
��1(D, ? ) = �
��(D, ? ) �� �� �J�� �
�� �̃���

#� ��
������
� ����� ;�����	�������� ����%��< ��� ��� �������
� �� 	�
	�
 �� ?� ;����� ��
��<� #�� 
������ �� (?�)�∈� �� �� �� (��)�∈� �
�� �����	�������� �
���� �
 �� �� 

����"�

��
���������

0����


�� 1 ������� �� ��
� 	
������ 
� ����
�� �� �����	���
�� '���
�
�� ���� �� �������
����� 
� ���������
� �� 
� ����
�� �� ��
������
� �����> 	� ��� ������� 1 ����
��� ��� 
"
�
����
�� �� �
 � 0"���%� 
� ��
�
����
� �> 
� ��
������ �� �7���� � ��� ������� �� �� ���
�����
�� 
"��	
���
� �
 ⊆ � ��� ����
��� 0� ����%�� ����
����> �� 
"
� ����
�� 
� ���������
� �� 
�
����
�� �� ��
������
� ����%�� �� �
�	 
"�������	� �� �� > �
 ��� ��	������� �� ��M���� ���

"��	
���
� ? ⊆ �� �
�� ����� �
�� ��� 
� ��
������ �� �7���� �
�� ����
���

*
�� ���
���� �� ��
�
%�� �� ���������
� �� 	�
	�
 �� �
 ;����� �� �� <> �
 ��M� ��
���
�� ��	���� 
"��	
���
� �� ?�+1 ���� ?� ;����� �� �� ���� ��+1<� ���������> �J�� 

�����

�� ���
���� ��� ���� ������
�� ���	������� �
�� 	
��������� ��������� 	����� ��� 
�� ������
��� ������ (?�)�∈� �� (�� )�∈� ���������> 
� ���� ������� K�� ����� �� �����K 
"��	
���
�
�"�� �
����� ?� ���� � ;����� 	�

� �� ? ���� ��<> ��

� 
� ���� �� 
� ��
������
� 	�
���� '�

"��	
���
� �"��� ��� ����
��> �
 ��� �����
� �� �
�������� 
� 	�
	�
 	�� 
� ����
������� ��
�	�
�� ���������� ���	����� �"���
���� B 
� ��
������ �� �7���� ��� ��

���

#� ��
�
����
� �������� ����
�� ���
���� ��
������� ��� �
 �� �� 

����"�
� ���������

�
��������� � ���	� ����� �� �
����2 ��	� �
��� �� �
����� *
�� �� �!��%�� �� �����
����
�� (Σ, D) �� ���� ������
�� ? �� � ��
� ��� ? ⊆ � ⊆ Σ�

�� '� 
"������
� �
 ������> �

�� 	"��� 
� �
�� ����� ��� ���������� �� (Σ, D, ? )�

�� '� 
"������
� �� ������ �� 	
������ ? > �

�� 	"��� 
� �
�� ����� ��� ���������� �� (Σ, D, ? )
��	
�� ���� � �

�	�
��� ;������� �� F((344> �� � ,G< +� �� �����

� ��� 
� ������ �� 
"���� �> 
"����� �����
����
����� +� �����

� �
�� �"��
�� ��� �
 ��� 
"���
� ��� ����� �		�����
�� ������ ? > ? 	
����� O
����� ��� �J��� �		�����
��> 
�� ������
�� �� ��		������� �� �
 �
�� �
�	 ��	
�� ���� �
 �
*�� 	
��������> �
 ��� �� ����������

�
���
�� 1 ������� ��� �
 ��� ��	
�� ���� �
�� ��������� � ′� '
�� �� ��������� � ′ O ���
�������
�> (	) ? ⊆ � ′ �� (		) �
��(D, � ′) ⊆ � ′� 0� (		)> 
� � ��� 
"������
� � ′ 	
������ 
"������
�
��� ����� �		�����
�� ������ � ′ O (	) �E
��� ��� 	�� ������
� 	
������ ? > �
�	 	
������ �����

"������
� �
 ��� ����� �		�����
�� ������ ? � *�� 	
��������> �
 ��� ��	
�� ���� � ′� �

5� ��	������ �!������������ 
�� ������
�� �"����� �� 
�� ��
�������> 
� ������ ��������
������%�� �� ������ �!��

���� 	� ��� � ��� ����> ���� 	���� ������> �� ������ ��� �!��%��� ��
��������
���

��� ������� �,������	��� �� �� ����������

�������> ��� 	
�����	��
� �"���������> ��� ��
������� �� �7���� ��� ��� �!��%��� ���	���� 1

"���� �� �!��%��� �� ��������
�� ��� ���
���� 

����� 
"����	� �
��
 ��� ����� ��� ��� �� �� ���

�
����
����
��

0��� 
� 	�� 	
�������> �
 ��� ��	������� �� ��
�
��� ��� �����	�� ������� �� 	
���� 	����
��������� 
� 	���� ������ ���

�� #"���
�����
� �"��� 
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���
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%� �� �� ��
�������

��� ���
���> ���� 	�

��	� ��	������ �� ���
�� ������
���� 
�� ������
�� �"��	
���
� �"������
��
�� ��� 
�
�����
�� �� ������ �� 	���� 

������

*
�� 	�
�> 
�� ������
�� �"����� �
�� ����������� ��� ��� �
���
�� ;������  ����< �� 
� ��
�
������ ��� �
���� 	�� ������
�� �"����� ��� ��	��� 1 
"���� �� ����������
�� ������
������ #�
	�
�� �"�� ��
 
������ ��� �
���� 1 
� ������  ����> �� �!����� ��� �����

�� 1 
� ������  ���� ��
�� ���������� 
������
���

� ��� �
���� 1 
� ������  ��� �

 ���� ,�� ����
���� ���	�	� ��) �����	�
��

*
��
�� �������� 
�� ������
�� �"����� �� ��
������ 1 
"���� �"��� �
���
� 

����� ���
�� ���������� 1 
"���
�����
� �� 
� 

����� 	
��� �����	�� �� �����	���
��

'
�� �� ��
������ �
����� ��� �� ��	���� H = (�1, . . . , �� ) �� ������
�� �"���� �� �
�����
3 = 31× . . .×3� � D� ���� �� 	� ��
������ ����� ��� ��
����
� ρ �� 	��	��� �� 	�� ������
��
��� �� �
����� �� �
� �
�����> 
� ������ �� ������
� & �"����� 	
��� ��� �
���
� 

�����
ϕ �
�� 
�� ���
�� ������
�� 
����� ������������� 1 H �� ��

� ��� ρ ��� �� ���� �� & �� ��
���
����� �� ϕρ ��� ����������� 1 ����� +� ��� ��� 
� �
���
� ϕ ��� ��� ������	
% ��� ������
& � +� �
�� ϕ(H ) �
�� �
����� ��� 
�� ���
�� ������
�� 
����� �� ϕ ������������� 1 H � 0�
����%�� ����

� F((344> �*/$> :#'4�G> 
� 	
��
�� ����
�� ���� 
� ����� ��� �������
� ���	

"������
� �"����� ��"�

� �����������

 ���� -
	���	�
�� ����	 �� �
�
����
� �� ��
���

�

#�� 
������� ����

���� �
�� 
� �����	���
� �� �!��%��� ����
���� ���������� �
�� �
����
�
�� ��� ��� �����	���> �
�� ��� ��� �A�	����
���

0��� 
�� 
������� 1 ���� �� �����	��� F0*//G> 	����� 
������
� ��� ��	���� 1 
"���� �"��
�����	�� + �
����� ��� 
�� ������
�� �"���� �� ��
������ �1, . . . , �� �� ��� 
��� �����
� ������
� ′
1, . . . , �

′
� � �� �����	��> �
��� ��)�	#�� �*�%�=���
� ����F9��/&G> ��	��� 
� ��
���
� ����� 
��

����� �� ��
������ ����� �� ���%� �
� ���	���
��
#� ��	
��� ����

� �� 
������� ;F'��,�G> '*# F�*/�G> 9#� F`T::4$G> F2�4��G> 9'� F:'4�G<>

���
��� �� �
���
���� �"�A�	����
�� �������� 5� 	
�������� ��"��� ���
� �A�	����
�> �1 := & >
��� ��M����� �
�� ����������� ��� 	
�E
�	��
� �"���
���� �� 
� �
��� � ′

1 = & ∧ � ′
2 = �2 ∧

. . . ∧ � ′
� = �� > 
� 	
������ ��� 
� ������� �����J� �"�� 
������ 1 ���� �"�A�	����
�� ��� ��

	
���	���� +� ��E
��� �� 	� ���� 
� �������� �� F:'4�> �� �/�G 	
������� 
�� �����	��� ������
���%� ���	 
� �
��
� �"�A�	����
�� ������� �
����� ��� �� ������
� �� ������
�� ;���
����
����
�� �� K*���������
�������K< B K�$� (���� ��
���� �%���� +��%��=�����=����� ���$
��
�$�
��$ �$� ��#�����	*� �/� ′=%
���	
% (
� *����� 
( *��	����� � 	% � �	*�% ����� �%� �$�	� *����
� ′ 	% �$� %��� �����, @	���	%� �$� 
*��A$���	%� �
=#����� ��=#������ :�
=�$�%��<�K

+� �������� ������� ��� 
�� 
������� �� �����	��� �
�� �
�� ���������� ��� 
�� ��
�������
���
�� 1 �
��
����� *�� �����
�> 
� �����	�� � ′2 = � 3+1 ��� 	����� ��� ������������
� 	
�	��� ��

"
������
� ��� �A�	�� �� ����%�� �������������� 1 
� ������
� � �
��

√
� 3 + 1 �
�� −

√
� 3 + 1 O

	�������� 

�� �"��� ��
������
� ����� 
� ����%��> 
� ���

���
� �"��� ��

� ���
��� �� �� �
����
3����� ��� 
"�A�	����
� �������������� �
����� ����	������ 
�� �

���
��> 
� �
��� �����	�����
��	������ ��� ��
	����� ���	������

+� �
�� ���� ��� ������ ��� 
������
�� 1 
"���� �"�A�	����
�� ������� ������ �"
������>
�
�� ��� ��� ���� ��
������
��> ��� �������
�� �
�� 
� �
���� �� �������	������> ��� 
�� ���
����
����� ��� 	���� ��
������
�> ��� ����� ����� ��� �
����
� ;	� ������  ����<�

 �



�$��	��� 5! �
%����#�	
% ��	%*��	�%��

����� ::= ���
 0 ���# 0 #$
	� 0 ���� =⇒ ����� 0

�� ���� ���
 ����� ���� �����

���# ::= � := ���� 0 � := ���� || ���#

#$
	� ::= �����[]����� 0 (a� . �����)

����  �� P '!����� ��� ����������
�� ������
������

#� ������ �������� �������� 
� �!����� �� 
������ ��� ����������
�� ������
�����> ��� ���
��� �������
� ��� 
������� �"�A�	����
�� ��������

 ���� "��	�)� ��� ����	�	�	�
�� ������������

����� ������ ������ �� 
������ �� ����������
�� ������
����� ��� ��� ��� ������	��
� ��

������ ��� ��	����� ���������� �� ������ ����������
� ��� ��������� ��� 
"�
����� �!��������
����� �� 
� ��������� �� 
� �����  ��> ���������� ��� 
�� �
������ �!��������� ���� �� �����
#� �!����� ��� ��������
�� ;����< ������ ��� ����	����� �� �
����� ���
������ #�� �����	���
���� �
�� ��������> ����� 1 ���> ���� ��� 

����� �� ������� 
���� ��
����
���� ���������
��� ����	����� �� �
����� ��� ��������
��� #�� 	�������� ,> / �� �4 ������	���� 	�� �
������
�!����������

0����


�� 
� ���� �� 	��	��� �� 	�� ����������
��� #�� ����������
�� �� ���� �
�� ���
>
��� ��� ���� �A��> �� 
"�A�	����
� ����
� ;:=<> ��� �
���� 
� ��
��� �"��� ������
� � � 3
����

�� �A�	����
�� �
�� ����
���� ���� �
�����> 	"��� 1 ���� ��� 
�� ������� ���	�� �� ��
��
�"��� �A�	����
� �
�� �� 
� �J�� �
���� 0��� ����������
�� �
������ ��� ������
�� ��A�������
������� J��� �A�	����� ����
�������� �� ���
����� 
"
�������� ���
	����� �� 	
�������� ;||<
�� 	
��
����
��� @����
���> 
�� �%�
�� �� 
� �����  �� F:*4�G ���
������ �� ���	�� 1 ��
���
���������� �� ������� 	�� 
�������� �� 	
��
����
� �� ����������
�� ������
����� 1 �
� �	��
�
��� ��� �A�	����
�� ����
�� ;�� ����
� ���
����� ������ �� �������� 
� 	
�����
� �� 
�
�����%�� �%�
� �� 	���� �����<� ��� 
�������� ������ ��� �
�	 ��� K�"�A�	����
� ��
���
�K�
3
���� 
�� ������
�� �"��� �A�	����
� ��
���
� �
����� J��� ��A��������

#"�������������� ��� �
��
��� ��� 
� 	�
�� �
��� ;[]< ����� ���� ����������
�� �� ��� ��
	�
�� �
� �
��� ;a< ���������� �� 	�
���� ��� ������
� ���Y	�� � ������� ������� �� �����%��� 1

� ����������
� ������ J��� �A�	����� 5� ������������ 
"���
�����
� �� 	���� ������
� ��� �
������
�!��������� �� �!�� ���� ��� �
�� �
����> 	�

��	� �	������ ��� �
��� ���
�	��� 
��� 1 �� �
�����
�"������������
��

#�� ����������
�� ������� J��� ������� ;=⇒< ��� �� �����	�� ;�
����� �!�������� ����<�
*
�� �� �����	�� + �� ���� ����������
�� ������
����� �1 �� �2> 
� ����������
� 	
�����
��

��

� �� + �����1 �����2 ��
%�� �� ��	�� �!�������� B �

� ���� �� �A�� �� ���	���� �
�� 
� �
���
+ =⇒ �1[]¬+ =⇒ �2� @����
��� 
� ����	���
 ��	
�������� �"�� ��
 ����

������� ��� ��"�
 ���
���
������
 ��� 
� �
���� �� �� ���
 ���� ���������� +� ����%�� �
�	 	
������� 	���� 	
�����	�
��
� ��������> �"������ �
�� ��"�

� ������Y� ����������� ���� 
�� ���	��	���
�� ���������
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�� ��"�

� ��� ����� ���������� ���� 
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����� 	��
� ������ �������� �� 	������� )�

������ �����	
�
�� ��������� 
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������� �� �� �����	
�
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�
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�
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5!;! ��%���� ��������	
%� �� �� ��
�������

� || (� ′ || � ′′) = (� || � ′) || � ′′

� || � ′ = � ′ || �

���
 || � = �

(+ =⇒ � ) || � ′ = + =⇒ (� || � ′)
(� [] � ′) || � ′′ = (� || � ′′) [] (� ′ || � ′′)

(�� + ���
 � ����� ′) || � ′′ = �� + ���
 (� || � ′′) ���� (� ′ || � ′′)
(a� . � ) || � ′ = (a� . (� || � ′)) �� � �"��� ��� 
���� ���� � ′


Q � > � ′ >� ′′ �
�� ��� ����������
�� ������
�����> + ��� �� �����	�� �� �
��� ��� ������
��

����  �� P 2���	��
� �� 
"
�������� || �

����� :=� = {
(
(�1, . . . , �� , . . . , ��), (�1, . . . , & , . . . , ��)

)
∈ Σ × Σ}

����� :=�� ||···||�� :=��
= {

(
(�1, . . . , �� , . . . , �	 , . . . , �� ), (�1, . . . , &� , . . . , &	 , . . . , ��)

)
∈ Σ × Σ}

������� = ��� 
� ��
���
� �"�������� ��� Σ
����=⇒
 =

(
Σ� × Σ

)
∩ ���


���
 []� = ���
 ∪ ����

����� .
 =
⋃
�

���
 
Q � ������Y� ���� 
�� ��������
�� �� ���


����� � ���� 
 �	��� = ����=⇒
 []¬�=⇒�

����  � P '��������� 
������
���

� ��� ����������
�� ������
������

 ��� "�
��	���� 
����	�
������ ��� ����	�	�	�
�� ������������

+� ������ 
� ���������� 
������
���

� �"��� ����������
� ������
���� � �� 	
����������
�� �!��%�� �� ��������
�� (Σ, ���
 ) ��� �
��� ��� �� ��	���� H = (�1, . . . , �� ) �� ������
�� ��
�
����� 3 = 31 × . . . × 3� � #"����	� Σ ��� ����� �� ��
������ ��� �
�	 
"������
� ���
��
����
�� �
����
�� �� H ���� 31 × . . . × 3� �

#� ��
���
� ������� ���
 ��� ������ �
�� 	����� ����������
� � ���� 
� �����  � � 0���
	�

��	�> 1 	����� �������
� ϕ 	
�����
�� ��� ������ Σϕ �� Σ ������ ���

Σϕ = {ρ ∈ Σ | ϕρ ��� ����������� 1 ����}

#� ������ �������� �������� 
�� ������
�������� �"�������
�� �������� 1 ������ ��� �������
����
�� ������
�����> ��� ����������> ����� �����> �� ������� �!������������ 
�� �
�� ����
�� ��
�
�� �
��� �����������

 �
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+� �������� ���� 	���� ������ 
�� ������
�������� �"�������
�� ��� ���������� �� ������

�� ������ (?�)�∈� �� (�� )�∈�> 	���� �
�� �� ������ 

������

#� ������  ���� ������ 
�� ���� ������
�������� �"�������
�� �
�� �� �̃�� ��� ����
��� �
�� ��
�̃�� �� ������ ��� �������
�� �� ��� ����������
��� 5� �
������ ��  ���� ��� 	�� ���� 
���������
�"��������� ��� 
� �J�� 	
���� �"
�
�����
�� �� ������> 
"��� ����� �
�� ��	�
����� �������
�
��� 
"�����> 
� �� ������ ��� 
"��� ��� ���� ��
������
�� ��� 1 �����
����� ��� ����
�� 1 
"�����
���� �� 	
������ �� �����	���
� ���
�������� #� ������  ���� �������� 
"
�������� [ ] ������
���
1 �̃�� ���� ��� �
��%�� ��� ��������� ��� 	�
���	� �� ����� �� �������	�������

 ���� (�����
�
�	���� �������	�
��

+� 	
����	� ��� ������ 
�� 
��������� �̃�� �� �
�� �
�� 
�� 	
��
�������� �����	����
����
��� 	��� �� �
�� �� �̃�� �� ������ ��� ����������
�� ������
������

(�������� �� �:,�*'�; �
���*�
����	
� ������
������ '
�� H �� ��	���� �� ������
��
�"����� �� �
����� Σ = 31 × . . . × 3� > � ��� ����������
� ������
���� �
����� ��� H ��
ϕ ��� �������
� ���������� ��� ������ �� Σ�

�
��(� , ϕ) = ∃ ρ′ . (ρ′, ρ) ∈ ���
 ∧ ϕ(ρ′) ; ��<

�̃��(� , ϕ) = ∀ ρ′ . (ρ, ρ′) ∈ ���
 ⇒ ϕ(ρ′) ; � <

#"�������
� �
��(� , ϕ) 	���	������ 
"������
� �
��(���
 ,Σϕ) ��> �� �J��> 
"�������
� �̃��(� , ϕ)
������ �̃��(���
 ,Σϕ)� #�� ������
�������� �"�������
� �
�� �� �̃�� �
�� 	
�������� ���
���� ����
��	�������� �� �
�� �
��� �
��	
�����
� ;���
����� �
��	
�����
�< �� �� �
�� ����
� ���	
�����
�
;_������ ���	
�����
�< F0�E)$G ���� 
� ������ 
Q 
� 
������ �� ����������
�� ������
����� ������
�"����
���� ��� ��� ��������
�� �
�� 
"���	���
� �� �������� #� ��
�
����
� �������� ����
�� 
�
�������
� �"��������� 1 
"���� �� 	�� ������
���������

�
��������� � '
�� ��� ����������
� ������
���� � �� �� ���� ������
 ? � � ��� �� ��������� ��
�

P �� �� ���
����� ��

? ⇒ � �� �
��(� , � ) ⇒ � ; �$<

P �� �� ���
����� ��

? ⇒ � �� � ⇒ �̃��(� , � ) ; �&<

+� �
��� 	�����%� ��� �������
� �� �
 �� �� ��� 
"
� ������� 	���� �
�� 1 
"���� ���
������
�������� �"�������
�� ����
����� ���� 
� ������ ���	�������

(�������� �� ��� �� �
� '
�� H �� ��	���� �� ������
��> � ��� ����������
� ������
���� ��
�
������ ��� ��� ������
�� �� H �� ? > � ���� �������
�� �
�� 
�� ������
�� 
����� �������������
1 H �� ��

�� ��� ? ⇒ � �

P �
 ��� 
� �
�� �
��� �������
�> �� ���� �� 
"���
�	���
�> ��

� ��� ? ⇒ �
 �� �
��(� , �
) ⇒
�
 �

P �� ��� 
� �
�� ����
� �������
�> �� ���� �� 
"���
�	���
�> ��

� ��� ? ⇒ �� �� �� ⇒
�̃��(� , �� )
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*
�� 	
�������� �
 �� �� > 
� 	
����%�� ����� 
�� ������ �"�������
�� (?�)�∈� �� (�� )�∈�
��

�� ��� ?0 = ? , ?� = ?�−1 ∨ �
��(� , ?�−1), �0 = � �� �� = ��−1 ∧ �̃��(� , ��−1)

*
�� ��� ����
�� ����
����� 1 
� ������  ��> �
�� % � 1> 
� �

?� ≡ ?�−1 ∨ �
���(� , ? ) �� �� ≡ ��−1 ∧ �̃���(� , � ),

���	 �
���(� , ? ) = �
��(� , �
���−1(� , ? )), �̃���(� , ? ) = �̃��(� , �̃���−1(� , ? ))> �
��1(� , ? ) =
�
��(� , ? ) �� �̃��1(� , ? ) = �̃��(� , ? )� 0� �J��> 
�� 
������ �� (?�)�∈� �� (��)�∈� �
�� ����
��	�������� �
���� �
 �� �� 

����"�

�� ���������

���������> �
 �"��� ��� ���� �"���
������� 
� 	
�����	��
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 �� �� �� � 5

� ����
���
���� ���� 
�� ������� ��� ��������

�
��������� � ������
	����� ���	��� � �� �
 �� �� � '
�� � ��� ����������
� ��� Σ> ?
��� �������
� ���������� �� ������
� �"����� ��������> �� � ��� �������
� ���������� ���
��
������ �� �7����� 5� 	
��������� (?�)�∈� �� (�� )�∈� 
�� ������ �"�������
�� ������� 	
���
	��������>

�� �
 ��� 
� ������� ?� ��
 ��� 	 ∈ �> ? ⇒ ?� �� �
��(� , ?�) ⇒ ?� �

�� �� ��� 
� ������� �� ��
 ��� 	 ∈ �> ? ⇒ �� �� �� ⇒ �̃��(� , �� )
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Q 
� ����������
� � �� ; � < ��� ��� �A�	����
� ������> 
� �������	���
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�
�
�� ������� �� 	���� �
���
� �"�
������ *
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������ 	���� ������> 	
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�� H = {� , @}

"������
� ��� ������
�� �"���� �"�� ��
������ �� 
"�A�	����
� ������

+(� , @) =⇒ � := & (� , @).

#"������	� 	
�����
������ �� ; � < ���

∀ � ′, @ ′ .
(
((� , @), (� ′, @ ′)) ∈ ����(� ,�)=⇒� :=�(� ,�)

)
⇒ ϕ(� ′, @ ′)

�
��> �"���%� 
� �������
� �� ���>

∀ � ′, @ ′ .
(
((� , @), (� ′, @ ′)) ∈ {((� , @), (� ′ , @ ′)) | +(� , @) ∧ � ′ = & (� , @) ∧ @ ′ = @}

)
⇒ ϕ(� ′, @ ′)

�
��>
∀ � ′, @ ′ .

(
+(� , @) ∧ � ′ = & (� , @) ∧ @ ′ = @

)
⇒ ϕ(� ′, @ ′)

��� �� ����
��� ��		���������� ��

+(� , @) ⇒ (ϕ(� ′, @ ′)(& (� , @)/� ′)(@/@ ′)) ;���������
� �� ∀< ; �)<

≡ +(� , @) ⇒ ϕ(& (� , @), @)
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[+ =⇒ � ]K = + ⇒ [� ]K
[���
]K = K

[� := &��]K = K(&��/� )
[���#] K = K(E2/@2) . . . (E�/@�)(&1/@1)

(&2/E2) . . . (&�/E�)
[� [] � ′]K = [� ]K ∧ [� ′]K

[�� + ���
� ����� ′]K = 	��(+ , [� ]K , [� ′]K)
[(a� . � )]K = (∀ � . [� ]K(�/� )) 
Q � �∈ V���(K)
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%
� @1 := &1 || · · · || @� := &� 
Q 
�� ������
�� @1, . . . , @� �
�� ���
������
�� ������	��� ���� 1 ���� �� E1, . . . , E� �
�� ��� ������
�� ������	���
���Y	����

����  �$ P +�������� [ ]�

��� �� 	
������ �
�� �� �������	������
5� ������	���� 
� �
���
� ; ��< ���	 
� �J�� ����������
�> 
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������ ��� �
���
� ���> ��

����%�� ����
����> �� ����
��� ��

∃ � ′ . +(� ′, @) ∧ � = & (� ′, @) ∧ ϕ(� ′, @)
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� �������	���
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"���
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�� ��� ����������
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� �"����� �������� ? > 
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�"���� ���������� �� ������� ��"��� ��
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����� ��� ���������� 
� �
� ;�
���
� ; �$< ��

� ��
�
����
� �< 
"
�
�����
� �� ������ 	
������� 
"
�������� �
�� ��� �� �A�� �
��(� , � ) ⇒ �
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� �������	����� ����������
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���� ��� �
�� �� �������� ��� ��
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�
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	�
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�� ��������� 
�� �������	������ ��� �� ������� ����� 1 ��
��� �� �!��
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�	���
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 ���� ,� �̃�� . ��
����	��� [ ]

#� ������ ���	������ � �
���� ���> ���� 
� 	�� �"��� �A�	����
� ������> 
"������
� ; � <
��� ������
���� 1 ��� �
���
� �
�� 
� �������	���
� 
� �
�� ������� ��� ����
�	�� ��� ���
����������
� ;	�� ������
� ; �)<<� ����� �����	�� �� ���������
� �� �������	����� �� ������
���
1 �
���� 
�� ����������
�� ������
����� �� 
� �����  ��� #� ������ �� ���� ��� ����	��
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�
����	���� �� 
� ����������
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5� �
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��
�� �̃�� ���	 	���� �
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 ��� ����� ��� �0 = � ��
��+1 = �� ∧ [� ]�� � 9
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� ������� �� ��
 ��� 	 ∈ �> ? ⇒ �� �� �� ⇒ [� ]��

<���
�	��

�� �
��� �̃��> 
"
�������� [ ] ��� ����������� ��� 1 ��� ��� 	
�E
�	��
��� +� � �
���

�����
[� ](ϕ1 ∧ ϕ2) = ([� ]ϕ1) ∧ ([� ]ϕ2) �
�� �
��� ����������
� � �� �
���� 
�� �������
�� ϕ1

�� ϕ2�

�� #� ���������� ���
 �"��� ����������
� ������
���� � �"������� ����� 1 
"���� �� �����	��
¬[� ]¬(H = H ′) ��� ������ 
� ��
���
� ����� 
"������
� H ��� ������
�� �"���� �����

"
������
� �� 
"������
� H ′ ��� ������
�� �"���� ���%� 
"
������
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�� 0��� ��� ����������
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���� �� ��������
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���� ����������> 	���� �������
����
� ��� 	
����������� ���
���� �
�� ���������� 
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�
������ ������ 1 	
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% ����� �� 	!	
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� ��
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�� ��	
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������ �� �7�����
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�� ���� ��� �����	������� ��� �� �%���� ��� ����
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������ �� �7���� � ��� �
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���Y� 
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� ���	%�����
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�$��	��� O! �� ��
�*��� �� �$)
�
��� 	�
���

	�
�(φ ◦ ψ) := 	�
�(φ) ◦	�
�(ψ) ;)��<

	�
�(¬φ) := ¬	�
�(φ) ;)��<

	�
�(	��(φ,ψ, ξ)) := 	��(	�
�(φ),	�
�(ψ),	�
�(ξ)) ;)� <

	�
�(φ) := φ �� φ ��� ��
����� ;)�$<

	�
�(B �1, · · · , �� .φ) := 	�(B , �1, . . .	�(B , �� ,	�
�(φ))) ;)�&<

	�(B , � , φ) := φ �� � �∈ V���(φ) ;)�)<

	�(B , � ,¬φ) := ¬	�(−B , � , φ) ;)�,<

	�(B , � , φ � ψ) := 	�(B , � , φ) � ψ �� � �∈ V���(ψ) ;)�/<

	�(B , � , φ � ψ) := φ �	�(B , � , ψ) �� � �∈ V���(φ) ;)��4<

	�(∀, � , φ ∧ ψ) := 	�(∀, � , φ) ∧ 	�(∀, � ′, ψ(� ′/� )) ���
� ;)���<

	�(∃, � , φ ∨ ψ) := 	�(∃, � , φ) ∨ 	�(∃, � ′, ψ(� ′/� )) ���
� ;)���<

	�(B , � , φ ⇒ ψ) := φ ⇒ 	�(B , � , ψ) �� � �∈ V���(φ) ;)���<

	�(B , � , φ ⇒ ψ) := 	�(−B , � , φ) ⇒ ψ �� � �∈ V���(ψ) ;)�� <

	�(∃, � , φ ⇒ ψ) := 	�(∀, � , φ) ⇒ 	�(∃, � ′, ψ(� ′/� )) ;)��$<

	�(B , � , 	��(φ,ψ, ξ)) := 	��(φ,ψ,	� (B , � , ξ)) �� � �∈ V���(φ) ∪ V���(ψ) ;)��&<

	�(B , � , 	��(φ,ψ, ξ) := 	��(φ,	�(B , � , ψ), ξ) �� � �∈ V���(φ) ∪ V���(ξ) ;)��)<

	�(B , � , φ) := B � .φ ���
� ;)��,<


Q ◦ ∈ {∧,∨,⇒,⇔}> � ∈ {∧,∨}> B ∈ {∀,∃} �� −B ���� ∀ ;����� ∃<
����� B ��� ∃ ;����� ∀<�

���� )�� P 0������
� �� 	�
� �� 	� �

)4



O!;! P���	
% ��� ���%�	�#������

���
������
����(φ) := ��(φ,+1) ;)��/<

��(φ, �) := φ �� φ ��� ��
�����> ;)��4<

��(¬φ, �) := ¬��(φ,−�) ;)���<

��(φ ∧ ψ, �) := ��(φ, �) ∧ ��(ψ, �) ;)���<

��(φ ∨ ψ, �) := ��(φ, �) ∨ ��(ψ, �) ;)���<

��(	��(φ,ψ, ξ), �) := 	��(φ, ��(ψ, �), ��(ξ, �)) ;)�� <

��(φ ⇒ ψ, �) := ��(φ,−�) ⇒ ��(ψ, �) ;)��$<

��(φ ⇔ ψ, �) := φ ⇔ ψ ;)��&<

��(∀ � .φ,+1) := ∀ � .φ ;)��)<

��(∃ � .φ,−1) := ∃ � .φ ;)��,<

��(∀ � .φ,−1) := ��(φ(#/� ),−1) ;)��/<

��(∃ � .φ,+1) := ��(φ(#/� ),+1) ;)��4<


Q # ��� ��� 	
������� ���Y	���

���� )�� P 0������
� �� ���
������
���� �� ���

8���� "�
��
���	�
� ���	����	�

0��� �� ��	
�� �����> 
�� ������
�� ���������� ����������

������� ;	� 	������� �< �� ���)=
�	����� ;��� �
�� 
� �
���� �"�� �������	����� ��������
< �
�� ��

��������

��	� ��� ���
������ �� ���
����� 
� �
�	��
� ���
������
���� ������ 1 
� ����� )�� ���
����

� 
� �
�	��
� ����
����� �� �
�� 
� ��	
�� �����%��� ��� 
� �

����� � ∈ {+1,−1} �� 
�
�
�� �
���
� 	
�������� �� 	
��� �� �����������

����� �
�	��
� �������� 
� ����	���� �����	����� �� �������> 
� 	�� �	�����> 1 E
�� 
� �

��
���� B 	�

��	� ��� �������� �
�� ��� �
���
� �
�� 
� �
���� �"��� ������
� 
� ���� 
� ������
���	�� �"��� ���
�	���
� ;�%�
�� ;)���< �� ;)��$<<� #� �
�	��
� ��� ��	������ �� �"���J�� �%�
��"�� �������	����� �� ���� ��� J��� ��
��� O �
 ��� �

�� ��������
�� ;�%�
�� ;)��)< �� ;)��,<<�
#�� ������
�� ����������

������� ���������� �
�� ����
�	��� ��� ��� 	
�������� ���Y	���> ��

��� �������	����� ��� \�� ;�%�
�� ;)��/< �� ;)��4<�

#� ������
�����
� �������� 
� ������������
��� �� 
� �
���
� ;	� ���
�%��  < �� ������� 	��
�

� ������ �� �
�� ��� �
�� 	����� �������	������ 9���� �
�� �
��� ���
��� T �� �
��� �
���
�
φ> 
�� �
���
�� φ �� *�(φ) �
�� ���������������
�� �
��

 T �

8���� '��


��� ��
�
��	�
����

#� �
�	��
�

(*�� : �
���
� → �
���
� × ���
�!) = (λφ . ��
�	����	���(*�(φ))) ;)� �<

��� ��� �������
� �� 
� �
�	��
� *� ��� �%�� 	���� �
�� �
�� 
�� �������	������ �"��� �
���
� φ�
����� �
�	��
� ���
��� *� ���� 
� �
�	��
� ��
�	����	��� ��� �%�� 
�� �������	������ �������
�
��� ���
����� ��
�
����
���
�

)�



�$��	��� O! �� ��
�*��� �� �$)
�
��� 	�
���

��
�	����	���(φ) := ��(φ,+1) ;)���<

��(φ, �) := (φ, ∅) 
Q φ ��� ��
����� ;)���<

��(¬φ, �) := (¬ψ,A) 
Q (ψ,A) = ��(φ,−�) ;)���<

��(φ1 � φ2, �) := (ψ1 � ψ2,A1 ∪ A2) 
Q (ψ� ,A� ) = ��(φ� , �) ;)�� <

��(	��(φ1, φ2, φ3), �) := (	��(ψ1, ψ2, ψ3),A1 ∪ A2 ∪ A3)

Q (ψ1,A1) = ��(φ1, 0), (ψ2,A2) = ��(φ2, �)
�� (ψ3,A3) = ��(φ3, �) ;)��$<

��(φ1 ⇒ φ2, �) := (ψ1 ⇒ ψ2,A1 ∪ A2)

Q (ψ1,A1) = ��(φ1,−�) �� (ψ2,A2) = ��(φ2, �) ;)��&<

��(φ1 ⇔ φ2, �) := (ψ1 ⇔ ψ2,A1 ∪ A2) 
Q (ψ� ,A�) = ��(φ� , 0) ;)��)<

��(B� . φ, 0) := (�, {� ⇔ B� . φ}) ;)��,<

��(∀ � . φ,+1) := (�, {� ⇒ (∀ � . φ)}) ;)��/<

��(∃ � . φ,−1) := (�, {(∃ � . φ) ⇒ �}) ;)� 4<


Q � ∈ {∧,∨}> B ∈ {∀,∃} �� � ��� ��� 	
������� ��
�
����
���

� ���Y	���

���� )� P 0������
� �� ��
�	����	��� ��� ���

0"�� �
��� �� ��� ������
> 	���� �
�	��
� ���	
��� 
� �
���
� *�(φ) �� ���� �� ��� 1 ������
�� �� ��	��� �� 
� ������
��� �� ��� �
���
� φ! �� ����
�C��� 	����� �
����
���
� ���������
ψ ���	
����� ��� ��� 	
������� ��
�
����
���

� � ���Y	��� 5

� ���
���� �� �������
� �⇔ ψ
���� �� ������
� ∆ �"���
��� �
��� �)�%	�	
%� ��� #
%���%��� ��
�
�	�	
%%����� �� ���
����

� ����� (φ! ,∆) 
Q φ! ��� ���� �������	������ ����� �
�	��
� ������
��� �

�� 
� ��
�
%�� ��
�����	���
� �� 
� ������������
��� �"��� �
���
� ��������� φ ���
	
���� �
��

 ��� ���
��� T
�� 
� �����	���
� �� 
� ������������
��� �� φ! ���� �������	����� �
��

 T ∪ ∆�

0"�� �
��� �� ��� 

�����> 
"������
��	� � ⇔ ψ ����� 
� ��
�
����
� ����
����� �� ��
�������
� �"��� ��� ��	������� �
�� ��������� 
� ������������
��� B 
� �
���
� ψ ����� ���������
��������

�������> ���
� 
"���
�	���
� �⇒ ψ ��� �E
���� 1 ∆ F@H4�G�

#"���
��������
� �� 	���� �����%�� ����� ��� �
���� 1 
� ����� )� � #� ������� ��������
�� 
� �
�	��
� ����
����� �� ��� 
� �
���
� �� 	
��� �� ���������� ������ ��� 
� ��	
�� ��� ��
�

������ 5

� �� �
���� ��� 
� ����	���� ��
�
����
���

� �� 
� �
���
� �����

� 
� 
"���
����
������"�

� �� ���� ��� 
� ��������� �� ����� 
� �

����� �� 
� �
���
� ������� ;�%�
�� ;)���< 1
;)��)<<� 5

� �A�	��� 
� ����
�	����� ��� ��� 	
������� ����	�� � �� 	����� �
���
� ���������
������� 
� �

����� 	�

��	� ;�%�
�� ;)��,< 1 ;)� 4<<� #� 	�
	�
 �� ��
�	����	��� ������� ������"�

������ 	����� �������	����� �� �
�� ��� �
���

#� ������ �� 
"����������������
��� ����� φ �� φ′ ∧
"∈∆ � 
Q (φ′,∆) = ��
�	����	���(φ)

�� ���� ��� ����	��
� ��� 
� ����	���� �� 
� �
���
� φ� 5� ����� �"�����
� �
�� 
� �
���
�
φ =��� ξ ∨ ∀ � .ψ ��

� ��� ��
�	����	���(φ) = (ξ ∨ � , {� ⇒ ∀ � .ψ})> 
Q � ��� ��� 	
�������
��
�
����
���

� ���Y	��� ������ �
�%
� �� (ξ ∨ �) ∧ (� ⇒ ∀ � .ψ) ��� �� �
�%
� �� ξ ∨ ∃ � .ψ
������� 	���� �����%�� ��� ��� 	
�������	� 

����� �� ξ ∨ � �� � ⇒ ∀ � .ψ� 2�	���
�������>
�� �
�%
� M′ �
�� (ξ ∨ �) ∧ (� ⇒ ∀ � .ψ) ��� 
����� ������ �� �
�%
� M �
�� ξ ∨ ∀ � .ψ ��
���������� ��� 
"������������
� �� � ��� ����� ���� M′ �� ∀ � .ψ ��� ����������� 1 ����� ���� M�

)�



O!�! D)���)

�#��
&�� � �� (
����� φ ��� ���	�(�	����� �
���
 �%� �$)
�	� T �	 �� �������%� �	 �� (
�����
:��%� ���%�	�#�����< φ! ��� ���	�(�	����� �
���
 T ∪ ∆ 
- *��(φ) = (φ! ,∆)!

#� ������ �� 	� ���
�%�� ��� ��� 	
�������	� ��������� ��� ��������� ��
�	��� 	� �������
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����� �� ���
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�$��	��� �! 3�� �%������� ��� �������� �� �

�)�%�

∀& . & �∈ ∅ ;,��<

∀& . & ∈ {&} ;,��<

∀& , & ′ . & �= & ′ ⇒ & �∈ {& ′} ;,��<

∀& , �1, �2 . & ∈ �1 ∪ �2 ⇔ (& ∈ �1 ∨ & ∈ �2) ;,� <

∀& , �1, �2 . & ∈ �1 ∩ �2 ⇔ (& ∈ �1 ∧ & ∈ �2) ;,�$<

∀& , �1, �2 . & ∈ �1 \ �2 ⇔ (& ∈ �1 ∧ & �∈ �2) ;,�&<

∀�1, �2 . �1 = �2 ⇔ (∀& . & ∈ �1 ⇔ & ∈ �2) ;,�)<

∀�1, �2 . �1 ⊆ �2 ⇔ (∀& . & ∈ �1 ⇒ & ∈ �2) ;,�,<

���	 & , & ′ ���� ������
�� �� �
��� ���� �� �1, �2 ��� ������
�� �� �
���
����

���� ,�� P 9��
��������
� �� (SSET )

������������
��� �"��� �
���
� �
��

 ��� ���
��� ������
���� ���	 
"
�������� �� 	������
���
�� �� ��
�
%�� �� ������������
��� �
��

 SSET �

:���� 7)�

�	���	�
� ���� �� (SSET )

'
�� SSET �� 
������ �� ������� 
���� ��
����
���� �� 	
������� ��� ���� �
���� ����
���	��� ����> ��� �� ��
 ��� P = {=����,=���,⊆,∈} �� F 	
������ {∅,∪,∩, \, {.}} �� ��
������
� �� 	
�������� �� 	����� �
���� *
�� ���
�
��� 
� 
�����
��� �� �
	�����> 
� �	���� =
�
�� =���� �� =��� 

����� 	�
� �"����
���� ��� �"������6���

#� ����� 	
������ ∅ ��� �� �
��� ��� �� �
�� �� ����� � �� �
��� ���� 
� ����� {�} ���
�� �
��� ���� 0� �J�� �� �1 �� �2 �
�� ���� ������ �� �
��� ���> �

�� �1 �
 �2> ��� �� �����
�� �
��� ���> �
�� �
∈ {∩,∪, \}� +� �	��� �

�� {�1, �2, . . . , ��} 	
��� ��� ���������
� ��
(({�1} ∪ {�2}) . . . ∪ {��})�

#"������
� ��� ��
��� �� SSET ��� 	
������� ��� ��������
�� �� 
� �
��� �1 = �2> � ∈ �>
�1 ⊆ �2> �1 = �2> 
Q �, �1, �2 �
�� ��� ������ �� �
��� ���� �� �, �1, �2 �
�� ��� ������ �� �
���
���� #�� 
��������> 	
�������
�� �


������ �� �
���
�� ���������� �� 	� 
������ �
�� �������
	
��� 1 
� ������ ���> �� � �∈ � ��� ����
���� 	
��� ��� ���������
� �� ¬(� ∈ �) 
Q � ;�����
�< ��� �� �
��� ���� ;����� ���<� #�� �������
�� �� 	�� �!��

�� �
�	��
���
� �
�� �
���
�����
��� 
"������
� ��� �� (SSET ) �"���
��� �
��� ���� 
� ����� ,���

#� ������ �������� �������� ��� �������
� �� SSET �

:���� ;	����� SSET ���� ��
����	��� �� ���������	�

-���������� ���
��� ���� 
�� ���	��	���
�� ������
�����> 
� �!��

� �
�	��
���
 #��� �"�����
� �� ��
 ��� σ(#���) = (���,�) �
��� 
� �
���� �"�
������ �� 
"������
� �
���� �� �����%����
#"���
��

#���(� ) = � ⇔ (∃���� �1, . . . , �# . {�1, . . . , �# } = � ∧
∧

1��<��#

�� �= �� ). ;,�/<

)&



�!;! BA�
� , �%� �$)
�	� ��� �������� �� �

�)�%�

*

����� #������
 2��	������
�
������ #���(�) = % → ∃���� �1, . . . , �� .

∧
1≤�<�≤� �� �= �� ∧ {�1, . . . , ��} = �

#���(�) > % → ∃���� �1, . . . , �� .
∧

1≤�<�≤�+1 �� �= �� ∧ {�1, . . . , ��+1} ⊆ �
�������� #���(�) = % → (∀���� �1, . . . , �� . {�1, . . . , ��+1} ⊆ � ⇒

∨
1≤�<�≤�+1 �� = �� ) ∧

∀���� (1, . . . , (� .¬(� ⊆ {(1, . . . , (�−1})
#���(�) > % → ∀���� �1, . . . , �� .¬(� ⊆ {�1, . . . , ��})


Q � ��� �� ����� �� �
��� ���> % ��� �� ������ ������
> �1>� � � >�� ��
(1>� � � >(� �
�� ��� ������
�� ���Y	��� �� �
��� �����

���� ,�� P '��������
� �� 	������
��� ���� ��� �
���
�� ���� �������	������

��������

����� �������� �� � �� �
��� ���> �� �� � �� �
��� � �� ������ 
� �����������
��� ���
�� �
������ J��� �E
��� 1 SSET � ��	� ��	���������� �

�� �� �����

�� 
� �
�����
�"������������
� 3�> ���� �"������� 
� �����	�� �� �����	��
� 1 	� �!��

��

9� 
��� �� 	�
�> 
� ����
�	� 	� 
������
 ��� 
� ������������� �������� 1 
� ����� ,��� ��

��	�
�
���� 	
����� ���	���� �� 
������
 	
������� ��� 	������
��� ���	 �� ������ ������
 �� ���
�
���
� ��������� �� SSET > ��

� 
� �

����� �� 	�� 
��������� ��� ���	������� �
�� 
���������
�
�� ������> ������ ��� �
����
�> 
"����
��	��
� �� �������	�������

5� �A�� �� ������
� ��� �� 	������
��� ����	������ ���������� 1 % �� �� ���
����� �"�
 ������
% + 1 �
������ ������	�� ��� 
�� ������������� 
� ����> �� ����%�� ���
�> �� �� ���
����� �"�

�"��� ��� ��	
�� ���� ���
��� ������
� 	
��
�� �� % �
������ 
� �
���� �"��� 	���� �
��
�
�
���
���
� ��� ��� ���

����> �
�� �"����
�����> ��� ���	������> ��� ��� ������
�� ����������
��� �
�� ������� ��

������� ��� ��� 	
��������� +� ��������> �� �A��> ��"��� �������	���
�
����������

� ��� ����
����� 

����� 
� �

����� ��� �
������> �� ��"�

� ��� ��������

� ���� 
� 	��
	
�������� =
 ��� �
�	 ������� �
����
� �� ��������� 	���� �������	���
� ��� ��

�������
��

@�6�� �� 	
7�����> 	���� ���	������ ������ �� ������� �� ������� 	������
���� ��� 
"
� ����
	
����> �
�������> ���� 
�� �
�
������� �"��	
���
� �����

�� +� �
�� ����� ��"�

� �� 
�����
1 
� 	
�������
� �"��� 	������
��� ���	 ��� 	
������� % ����%�� 	
����> ��	
���� ����� 
��
	
�������
�� �� 
� �
��� #���(�1) � #���(�2), ��� �����
��

3�� BA�
� 4 ��� �"���	� ��� �������� �� ��������

#"�������
� �
���E�	���� 1 
� �����	�� �� �����	��
� �"��� �
���
� �� SSET ���� ���
;�������
� ��< A�

� ��� ����� ��� 
� ������������
� �"�� ������
� ��� �� �
�	��
� 	���	�����������
D�� ��

� �
�	��
� ���� J��� ��	
��� ��� �� ���
��� �� �


���� �
�� 
�� ����	�� �
�� 
��
�
������ �� 
"������
�� *�� �����
�> 
"������
� � = {1, 2} ���� J��� ���������� ��� �[1] =
�[2] = ���� �
�� ��� ��� �[� ] = (����> �
�� �
�� � ������	� �� 1 �� 2�

3
�� �"��
��> �
�� BA�
� ⊃ A�

� ��� ���	��
�����
� �� A�
� 
Q 
"
� �� 
����� ��� ���
���� ���

�� ��
	���� ��� ��� ��
���� �


������ ;	"��� 
� "B" ������ 
� bA�
� " ���� bBA�

� "<� ����� ���
���
	
������ 
�� ���� 	
�������� �� �� + �� �
��� �
�
� �� 
� �!��

� 	
������ 	�� �� �
��� 
		
�
��� ������ 
� ���
��� ��
��� ����
�� +� =������������> 	�� ��� 
� ������������
� �� 
"������
�
���� ���� A�

� � #"���
��������
� �� (BA�
� ) ��� �
���� 1 
� ����� ,���

))



�$��	��� �! 3�� �%������� ��� �������� �� �

�)�%�

∀�, � , & . ��(��(�, � , & ), � ) = & ;,��4<

∀�, � , � ′, & . � �= � ′ ⇒ ��(��(�, � , & ), � ′) = ��(�, � ′) ;,���<

∀�, �′ . (∀ � . ��(�, � ) = ��(�′, � )) ⇒ � = �′ ;,���<

�� �= + ;,���<

∀ � . ��(	��, � ) = + ;,�� <

���	 � �� �′ ��� ������
�� �� �
��� 
		
�> � �� � ′ ��� ������
�� �� �
���
�����> �� & ��� ������
� �� �
��� �
�
��

���� ,�� P 9��
��������
� �� (BA�
� )

3�� %� SSET & BA�
�

#�� ������� ���	������� 
�� �������� ���� 
"
���� SSET > 
� ���
��� ������
���� �������
���� 
� 

����� ��� �
���
�� �� ������ �� �
��� �����	�� �� �����	��
� �� BA�

� > 
� ���
���
��� ���
���� �� �


���� ���������� 
� 

����� ��� �
���
�� 	��
��� ����� ������ �������� 
��
�
�	��
�� ���
����� 	���� �����	��
��

+� ������ ��
�� �
�	��
�� �> � �� � ��

�� ��� B
P � ���
	�� 1 �
��� �
��� �� SSET ��� �
��� ���� BA�

� >
P � ���
	�� 1 �
�� ����� �� SSET ��� ����� �
�� 
� ������� ������ ��� �� ����� ��

BA�
� �� 
� ��	
�� ��� �� ������
� �� �
���
�� �� BA�

� >
P � ���
	�� 1 �
��� �
���
� �� SSET ��� ����� �
�� 
� ������� ������ ��� ��� �
���
�

�� BA�
� �� 
� ��	
�� ��� �� ������
� �� �
���
�� �� BA�

� �
#� ����� �
��� �
�� �"��
�� 
� ���������� �� 	�� �
�	��
��> ���� 
��� �������
� �� ��	���
������� �
���

����� 	
����� �"������ �!��

�� �� ���
��� �
�� �E
���� 1 �� (BA�

� ) 

�� ��

� �����	��
� �"��� �
���
� �� SSET ���� ��� �
���
� �� 
� 

����� �� ������� 
���� ���	
���
��� 

�� �� 
"����
 ��� �
�	��
�� � �� ��

+� �
�� �(����) := ����� �� �(���) := 
		
�� =������������> 
� �
�	��
� � ���
	�� 1
	����� ����� �� SSET �� �
��� ���� ;����� �� �
��� ���< ��� ����� �
�� 
� ������� ������
��� 
� 	
�����
����	� ���� ����� ;����� ���� 
		
�< ����� ����� �� 
� ��	
�� ������ ���
�� ������
� �� �
���
�� �� BA�

� ���������� 	���� 	
�����
����	�� #�� �%�
�� �
���

�� �� ����
��	��
� �� 	���� �
�	��
� �
�� �
����� 1 
� ����� ,� � +� �
�� ��� �
�� 	����� � ��������>
�E
���� 
"���
�� δ� ������ �� ������ {��,+} 	
��� 
� 	
��
����� �� 
� �
�	��
� 	���	������
����� ����������� ��� 
� �!��

� ��

+� �����

�> ��� �����
�> 
� �����	��
� �"��� ���
� �1 ∪ �2 
Q �1 �� �2 �
�� ���� ������ ��
�
��� ���� �� ����� ��� ������� �� �� ���
��� � �� �� ������
� �� �������
��

{α∪} ∪ α1 ∪ α2 ∪ {δ�}


Q
P α∪ ��� 
� �������
� �� ���
��� � ��� ���������� 
"������
� �1 ∪ �2� �"��� �
���

����� 
�

�
���
�
∀ � . (��(�1, � ) = �� ∨ ��(�2, � ) = ��) ⇔ ��(�, � ) = ��

��� �� 
�� K�
�� �
�� ����	� � > 
� ���
��� � ���� ���� �� � �� �� ���
����� �� 
� ���
���
�1> ��� 	
�����
�� 1 
"������
� �1> 
� 
� ���
��� �2> ��� 	
�����
�� 1 
"������
� �2> ����

),



�!�! 3� SSET ' BA�
�

�(∅) := (	��, ∅) ;,��$<

�(.) := (	 , ∅) �� . ��� ��� 	
������� 
� ��� ������
� �� �
��� ���� ;,��&<

�(.) := (�, {δ�}) �� . ��� ��� 	
������� 
� ��� ������
� �� �
��� ��� ;,��)<

�({.}) := (��(	��, 	 , ��), ∅) �� . ��� ��� 	
������� 
� ��� ������
�

�� �
��� ���� ��

� ��� � (.) = (	 , ∅) ;,��,<

�(�1 ∪ �2) := (�, {α∪} ∪ α1 ∪ α2 ∪ {δ�}) 
Q α∪ ���

∀ � . (��(�1, � ) = �� ∨ ��(�2, � ) = ��) ⇔ ��(�, � ) = �� ;,��/<

�(�1 ∩ �2) := (�, {α∩} ∪ α1 ∪ α2 ∪ {δ�}) 
Q α∩ ���

∀ � . (��(�1, � ) = �� ∧ ��(�2, � ) = ��) ⇔ ��(�, � ) = �� ;,��4<

�(�1 \ �2) := (�, {α\} ∪ α1 ∪ α2 ∪ {δ�}) 
Q α\ ���

∀ � . (��(�1, � ) = �� ∧ ��(�2, � ) = +) ⇔ ��(�, � ) = �� ;,���<


Q 	 ��� ��� 	
������� ;����� ������
�< ���Y	�� �� �
��� ����� �� . ���
��� 	
������� ;����� ������
�< �� �
��� ����> � ��� ��� 	
������� ;�����
������
�< ���Y	�� �� �
��� 
		
� �� . ��� ��� 	
������� ;����� ������
�< ��
�
��� ���> �1> �2 �
�� ��� ������ �� �
��� 
		
� ��
� ��� �(�� ) = (�� , α� )
�
�� 	 = 1, 2> � ��� �� �
��� ����� �� δ� ��� ������ �
�� 	����� � ���
∀ � . ��(�, � ) = �� ∨ ��(�, � ) = +�

���� ,� P -
�	��
� � �� �����	��
� ��� ������ �� SSET ���� BA�
�

����� ���� �� �K�
P α1 ��� 
"������
� ��� �
���
�� ��� ���������� 
� ���
��� �1 	
��� ����� 
� �����	��
�

�� 
"������
� �1�
P α2 ��� 
"������
� ��� �
���
�� ��� ���������� 
� ���
��� �2 	
��� ����� 
� �����	��
�
�� 
"������
� �2�

P δ� ��� 
� �
���
� ��� ��� 
� 	
�
����� �� ���
��� ��
'�

� 
� �J�� ����	���> 
�� �
���
�� �� SSET �
�� ��������� ���� BA�

� 1 
"���� �� 
�
�
�	��
� � ������ ��� �� ������
� �� �%�
�� �
����� 1 
� ����� ,�$�

*
�� ���
�	���� 
� 	
��
������� �� �> �����


��> ��� �����
�> 
� �����	��
� �� ∃ � . � ∈
# ∧ � ∈ � �
�� � ��� ������
� �� �
��� ���� �� # �� � ���� ������
�� �� �
��� ���� 5� �
����

�(�) = (	� , ∅),
�(#) = (�� , {δ��}) ��

�(�) = (�� , {δ��}), 
� �

�(� ∈ # ∧ � ∈ �) = (��(�� , 	�) = �� ∧ ��(�� , 	�) = ��, {δ�� , δ��})

�� �(∃ � . � ∈ # ∧ � ∈ �) ���� (∃ 	� . δ�� ∧ δ�� ∧ ��(�� , 	�) = ��, ∅)�

<���	
 = ��������� 36,�. *
�� ��	���� �� 
� ������������
��� �� 
� ������
� �� 
"
�
�����
�
�� ������ ;$� <> 
� 	
����%�� �� 	
\���� ����������

�

∃�, �, �, 	 , # . ?%*(�, �, �, 	 , #) ∧ (∃ � . � ∈ # ∧ � ∈ � ∧ ¬?%*(� ∪ {�}, � \ {�}, �, 	 , #))

)/



�$��	��� �! 3�� �%������� ��� �������� �� �

�)�%�

�(� ∈ �1) := (��(�1, 	) = ��, α1) ;,���<

�(�1 = �2) := (�1 = �2, α1 ∪ α2) ;,���<

�(�1 ⊆ �2) :=
(
(∀ � . ��(�1, � ) = �� ⇒ ��(�2, � ) = ��), α1 ∪ α2

)
;,�� <

�(¬ϕ) := (¬ ϕ̂, α) ;,��$<

�(ϕ1 ◦ ϕ2) := (ϕ̂1 ◦ ϕ̂2, α1 ∪ α2) 
Q ◦ ∈ {∨,∧,⇒⇔} ;,��&<

�(	��(ϕ,ϕ1, ϕ2)) := (	��(ϕ̂, ϕ̂1, ϕ̂2), α ∪ α1 ∪ α2) ;,��)<

�(∀ @ . ϕ) := (∀ @̂ . α′ ⇒ ϕ̂, ∅) ;,��,<

�(∃ @ . ϕ) := (∃ @̂ . α′ ∧ ϕ̂, ∅) ;,��/<


Q � ��� ��� 	
������� 
� ��� ������
� �� �
��� ���� ��

� ��� � (�) =
(	 , ∅)> �1> �2 �
�� ��� ������ �� �
��� 
		
� ��
� ��� �(��) = (�� , α� ) �
��
	 = 1, 2> � ��� ��� ������
� �� �
��� �����> ϕ> ϕ1> ϕ2 �
�� ��� �
���
��
�� SSET ��

�� ��� �(ϕ) = (ϕ̂, α) �� �(ϕ� ) = (ϕ̂� , α� ) �
�� 	 = 1, 2>
@ ��� ��� ������
� �� �
��� ��� 
� ���� ��

� ��� �(@) = (@̂ , α�) �
��
	 = 1, 2> �� α′ =

∧
"∈α � ∧

∧
"∈α	

� �

���� ,�$ P -
�	��
� � �� �����	��
� ��� �
���
�� �� SSET ���� BA�
� �

��� ��� �����������
� �� �� ���
����� �� 
� �
��� �� '�

��

?%*(�̃, �̃ , �̃ , ı̃, #̃) ∧ �̃ ∈ #̃ ∧ �̃ ∈ �̃ ∧ ¬?%*(�̃ ∪ {�̃}, �̃ \ {�̃}, �̃ , ı̃, #̃) ;,��4<


"���> 
Q �̃> �̃> �̃> ı̃> #̃ �
�� ��� 	
�������� ���Y	��� �� �
��� ��� �� �̃ ��� ��� 	
������� ���Y	��
�� �
��� �����

+� ���
���� 
� �����	�� �� �����	��
� ���� BA�
� �� 
� �
����
���
� #���(�̃ ∪ {�̃}) > 1

������������ ���� ?%*(�̃ ∪{�̃}, �̃ \{�̃}, �̃ , ı̃, #̃) �� ;,��4<� +� 	
����	� ��� ��������� 
"
�����
���� �� 	������
��� ���� ;,��4< 	
��� �������� 1 
� ������ ,����� 9����������� 1 ��� �

�����
�
������ ���� ;,��4<> #���(�̃∪{�̃}) > 1 �� ���	��� �� ¬(�̃∪{�̃} ⊆ {�̃1}) 
Q �̃1 ��� ��� 	
�������
���Y	���

*
�� �������� ¬(�̃ ∪ {�̃} ⊆ {�̃1})> 
� �
�� �(�̃1) = (	�1, ∅)> �(�̃) = (	� , ∅)> �(�̃) =
(�
 , {δ�� })� +� � �

�� �(�̃ ∪ {�̃}) = (�
∪{�}, {(8.31), δ�� , δ��∪{
}}) 
Q ;,���< ��� 
"���
��

∀H . (��(�
 , H ) = �� ∨ ��(��(	��, 	� , ��), H ) = ��) ⇔ ��(�
∪{�}, H ) = �� ;,���<

��� ������ 
"���
� �̃ ∪ {�̃}�
9����

�(�̃ ∪ {�̃} ⊆ {�̃1}) = (∀ � . ��(�
∪{�}, � ) = �� ⇒ ��(��(	��, 	�1, ��), � ) = ��,

{(8.31), δ�� , δ��∪{
}}),

�� �
�	

�(¬(�̃ ∪ {�̃} ⊆ {�̃1})) = (¬(∀ � . ��(�
∪{�}, � ) = �� ⇒ ��(��(	��, 	�1, ��), � ) = ��),
{(8.31), δ�� , δ��∪{
}}).

=
 ����� �

�� 1 ����
�� 
� 	
���	��
� �� 
� �����	��
� 	� ��� ���
��� 
� ������ ���������

,4



�!5! �
���#�	
% �� �� �����#�	
%

? ′(��) ∈ 3 ′

		
� × 3 ′

����� → 3 ′
�
�
�

? ′(��)(�, �) = �� �� ? (∈)(�, �) = 
 ;,���<

? ′(��)(�, �) = + ���
� ;,���<

? ′(��) ∈ 3 ′

		
� × 3 ′

����� × 3 ′
�
�
� → 3 ′


		
�

? ′(��)(�, �, ��) = � ∪ {�} ;,�� <

? ′(��)(�, �,+) = � \ {�} ;,��$<

? ′(	��) = ∅ ;,��&<

? ′(�) = � �� �(�) = (�, ) ;,��)<

? ′(	) = � �� �(�) = (	 , ∅) ;,��,<

? ′(��) = �� ;,��/<

? ′(+) = + ;,� 4<


Q � ∈ 3 ′

		
� = 3���> � ∈ 3 ′

����� = 3����> � ��� ��� 	
�������
�� �
��� 
		
�> 	 ��� ��� 	
������� �� �
��� �����> � ∪ {�} �� � \ {�}
�
�� ��� ������ �� SSET �

���� ,�& P =�����������
� ��� �!��

�� �
�	��
���
� �� BA�
�

3�� �������	�� �� �� �������	��

#� ������ ���	������ � �������� ��� �����	�� �� �����	��
� �"��� �
���
� ���� 
� ���
���
SSET �� ��� �
���
� ���� ��� �������
� �� 
� ���
��� A�

� � =������������> 	���� ������ �
����
��� 	���� �����	��
� ��� 	
���	��> 	"��� 1 ���� ��� 
� ��
��� �� ������ �� 
� �
���
� ������
� ����
SSET ��� 
� �J�� ��� 
� ��
��� �� ������ �� 
� �
���
� �������� ���� 
"�������
� �� A�

� � #�
���
�%�� ������� �
���
��� 	���� �������
��

�#��
&�� ' �
	� ϕ �%� (
����� #�
�� ��%� ���%�	�#����� �� SSET �� �
	� (ψ,α) = � (ϕ)!
ϕ ��� ���	�(�	����� �
���
 SSET �	 �� �������%� �	 ψ ��� ���	�(�	����� �
���
 BA�

� ∪ α!

�
�	 � �	 ��	������ ��

'���
�
�� ��"�
 ������ �� �
�%
� �
�� SSET �� ϕ� 0"���%� 
� 
���� � ;	������� �<> �
 ������
�� �
�%
� �� .������� I = (3 , ? ) �
�� SSET �� ϕ� 0��� 	���� ������������
�> 
�� �
������
�"������������
� ��� 	
�������� �� �
��� ��� �� ���� �
�� 
�� ������
�� 3��� = ���� ��
3���� = ����� 	
�������� 	
��� 1 
� �������
� �� ;	������� �<> 1 ������ �� 
� �
���
	
����
� �� �� (SSET ) �� �� ϕ�

+� 	
������� ��� ������������
� �����	�
�%�� I ′ = (3 ′, ? ′) ��� BA�
� �
�� 
� ���
���� ��"�

�

��� �� �
�%
� �
�� BA�
�∪α �� ψ� +� �
�� 3 ′

����� = 3����> 3 ′
�
�
� = {��,+} �� 3 ′


		
� =
3���� #� ����� ,�& �
��� ��� ������������
� ���	����� ��� �!��

�� �
�	��
���
� �� BA�

� �
#� ���
 �!��

� �����	���� �� 
� ���
��� BA�

� ��� 
"���
���� ? ′ 
"�������%�� ��� 
� ����
��
� ��
�
����� �����
 �

� �"���
�����

,�



�$��	��� �! 3�� �%������� ��� �������� �� �

�)�%�

4��� 
 '� 
"������������
� I ������ 	�������� ��� �� �
�%
� �� SSET > �

�� 
"������������
�
I ′ ������ 	�������� ��� �� �
�%
� �
�� BA�

� �

�	�
��� =
 ��M� �� 	�
	�
�� 
� ��
��� �� ������ �� 	����� ���
�� �� �� (BA�
� ) ��� I ′� �
����

���
��> ��� �����
�> 
"���
�� ;,��4<�
0"��� ����> 	����� ���
�� �� �� (SSET ) ����� ���������� 1 
> �
 �� ��� ����� �
�� ;,��<

�� �
�� ;,� <� 9����> �
�� �
��� 	
������� � �� 3���� �� �
�� ����� �1> �2 �� 3��� 
� �

? (∈)(�, {�}) = 
 ;,� �<

? (∈)(�, �1 ∪ �2) = 
 ��� ? (∈)(�, �1) = 
 
� ? (∈)(�, �2) = 
. ;,� �<

0"����� ����> ������� 
� ��
��� �� ������ �� 
"���
�� ;,��4<> ��� ���

∀�, � , & . ��(��(�, � , & ), � ) = & ,

������� 1 ������� ��� ���
��� �
�� 
� ����������
� �� � ��� �� ����� � �� 3 ′

		
� > �� � ���

�� ����� � �� 3 ′
����� �� �� & ��� �� ����� � �� 3 ′

�
�
�> 
� �
���
� ��� ����������� 1 
�
9����> �
�� � ��
��� ��> 
� � ��		����������

? ′(��(��(�, �, ��), �) = ��) = 

��� ? ′(=)(��(��(�, �, ��), �), ��) = 
 ;�������
� �� 
"������������
�<
��� ? ′(��)(? ′(��)(�, �, ��), �) = �� ;������������
� �!�������� �� 
"���
���<
��� ? ′(��)(� ∪ {�}, �) = �� ;�%�
� ;,�� <<
��� ? (∈)(�, � ∪ {�}) = 
 ;�%�
� ;,���<<
��� ? (∈)(�, �) = 
 ∨ ? (∈)(�, {�}) = 
 ;�%�
� ;,� �< �� 	
�������� ��� {�} ∈ 3���<

��� ��� ���� �"���%� ;,� �<� #� 	
�	
���
� ����� 
� �J�� 

����"
� ��������� � ��� + �� 
�
������ ����� ������������ �� � �� �� �> 
� �� ������ ��� ;,��4< ��� ���������� 1 
� #� ������
����� ����
���� �
�� 
�� ������ ���
��� �� BA�

� > 
� ���� 	
�	
���� �

4��� � '
�� ϕ ��� �
���
� 	

�� ���� �������	����� �����������
� ���� SSET � #"������������
�
I ′ ������ 	�������� ��� �� �
�%
� �
�� α ���	 �(ϕ) = (ψ,α)�

�	�
��� 3
���� 
�� �
���
�� �� α �
�� ������ �� 
� �����	��
� ��� � ��� ������ �� ϕ� 9�����
���� ���> � �"�E
��� ���� α ��� 
�� �
���
�� ������ �"��� �����	��
� ��� ��

'
�� �

�� �(ϕ) 
"������
� ��� ������ �� ϕ� +� �
���� ��� ����	��
� ��� 
� ���

� �� �(ϕ)
��� �
�� �
�� ����� � ∈ �(ϕ) ��
 ��� �(�) = ( , α� )> 
� � ? ′(α� ) = 
�

#� 	
������� ∅> 
�� ������ �� �
��� ���� �� 	��� �� 
� �
��� {�}> 
Q � ��� ��� 	
�������
�� �
��� ����> �"���������� ��� �� �
���
�� ��� �� #� ������ ��� �
�	 ������
� �
�� 	�� 	��
�� ����� +� �"��������� ���������� ��� 	
�������� � �� �
��� ��� ���� �(ϕ)� +� � �(�) =
(�� , (8.43)) ���	

∀ � . ��(�� , � ) = �� ∨ ��(�� , � ) = +. ;,� �<

*
�� ���
��� 
� ��
��� �� ������ �� ;,� �<> 
� ����
�	� � ��� �"���
��� ���
 ����� � ��
3 ′
����� = 3����� +� � �����

? ′(��(�� , �) = �� ∨ ��(�� , �) = +) = 

��� ? ′(��(�� , �) = ��) = 
 
� ? ′(��(�� , �) = +) = 
 ;�������
� �� 
"������������
�<
��� ? ′(��)(? ′(��), �) = �� 
� ? ′(��)(? ′(��), �) = + ;������������
� �� 
"���
���<
��� ? (∈)(�, �) = 
 
� ? (∈)(�, �) = ⊥ ;�%�
�� ;,���< �� ;,���<<

,�



�!5! �
���#�	
% �� �� �����#�	
%

��� ��� ������
'���
�
�� ��� �1 ∩ �2 ����������� 1 �(ϕ)� *
�
�� �(�1) = (�1, α1)> �(�2) = (�2, α2) ��

� (�1 ∩ �2) = (��1∩�2 , α�1∩�2) ���	 α�1∩�2 = α1 ∪ α2 ∪ {(8.44), δ��1∩�2} 
Q ;,�  < ��� 
"���
��

∀ � . (��(�1, � ) = �� ∧ ��(�2, � ) = ��) ⇔ ��(��1∩�2 , � ) = �� ;,�  <

��� ������ 
"���
� �1 ∩ �2�
�
��� α1 ∪ α2 ��� ���������� 1 ���� ��� �!�
��%�� �"����	��
�> �
 ����� 1 �
����� ��� 
�

�
���
� ;,�  < ��� ����������� 1 ����> 
� ������ �
�� δ��1∩�2 ����� ���

���� *
�� ������� 
�
��
��� �� ������ �� ;,�  <> 
� ��������� � ��� �"���
��� ���
 �
����� � �� 3 ′

����� = 3�����
+� � �

�� ��		����������

? ′(8.44) = 

��� ? ′((��(�1, �) = �� ∧ ��(�2, �) = ��

)
⇔ ��(��1∩�2 , �) = ��) = 


���
(
? ′(��(�1, �) = ��) = 
 �� ? ′(��(�2, �) = ��) = 


)
��� ? ′(��(��1∩�2 , �) = ��) = 


��� ? ′(��)(? ′(��1∩�2), �) = �� ���
(
? ′(��)(? ′(�1), �) = �� �� ? ′(��)(? ′(�2), �) = ��)

)
��� ? ′(��)(�1 ∩ �2, �) = �� ���

(
? ′(��)(�1, �) = �� �� ? ′(��)(�2, �) = ��

)
;�%�
�;,��&<<

��� ? (∈)(�, �1 ∩ �2) = 
 ���
(
? (∈)(�, �1) = 
 �� ? (∈)(�, �2) = 


)
;�%�
� ;,���<<

��� ��� ����� ������� ��� �!�
��%��> ? ��� �� �
�%
� �� SSET �� �
�	> �� �����	�
���>
? ((8.5)) = 
�

#� ������ ����� ����
���� �
�� 
�� ������ ������ �1 ∪ �2 �� �1 \ �2> 
� ���� 	
�	
���� �

4��� � '
�� ϕ ��� �
���
� 	

�� ���� �������	����� �� ��� �
���
� ψ ��

� ��� �(ϕ) = (ψ,α)�
I ��� �� �
�%
� �
�� ϕ �� �� ���
����� �� I ′ ��� �� �
�%
� �
�� ψ�

�	�
��� #� ������ �� ���� ��� ����	��
� ��� 
� ����	���� �� ϕ� +� �
���� �
�� �"��
�� ���

� ���� ��� ���� �
�� 
�� 	�� �� �����	��� �
���������� �1 ∈ �1> �1 ⊆ �2 > �1 = �2 �� ���� �1 = �2

���	 �1> �2 �� �
��� ����> �1 �� �2 �� �
��� ���� +� �������� ������� 
� 	�� �� ¬ϕ �� ���� 
�
	�� �� ϕ1 � ϕ2 
Q � ∈ {∧,∨,⇒,⇔, 	��}�

#� ����
������� ����� ����
���� �
�� �
�� 
�� 	�� �
����������> 
� �� �����

� ��� 	�
�� 
Q
ϕ ��� ��� �� 
� �
��� �1 ⊆ �2 ���	 �1 �� �2 ���� ������ �� �
��� ����

5� �
���� �(�1) = (�1, α1) �� �(�2) = (�2, α2)> 
� � � (�1 ⊆ �2) = (ψ,α1 ∪ α2) 
Q ψ ���
∀ � . ��(�1, � ) = �� ⇒ ��(�2, � ) = ���

+� 
������ 
� ��
��� �� ������ �� ψ �� ! ����
�C��� � ��� �"���
��� ���
 �
����� � ��
3 ′
����� = 3����� 9����

? ′(ψ′) = 

��� ? ′(��(�1, �) = �� ⇒ ��(�2, �) = ��

)
= 


��� ? ′(��(�1, �) = ��) = 
 ���
���� ? ′(��(�2, �)) = ��) = 

��� ? ′(��)(? ′(�1), �) = �� ���
���� ? ′(��)(? ′(�2), �) = ��
��� ? ′(��)(�1, �) = �� ���
���� ? ′(��)(�2, �) = �� ;�%�
� ;,��&<<
��� ? (∈)(�, �1) = 
 ���
���� ? (∈)(�, �2) = 
 ;�������
� �� ? ′(��)<�

+� I ��� �� �
�%
� �� SSET > �
�	 ��������� 
�� ���
��� ;,��< 1 ;,�,< �� �� �����	�
���
;,�,< > �
�	

? (∀ �1, �2 . �1 ⊆ �2 ⇔ (∀& . & ∈ �1 ⇒ & ∈ �2)) = 
.

+� �1 �� �2 ������������� 1 3���> �
�	

? (�1 ⊆ �2) = 
 �� �� ���
����� �� ? (∀& . & ∈ �1 ⇒ & ∈ �2) = 
.

,�



�$��	��� �! 3�� �%������� ��� �������� �� �

�)�%�

9��	 
"�!�
��%�� ��� ? (�1 ⊆ �2) = 
 
� � ? (∀& . & ∈ �1 ⇒ & ∈ �2) = 
. +� � ∈ 3���� =
3 ′
����� �
�	 
� �

? (� ∈ �1 ⇒ � ∈ �2) = 
.

�� 
� �� ������
? (∈)(�, �1) = 
 ���
���� ? (∈)(�, �2) = 
,

�� �
�	 ��� ? ′(ψ) = 
�
9��	 
"�!�
��%�� ��� ? (�1 ⊆ �2) = ⊥ > 
� � ��
��� �� �̂ ��
 ���

? (∈)(�̂ , �1) = 
 �� ? (∈)(�̂ , �2) = ⊥,

�� �
�	 ��
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� �� (�����) �� �����

�� 	 ����� 1 �� %� +� �
�� ��� 
"
�������� �	 ������ �� J��� ����� ��� 
� �	���� �"���
���

�	(� , N ′
1, . . . , N

′
�) = dom(� � {N1}) × {N ′

1} ∪ . . . ∪ dom(� � {N�}) × {N ′
�}. ;/�&<

�
�� �
��� �
�	��
� � ∈ � → {N1, . . . , N�}� '� ;/�$< �� ;/�&< �
�� ������
����> ;/�$< ��� �������
������"�
 �� ��	������ �� ������ �� 
� �!��

� �� �
����� ;dom<> �� 	�
�� �� ������	��
� ��
	
�
����� ;�<> �� 	�
�� �"���
� ;∪<> ��� ��� ��
�
�������� �
�� 
�� �
�	��
�� �
��
�� ���� 
�
���� 
Q 
"���
� �� ���� �
�	��
�� �
��
�� �"�� ��� ��� ��	����������� ����

#� ���
 �!��

� �����	���� ����
��������� ��� 
"����������	� ;∈< �� ��������� �
�� ×
���×�(��
���
�
�) �� �
�� 
"���
��������
� ��� �
���� �� ;/��<�

#� ������ �������� �
���� 	
����� ���	���� ��� �!��%��� ����
���� ���������� 1 
"���� ���

��������� ��� 
�� �
�	��
�� �
��
�� ������ ���� 	���� �������

5�� ����	
���	��� & �,�	�� �� �����	��� �������

#� 	������� $ � �
���� ��� 
�� �!��%��� ����
���� ���������� �� 	������� � �
�� �
���

����
�� ���� 
� 
������ ��� ��	����� ���������� �> ���� ��� 
�� ��������
�� ������
������ 9
�
�����> �	�> 	"��� 
� 	
��
������� �

��
 �� �!��%�� ��� ��� �
��
���> ���� 	���� �
��> 
"����
�� �!��%�� ��� ���
���� 1 
"���� �"��� ������
� �� �� �!�� �
�	��
� �
��
� �� 
��� �� �
��
������ ������
�� 	
��� ���	��������� #� �
����� �� 	���� �
�	��
� ��� 
"������
� ��������
+DK� ��� ����������� ��� ��
	����� ;���F& �
�� 
"�����
� �� �5'=< �� 
� 	
�
����� ���
�� ������
� ������� ������ ��� ����� �� 	�� ��
	����� ;*�� = {�, �, �, 	} �
�� 
� �5'=<�
5� �"������ ������> 
� �
�	��
� �� ���
	�� 1 	����� ��
	����� 
"���� ���� 
����
 �
 ���� 9��	
	���� �
����
�> �
�� �������
�� 
�� ����������
�� ������
����� ��� ��������� 
�� �	��
�� 

	�
��>
�� �����Z��
�� �� �� ��
��	��� ���� 
"�������
� ��� 	
�����
�� �� ����
� �� ��
������� �� ��
	������� ��

D�� �	��
� 

	�
� 1 �� ���
 ��
	����� ��� ����� �"�� ���� *� ∈ ������ ���� �� ����
*
 ∈ ������ �
�� �!�
��%�� �������

� �"��� ����� + �� ������� ��� 
� ����������
�

��� � ����� � ∈ +DK� ∧ ��(�) = *� ∧ + ���� �� := �� �− {�  → *
} ���

#� �����Z��
�� ��� �!�	��
���� ��� ��������
� �"�� ��
	����� � �� *� ���� *
 > �
�� �!�
�
��%�� �������

� �"��� ����� + > ���	 ��� ��������
� �"�� ��
	����� � ′ �� * ���� *� > �
��

,/
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%#�	
%� �
����� ��� �������� �� *������

�������


���(�����)
����

��$ = {
, �, �, �}
���������

!�

 �!��������

�
(� , �1, �1�, �2, �2�, �3, �3�, �4, �4�) ==
dom(� � {�1}) × {�1�} ∪
dom(� � {�2}) × {�2�} ∪
dom(� � {�3}) × {�3�} ∪
dom(� � {�4}) × {�4�}

��������������

!� := �����× {�}
���������

!� ∈ ����� → ��$ ∧
(∀(�1, �2) . ((�1 ∈ ����� ∧ �2 ∈ ����� ∧
!�(�1) = �) ⇒ !�(�2) �= 
)) ∧

(∀(�1, �2) . ((�1 ∈ ����� ∧ �2 ∈ ����� ∧

!�(�1) = 
 ∧ !�(�2) = 
) ⇒ �1 �= �2))
����������

����
��������	����� =
��� �

����� � ∈ ����� ∧ !�(�) = �

���� !� := (����� × {�}) �− {� 
→ �}
��� �


���� =
��� �

����� � ∈ ����� ∧ !�(�) = �

���� !� := !� �− {� 
→ 
}
��� �

�������� =
��� �

����� � ∈ ����� ∧ !�(�) = �

����

!� := �
(!�,
, �, �, �, �, �, � , �) �− {� 
→ �}
���

���

���� /�� P '��	��	���
� �� �5'= �������� 1 
"���� �� �
�	��
�� �
��
��

�!�
��%�� �������

� �"��� ����� + ′> �� ������� ��� 
� ����������
�

��� � ����� � ∈ +DK� ∧ ��(�) = *� ∧ + ����

��� � ′ ����� � ′ ∈ +DK� ∧ ��(� ′) = * ∧ + ′ ����

�� := �� �− {�  → *
} �− {� ′  → *�} ��� ���


Q 
�� ���� ��
	����� �
�� 	�
���� �� ����%�� �
� �������������
#"�	��
� �� ��
��	��� ��
�
���� ��� �� ��
	����� ���> �
�� �!�
��%�� �������

� �"���

����� + �� �� ������� �� *� 1 *
 ���
�� 1 	����� ����� ��
	����� �� ������ �� *1 ���� 
"����
* ′
1> ���	 *1, * ′

1 ∈ ������> � � � > �� *� �� ������ ���� 
"���� * ′
� > ���	 *� , * ′

� ∈ ������ �� �������
��� 
� ����������
�

��� � ����� � ∈ +DK� ∧ ��(�) = *� ∧ + ����

�� := �	(��, *1, * ′
1, . . . , *� , * ′

�) �− {�  → *
} ���

+� �
�� ��� 	�� ���� �������� ����
�� �"
������
�� �� �����Z��
�� �� �� ��
��	��� ��
����������� ��� 
�� 	�� �����	�
���� 
Q 	������� ����� *� �
�� ����� 	
��� ���� 
�� ���	��	���
��
�������� ������
������ #� 	
�����	��
� ��� ���	��	���
�� �"�� ��
��� ����
�����

0��� 	� 
������> 
� ����
� �� ��
������� �������� 1 
"������
� ;�� < �"������� �
�� 
� �
���

∀ �� , �� . (�� ∈ +DK� ∧ �� ∈ +DK� ∧ �� �= �� ∧ ��(�� ) = *�) ⇒ ��(��) �= *� ;/�)<


Q �� > �� �
�� ��� ������
�� �� �
��� ���� �� *� �� *� �
�� ��� 	
�������� �� �
��� ��
���
�
�>
�������

����� ���
���

<���	
 = ��������� 36,�. #� ����� /�� �
��� 
� ���	��	���
� �� �5'= �������� 1 
"����
�� 
� �
�	��
� �
��
� �� ��� ���
	�� 1 	����� 	�	�� �� ���F& �
� ������ ���� *��� +�
�������� ��� 
"
�������� �	 ����� ������ �� 
������ �> �
�� ������ 	
���	� ��� 1 ��� �� 	�
���
	�> �
�� ��
�� �E
��� 
� �������
� �� 	�� 
�������� ;�
���� ��� 
"���
��� ;/�&<< ���� 
� 	
����
����������
 �� 
� ��	���� � 1 ��������

#� ������ �������� �
���� 	
����� ��� 
�
�����
� �� ������ �� ����� ��� �������� ����

� ���	��
�����
� BA�

� �� 
� ���
��� ��� ���
�����
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�

5�� �� ����� & BA�
�

#� �����	�� �� �����	��
� �"������ ��� 
"���

��� ����� 
�� ������ �"���
��� ;;���<>;���<<
�� ;;/��<>;/��<<� 0� 
� �J�� ����%�� ��"�� ������
� ����� ���������� ��� �� ���
��� �� �

�

����> ��� �
�	��
� �� J��� ����������� ��� �� ���
��� �� ��
����� +� ����� ����� 
�� �
������
�"���
�	���
� ��� �
�	��
�� �> �> �� � ���� �� 	������� ���	������

#� �
�	��
� � ��� ����	��� ��� �(�
��) = 
		
�> �(��
���
�
�) = �
�
�� #�� �������
��
�� � ��� �!��

�� �
�	��
���
� �−> × �� �	 �� �� � �� ���
 �!��

� �����	���� ����
����> ∈>
�
�� �
����� 1 
� ����� /� � 0��� 	���� �����> 
��� ��� ��� 	
������� �� �!�� �
�
� ������	��
��� *� > 1 � 	 � %> ���> 

����"�

� ��� ���

!�� ���� 
"���
��� ��(�, H ) = 
���> ���	��� ��� 
�
���
��� � �"��� ��� ����� �� H � +� ���
���� 
� �����	��
� �� �	 ;�%�
� /���< �� �� �����	�� ∈
;�%�
� /�� < 	
��� ���� B

P �
�� 	����� ����� *� �� �
��� �
�
� �� �����%��� �� �	(( , *1, * ′
1, . . . , *� , * ′

�)> 
� ���
���
� 	
���� �	(( , *1, * ′

1, . . . , *� , * ′
� ) ���� *̂ ′

� ;���������� ��� ��(�, H ) = *̂ ′
� < ����
�� 
Q 
�

���
��� (̂ 	
���� ( ���� *̂� ;���������� ��� ��((̂ , H ) = *̂ ′
� < �� 
��� ��

���� O

P 
� ���
��� (̂ 	
�� 
� �
�	��
� �
��
� ( �� � ���� {*1, . . . , *�} �� �
�� �
�� ����	� H > �� 	�
H ���������� �� �
����� �� �> (̂ ���� �� 	������ *̂� �� H ��> ���
�> (̂ �"��� ��� ����� ��
	� H �

*�� 
� �����> �
�� ����
���� 
� ����������
�> 
� �
�� *� 1 
� �
�	� �� *̂� 

����� 	�
� �"����
����
��� �"������6���

<���	
 = ��������� 36,�. +� �����

� 
� �����	��
� ��� � �� ����� ���F& × {	} ���
������Y� 1 
� �
�� ���� 
"
�
�����
� �� ������ ��
����� 1 
"������
�����
� �� ���� 
"
�
�����
� ��
������ �� 
"
������
� ��
�(����#
��������� 5� �
���� �(���F&) = (������, {δ�����}) ;�%�
�
;,��)<< �� �(	) = (̂	 , ∅) ;�%�
� ;/�,<<> 
� �

�(���F& × {	}) = (�, {δ�����} ∪ {(∀H . ��(������, H ) = �� ⇒ ��(�, H ) = 	̂),
(∀H . ��(������, H ) = + ⇒ ��(�, H ) = 
���)}).

0��� 	���� �����	��
�> � ��� 
� ���
��� ��� ���������� 
� ��
���� 	�������� ���F& × {	}�

���>���	
� 
 �%� (
����� ϕ ��� ���	�(�	����� �
���
 �� (�����) ��	 ϕ̂ ��� ���	�(�	�����
�
���
 BA�

� ∪ α 
- �(ϕ) = (ϕ̂, α)!

���� �� �	�
��� #�� �����	����� ��� �!��

�� �
�	��
���
� �� �����	����� ����� 
� ��]�� ���
���
��� ��� 
�� ����������> 
� �����	�� �� ������> ��	������ �� �����������> ��� ����
���� 1
	�

� �� ���
�%�� , �� 	������� ���	������ �

5

� �"� ��� ��� ����%������ ����

���� ���� 	� ������
 �
�� �
� ����
� �����J� ��������� 5�
�A��> 
� ���� ����� �
�� 
�� �
����
�� ��� �
�	��
�� �
��
�� 	
��� ��� ���������
� ��� �
����
��
��� 
�� ���
���� �� 	
�������� ����� ��� 
�� �
�	��
�� �
��
�� �
�� ������� ����	������ 1 
"����
��� ���
��� ���������� 
�� ���
�����

5�� (�����

�� 	������� � �������� �����> ��� ���
��� ����
� �� �
�	��
�� �
��
�� ���������� ��
�
���� ������
 �"
��������� �
�� ���	���� 
�� �!��%��� ����
���� ���������� �� 	���� �����

Q 	����� �!��%�� �� ��������
�� � �� �
���� ��� �"������ ��

��	� �
��%�� �
������� ��������� B
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�$��	��� 7! 3�� (
%#�	
%� �
����� ��� �������� �� *������

�(A) := (Â , ∅) �� A ��� ��� 	
������� 
� ��� ������
�

�� �
��� ��
���
�
� ;/�,<

�(�) := (�̂ , ∅) �� � ��� ��� 	
������� 
� ��� ������
�

�� �
��� �
�� ;/�/<

�(( �− {�  → *}) := (��((̂ , 	 , *̂), α� ∪ α� ) ;/��4<

�(( (�)) := (��((̂ , 	), α� ) ;/���<

�(� × {*}) := (�, α� ∪ α� ∪ {
(∀H . ��(�̂ , H ) = �� ⇒ ��(�, H ) = *̂),
(∀H . ��(�̂ , H ) = + ⇒ ��(�, H ) = 
���)}) ;/���<

�(�	(( , *1, * ′
1, . . . , *� , * ′

� )) := (�, α� ∪ (
⋃

1����

α�� ∪ α� ′
�
) ∪

⋃
1����

{∀H . ��((̂ , H ) = *̂� ⇒ ��(�, H ) = *̂ ′
�} ∪

{∀H .
( ∧

1����

��((̂ , H ) �= *̂�
)
⇒ ��(�, H ) = 
���}) ;/���<

�(( ∈ � → {*1, . . . , *�}) := ((∀H . ��(�̂ , H ) = �� ⇒
∨

1����

��((̂ , H ) = *̂�) ∧

(∀H . ��(�̂ , H ) = + ⇒ ��((̂ , H ) = 
���),

α� ∪ α� ∪
⋃

1����

α�� ) ;/�� <


Q Â ��� ��� 	
������� ;����� ������
�< ���Y	�� �� �
��� �
�
� �� A
��� ��� 	
������� ;����� ������
�<> �̂ ��� ��� 	
������� ;����� ������
�<
���Y	�� �� �
��� 
		
� �� � ��� ��� 	
������� ;����� ������
�<> ( ���
�� ����� �� �
��� �
��> � ��� ��� 	
������� 
� ��� ������
� �� �
���
���� ��

� ��� �(�) = (	 , ∅)> * ��� �� ����� �� �
��� ��
���
�
�> �
��� ��� 	
������� ���Y	�� �� �
��� 
		
�> �(.) = (.̂ , α	 )> �
�� . ∈
{( , * , �, * ′, *1, . . . , *� , * ′

1, . . . , *
′
�} �� H ��� ��� ������
� �� �
��� ������

���� /� P 5������
� �� � �� � ��� �
�	��
�� �
��
��

/�
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�

� ��	������ ��� �����	��
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��� 	
��
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�� 	
��� ��� 	
������� �� �
��� ��
���
�
�> 
�� ������	��
�� ����� 	��
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� �������� ���� 	����� 
�
�����
� �� ������ �� �
�� �
�� ��� ��� 
��������
��� ��� �
������ �� �
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�� ���� BA�

� �
#� �����	�� �� �����	��
� �� ����� ���� BA�

� ��������� ����� 	�

� �� 	������� ���	�����
��� 
��������� �� �����	��� �� 	���� ���
����

#� 	������� ������� ���

��� ��� 	���	���������� ��� �!��%��� ���������� �
�� ����
���� 
�
�����	�� �� �����	��
� ��� ���� 	� 	������� �� ��
���� �
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"����	���	��� �� ������� 

5� ���������� ���� �����	��� �� �����	��
� ���� ��� 

����� ������
���

�> 
�� ���� 	���
������ ���	������ 
�� �
���� 
"��������
� �"��� ��

� 

����� ���	 �
��� 	���� �� �����	���
��
@����
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Q 
�� ������
��> �� ��E��	�
�> �
�� ��������

����� ����������> N > N1>
� � � > N� �
�� �� �
��� �
�
� �� 1 ��
��� ���� )���> � ��� �� �
��� 
		
�
�� ? ��� �� �
��� ������

���� �4�� P 5������
� �� 
� ���
��� A�
�

�<���� +)������
�� �� 	������)

'� ���	�������� 
"���� ������
 �� �!��%�� ����� ���
���� ��� ��� �
�	��
� �
��
�> 	"��� �	�
����	������ ��� ������
� �� �
��� 
		
� ��� �A�	��� 	� ������
� ����� ������
� ��� ������� ���
�� ������
� ��� �� �
� ���� �"����	�� �� �
��� ����� �� �

� ����� ��� ��
���� ���� 
"������
�
��� ��
���� ��� ����� �"�� ��
�
	

�> �������� ��� 
� �
��� �
�
�� #�� ����	�� �� �
��� �����
�� �
�� ����������
�� ��� ��� 
��� �
� 	
������� 	
��� ��� 	
������� �� 
"������
� )��"���

#� 
������ ��� ��������
�� ��� ������ ��� 
� ��������� �� 
� ����� �4��> ��������� ���

�� ��
�� ������
�� ���E
���� �� ���� )�����> )��� �� )��"�� �� 	
�������� �� �
��� 
		
�> �
�
�
�� ����� �����	��������> �� ��� ���� ������
�� ���E
���� N����� �� N��"�� �� ������
�� ��
�
��� 
		
� �� ����� �����	��������� +� ����
�� ��� 
"������
� ��� ��
���� ��� ����� �"��
��
�
	

� ��� ��� �� �� 	������
��� %� +� � �

�� )��� = {�1, �2, . . . , ��}�

#� ����� ��
��(*) ������ 
� ���
��� 	
������ �
�� 
� ��
��� �� 	����� ����	� ��� 
� �J��
�
����� * �� �
��� �
�
�� D� ���
��� 	
������ ��� �!��������� ���
��� 

����"�
 ��� ��	�������
�� �
�	�� �
�� 
�� ��
	����� ���� �� �J�� ����> 	
��� �
����� 

�� �� 
"������
�����
��

0��� 
� ����� �����(�, {(�1, * ′
1), . . . , (�� , * ′

� )})> 
� �
��� �
�
� ������Y� 2% �
��� #� ���
���
�����(�, {(�1, * ′

1), . . . , (�� , * ′
� )}) ��� 
����� 1 ������ �� � �� ����
�C��� 	����� ��
��� �� ���

* ′
� � 5� �"������ ������> �� ��
��� 1 
"����	� 	 ��� * ′

� �� �� ���
����� �� 
� ��
��� �� � �� 	 ��� �� �
�
��� �	 ��"�
 ����
� �� ������ ��� ����������
�� ������
����� �� ���
����> 
"
�������� �����
��� ���
��� �
������� �
�� �������� 
�� �	��
�� �� ��
��	����

3
���� 	�� �������
�� �
�� �
���
����� ��� 
�� ���
��� �� 
� ����� �4��> �������� ���� ���

//



�$��	��� 6�! �����	���	
%� �� ��������

����� ::= ���
 0 ���# 0 #$
	� 0 ���� =⇒ �����

���# ::= � := ���� 0 � := ���� || ���#

#$
	� ::= �����[]����� 0 (a/ . �����)

���� �4�� P '!����� ��� ����������
�� ������
����� �� ���
�����

���� ::= 
 0 �	�� 0 ���� ∧ ���� 0 ���� ∨ ���� 0 (���%� / . ����)
�	�� ::= ���� 0¬����

���� ::= *�� = *�� 0 	%��� = 	%���

���%� ::= ∀ 0 ∃


Q 
 ��� ��� 	
������� ��
�
����
���

� �� / ��� ��� ������
� �� �
���
������

���� �4� P #
����� ������
���

� �� 
������ ��� ����������
�� �� ���
�����



����� ������
���

� �� ������� 
���� ��
����
����� #� �!����� ��� �����	��� �� 	���� 

�����
��� �����

�� ���� 
� ������ ���������

*�� 	
������
�> 
� �
��� �� (A�
� ) = �� (A�) ∪ {(10.9)}> �� (A��

� ) = �� (A�
� ) ∪ {(10.9)}

�� �� (A��
� ) = �� (A��

� ) ∪ {(10.10)}�

�<���� %����	�
�� �	 �������	�

#� ����� �4�� ������ 
� ������ 
������
���

� �� 
������ 	
��� ��� ����
��	���
� ��

������ �� ����������
�� ������
����� �
��� 1 
� �����  ��� ����� ����� ��� ���������� ���

"�
����� �!�������� ���� �� 	���� ������� +� ���	��� �� �
�� ��� / ∈ N��"�� ��� ���
����� ���
������
� �� �
��� ������ �� 
������ ��� �

�� �
��� 
������ ��� �����	���	
%� �� ���������

#�� �����	��� 	
�������� �
�� ������ ��� 
"�
����� �!�������� ���� �� 
� ����� �4� � #�
�!����� ��� �������	���
�� ;∀> ∃< �� �� 	�
�� �
��� a �� �����
��� ��� 
� �
��� ���������
������� 	�

��	� ��� �
�E
��� ������ ����� ������	��
� ��� ���
������ 	�� �

� 	
�����
��� 
��
����
���� �� ��	�����
��� �� 
� ������ �4� �

*
�� ����
���� 
"���
�� �� �
��� ����
�� �� ������ ���� 
� ������ �4� 
� �
�� ���
P 
�� ����������
�� �� 
� �
��� �� ���
 ���� �� 
������ �� 
� �����  �� �
����� J��� ���	����

	
��� �� 	�
�� �
��� ����� ���� ����������
�� ������� ��
P 
�� �����	��� �
�� �������� �� @@- O �� �"������ ������> 
�� ������
�� �� 	
�	������ ���


�� ���
���� ;����<� 9����> 	����� �������	����� ;∀> ∃< � 
� �J�� �

����� ;��������

� 
�
����������

�< ��� ���� 
� �
��� ������� �� �����	���

0��� 
� �����> 
� 	
����%�� ���� 
������� �"�������
��� #� 
������ �� �
�� 
�� �����	���
������ ��� 
"�
����� �!�������� ���� �� 
� ����� �4� �� 
� 
������ ��������� ��� #
%���	%���
������� 	
��� 
�� �����	��� ���� �������	����� ��������
 �� ���� ����� ���	 ������

#� ������ �������� �
���� ��� 	� 
������ ������ �"�������� �� ����%�� 	
�	��� 
�� �!��
�%��� ����
���� �����������
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6�!;! ��)#	�#��	
% �� ��������

�%���� =��� (S/ . ��(�, / ) = � =⇒ � := ��(�, / ,	))
���� =��� (S/ . ��(�, / ) = � =⇒ � := ��(��
��(�), / , �))

����" =��� (S/ . ��(�, / ) = � =⇒
� := ��(�����(�, {(�, �), (�, �), (	, �), (�, �)}), / , �)

���� �4�$ P '���������
�� �� �5'=�

�<���� 7�	�
�� ��� ���	!
�� ����
�
�� ���	������

*
�� ��	���� �� ���� �� �!��%�� �

��
> 
� 	
����%�� 
� ������
� � �� �!�� 
		
�> �
��

� �
����� �� �!�� ����� ��� 
"������
� ��� ����������� ��� ��
	������ #� ��
��� �� � 1

"����	� 	 ��� 
"���� �� ��
	����� �� �"���������� 	 � ������ �	��
� ��� ���
���� ��> ���� 
�
�
������� ��
	����� �� ������� �

��
����� ��� ��� ������
�����
� �� 	
����� �� ���
��� ��
@
�� �
��
�� 
� �����	��
� ��� ��
�� 	����
���� �"�	��
�� ���� 
� 
������ ��� ����������
�� ��
���
�����

D�� �	��
� ������� �
��
����� 
� ��������
� �"�� ��
	����� �� > ��� ����� �"�� ���� *� 1 ��
���� *
 > �������

����� �
�� ��� 	
�����
� + > �� ������� ��� 
� ����������
�

(a�.��(�, 	) = *� ∧ + =⇒ � := ��(�, 	 , *
 ))


Q 
� ��
	����� � 	
�	���� ��� 	�
��� �� ����%�� ���������������
D� �����Z��
�� ��� �!�	��
���� ��� ��������
� �"�� ��
	����� �� �� *� 1 *
 ���	 ���

��������
� �"�� ��
	����� �� �� * 1 *� > ��������� �������

����� �� 	
�����
�� �
���� + ��
+ ′ �� ������� ��� 
� ����������
�

(a	 . ��(�, 	) = *� ∧ + =⇒
(a/ . ��(�, / ) = * ∧ + ′ =⇒ � := ��(��(�, 	 , *
 ), / , *�)))


Q + �� + ′ �
�� ��� �����	����
D�� �!�	��
������
� ��� ��
��	��� ����� �� ��
	����� �� ����	������� 
� ��������
� �� *� 1

*
 �������

����� �
�� ��� 	
�����
� + > ������ ��� �
�� 
�� ��
	����� ���� 
�� ����� *1, . . . , *� >
������� �����	�������� ���� 
�� ����� * ′

1, . . . , *
′
� > ��� ����������� ��� 
� ����������
� B

(a� . ��(�, 	) = *� ∧ + =⇒
� := ��(�����(�, {(*1, * ′

1), . . . , (*� , * ′
� )}), 	 , *
 )))

0��� 	� 
������> 
� ����
� �� ��
������� ��
�	� 1 
"������
� ;�� < �"�	���

∀ 	� , 	� . (	� �= 	� ∧ ��(�, 	�) = *�) ⇒ ��(�, 	�) �= *� ;�4���<

<���	
 = ��������� 36,�. #� ������ 
������
���

� �� �5'= ��� ����������� ��� 
�� ����
�������
�� �� 
� ����� �4�$� ��

���	� ���
����� ��� ���
� ������
� � ∈ N������ #� ���� ��"��
��
	����� �� �
�� ���� 
"���� � ∈ )��� = {	, �, �, �} ��� ���������� ��� ��(�, / ) = � �

#� ����������
� �"������
�����
� ��� �

�� �
��#� =��� � := ��
��(�)� #� ��
������ �� 	
���
���	� �� 	�	�� ��
����� 1 ��� 
�	���� ;	� ������ �����< ���

∀ /1, /2 . (/1 �= /2 ∧ ��(�, /1) = �) ⇒ ��(�, /2) �= 	 ;�4���<

������ ��� 	�

� ��
����� 1 ��� �	������ ���

∀ /1, /2 . (/1 �= /2 ∧ ��(�, /1) = 	) ⇒ ��(�, /2) �= 	 ;�4���<

�4�
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�<��� =�	��� ��� �
���	�
�� ����
��	�
�

#�� 
�
�����
�� �� ������ �"��������	� ���� 
� 	���� �� ����������
�� ������
����� �� ���
�
���� �
�� ������� 	
��� 
�� �����	��
�� �� 
���� �
�


���� ���� 
� 	�� �� �
�	��
�� �
��
���
+� �� �
�	� ����� ���� 
� 	���� �� ������
�
������ �������� 1 
� �����  �&� �
��� 
� 
"� ��E1
�������� 1 
� ������ $��> 
� ����
�	� ? ⇒ �� ��� [�
��#�]�� 
Q �� ��� 
"�������
� 	��������
�
�� J��� ����������> �� 
Q 
"������
� ��� ����� �������� ��� ����� ��� ��� �������
� ? 
� 	��
��	������ ��� ��� ����������
� ������
���� �
��#� ������
����� 
�� ������
�� �"����� �
��� 1 
�
������ �4��> 
� 	
����%�� ��� 
� ��
������ � �� 	�� �
�
������ �"�	��� �
�� 
� �
���

(( ∈ � → {*1, . . . , *�}) ∧ ϕ


Q ϕ ���� 
� ����
� �� 
"������
� ;�4���<�
+� �����

� 
�� ���� 	
����� �"
�
�����
�� �� �������
P 
"�������
� ϕ 	
������ 
"������
� ��� ����� �������� �� �� ���
����� ��

G{�1,...,��} ⇒ [�
��#�]ϕ

��� ��
���> 
Q G{�1,...,��} =���

( ∧
1��<��� *� �= *�

)
> 	"��� 1 ���� �� �� ���
����� ��

G{�1,...,��} ∧ ¬[�
��#�]ϕ ;�4�� <

�"��� ��� �����������
��
P ϕ ��� ����
� ��� 
� ����������
� � �� ���
���� �� �� ���
����� �� 
"
�
�����
� �� ������





∀ / .

∨
1����

��(�, / ) = *�


 ∧ G{�1,...,��} ∧ ϕ


 ⇒ [�]ϕ

��� ��
��� 	"��� 1 ���� �� �� ���
����� ��
∀ / .

∨
1����

��(�, / ) = *�


 ∧ G{�1,...,��} ∧ ϕ ∧ ¬[�]ϕ ;�4��$<

�"��� ��� �����������
��
*�� ����
�� �� ������
�
������ �� 
� �����  �&> �
�� ����
���� 
� ����
������� ��� 
�

�����> ϕ ��� ����
�	� ��� ϕ ∧ [� ]ϕ 1 	����� �������
� �� ������
�
�������
#� ������ �������� �
���� 	
����� �
������ 
� �!��

� �
�	��
���
 ����� ���� 	�� �
���
��

���� �
����� 
� ������������
����

�6�� 2���	�� ��� �	7��	��� ����	����

?���� �"����� ������
� �� ��	�������� ��� ���
��������
� ���	�����> 
"
�������� ����� ���
��
�
��������� +� �
��� �
�	 ���� 	���� ������ ��� �����	�� ���������� �� 
� �������� ����
��� �������
� �� A��

� �
#� ����� �4�& ������ 
�� �
�	��
�� T �� F �
�� 
�� ���������� �
�� 
�� ��������� B T ������
���

	����� ����� �� A��
� �� ��� ����� �
�� 
� ������� ������ ��� �� ����� �� A��

� �� 
� ��	
��
�� ������
� �� �
���
�� ��������� ���� A��

� � F ������
��� 	����� �
���
� �
�� 
�� ������
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% ��� �	���	
%� ����	����

T(�����(�, {(�1, �
′
1), . . . , (�� , �′�)})) := (�̃, α� ∪

⋃
1����

{∀H . ��(�̂, H ) = ��

⇒ ��(�̃, H ) = �′�}) ;�4��&<

T(�) := (� , ∅) ���
� ;�4��)<

F(ϕ1 � ϕ2) := (ϕ̂1 � ϕ̂2, αϕ1 ∪ αϕ2) ;�4��,<

F(¬ϕ1) := (¬ ϕ̂1, αϕ1) ;�4��/<

F(�1 = �2) := (�̂1 = �̂2, α�1 ∪ α�2) ;�4��4<

F(∀ / . ϕ1) := (∀ / . α′
1 ⇒ ϕ̂1, ∅) ;�4���<

F(∃ / . ϕ1) := (∃ / . α′
1 ∧ ϕ̂1, ∅) ;�4���<


Q � ��� �� ����� �� �
��� 
		
� ��
 ��� T(�) = (�̂ , α�)> �̃ ��� ���
	
������� ���Y	�� �� �
��� 
		
�> �> �1> � � � > �� > �′1> � � � > �

′
� �
�� ���

	
�������� ���� )���> H ��� ��� ������
� �� �
��� �����> � ��� �� �����
�� A� > � ∈ {∨,∧}> F(ϕ� ) = (ϕ̂� , αϕ�

)> T(��) = (�̂� , α�� ) �
�� 1 � 	 � 2 ��
α′

1 =
∧

"∈αϕ1
�

���� �4�& P 2%�
�� �� ���������
� �� �!��

� �����

�
�� ���� A��
� �� ��� ����� �
�� 
� ������� ������ ��� ��� �
���
� �
����� ��� ��� ������

�� A��
� �� 
� ��	
�� �� ������
� �� �
���
�� ��������� ���� A��

� �
#� ���
�%�� ������� ����
�� ��� ��
���
� �"����������������
��� ����� ��� �
���
� ϕ ��������

���� A��
� �� 
� ����
��� F(ϕ) �� 
� �����	��
� �� ϕ ��

� F�

�#��
&�� ) �
	� ϕ �%� (
����� �� ��%���� ��� ��)�	#��� �� �� ����� 6�!5! ��
�� ϕ ���
���	�(�	����� �
���
 A��

� �	 �� �������%� �	 ϕ̂ ��� ���	�(�	����� �
���
 A�
� ∪ (10.9) ∪ α 
-

F(ϕ) = (ϕ̂, α)!

�	�
��� #� ������ �� ���� ��� ����	��
� ��� 
� ����	���� �� 
� �
���
��
*
�� 
� ���
����� �� ;⇒<> 
� 	
����%�� �� �
�%
� I = (3 , ? ) �� ϕ �� �� A��

� � +� 	
�������
������� 
"������������
� I ′ = (3 ′, ? ′) ��������� 1 I ��� 
�� ������ �� �
��� ����� �� �
�
� ��
��

� ? ′(�̃) = ? (�����)(�, {(�1, �

′
1), . . . , (�� , �′�)}) ��

T(�����(�, {(�1, �
′
1), . . . , �� , (�′�)})) = (�̃, α� ∪

⋃
1����

{∀H . ��(�̂ , H ) = �� ⇒ ��(�̃, H ) = (�′� )}).

I ′ �������%�� ����� ϕ̂ 1 ���� ��� �!�
��%�� ��� I� �
��� 	����� ���
�� �� A��
� ��� ����������

1 ����> ��� 	
�����	��
� �� ? (�̃)> 	����� α ��� ���������� 1 �����
*
�� 
� �� ;⇐<> 
� 	
����%�� 
� �
�%
� I ′ = (3 ′, ? ′) �� ϕ̂ �� �� A��

� ∪α� *
�� 	
�������� ��
�
�%
� �� ϕ �� �� A��

� > 
� 	
����%�� 
"������������
� �� .������� I ��� 
�� �
������ �
		
�>
������ �� ��
�
�� +� �
�� �

��

? (=)(�1, �2) = 
 �� ? ′(=)(�̂1, �̂2) = 
 �� �� ? ′(α1) = ? ′(α2) = 

⊥ ���
��


Q �(�1) = (�̂1, α1) �� �(�2) = (�̂2, α2)� =
 ��� �

�� ���� �� �
�� ��� ϕ �� 
"���
�� (10.10) �
��
����������� 1 ���� ��� I �� �� 	
�	
���� �

�4�



�$��	��� 6�! �����	���	
%� �� ��������

�(� ) :=
(
� ′, ∅

)
�� � ��� ��� 	
������� 
� ��� ������
�

�� �
��� ����> ��
���
�
� 
� �
��

�(( �− {�  → *}) :=
(
��((̂ , 	 , *̂), α� ∪ α�

)

�(( (�)) :=
(
��((̂ , 	), α� ∪

)
�(� × {*}) := (��
��(*̂ ), α� ∪ α� )

�(�	(( , *1, * ′
1, . . . , *� , * ′

� )) :=
(
�, α� ∪ (

⋃
1����

(α�� ∪ α� ′
�
)) ∪

⋃
1����

{∀H . ��((̂ , H ) = *̂� ⇒ ��(�, H ) = *̂ ′
� )}

)

�(�) := � �
�� �
�� ����� ����� �

�(∀ @ . φ1) :=
(
∀ @̂ . α′ ⇒ φ̂1, ∅

)
@ ��� ��� ������
�

�(∃ @ . φ1) :=
(
∃ @̂ . α′ ∧ φ̂1, ∅

)
@ ��� ��� ������
�

�(¬φ1) :=
(
¬ φ̂1, α

)

�(φ1 ◦ φ2) :=
(
φ̂1 ◦ φ̂2, α1 ∪ α2

)
�
�� ◦ ∈ {∨,∧,⇒⇔}

�(�1 = �2) := (�̂1 = �̂2, α�1 ∪ α�2)

�(( ∈ � → {*1, . . . , *�}) := (∀H .
∨

1����

��((̂ , H ) = *̂� , α� ∪
⋃

1����

α�� )

�� ( ��� ��� ������
� �� �
��� �
��

�(ϕ) := 
 ���
�


Q � ′ ��� ��� 	
������� ;����� ��� ������
�< ���Y	�� �� �
��� ����� �� �
��� ��� 	
������� ;����� ��� ������
�< �� �
��� ����> � ′ ��� ��� 	
�������
;����� ��� ������
�< ���Y	�� �� �
��� 
		
� �� � ��� ��� 	
������� ;�����
��� ������
�< ���Y	�� �� �
��� �
��> � ′ ��� ��� 	
������� �
��� �
�
�
�� � ��� ��� 	
������� �� �
��� ��
���
�
�> H ��� �� �
��� �����>
�(.) = (.̂ , α	 )> �
�� . ∈ {( , * , �, * ′, � , �1, �2}> �(�) = (	 , ∅)> �(@) =
(@̂ , ∅)> �(φ� ) = (φ̂� , α� ) �
�� 	 = 1, 2 �� α′ =

∧
"∈α1

� �

���� �4�) P � �� � B �����	��
� ��������� �� �
���
�� ���	 �
�	��
�� �
��
��

�4 



6�!5! 3)#	��� ��� #
%�	�	
%� ��)*
���	
%

#� ����� �4�) ���
��� �� ������ ��� �
���
�� ���	 �
�	��
�� �
��
�� 
�� ����
��	���
�� ��
�����	��
� ���
���� �� ���
������ ���� 	���� ������� ��� �%�
�� �
�� ���
������ ���� �� ���

���
� �����

� �� 	������� ���

9����> ���
�� ��� 	
����� �� �
���
�� �
�� ��������� ���� A��
� B 
�� ������ �
�� ���������� ���


� *
�� 
�������� ������� 
� �����	��
� ��� ������> ���
�� ���� 	
����� �� ������ �
�� ���������
���� 
� ���
��� A��

� O 
�� ������ �
�� 
������ �� 
"���� 	�� �
� ������������� ���� ��� �
���
�� ���
�
�� ������� ���������� ��� �����	��
��

#� ������ �������� �
���� 
"�����J� ��� ����
��	���
�� ���
����� ��� 	� 	������� �� ������
�� ��
	������ �� ��	���
��

�6�� %��	��� ��� ����	�	��� �,�
����	��

#� ������ ���	������ � �
���� 	
����� ���	���� ��� �
���
� 	
������� 
� �!��

� �
�	�
��
���
 ����� �� ���������� �� ������������
���� +� �"��������� 1 ������� 1 
� ��	�����
��� �� 
�
������������
��� �
��

 A��

� �� �
���
�� ��� �� 	
��������� �
�� 	�� 
��������� ����� ��	������

��� �"��� ������� ��� �
�� 
�� �
���
�� (10.14) �� (10.15)�

+� �
���� ���� 
� ������ �4� �� ��� 
"���
�� �"�������
���
��� ���� J��� ��������� 0��
����
���� �� ��	�����
��� �
�� ������� ����
�� �"��
�� �
�� 
�� 	
��������� ;������ �4� ��<> ����
�
�� ��� 	
���� �
�� ������
� �� �
���
�� ;������ �4� ��<� 0��� 	�� ���� 	��> ��� ������	��
��
��� 
�� ������ �� ����� �
�� �
�����

�<� �� "��������
� �� ���)�

� ���)	����
�����	�

#�� ����
���� �� ��	�����
��� ����
�� ��� A�
� ��	�������� ��� 
"���
�� �"�������
���
��� �
��

��������� +� �
���� ���� 	���� ������ 
� �������
��� �� 	� �����������

�#��
&�� 
+ �
	� ϕ �%� (
����� �� ��%���� ��� ��)�	#��� �� �� ����� 6�!5 ��%� �@��
��
(
%#�	
%%�� �����! ��
�� ϕ ��� ���	�(�	����� �
���
 A��

� ��	 ϕ ��� ���	�(�	����� �
���
 A�
� !

�	�
��� #� ������ ��� ��� ���
�	���
� �� F9224�> ���
� )��G> �� ���������� ��� ϕ ��
	
������ ��� �"���
���� ����� ���� ������ �� �
��� 
		
� �� �
�	 ��� 
� �����	�� ���������
���� F9224�> '�	� )G �"����� ��� ���
���� 	
������� ����� ��� (10.9) ;	��F9224�> �� �$�G<��

+� �� ������ 
� 	
�


���� ������� B

��
�����
� � �
	� �%� (
����� ψ �� �� (
��� (10.14) 
� (10.15) 
- ϕ ��� �%� (
����� ����	�)�
��%� �� ��%���� ��� ��)�	#��� �� �� ����� 6�!5 �� � ��� �%� �����	���	
% �� ��������! �� (
�����
ψ ��� ��
�� ���	�(�	����� �
���
 A��

� ��	 ψ̂ ��� ���	�(�	����� �
���
 A�
� ∪ α 
- F(ψ) = (ψ̂, α)!

�	�
��� =
 	
������ �"��
�� �� 	
������� ��� 
� 
������ ��� �����	��� �� 
� ����� �4� ���
����
� ��� 	�
	�
 �� �
�� ����
� ���	
�����
� ���
���� ��� ����������
�� �� ���
����� +� �
���
���� �� ���������� ��� 
� �
�	��
� F �"����
���� ��� �"���
���� ����� ������ �� �
��� 
		
��
+� 	
�	
�� �� ���
������ ��		���������� 
�� ���
�%��� / �� �4� �

#�� ����
�������� ��� ������� ������ 1 ��	���� �� 
� ������������
��� �
��

 A�
� �� �
���
��

��������� ���� 
� 
������ ��� 	
���������> 	"��� 1 ���� 	�
�� ��� �����	��� ���� �������	�����
��������
 �� 
�������� ������

�4$



�$��	��� 6�! �����	���	
%� �� ��������

�<� �� *�� ��� �
�	����	��

#� ���
�%�� ������� ��� 1 
� ���� �� 
� ������ �� ��	�����
��� �� 	�� ��� 	
��������� B

�#��
&�� 

 ;F9224�> #��� )� G< �
	� � �%� #
%/
%#�	
% �� �	��)���� ��%� ���%�	�#������!
� ��� ���	�(�	����� �
���
 A�

� �	 �� �������%� �	 ��� � ��� ���	�(�	����� �
���
 A� ��	 ��� ��
�$)
�	� �%��%��)� ��� �� (A�

� ) �% 
���	�%� ��� �
����!

+� �� ������ 
� 	
�


���� ������� B

��
�����
� ! �	 ϕ ��� �%� #
%���	%��, ��
�� �� ���	�(�	���	�	�) �� ϕ �
���
 A�
� ��� �)#	�����

��� ������
�	�	
%!

�	�
��� #� �����%�� ����� 	
������ 1 ��

������ ϕ �
�� 
������ 
� �
���
� ψ> ��� ��� ������
������
� �
��

 A�

� ;�
�� ����� A�
� ������������
�< �� �� ���
����� �� ϕ 
"���� *
�� ������� �� ψ ���

A�
� ������������
�> 
� 	
������� �� �
��� �
���
� ���E
�	����> θ> �� 
� ���
���� 
� ��
	����� ��

��	���
� ��� ������
����
� ���	������ �
�� 	����� 	
�E
�	��
� �� 
�������� �� θ� +� ��������
��� 
� ��

���Z���
� �� ϕ �"����
���� ��� �� �!��

� �
�	��
���
 �
� 	
������ ������� ϕ ��
	
������ ��� �� �������	����� ��������
� �

*
�� ��� ���
��� T ��A������ �� A�
� > 
� 	�
	�
 ��� ������
����
� �
����� ��� ��
	�����

�� �������	���
� ��� ������� �� ϕ �"��� ��� T ������������
�� 9� 	�� 
Q 
� �
���
� ϕ ��� T �
�����������
�> 
� ���������
� �"��� ��� ���������

�#��
&�� 
� �	 �� ��)�	#�� ϕ ��� ��%� ����� �� %� #
%�	�%� ��� ��� ���%�	�#������ �%	*������,
�	 ��� ������ �� �� �����	���	
% � �
%� �
���� ��� #
%���	%��� �� �	 � %� #
%�	�%� ��� �� �@��
��
�����, ��
�� [� ]ϕ %� #
%�	�%� ��� ��� ���%�	�#������ �%	*������ ��%� �� �@��
�� (
%#�	
%%��
�����! �� ���	�(�	���	�	�) �� ¬[� ]ϕ �
���
 A�

� ��� ��
�� �)#	����� ��� ������
�	�	
%!

�	�
��� 0� 
� �����  �$> 
� ������ ��� 
�� �������	������ ���� [� ]ϕ �� ��
�������� ���
�� ϕ> �� 
"���
�	���
� [� ] ��� �� a �� � 
� ��� ��� ����� �� � � 3
�� 	�� 	�� ����������
��� �������	���
�� ��������

�� 

����"
� 
�� ������� �� @@-� +� �� ������ ��� ¬[� ]ϕ ���
��� 	
��������> �� �
�	 ��� �� ������������
��� ��� ��	����
� ��� ������
����
� ;	
�


���� $<�
#"�����	� �� �!��

� ����� ��� �������� ��� �
� �����	� ���� ϕ �� ���� � � �

0��� 
� 	
������ �� ����������
�� �� ���
����> 
� ������
�
������ �� 
� �����  �)> ���
������ ���������� ��"��� ��
������ �� �7���� �"��� ��� ����
��> �� ������ ��� 
� ������������
���
�� ;�4�� <� #� 	
�


���� ������� ����
�� ��� 	
�����
�� ������������ ��� 	� ������
�
������ ��
�� ��� �������� 

�� �"�� ����
 �� ��
����� ��� ������
����
��

��
�����
� % 3�%� �� (
����� :6�!65< �	 �� ��)�	#�� ϕ ��� ��%� ����� �� %� #
%�	�%� ��� ���
���%�	�#������ �%	*������, �	 ��� ������ ��� �����	���	
%� �
��#�, �1, . . . , �� �
%� ��� #
%���	%���,
�� �	 %	 �
��#�, %	 �1, ! ! !, %	 �� %� #
%�	�%%�%� �� �@��
�� �����, ��
�� �� ���	�(�	���	�	�) ��
(10.14) ��� �)#	����� ��� ������
�	�	
% ' #$���� 	�)���	
%!

�	�
��� 0��� 
�� �!�
��%��� �� 	
�


����> ��� ����	��
� ��� 
� �
���� �"�������
��> 
�
�
���� ��� 
� �
���

� ��
��� �� ϕ ������� ��������

����� ��������� �� ���� 
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�
�
�	��
���
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� 	
�������� 	
��� 
� 	
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�	��
� ����� �
� ��	����� ��
��� �� 
�
�
���
� [� ]ϕ> 
� ������ ��� ��� 	
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�%�� ��� 9 �
����� �"���%� 
� ���
�%�� ��>
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��#�]ϕ ��� ��� 	
�������� 1 	����� �������
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��� ��� �
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� ���
������
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6�!5! 3)#	��� ��� #
%�	�	
%� ��)*
���	
%

+� ������� 
"�����
� �� ���5� ;	�� ������ ���� < �� ����� �"���
�	���
� �� 	� 	
�


�����
#�� ����������
�� ��� 	
�����
����� 1 	� �!��%�� �
�� �
����� ���� 
� ����� �4�, O �

�� ��
���������� ��� ��� �	��
�� 

	�
�� ������� ��� 
�� ������
�� � ∈ N����� �� � ∈ N��"���

���	 =��� (a� .��(�, �) = �� =⇒ � := ��(�, �, �))
�!�� =��� (a� .��(�, �) = � ∧ ��(�, �) = �� =⇒ � := �)

������� =��� (a� .� = � ∧ ��(�, �) = � =⇒ � := ��(�, �, �))
������ =��� (a� .��(�, �) = � =⇒ � := ��(�, �, ��))

���� �4�, P '���������
�� �� ���5��

#"������
� ������
 ��� 	���	������ ��� 
"�������
�

�
��#��"��# =��� a� . � := � || � := ��
��(��)

���	����� ��� �
�� 
�� ��
	����� �
�� ������
����� ���
���� �� ��� 
� ������
� � ��� ������
����
���	 �� ����	� ���
	
���� ���
	�� 1 �� ��
	������ D�� ������
�����
� ���
��� �
������ J���

�
��#�$"% =��� a� . � := �

��� �"������
��� ��� 
� ���
���� #
����"
� �	��� 
� ��
������ �"��	
���
� �����

� �
�� 
� �
���

∀ �1, �2 . (�1 �= �2 ∧ ��(�, �1) = �) ⇒ ��(�, �2) �= �


� ����� ���� 
�� 	
�����
�� �� 	
�


�����
���������> �� ���
�� ��	���� ��� ��� 	
��������� ���� 
� �!��

� �
�	��
���
 ����� �"��� ���

��M���� �
�� ��������� ��	���� ���� �
���� 
�� �������
�� �� 
� ������������
��� ��� 	
�����
��
�"��

���
�� *�� �����
�> 	���� ������	��
� �� ������ ��� �� ��	���� �� 
� ������������
��� �� 
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� (10.15)�
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