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d’énergie vibratoire
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Introduction

Dans les sociétés industrielles les problèmes énergétiques sont essentiels. En effet, l’énergie est
indispensable pour faire fonctionner diverses applications (voitures, ordinateurs, chauffage, ...).
Elle est également nécessaire à la vie. Nous consommons des aliments et assimilons l’énergie
chimique qu’ils contiennent pour nous permettre de nous déplacer et d’entretenir la température
de notre corps à 37˚C. L’énergie a également été un facteur essentiel pour le développement de
l’homme [33]. Il a commencé par utiliser l’énergie mécanique que peuvent produire les animaux
pour tirer des chariots, puis le vent pour propulser des bateaux et maintenant l’essence pour faire
avancer les voitures. L’homme a appris en évoluant à utiliser l’énergie qui se trouve stockée sous
des formes diverses et variées telles que chimique, mécanique, électrique, thermique, ... Il est
parfois possible de l’utiliser directement (l’énergie mécanique du vent peut servir à moudre du
blé) mais généralement il faut la transformer avant qu’elle ne soit utilisable (convertir l’éner-
gie solaire en électricité) et finalement l’utiliser pour faire fonctionner un appareil électrique.
Jusqu’à présent une énergie “bon marché” était extraite de gisements pétrolifères et houillers
dont les stocks sont limités. Avec l’épuisement des ressources naturelles, les hommes doivent
rechercher en permanence de nouvelles sources d’énergies [34]. Une des conséquences de la
diminution des réserves naturelles en énergie est l’augmentation de leur prix. Certaines consi-
dérées comme moins avantageuses par le passé (car moins énergétiques à volume comparable),
deviennent intéressantes en considérant le coût pour obtenir une quantité d’énergie donnée.
C’est ainsi que les hommes se sont tournés vers les énergies renouvelables telles les énergies
éolienne, hydraulique, ou bien solaire. L’avantage d’utiliser le milieu environnant est de dispo-
ser d’un réservoir d’énergie infinie et donc de ne pas risquer l’épuisement de cette source.
De nouvelles stratégies sont apparues pour rendre les systèmes autonomes (lampe torche re-
chargeable, ...) ou augmenter leur durée de vie.

L’énergie est une notion assez difficile à appréhender, car elle se présente sous des formes très
diverses. Le mot “énergie” n’est apparu en France qu’en 1875 sous la définition que nous lui
connaissons actuellement avec la naissance de la thermodynamique. Sadi CARNOT pose les
fondements de cette science au début du XIXe siècle avec son livre “Réflexion sur la puissance
motrice du feu et sur les machines propres à développer cette puissance”. La thermodynamique
définit l’énergie comme la capacité d’un système à produire du travail ou de la chaleur [35].
D’après le premier principe il n’est possible que de transformer de l’énergie et non d’en créer.
Par exemple, une centrale hydro-électrique transforme l’énergie potentielle de l’eau en énergie
électrique afin de la rendre utilisable. Le second principe introduit des limitations à la trans-
formation de cette énergie notamment l’irréversibilité dans certains cas et les pertes d’énergie
durant la transformation.



2 Introduction

Certaines formes d’énergie ne sont pas d’un usage pratique. Actuellement il n’y a guère que le
chauffage comme utilisation d’une source calorifique de faible température. Par contre l’énergie
électrique est très facilement employable et ne pollue pas le milieu environnant comme peut le
faire l’énergie chimique extraite de l’essence, mais elle n’est pas présente naturellement dans
le milieu environnant. Il faut donc la transformer à partir d’un autre type de source (thermique,
solaire, ...). Elle est extrêmement pratique car on sait la convertir en différents types d’énergie
(calorifique, mécanique) et ce avec un bon rendement ou bien l’utiliser directement sous cette
forme pour alimenter un appareil électronique par exemple. De plus, celle-ci est facilement
transportable (dans des lignes haute tension).

L’énergie électrique étant nécessaire à presque tous les appareils. Le tout n’est pas seulement
d’obtenir l’énergie électrique, il est faut également être capable de la stocker pour assurer sa
souplesse d’emploi. L’énergie solaire convertie en électricité est emmagasinée dans des batteries
(par exemple : calculatrice solaire) et est utilisée plus tard. De plus, extraire de l’énergie du
milieu environnant permet de se libérer du problème de la décharge du réservoir d’énergie
comme le montre Shad ROUNDY et al. [36]. Ceci est très pratique quand on s’intéresse à des
appareils portatifs que l’on souhaite entièrement autonomes. La récupération d’énergie permet
donc de ne plus être limité par la durée de vie des batteries alimentant l’appareil considéré.
Elle a également un effet positif sur l’environnement en permettant de se passer des millions de
batteries qui doivent être changées régulièrement.

Evidemment la quantité d’énergie récupérée dépend de la taille de la source, de la taille du
récupérateur d’énergie et de la possibilité d’en utiliser plusieurs. La qualité de la transformation
est un facteur également important. En effet, il faut limiter au maximum les pertes lors de la
conversion d’une énergie en une autre. De plus, il n’est pas possible d’en faire entrer autant que
l’on le désire dans un récupérateur d’énergie pendant un temps donné. Le but de ce travail de
recherche est de maximiser le transfert énergétique du milieu environnant vers le système de
stockage d’énergie. Cette étude va montrer la démarche suivie à travers les cinq chapitres qui
suivent.

Le premier chapitre s’intéresse aux différents types d’énergie qui existent et plus particuliè-
rement à celles renouvelables. Ce sont des sources adaptées pour réaliser de la récupération
d’énergie car elles sont en général inépuisables. Quelques exceptions existent cependant. Il faut
par exemple faire attention à ne pas consommer trop de bois pour ne pas épuiser cette source
qui nécessite du temps pour se régénérer. La puissance liant l’énergie au temps est bon outil
pour comparer les différents récupérateurs d’énergie.

Le second chapitre s’intéresse au choix de la stratégie pour récupérer le maximum d’énergie
d’une structure mécanique. Pour déterminer la plus adaptée, il faut notamment étudier les trans-
ducteurs envisageables et imposer des critères. Cela permet de comparer les différentes straté-
gies et d’en retenir une. L’analyse de celle-ci permet de constater qu’elle se rapproche d’une
stratégie de contrôle, ce qui nous a amené à les étudier pour essayer d’optimiser la récupération
d’énergie.



Introduction 3

Le troisième chapitre va montrer sur quels paramètres il faut agir pour maximiser l’énergie ré-
cupérée dans le cas d’un feed-back linéaire et en considérant une source d’énergie infinie. La
structure support utilisée et le transducteur retenu pour la récupération d’énergie sont définis
et modélisés. Les puissances entrantes et sortantes sont évaluées numériquement et analyti-
quement dans le cas d’une récupération d’énergie par un transducteur unique. La puissance
théorique extraite est maximisée et les résultats sont confrontés à des mesures expérimentales.
Le cas de plusieurs transducteurs montés sur la structure flexible a également été étudié. Ces
études permettent de donner les paramètres sur lesquels il faut agir pour optimiser le transfert
d’énergie dans le cas linéaire.

Le quatrième chapitre réalise l’optimisation d’un système de récupération d’énergie mécanique
fixé sur un réservoir. Dans cette partie nous tiendrons compte de l’électronique non linéaire
utilisée pour récupérer l’énergie. Deux stratégies seront envisagées : l’une utilisant le régime
transitoire et l’autre le régime stabilisé. L’étude de ces stratégies fait ressortir certaines règles de
conception. Un prototype a été réalisé en utilisant les paramètres préconisés. Ce démonstrateur
a permis d’évaluer les puissances récupérées expérimentalement et de vérifier si les paramètres
de conception permettent effectivement de maximiser l’énergie récupérée.

Le cinquième chapitre étudie le cas où le récupérateur d’énergie conçu au chapitre précédent
n’est plus alimenté par un réservoir mais par une source d’énergie finie. L’interaction entre le
récupérateur d’énergie et la structure porteuse amène à réévaluer les paramètres de conception
et à envisager différentes stratégies. Nous finirons en identifiant les paramètres de conception
permettant d’optimiser la puissance extraite.
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Chapitre 1

Généralités sur l’énergie et sa récupération

Certaines ressources énergétiques commençant à diminuer, l’homme se tourne à nouveau vers
l’exploitation de ressources renouvelables. Pour ne pas manquer d’énergie dans le futur, la re-
cherche de nouvelles sources est nécessaire. C’est dans ce contexte qu’est apparue la récupéra-
tion d’énergie.

Nous commencerons par énoncer quelques généralités sur l’énergie. Puis nous verrons les liens
qui existent entre différentes formes d’énergie. Il n’est pas possible de transférer celle-ci à n’im-
porte quelle vitesse, ce qui nous amène à introduire la notion de puissance. Nous analyserons
ensuite le potentiel de différentes ressources renouvelables. Nous continuerons ce chapitre en
définissant ce qu’est la récupération d’énergie et le terminerons par un état de l’art.

1.1 Généralités sur l’énergie
Après avoir défini ce qu’est l’énergie et fait un bref historique, nous allons passer à la com-
paraison des différentes formes sous lesquelles elle peut se présenter. Nous noterons qu’il est
parfois utile de la transformer. Nous détaillerons pourquoi l’énergie électrique est celle que l’on
privilégie. Cette partie se terminera par l’étude de l’évolution de la consommation énergétique.

1.1.1 Définition
Le mot énergie vient du grec energeia qui signifie “Force en mouvement”. Il est difficile de le
définir car l’énergie se présente sous des formes diverses et variées (solaire, mécanique, chi-
mique, électrique, magnétique, ...). D’une façon assez générale elle représente la capacité d’un
système à produire un travail, de la chaleur, ou de la lumière.

1.1.2 Historique
La première forme d’énergie à avoir été utilisée est celle contenue dans la biomasse. Les
hommes préhistoriques ont commencé par l’employer en faisant du feu pour se chauffer et
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cuire des aliments. Celle-ci est en réalité prélevée de l’énergie solaire et stockée sous forme
chimique dans la matière vivante (ex : les végétaux).
Environ 3000 ans avant Jésus-Christ, les premiers bateaux à voile apparaissent et utilisent l’éner-
gie du vent. Environ 200 ans avant Jésus-Christ apparaissent les premiers moulins à vent chez
les Perses. Et ce n’est qu’au XIVe siècle que les moulins à vent fleurissent aux Pays-Bas. Ils
servent principalement à pomper l’eau et à moudre le grain. Les moulins à eau sont apparus à la
même époque que les moulins à vent pour les mêmes utilisations. Ce n’est qu’après l’apparition
de l’électricité que l’eau stockée dans les barrages a servi à produire de l’énergie.
La révolution industrielle a été rendue possible aux XIXe et XXe siècles par la maîtrise de
nouvelles sources d’énergie : le pétrole et le charbon. Dans les années 1950 c’est de tour de
l’énergie nucléaire. Bien que l’effet photovoltaïque ait été découvert (1839) avant celui de la
radioactivité (1896), l’énergie solaire a commencé à être utilisée après. En effet, il a fallu at-
tendre le premier choc pétrolier de 1973 pour que cette source commence à être utilisée. Après
l’augmentation du coût du pétrole, celle-ci a commencé à devenir économiquement intéressante
et connait actuellement un fort développement.
Avec la diminution de certaines réserves naturelles et l’augmentation du prix de l’énergie, de
nouvelles sources ont été envisagées. L’océan est l’une d’elles. Par exemple, Leijon et al. [37]
ont eu l’idée de récupérer l’énergie fournie par les vagues et de la transformer en énergie élec-
trique. L’énergie mécanique provenant des marées ou des courants marins peut également être
récupérée. L’homme est toujours à la recherche de nouvelles sources d’énergies à exploiter.
Certaines ne sont pas encore utilisables, d’autres ne peuvent pas encore être récupérées (comme
la foudre par exemple) ou bien n’ont pas encore été découvertes.

1.1.3 Comparaison des sources d’énergie
Il peut y avoir d’énormes différences entre les énergies contenues dans un volume donné comme
le montre le tableau 1.1. On peut constater que l’uranium est bien plus énergétique que l’essence
par exemple. Cette dernière permet tout de même de produire plusieurs dizaines de kilojoules
par centimètre cube d’essence, ce qui en fait une source très intéressante. Cette densité éner-
gétique est notamment suffisante pour faire fonctionner avec une autonomie importante une
voiture nécessitant pourtant une puissance élevée.
La densité d’énergie massique n’est pas le seul paramètre à considérer lors du choix d’une
source. Il faut également tenir compte des déchets pouvant être produits lors de la transformation
d’énergie. L’uranium en se désintégrant va produire des déchets toxiques pour l’homme, ce qui
ne permet son utilisation que pour des applications très particulières (et par conséquent peu
nombreuses).
Enfin l’utilisation finale de l’énergie est aussi un élément qui peut jouer un rôle dans le choix
d’une source, en vue par exemple de limiter les conversions.

1.1.4 Intérêt de convertir l’énergie
Si on désire chauffer une pièce, le plus simple est d’utiliser directement une source de chaleur.
Dans ce cas, l’énergie calorifique n’a pas besoin d’être transformée, elle est simplement trans-
férée de la source à la pièce. Ce n’est pas nécessairement la meilleure solution, car des pertes
s’opèrent dans les tuyaux lors du transport. Une autre possibilité est de transformer l’énergie
électrique en chaleur et ce avec un bon rendement. Son transport se fait facilement dans des
conducteurs électriques et les dissipations par effet Joule sont faibles. En faisant le bilan des
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Source d’énergie Type
d’énergie

Energie
volumique

(J/cm3)

Energie
massique

(J/g)
Uranium 238 [38] Nucléaire 2.23×1010 1.19×109

Charbon (densité = 1.8) [2] Chimique 63 000 35 000
Essence [2] Chimique 32 000 45 000
Pile à combustible (Direct méthanol [2]) Chimique 3 600 4 500
Batterie Nickel Cadmium [39] Chimique 3 240 1 260
Batterie Li-ion [39] Chimique 9 720 4 430
Pile alcaline AA Varta 2600mAh Chimique 16 900 5 600
Super capacité Panasonic 0.2F 3.3V [40] Electrique 9.56 3.125

TAB. 1.1 – Comparaison des différents types d’énergie

pertes nous pouvons constater que dans certains cas il est plus intéressant d’avoir choisi de
convertir de l’énergie pour améliorer son transport et/ou son stockage.

Enfin il faut noter que certaines énergies ne sont pas utilisables dans leur état naturel. C’est
notamment le cas des énergies primaires (solaire, biomasse, ...) qui doivent être converties pour
être rendues “utilisables”.

1.1.5 Intérêt de l’énergie électrique

La forme d’énergie la plus intéressante est certainement l’électricité. Elle est bon marché car
assez facile à produire à partir des ressources naturelles qui nous entourent : les rivières, le vent,
... Elle est facilement stockée dans des batteries ou transportée à l’aide de conducteurs élec-
triques et aisément transformée en une autre forme d’énergie (en chaleur entre autres). De plus,
sa consommation présente l’avantage de ne pas produire de déchets. Pour toutes ces raisons,
l’électricité s’est imposée pour alimenter les appareils qui nous entourent.

1.1.6 Evolution de la consommation énergétique

La consommation énergétique mondiale a rapidement augmenté depuis le début de l’industria-
lisation. Le même phénomène peut s’observer en France. La consommation moyenne était de
0.3 tep1/habitant/an à la fin du XVIIIe siècle et de 4.15 tep/habitant/an au début du XXIe siècle
[33]. Vu la présence généralisée de l’énergie électrique, il est normal de retrouver également
une augmentation de la production d’électricité française entre 1971 et 2006 [41]. Cette aug-
mentation est due à la hausse du nombre d’appareils électriques et non à l’accroissement de leur
consommation comme cela est montré dans l’étude réalisée par Truttmann et Rechberger [42].
Ces besoins énergétiques croissants, nous amènent à devoir considérer toutes les sources d’éner-
gies potentielles et à déterminer celles qui sont les plus viables. Pour cela il faut bien com-
prendre les liens qui existent entre les différentes formes d’énergie.

1tep = tonne équivalent pétrole qui est une autre unité de mesure de l’énergie (1 tep = 11630 kWh)
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1.2 Liens entre les différentes énergies

L’arrivée de la thermodynamique a permis de faire le lien entre différentes énergies et par consé-
quent entre les différentes branches de la physique. Nous verrons que de l’énergie peut être ex-
traite d’un réservoir et que cette transformation peut se faire de façon réversible ou non. Nous
finirons cette partie en faisant un bilan des différentes formes d’énergie qui existent et des liens
entre elles.

1.2.1 Les différentes grandeurs physiques de l’énergie

Un joule(J) correspond à l’énergie mécanique qu’il faut fournir à un poids d’un newton pour
l’élever d’un mètre. C’est cette unité que l’on utilise dans le système international pour quan-
tifier l’énergie. Cette grandeur physique caractérise la capacité d’un système à modifier l’état
d’autres systèmes avec lesquels il entre en interaction. On retrouve le concept d’énergie dans
tous les domaines de la physique : en mécanique, en thermodynamique, en électromagnétisme,
en mécanique quantique, en chimie, ... Mais chaque domaine utilise sa propre unité d’énergie.
On retrouve par exemple l’électronvolt (eV ) pour la physique des particules, ou le kilowattheure
(kWh) pour la consommation électrique. Dans le domaine de la thermique, la calorie (notée cal)
est utilisée. Elle est définie comme l’énergie calorifique qu’il faut apporter à un gramme d’eau
pour passer de 14.5˚C à 15.5˚C sous pression atmosphérique normale.

La thermodynamique a montré que l’énergie est la grandeur physique qui permet de faire le lien
entre les différentes branches de la physique. Elle permet par exemple de quantifier ce qui est
échangé entre un circuit électrique et un système mécanique.

1.2.2 Premier principe de la thermodynamique

Le premier principe de la thermodynamique appliqué à un domaine matériel D qui subit une
transformation infinitésimale entre les instants t et t +dt. Il peut s’écrire de la façon suivante :

dU = δW +δQ (1.1)

La variation d’énergie (dU) est due à un échange de chaleur (δQ) et/ou de travail (δW ) avec le
milieu extérieur à D. La notation “d” est utilisée pour une différentielle exacte (fonction qui ne
dépend pas du chemin suivi) et “δ” pour une petite variation qui dépend du chemin suivi.
L’énergie U du système est la somme de l’énergie cinétique (Ec) et de l’énergie interne. Dans
l’énergie interne on trouve l’énergie calorifique Ecal , potentielle Ep, de déformation Edé f orm, ...

U = Ec +Ecal +Ep +Edé f orm + ... (1.2)

Si le système n’échange ni chaleur, ni travail avec le milieu extérieur, cela signifie que la va-
riation d’énergie est nulle. La somme des énergies disponibles dans le système D est donc
constante. Si le système D cède de l’énergie au milieu extérieur, alors il devient une source
d’énergie.
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1.2.3 Réservoir d’énergie
Un système qui peut échanger de l’énergie sans que son état ne soit modifié est appelé un
réservoir d’énergie.

FIG. 1.1 – Le transfert de l’énergie

La figure 1.1 montre que tout transfert d’énergie a une influence sur le réservoir, même si celui-
ci est très important. Lorsque la quantité d’énergie prélevée par rapport à celle disponible dans
le réservoir est faible, on considère que l’influence sur la source est négligeable.
Il ne faut pas seulement prendre en compte la quantité d’énergie prélevée, mais également celle
perdue. En effet, la conversion n’est jamais parfaite, il y a toujours une partie plus ou moins
importante de l’énergie qui est transformée sous une forme que l’on ne sait pas ou que l’on
n’arrive pas à récupérer. Ces pertes impliquent que l’on ne peut pas revenir à l’état initial, ce
qui nous amène à introduire la notion de réversibilité.

1.2.4 Transformation réversible et irréversible
Il n’est pas possible de transformer intégralement la chaleur en énergie électrique ou mécanique
ce qui amène la notion d’irréversibilité. La chaleur est une énergie désordonnée, ce qui explique
le terme de “dégradé” [34, 43]. Par opposition, le travail peut être transformé intégralement en
énergie électrique (l’inverse est également vrai). Cela correspond à une transformation réver-
sible.
Sur la figure 1.2 on trouve une représentation simplifiée des phénomènes réversibles et irréver-
sibles. Un phénomène est réversible s’il est possible de remettre toute l’énergie prélevée dans le
réservoir. Pour que cela soit possible, il ne faut pas qu’il y ait de pertes sinon nous avons à faire
à un phénomène irréversible. Cela correspond a une première approche du second principe de la
thermodynamique. Mais il manque une condition mathématique pour séparer les phénomènes
réversibles et irréversibles.

En 1854 suite à des travaux sur les machines thermiques, Clausius définit cette grandeur et
l’appelle “entropie”. Ce mot vient du grec entropia qui signifie “retour en arrière” pour faire
allusion à la réversibilité [35]. Cette grandeur notée S caractérise l’état du système au même titre
que la pression, la température, ... L’entropie ne se conserve pas contrairement à l’énergie [44],
elle se crée spontanément dans un système isolé qui n’est pas en équilibre comme énoncé par le
second principe de la thermodynamique (dS≥ 0). Un système purement mécanique qui évolue
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FIG. 1.2 – Synthèse des phénomènes réversible et irréversible [1]

au cours du temps a une variation d’entropie nulle, caractérisant un phénomène réversible. En
pratique, un phénomène n’est jamais parfaitement réversible, mais il peut être considéré comme
tel si la création d’entropie est faible devant les énergies mises en jeu.

1.2.5 Synthèse des liens entre les différentes énergies
La figure 1.3 montre de façon simplifiée les différentes formes d’énergie que l’on peut rencon-
trer et les interactions entre elles.

On y retrouve que les énergies mécaniques, thermiques, chimiques et électromagnétiques peuvent
être converties en énergie électrique. Cette figure cite également les transducteurs nécessaires à
ces transformations : les convertisseurs photovoltaïques, thermoélectriques, ...
Un rapport de la société AdaptivEnergy (fabriquant de récupérateurs d’énergie) indique en fonc-
tion de la source d’énergie le type de transducteur le plus approprié [45]. Pour des applications
dans le domaine des transports (trains, camions, voitures, avions, ...) ou celui des machines in-
dustrielles (pompes, moteurs, ...), il est potentiellement intéressant de récupérer l’énergie vibra-
toire. L’énergie solaire est généralement plus adaptée pour alimenter des capteurs en extérieur
(sur un pont ou une route par exemple). Les convertisseurs thermoélectriques sont intéressants
pour des applications industrielles qui dégagent de la chaleur telles les raffineries, ...

1.3 Energie versus puissance
Ce n’est pas parce qu’une source dispose d’une quantité d’énergie importante que l’on va auto-
matiquement en récupérer beaucoup. Il faut également considérer la vitesse à laquelle l’énergie
peut être transférée. Dans un premier temps nous allons définir ce qu’est la puissance, puis nous
comparerons cette grandeur à l’énergie.

1.3.1 Définition de la puissance
L’énergie d’un système peut être définie en fonction du temps t et de variables Xi indépen-
dantes. Celles-ci peuvent être intensives (température, pression,...) ou extensives (volume, ...).
La puissance instantanée est déterminée en calculant la variation d’énergie par unité de temps :
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FIG. 1.3 – Lien entre les différents types d’énergie [2]

P inst =
dU
dt

(t,Xi) (1.3)

L’unité de puissance dans le système international est le watt et correspond à des joules par
seconde. On peut également la mettre sous la forme :

P inst =
(

∂U
∂t

)
+∑

i

(
∂U
∂Xi

)
dXi

dt
(1.4)

La grandeur
(

∂U
∂Xi

)
dXi

dt
correspond à la puissance liée à la variable Xi.

Pour donner un sens plus physique à la puissance, James Watt a défini le cheval-vapeur. Il s’agit
du travail d’un cheval (vigoureux) tirant une charge de 75 kg à la vitesse de 1 m.s−1. Cette
unité a été introduite à la fin du XVIIIe siècle car à cette époque on se servait essentiellement
de la puissance des chevaux. Elle permettait de comparer la puissance des machines à vapeur à
celle des chevaux. Mais cette unité ne fait pas partie du système international. En fait un cheval-
vapeur correspond à une puissance de 736 Watts. De cette ancienne unité on comprend bien
que pour obtenir une forte puissance il va falloir cumuler les chevaux alors que pour augmenter
l’énergie il va falloir augmenter leur temps de travail.
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1.3.2 Comparaison de la puissance et de l’énergie

Disposer d’une très grande énergie ne veut pas dire que la puissance sera automatiquement
élevée. Pour constater cela il suffit de comparer deux énergies du tableau 1.1 entre elles. Par
exemple 23 GJ sont stockés dans un centimètre cube d’uranium 238 et “seulement” 63 kJ dans
le même volume d’essence. Cela représente environ 350 000 fois moins. Sachant que la demi-
période de l’uranium est de 4.5 milliard d’années, cela signifie que la source ne libère naturel-
lement qu’une puissance de 0.16 µW.cm−3. Cette puissance est ridiculement petite par rapport
à ce que l’on peut obtenir avec de l’essence comme un moteur quatre temps permet de produire
environ 15 W.cm−3 avec un mélange air-essence (sous forme gazeuse). Nous voyons donc bien
que grande quantité d’énergie ne rime pas forcément avec forte puissance.
Les énergies renouvelables n’apparaissent pas dans le tableau 1.1 car elles ne peuvent pas être
définies par une énergie. Comme celles-ci se renouvellent, elles dépendent donc du temps. Par
contre il est possible de les caractériser par leur vitesse d’extraction de l’énergie, c’est à dire
la puissance. Par exemple, l’éolienne Ampair R© 600 est un petit modèle (son diamètre de pales
est de 1.7 m) qui permet de produire 1300 kWh.an−1 si on considère un vent de référence à
5 m.s−1 [46]. En tenant compte de son encombrement, qui est d’environ 500 dm3, nous déter-
minons une puissance volumique d’approximativement 0.3 mW.cm−3. Cela revient à récupérer
4.26× 1013 J.cm−3 en 4.5 milliards d’années (demi période de l’uranium). La puissance pro-
duite par cette éolienne n’est pas énorme (bien plus faible que celle de l’essence) mais en la
laissant récupérer de l’énergie suffisamment longtemps celle-ci devient colossale (supérieure
à celle de l’uranium 238). Cet exemple montre que les énergies renouvelables deviennent très
intéressantes sur le long terme.

1.3.3 Transfert de puissance

1.3.3.1 Les différents types de puissance

Si on se réfère à l’équation 1.4, la puissance instantanée d’un processus physique dépend des

deux variables duales
∂U
∂Xi

et Ẋi :

P inst
Xi

=
(

∂U
∂Xi

)
Ẋi (1.5)

∂U
∂Xi

est la force généralisée associée à la variable Ẋi. La puissance moyenne calculée sur un

temps donné τ est alors :

P moy
Xi

=
1
τ

∫
τ

0

(
∂U
∂Xi

)
Ẋi dt (1.6)

Si un système fonctionne de façon périodique, le temps τ est choisi égal à la période. Dans ce

cas, nous pouvons utiliser les grandeurs complexes associées à
(

∂U
∂Xi

)
et Ẋi. Selon les résultats

donnés dans l’annexe A, nous avons donc :

P moy
Xi

=
1
2

ℜ

[(
∂U
∂Xi

)
.Ẋ i

]
(1.7)
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X i représente le complexe conjugué de Xi. Dans ce cas P moy
Xi

correspond également à la puis-
sance active.
La puissance instantanée varie plus ou moins fortement autour de la valeur moyenne. La puis-
sance réactive quantifie cette variation. Elle est définie par :

P réac
Xi

=
1
2

ℑ

[
∂U
∂Xi

.Ẋ i

]
(1.8)

Dans le cas de grandeurs harmoniques, P réac
Xi

correspond à l’écartement maximal de la puis-
sance instantanée par rapport à sa valeur moyenne.

1.3.3.2 Maximisation de la puissance extraite

La figure 1.4 représente la source d’énergie par un générateur de force généralisée
∂U
∂Xi

et un

flux Ẋi. En général dès que de l’énergie est transférée, il y a des pertes (comme énoncé par
le second principe de la thermodynamique). Modélisons les par une impédance interne Zint .
L’énergie extraite de la source sert à alimenter l’impédance externe Z.

FIG. 1.4 – Générateur dont on extrait de l’énergie

Si le générateur est sinusoïdal et le circuit linéaire (avec Zint = Rint + jXint et Z = R+ jX), alors
la puissance moyenne fournie par le générateur vaut :

P moy
Xi

=
1
2

∥∥Ẋi
∥∥2

ℜ [Zint +Z] =
1
2

(Rint +R)
∥∥Ẋi
∥∥2 (1.9)

La puissance moyenne alimentant Z est déterminée par :

PZ =
1
2

ℜ

[
ZẊi.Ẋi

]
=

1
2

R
∥∥Ẋi
∥∥2 (1.10)

Comme Ẋi =

∂U
∂Xi

Zint +Z
, il vient :

PZ =
1
2

∥∥∥∥∂U
∂Xi

∥∥∥∥2 R
(Rint +R)2 +(Xint +X)2 (1.11)

Ainsi la puissance PZ est maximale si X = −Xint et si la résistance R vérifie
dPZ

dR
= 0. Cela est
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réalisé lorsque R = Rint . Il faut donc choisir Z = Zint pour que PZ soit maximisée. Dans ce cas
elle est déterminée par :

PZ max =
1

8ℜ(Zint)

∥∥∥∥∂U
∂Xi

∥∥∥∥2

(1.12)

La puissance produite par le générateur s’écrit alors :

max
(

P moy
Xi

)
=

1
4ℜ(Zint)

∥∥∥∥∂U
∂Xi

∥∥∥∥2

= 2×PZ max (1.13)

Notons que plus les pertes internes seront faibles, plus il sera possible d’extraire de l’énergie de
la source.

Dans le cas où force généralisée
∂U
∂Xi

représente la tension V aux bornes d’un générateur et Ẋi

l’intensité I du courant qui y circule, nous retrouvons le théorème de Jacobi (cf annexe B) : pour
maximiser la puissance de sortie, il faut choisir une impédance électrique égale au conjugué de
l’impédance interne du générateur.

1.4 Etude des principales sources d’énergie renouvelable
Nous allons nous intéresser aux sources d’énergie renouvelable. Dans un premier temps nous
étudierons les énergies chimique, électromagnétique, thermique et mécanique. Puis nous les
comparerons.

1.4.1 Energie chimique
De l’électricité peut être produite à partir d’une réaction chimique. C’est ce qui se passe dans
une pile. Le chimiste Volta a inventé la pile en 1800 en superposant alternativement des disques
de zinc et de cuivre séparés par une solution aqueuse salée. Il s’est servi d’une réaction d’oxy-
doréduction pour produire de l’électricité. La pile s’arrête de produire du courant quand tout le
métal a été oxydé, ce qui implique une durée de vie limitée. Ici nous ne sommes pas dans le cas
d’une énergie réellement renouvelable.
Des recherches portent sur de nouvelles sources pour créer des piles renouvelables. Tender et al.
ont créé une batterie chimique à partir de l’interface entre sédiments marins et eau de mer [47].
Elle produit de 20 à 32 mW.m−2 selon la salinité de l’eau, la nature des sédiments et la surface
de contact de l’anode enfoncée dans les sédiments. C’est une source d’énergie renouvelable,
mais l’anode doit être déplacée de temps en temps afin de renouveler le combustible.
L’oxydoréduction n’est pas la seule source d’énergie chimique. Il est également possible d’en
extraire des aliments que nous absorbons par exemple.

1.4.2 Energie électromagnétique
L’énergie électromagnétique est transmise par les photons qui sont des particules sans masse. Ce
sont les rayons γ qui sont les plus énergétiques car ils ont la fréquence la plus élévée. Mais peu
de recherches sont réalisées pour les utiliser car ils sont dangereux pour l’homme. Nous nous
intéresserons uniquement aux caractéristiques de la lumière visible, des rayons infrarouges et
des ondes radiofréquence.
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1.4.2.1 La lumière visible

Commençons par nous intéresser à l’énergie électromagnétique la plus couramment récupérée :
l’énergie solaire. Il est possible de l’utiliser pour alimenter des systèmes de petite taille telle que
des montres et des calculatrices solaires comme ceux-ci ne nécessitent qu’une faible puissance
pour fonctionner. Les centrales solaires permettent, quant à elles, d’obtenir de fortes puissances
mais nécessitent des panneaux solaires de grandes dimensions. Evidemment la puissance obte-
nue dépend également de l’ensoleillement reçu par les cellules. Aux Pays-Bas l’irradiation so-
laire moyenne est de 992 kWh.m−2 sur l’année contre 2026 kWh.m−2 en Tanzanie [48]. Malgré
un ensoleillement plus faible aux Pays-Bas qu’en Tanzanie, il reste tout de même avantageux
de récupérer cette énergie. Par contre en intérieur, l’irradiation moyenne chute à des valeurs de
l’ordre de 3.5 à 20 Wh.m−2. Cela montre que l’énergie solaire est surtout intéressante en milieu
extérieur. Les valeurs citées précédemment ne tiennent pas compte du rendement des cellules
photovoltaïques (rapport entre la puissance produite et la puissance solaire irradiant le panneau
solaire). Malgré un faible rendement, de l’ordre de 10 % [49], on arrive tout de même à obtenir
une puissance électrique utilisable convenable même en intérieur. Pour obtenir une puissance
de sortie de 1 mW, en considérant une puissance incidente de 1 W.cm−2 sur la cellule photo-
voltaïque placée à l’intérieur, il faut disposer d’une surface raisonnable de 10 cm2. De plus, les
recherches réalisées ont permis d’améliorer le rendement qui s’élève à 15 % avec le tellurure de
cadmium (CdTe) [36]. Cela entraîne encore une diminution des encombrements. Les cellules
photovoltaïques sont utilisables dans de nombreux cas, mais nécessitent un apport minimal de
lumière.

1.4.2.2 Les rayons infrarouges

Une autre solution consiste à utiliser des cellules thermo photovoltaïque (TPV), dont le principe
est identique à celui des cellules photovoltaïques, mais c’est ici la chaleur qui est convertie en
énergie électrique. Pour fonctionner, les cellules thermo photovoltaïques doivent être proches
d’une source de chaleur élevée. Une expérience au “Photovoltaic Laboratory Ioffe Physico-
Technical Institute” de Saint Pétersbourg a montré qu’il est possible de récupérer une puissance
d’environ 500 mW.cm−2 pour une source de chaleur dont la température est fixée à 1250˚C
[50]. Dans ce cas, le rendement est faible (12%). En fait, ce rendement dépend de la température
de la source comme l’ont montré O’Sullivan et al. [51]. Il passe de 15% (P = 700 mW.cm−2)
pour T = 1300˚K à 24% (P = 2100 mW.cm−2) pour T = 1500˚K. Il peut atteindre 30% dans
les meilleurs cas. Cette technologie doit encore être améliorée pour pouvoir être généralisée.
Il faut que le rendement augmente pour ne plus avoir besoin d’une source de chaleur dont la
température soit si élevée.

1.4.2.3 Les ondes radiofréquence

Les ondes électromagnétiques émises pour les radios, télévisions et téléphones portables peuvent
également être récupérées. Pour cela il faut être proche de l’antenne émettrice. L’ordre de gran-
deur de cette puissance reste cependant très faible (de l’ordre de quelques µW.cm−2), ce qui
limite son intérêt à des applications très spécifiques.
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1.4.3 Energie thermique
L’effet thermoélectrique, découvert au cours du XIXe siècle, permet de convertir un flux de
chaleur en électricité. Des matériaux tels que le tellurure de bismuth (Bi2Te3), ou des alliages
silicium-germanium (SiGe) permettent d’observer ce phénomène. Il est aussi connu sous le
nom d’effet Seebeck. Pour l’instant, le rendement de ces matériaux reste faible même si des
études récentes montrent des améliorations. Les meilleurs rendements obtenus ont été de 21%
en laboratoire [52]. En raison des coûts élevés et des faibles rendements, l’effet Seebeck est
encore peu utilisé.
Les transducteurs thermoélectriques sont aujourd’hui utilisés pour des applications spatiales
[53]. En effet la NASA a besoin de récupérer l’énergie thermique produite par des radio-isotopes
pour produire de l’énergie électrique. D’autres applications utilisant des cellules thermoélec-
triques commencent à voir le jour pour alimenter des systèmes peu gourmands énergétiquement
comme la montre thermique (cf. figure 1.5) développée par Seiko [3]. Les thermopiles utilisées
sont composées de thermocouples placés en série entre une source chaude et froide. Elles pro-
duisent un courant de 10 µA et une tension de 3 V lorsqu’elles sont soumises à une différence
de température de 5˚C.
Des essais de récupération d’énergie utilisant l’effet pyroélectrique ont également été réalisés
[54]. Il ne faut pas confondre cet effet avec l’effet thermoélectrique qui lui nécessite un gradient
de température. Dans les matériaux pyroélectriques (comme certains piézoélectriques), c’est le
changement de température qui est à l’origine de la variation de polarisation et qui entraîne une
différence de potentiel. Elle disparaît après un certain temps de relaxation. Cet effet est une
alternative intéressante par rapport à l’effet thermoélectrique [55].

FIG. 1.5 – Montre thermique Seiko [3] : (a) photo de la montre - (b) schéma en coupe - (c)
photo des modules thermoélectrique - (d) modules thermoélectriques

Il existe d’autres études portant sur la transformation à grande échelle d’énergie thermique
en électrique. Des essais utilisant la différence de température entre les eaux de surface et des
fonds des océans ont été menés (énergie maréthermique ou énergie thermique des mers 2). Cette
technique a un potentiel gigantesque étant donné la taille des océans. Mais pour fonctionner, elle
nécessite une différence minimale de température de 22 ˚C [56]. Il faut avoir au moins 26 ˚C en

2ETM
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surface et un fond marin supérieur à 1000 m pour être en présence d’une température inférieure
à 4 ˚C. Ces conditions sont réunies sous les latitudes tropicales. Le NEHLA (Natural Energy
Laboratory of Hawaii Authority, laboratoire américain) arrive à produire avec ce principe des
puissances de l’ordre du mégawatt.

1.4.4 Energie mécanique
Toujours dans le domaine marin, des projets de production d’électricité sont testés à partir de
l’énergie mécanique présente dans les vagues. La figure 1.6 montre une bouée attachée par un
câble qui entraîne en translation un aimant. Il se déplace dans un stator constitué de bobines. Ce
dernier est solidement fixé au fond de la mer à l’aide de blocs de béton. Il serait ainsi possible
d’extraire de la mer Baltique 20 TWh par an selon Leijon et al. [37].

FIG. 1.6 – Système de récupération d’énergie des vagues [4]

Il existe d’autres projets tel SEAREV (Système Electrique Autonome de Récupération de l’Ener-
gie des Vagues), créé par l’équipe d’Alain Clément au Laboratoire de mécanique des fluides de
Nantes [57]. Il devrait être commercialisable vers 2011-2012 et être capable de produire en-
viron 4.4 GWh par année (ce qui représente une puissance moyenne de 0.5 MW). A titre de
comparaison, les éoliennes qui produisaient 50 kW il y a environ 50 ans génèrent actuellement
environ 5 MW [58]. Cela laisse présager de beaux jours à ces nouvelles technologies.
Evidemment la puissance (ou l’énergie) obtenue dépend des dimensions du récupérateur d’éner-
gie. Les systèmes présentés précédemment sont de grande taille et basés sur une utilisation de
transducteurs électromécaniques. Il existe également des systèmes de taille beaucoup plus pe-
tite. Par exemple la radio conçue par la société Freeplay permet de convertir plus de 74 % de
l’énergie cinétique produite (en tournant une manivelle) en électricité [59]. La puissance de sor-
tie obtenue ici n’est que de l’ordre du watt, mais est suffisante pour alimenter une radio.

Proportionnellement à leurs tailles respectives, la radio Freeplay et le projet SEAREV, pro-
duisent approximativement la même puissance volumique. Elle est de l’ordre du milliwatt par
centimètre cube. Cela signifie que les transducteurs de petite taille sont tout aussi efficaces que
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ceux de grande taille.

Les systèmes décrits précédemment utilisent tous le même principe : déplacer des aimants par
rapport à des bobines. Dans le cas de la radio, un mouvement de rotation est imposé alors
que pour le système de récupération d’énergie des vagues c’est une translation. Ce principe
est également transposable à des systèmes qui atteignent des tailles assez petites (inférieure au
centimètre cube). Par exemple les montres Seiko “Kinetic” utilisent ce principe et ne nécessitent
qu’un encombrement de quelques millimètres cubes [60].
Il faut noter que pour des systèmes de très petite taille, il est généralement plus intéressant
d’utiliser des transducteurs piézoélectriques plutôt qu’électromagnétiques. Les premiers sont
généralement plus adaptés à la miniaturisation. La société EnOcean [5] développe des interrup-
teurs sans fil qui utilisent une technologie basée sur des transducteurs piézoélectriques comme
l’interrupteur PTM 100 représenté sur la figure 1.7. En appuyant les lames élastiques (2) et (3)
se déforment et compressent un matériau piézoélectrique. Une énergie de 0.1 mJ est produite si
un effort de 8 N est appliqué. Celle-ci va servir à générer un signal pour transmettre des informa-
tions à un récepteur qui peut être situé jusqu’à une distance de 300 m (dans un environnement
sans obstacle).

(a) (b)

FIG. 1.7 – Interrupteur sans fil EnOcean [5] : (a) Vue éclatée - (b) Principe de fonctionnement
(1) bâti, (2) et (3) lames élastiques, (4) transducteur piézoélectrique, (5) circuit électronique, (6) boutons en caoutchouc, (7) couvercle

D’autres systèmes de petite taille utilisant des transducteurs piézoélectriques ont été envisagés
tel le prototype à manivelle développé par Poulin [61]. Il produit une puissance moyenne de
13.2 µW pour une fréquence de compression de 55 Hz.

1.4.5 Comparaison des différentes sources d’énergie
De nombreuses sources d’énergie renouvelables existent autour de nous. Celles-ci peuvent être
récupérées à plus ou moins grande échelle en fonction de l’importance de la source. Elles sont
également capables de fournir des puissances plus ou moins élevées en fonction de la densité
énergétique disponible.
Réaliser un bilan énergétique de chacune des sources n’est pas aisé. En effet nous pouvons
remarquer que les résultats reportés dans le tableau 1.2 mélangent des puissances volumiques
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et surfaciques. De plus, les valeurs données sont très approximatives.
Dans ce tableau la source d’énergie chimique n’est pas présentée car elle produit des quantités
importantes de déchets (par exemple lors de l’oxydation).
Parmi les sources d’énergie considérées, nous pouvons constater que la plus intéressante en
extérieur est l’énergie solaire. En intérieur, les énergies vibratoires et thermiques ont des per-
formances supérieures à celles de l’énergie solaire.

Type d’énergie récupérée Type de transducteur Puissance de sortie

Solaire [49] Photovoltaïque
10 mW/cm2 (en extérieur)

10 µW/cm2 (en intérieur)

RF Wifi [62] Récepteur RF 1 µW/cm2

Thermique [63] Thermoélectrique 60 µW/cm3 (∆T = 10o C)

Electromagnétique

Vibratoire [63] Piézoélectrique 1 - 200 µW/cm3

Electrostatique

Acoustique [64] 0.96 µW/cm3 (à 100 dB)

TAB. 1.2 – Comparaison des différents types de transducteurs

L’énergie vibratoire permet de produire une puissance supérieure à une centaine de microwatts
par centimètre cube.
L’énergie thermique semble intéressante a priori, mais cette solution n’est envisageable que
dans peu de cas de figure. En effet elle nécessite la présence d’une différence de température
importante. Pour que cette solution soit plus couramment utilisée, il faut que les rendements
des transducteurs thermoélectriques augmentent pour obtenir une puissance convenable avec
un gradient de température raisonnable.
Les énergies acoustiques et radiofréquences ne sont pas utilisées du fait de la faible puissance
potentiellement générée.

1.4.6 Avantages de l’énergie vibratoire
Le tableau 1.2 montre que l’énergie solaire est celle qui permet d’obtenir le maximum de puis-
sance en extérieur. Mais celle-ci n’est pas utilisable dans n’importes quelles conditions. Durant
la nuit ou si l’on est situé dans un environnement où la lumière ne pénètre pas, il est impossible
d’utiliser cette solution. De plus les systèmes qui doivent être alimentés ne sont pas toujours
placés en extérieur. L’énergie vibratoire est, quant à elle, présente dans beaucoup d’environ-
nements (machine tournante, système en mouvement, structure soumise au vent ou a un choc,
bruit qui nous entoure, ...). Il est donc assez facile de la prélever. De plus, l’énergie vibratoire
est transférable immédiatement (contrairement à un gradient de température qui nécessite un
certain temps pour s’installer et se stabiliser). Les récupérateurs d’énergie vibratoire produisent
enfin des puissances volumiques suffisantes pour alimenter des microsystèmes.
De nombreuses recherchent s’opèrent actuellement dans ce domaine et que l’on retrouve sous
la désignation de récupération d’énergie mécanique.
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1.5 Généralités sur la récupération d’énergie
Commençons par définir ce que l’on entend par le terme de “récupération d’énergie”. Ensuite
nous allons distinguer les différents types de récupération d’énergie.

1.5.1 Définition de la récupération d’énergie
Rappelons d’abord qu’aucune énergie n’est jamais créée comme le rappelle bien le premier
principe de la thermodynamique, il n’existe que des conversions.
La récupération d’énergie consiste à prélever une énergie disponible dans l’environnement et
jusqu’alors non exploitée. Revenons par exemple sur le cas de la radio Freeplay. Ici, il ne s’agit
pas d’un cas de récupération d’énergie, car il faut fournir spécifiquement de l’énergie mécanique
pour pouvoir l’alimenter électriquement.
Le prélèvement d’énergie a généralement un effet sur la source. Si on considère le cas d’une
dynamo sur un vélo, on observe bien qu’il devient plus difficile de pédaler quand la dynamo
fonctionne. Ici on se retrouve à la limite de ce que l’on peut appeler de la récupération d’énergie,
comme on doit fournir un effort supplémentaire pour produire cette énergie.

FIG. 1.8 – Récupération d’énergie dans une station de métro à Tokyo [6]

Un bon exemple de récupération d’énergie est le système testé à Tokyo (cf. figure 1.8). Celui-ci
est composé de transducteurs piézoélectriques intégrés dans le sol à la sortie de la station de
métro “Marunouchi”. Ils permettent de récupérer environ 1 watt quand les passagers passent
sur ce tapis sans qu’ils ne le remarquent. Ce prototype a été testé de façon concluante durant
quelques mois de l’année 2006. Une nouvelle expérience a été réalisée en 2008 en passant la
puissance récupérée à 10 W lors du passage d’un passager. Une puissance moyenne de 500 kW
a ainsi pu être produite avec une superficie de 90 m2 de sol piézoélectrique.

1.5.2 Applications
Un système de récupération d’énergie de grande taille a pour but de produire l’énergie dont nous
avons besoin au quotidien. Mais ce dispositif doit disposer d’un gisement d’énergie suffisant.
L’océan est un réservoir d’énergie gigantesque et produire quelques kilowatts à partir de l’éner-
gie stockée dans les vagues n’est pas un problème. Avoir un système de récupération d’énergie
avec un encombrement supérieur à quelques mètres cubes n’est a priori pas gênant [37].

Par contre cela devient un problème s’il faut alimenter un microsystème. Heureusement ceux-
ci n’ont besoin que d’une faible puissance. Il est donc envisageable d’alimenter ceux-ci par
des récupérateurs d’énergie de petite taille comme l’a montré Jean-Mistral [65]. Il est possible
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d’obtenir quelques dizaines de microwatts avec un système de l’ordre du centimètre cube. Cela
a été rendu possible par la diminution de la consommation des composants électroniques. Il faut
noter que lorsque la durée de vie du système doit être longue, ces systèmes deviennent bien plus
intéressants que les batteries dont l’autodécharge n’est plus un phénomène négligeable. Il est
donc possible de rendre autonome énergétiquement des microsystèmes tel les MEMS (Micro-
Electro-Mechanical Systems) ou les MOEMS (Micro-Opto-Electro-Mechanical Systems).
Comme noté dans le rapport édité par Los Alamos National Laboratory [64], cette technologie
est particulièrement bien adaptée pour faire de la surveillance de structure ou bien de l’environ-
nement (sons,...). Elle est utilisée pour alimenter des capteurs sans fils [66] qui ne nécessitent
donc plus de changement de batteries et deviennent par conséquent plus fiables. Ils peuvent
aussi être placés en des endroits difficiles d’accès.
Les récupérateurs d’énergie étant généralement simples d’installation et robustes, leur emploi
se généralise. Des recherches portent même sur la possibilité d’alimenter des systèmes électro-
niques portables pour les rendre réellement autonomes. Une puissance d’une cinquantaine de
milliwatts peut être assez facilement extraite d’une personne qui marche pour alimenter un lec-
teur MP3 [49]. De plus, cette technique permet des gains financiers sur le long terme puisqu’il
n’y a plus de batteries à remplacer.

La récupération d’énergie est un nouveau domaine qui est amené à se développer comme l’in-
dique Krikke [67]. De nombreuses recherches ont lieu afin de proposer de nouvelles applica-
tions. Les sociétés produisant des produits pour le camping commencent à intégrer cette nou-
velle technologie à leurs produits. Il n’est pas toujours nécessaire de stocker l’énergie prélevée,
celle-ci peut parfois être utilisée tout de suite. L’énergie mécanique prélevée lors du choc entre
la batte de baseball et la balle est immédiatement utilisée pour amortir les vibrations qui sont
apparues [68]. Beaucoup d’autres applications sont imaginables.

Pour cette étude nous allons nous focaliser sur des systèmes de récupération d’énergie méca-
nique qui ne sont pas trop volumineux (inférieurs au décimètre cube).

1.6 Etat de l’art de la récupération d’énergie mécanique
Commençons par faire un état de l’art de la récupération d’énergie mécanique sur l’homme
avant de considérer une source d’énergie vibratoire quelconque. Nous distinguerons les géné-
rateurs résonants de ceux qui ne le sont pas avant de faire la synthèse des différents types de
récupérateurs d’énergie.

1.6.1 Récupération d’énergie humaine
Starner et al. [69] ont montré que l’homme est une source potentielle importante. Il dépense par
exemple 1630 W en faisant un sprint. Il est donc certainement possible de récupérer quelques
watts à partir de cette énergie mécanique humaine comme l’ont confirmé quelques études [70,
71].

1.6.1.1 Application quasi-statique

Il est possible de récupérer l’énergie produite lors d’un effort ou d’un mouvement réalisé. Dans
ce cas la fréquence est faible et le transducteur utilisé pour convertir l’énergie mécanique a
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le temps de trouver sa position d’équilibre. Nous sommes donc dans un cas de figure quasi-
statique.

(a) (b)

(c)

FIG. 1.9 – Chaussure piézoélectrique (Shenck [7]) : (a) prototype - (b) vue éclatée - (c) puis-
sance générée par les générateurs en PZT bouclés sur une résistance de 500kΩ

C’est par exemple le cas des chaussures développées au M.I.T. (Massachusetts Institute of Tech-
nology de Cambridge) par Paradiso et al. [72]. Le prototype est représenté sur la figure 1.9a et
les deux types de transducteurs piézoélectriques utilisés sont représentés sur la vue éclatée de la
figure 1.9b. Ils sont insérés dans la semelle de la chaussure pour récupérer de l’énergie durant
la phase de marche. L’un est constitué de deux plaques de PZT placées au niveau du talon de
la chaussure. Quand celui-ci est soumis au poids de la personne, les transducteurs se déforment
et génèrent une tension. L’autre type de transducteur est réalisé en PVDF. Il est placé à l’avant
de la chaussure car dans cette zone il faut utiliser un matériau piézoélectrique souple pour ne
pas gêner la marche. C’est la déformation de la semelle lors de la marche qui va permettre
de produire du courant. La puissance générée lors de la phase de marche est représentée sur
la figure 1.9c. Nous pouvons observer des pics supérieurs à 80 mW lorsque les transducteurs
piézoélectriques en PZT sont branchés sur une charge purement résistive de 500 kΩ. Dans ce
cas la puissance moyenne développée par les deux générateurs en PZT vaut 8.4 mW et 1.3 mW
pour celui en PVDF [72].

Des solutions utilisant des transducteurs électromagnétiques pour récupérer l’énergie lors de la
marche ont également été développées au MIT [3]. En posant le talon sur le sol, un mouvement
de rotation est créé et transmis à une dynamo. Deux solutions techniques utilisant ce principe
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sont représentées sur la figure 1.10. Le prototype représenté sur la figure (a) est placé par dessus
la chaussure et produit 250 mW. Celui de la figure (b) est inséré à l’intérieur du talon de la
chaussure et génère une puissance de 60 mW. Ces deux systèmes produisent plus de puissance
que le système piézoélectrique présenté sur la figure 1.9 mais sont plus gênants pour la marche
et plus encombrants.

(a) (b)

FIG. 1.10 – Chaussure électromagnétique [3] : (a) montage externe par lanière - (b) système
intégré dans la semelle

Une autre possibilité consiste à récupérer l’énergie en utilisant un transducteur électrostatique.
Le matériau électroactif est placé dans le talon souple d’une chaussure comme on peut le voir
sur la figure 1.11. En se déformant le transducteur va produire une variation de la capacité du
matériau électrostatique. Cette solution, développée par le SRI, permet de produire environ 800
mW [3] pour une personne de 70 kg marchant à la fréquence de 2 pas par seconde. Avec ce
système il est possible de faire plus de 100 000 cycles (ou 14 heures de marche) avant de devoir
réimposer une charge au générateur électrostatique.

(a) (b)

FIG. 1.11 – Chaussure électrostatique [3] : (a) générateur monté dans la chaussure - (b) système
électrostatique isolé

D’autres nouvelles applications portables sont également en cours de développement. Des re-
cherches sont menées pour intégrer par exemple des matériaux piézoélectriques à des fibres
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[73, 74]. Cela permet d’envisager de récupérer de l’énergie à partir de vêtements que l’on porte.
Pour des fréquences imposées plus élevées, les solutions quasi-statiques ne sont plus adaptées
et il est préférable d’utiliser des générateurs de type résonant.

1.6.1.2 Systèmes résonant

Les systèmes résonants sont adaptés aux sources périodiques ou de type chocs. Le laboratoire
SATIE (Systèmes et Applications des Technologies de l’Information et de l’Energie) s’est in-
téressé à la récupération d’énergie vibratoire à partir d’un système résonant électromagnétique
[75]. Celui-ci a développé un système constitué d’un aimant et d’une masse de 50 grammes
se déplaçant linéairement de 8 cm à travers des bobines. Cette masse est reliée a un ressort et
l’ensemble est dimensionnée pour entrer en résonance lorsqu’une personne marche (c’est à dire
à environ 2 Hz). Ce générateur accroché à la hanche d’une personne permet de fournir une puis-
sance maximale de 150 mW et une puissance moyenne de l’ordre de 20 mW. Büren et al. ont
par ailleurs montré que la quantité d’énergie récupérée dépend de la position du récupérateur
d’énergie sur le corps [76]. Ils estiment qu’en optimisant cette position, il est possible de ré-
cupérer environ 1000 µW pour un récupérateur d’énergie d’un encombrement d’un centimètre
cube.
L’homme n’est pas la seule source d’énergie mécanique vibratoire, il existe bien d’autres sources
qui vibrent et permettent par conséquent de récupérer de l’énergie.

1.6.2 Récupération de l’énergie vibratoire
Les thèses qui se sont déroulées dans le cadre du projet européen VIBES (VIBration Energy
Scavenging) ont montré le potentiel de la récupération d’énergie sur des structures vibrantes
[77, 78, 79]. Les transducteurs utilisés sont généralement les mêmes que ceux employés pour
les applications humaines résonantes [80] : piézoélectriques, électrostatiques ou bien électro-
magnétiques. Des prototypes ont été également réalisés pour tester des transducteurs magnétos-
trictifs.

1.6.2.1 Générateur piézoélectrique

Les matériaux piézoélectriques sont couramment utilisés pour récupérer l’énergie vibratoire
[81]. Il faut noter qu’ils ne produisent que très peu de courant malgré une tension très élevée.
Cela limite par conséquent la valeur de la puissance de sortie. La société Midé Technology
Corporation [8] a tout de même réussi à développer des systèmes de récupération d’énergie
utilisant des matériaux piézoélectriques tel le ‘Volture PEH20”. Il nécessite cependant d’être
accordé à la fréquence d’excitation. Avec ce modèle celle-ci peut être située entre 80 et 175 Hz.
Ce système peut produire une puissance de 8 mW pour une accélération de 10 m.s−1 à 120 Hz
et un encombrement d’environ 40 cm3. Ce produit est fixé sur la structure vibrante à l’aide de
vis comme nous pouvons le voir sur le zoom de la figure 1.12. Ici le système est monté sur le
bogie d’un train et permet de récupérer l’énergie vibratoire présente quand celui-ci roule. Le
rôle de ce générateur est d’alimenter le capteur sans fil qui contrôle la force de freinage.
La plupart de ces récupérateurs d’énergie, notamment ceux développés par Midé, utilisent le
principe d’une poutre encastrée-libre vibrant sur son premier mode de flexion. Des matériaux
piézoélectriques sont fixés sur la structure flexible et la fréquence de résonance est ajustée sur
celle de la structure porteuse. Roundy et al. [9] présentent les montages classiquement utilisés
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FIG. 1.12 – Générateur piézoélectrique Midé monté sur un bogie [8]

pour ce type de générateur sur la figure 1.13. Dans le cas de la figure (a), la poutre est uni-
quement constituée de deux couches de matériaux piézoélectriques. La présence de la masse
supplémentaire fixée en bout de poutre a pour rôle d’amplifier le mouvement de flexion et de
permettre le réglage de la fréquence de résonance.

(a) (b)

FIG. 1.13 – Structure de générateurs piézoélectriques [9] : (a) poutre avec deux couches piézo-
électriques - (b) poutre composite

Certaines applications intègrent directement le récupérateur d’énergie au système à alimenter.
Arms et al. ont par exemple intégré un générateur piézoélectrique à des capteurs de température
et d’humidité [82]. Ce transducteur est capable de produire une puissance de 2 mW pour une
accélération faible (moins de 1 m.s−2) et un encombrement de l’ordre du centimètre cube. La
puissance produite permet également de transmettre les mesures à l’aide d’un émetteur radio.
Des générateurs piézoélectriques ont également été développés pour alimenter des MEMS tel
celui de Jeon et al. [10]. Celui-ci est composé d’une poutre en PZT de dimensions 170 ×260 µm
comme le montre la figure 1.14. Une masse additionnelle a été ajoutée en bout de poutre pour
ajuster la pulsation de résonance du système. Excité par la base à une fréquence de 13.9 kHz,
il produit 1 µW pour une tension de 2.4 V. La densité de puissance obtenue de 0.74 mW.cm−2

est supérieure à celle d’une batterie lithium ion. Nous voyons donc l’intérêt de ce type de géné-
rateur pour alimenter des MEMS.

Les transducteurs piézoélectriques ne sont pas toujours montés sur des poutres. Parfois un sys-
tème de forme elliptique est employé pour amplifier les déformations. Sosnicki et al. [83] ont
réalisé un tel générateur. Ils ont utilisé un actionneur piézoélectrique amplifié (APA) développé
par la société Cedrat Technologies [11]. Une masse de 250 g a été montée sur celui-ci comme le
montre la figure 1.15. Excité par sa base avec une amplitude de 35 µm à une fréquence de 110
Hz, le générateur a permis de produire 50 mW pour un encombrement total de 35 cm3. Cette
solution est donc tout aussi efficace que celle utilisant une poutre en flexion.
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FIG. 1.14 – Générateur piézoélectrique pour MEMS [10]

FIG. 1.15 – Générateur piézoélectrique APA [11]

Cornwell et al. [84] ont montré qu’il est possible d’améliorer considérablement les perfor-
mances du générateur piézoélectrique en ajustant sa position et sa fréquence de résonance. Cette
constatation est également valable pour d’autres types de transducteurs.

1.6.2.2 Convertisseur électrostatique

Une autre solution pour récupérer de l’énergie vibratoire est d’utiliser un transducteur élec-
trostatique. Celui-ci a l’avantage d’être facile à intégrer à des microsystèmes. Il est constitué
d’un condensateur qu’il faut charger initialement à l’aide d’un autre générateur. L’énergie est
produite en faisant varier mécaniquement sa capacité. Cela se fait par exemple en modifiant la
surface opposant les charges positives et négatives comme le montre la figure 1.16a. L’autre
solution est de faire varier la distance entre les charges positives et négatives comme on peut le
voir sur la figure 1.16b.
Meninger et al. [24] ont validé le principe de la figure 1.16a par la réalisation d’un prototype.
Celui-ci est réalisé dans une plaque de silicium d’un volume de 37.5 mm3 (15× 5× 0.5 mm).
Excité à la fréquence de 2520 Hz, une puissance de 8.6 µW est obtenue.
Despesse [12] a développé au LETI (Laboratoire d’Electronique, de Technologie et d’Instru-
mentation de Grenoble) un générateur électrostatique basé sur le principe de la figure 1.16b.
Le prototype réalisé est représenté sur la figure 1.17. Il a un volume d’environ 15 cm3, ce qui
est beaucoup plus volumineux que celui développé par Meninger et al. [24]. Excité avec une
amplitude de 94 µm à 50 Hz il permet de produire théoriquement une puissance de 1 mW. En
pratique seulement 0.5 mW ont pu être récupérés pour des raisons de dissymétrie de la structure.

Les puissances obtenues sont largement suffisantes pour alimenter un microsystème.
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(a) (b)

FIG. 1.16 – Différents principes de générateurs électrostatiques

FIG. 1.17 – Générateur électrostatique proposé par Despesse [12]

1.6.2.3 Conversion électromagnétique

Pour convertir l’énergie mécanique il est également possible d’employer des transducteurs élec-
tromécaniques. Ils fournissent un voltage faible par rapport aux transducteurs piézoélectriques,
mais ils permettent de produire des intensités plus élevées que ces derniers. La puissance obte-
nue est donc du même ordre de grandeur (à volume comparable).

Les générateurs électromagnétiques utilisent la variation du champ magnétique dans une bo-
bine pour produire du courant. Ce principe a été utilisé sur le prototype développé par Beeby
et al. [13]. Il est très similaire aux systèmes de récupération d’énergie piézoélectriques réso-
nants comme on peut le voir sur la figure 1.18. Celui-ci est également constitué d’une poutre
encastrée-libre excitée par sa base. La masse supplémentaire en bout de poutre sert à ajuster
la fréquence de résonance et à augmenter l’amplitude du débattement transversal. En vibrant,
l’aimant passe devant une bobine, ce qui a pour conséquence de faire varier le flux magnétique
traversant la bobine et donc de générer du courant. Ce générateur d’un volume de 60 mm3 (en
tenant compte de l’espace nécessaire pour que la poutre vibre) permet de produire 2.85 µW
lorsque la structure est soumise à une accélération de 3 m.s−2 à une fréquence de 350 Hz.
Yuen et al. [14] ont développé un générateur électromagnétique qui à la taille d’une pile AA.
Ce générateur d’un volume de 7.4 cm3 (Ø14×48 mm), excité à 80 Hz avec une accélération
de 4.63 m.s−2 permet de produire 120 µW. Pour obtenir 14 kJ, ce qui correspond à l’énergie
stockée dans la pile alcaline Varta décrite dans le tableau 1.1, il faut la faire fonctionner pendant



28 Généralités sur l’énergie et sa récupération

FIG. 1.18 – Générateur électromagnétique développé par Bebby et al. [13]

3.7 années. L’utilisation d’un ressort plat permet de réduire l’encombrement. Le transducteur
électromagnétique et le circuit électronique ont ainsi pu être placés à l’intérieur de la pile AA.
Ce dernier sert à augmenter la valeur de la tension afin qu’elle puisse être redressée et devenir
utilisable.

FIG. 1.19 – Générateur éléctromagnétique à la taille d’une pile AA développé par Yuen et al.
[14]

Certains générateurs électromagnétiques sont commercialisés. La société Perpetuum vend par
exemple le générateur PMG17 représenté sur la figure 1.20 [15]. La tension générée est redres-
sée avant d’alimenter des capteurs de contrôle comme schématisé sur la figure 1.20a. Ceux-ci
servent à vérifier l’état de la structure sur laquelle ils sont montés. La figure 1.20b montre un
exemple d’application de contrôle d’une machine électrique. Les vibrations servent à alimenter
les capteurs situés dans le boitier PMG17 comme on peut le voir sur la figure 1.20c. Une fois les
mesures effectuées, les informations sont envoyées à l’aide d’un transmetteur sans fil. D’après
les données constructeur, ce modèle d’un encombrement de 130 cm3 et d’une masse de 650 g
permet de produire 45 mW pour une accélération maximale de 10 m.s−2. La tension de sortie
est de l’ordre de quelques volts. Pour obtenir ces valeurs, la fréquence doit être ajustée à la
fréquence imposée par la structure porteuse.
Tous les générateurs électromagnétiques présentés jusqu’ici fonctionnent suivant une seule di-
rection, ce qui peut en limiter l’utilisation. Ching et al. [16] ont réalisé des essais de production
d’énergie suivant trois directions différentes comme on peut le constater sur la figure 1.21. Ici
un ressort plat en spirale permet au récupérateur d’énergie d’entrer en résonance lorsqu’il est
excité à l’une des trois fréquences. Il est alors possible de récupérer 800 µW pour un volume de
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(a) (b)

(c)

FIG. 1.20 – Générateur Perpetuum [15] : (a) principe de fonctionnement - (b) application - (c)
vue intérieure

l’ordre du centimètre cube.
Pour réduire au maximum l’encombrement, un micro-générateur électromagnétique utilisant
une bobine plate a été développé par Shearwood et al. [85]. Celui-ci permet de produire une
puissance de 0.3 µW pour une excitation à 4.4 kHz avec une amplitude de 0.5 µm et un volume
d’une dizaine de millimètres cubes. Cela correspond à une puissance volumique d’environ 30
µW.cm−3. Dans l’avenir il sera donc certainement possible d’utiliser des transducteurs électro-
magnétiques de très petite taille.

1.6.2.4 Conversion magnétostrictive

De nouveaux types de générateurs utilisant l’effet Villari commencent à faire leur apparition.
Cet effet se manifeste au sein des matériaux magnétostrictifs tel le Terfenol-D ou le Galfenol.
Quand ceux-ci sont déformés sous l’action d’un effort, une variation du champ magnétique
se produit. En plaçant une bobine à proximité de ce champ magnétique variable, un courant
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(a) (b) (c)

FIG. 1.21 – Générateur électromagnétique Ching et al. [16] : (a) vibration verticale (premier
mode) - (b) vibration horizontale (second mode) - (c) vibration horizontale (troisième mode)

électrique peut être produit. Staley [17] a conçu un générateur utilisant des matériaux magné-
tostrictifs tel que celui schématisé sur la figure 1.22. Le prototype réalisé a permis de montrer
la faisabilité de ce nouveau type de générateur. Celui-ci est, tout comme les générateurs pié-
zoélectriques, constitué d’une poutre excitée par sa base. La masse additionnelle placée sur la
poutre permet d’ajuster sa fréquence de résonance. Entre cette structure flexible et le support
rigide est inséré un transducteur magnétostrictif. La présence d’un ressort de rappel lui impose
de toujours être en compression. La flexion de la poutre engendre la déformation du matériau
magnétostrictif. Le flux magnétique créé par le matériau magnétostrictif traverse la bobine pla-
cée autour de lui et permet de générer un courant. Deux matériaux magnétostrictifs différents
ont été testés. Ils ont été soumis à un effort de 10 N à une fréquence de 61 Hz. La puissance
maximale obtenue a été de 23 µW pour le Terfenol-D et de 20 µW pour le Galfenol. Les deux
matériaux magnétostrictifs sont donc équivalents. Les tensions restent cependant faibles (de
l’ordre du millivolt) et posent des difficultés pour le redressement de la tension. De plus, cette
technologie est encombrante : le prototype présente un volume d’environ 700 cm3. Malgré ces
désavantages cette technologie est tout de même intéressante car les matériaux magnétostrictifs
ont un temps de réaction très rapide. De plus, il est possible en choisissant un matériau adapté de
faire fonctionner ce type de générateur à basse température (inférieure à 150 Kelvin) ou à haute
température (jusqu’à 400 ˚C). Ils sont donc potentiellement adaptés aux applications spatiales
[86].

FIG. 1.22 – Principe générateur magnétostrictif développé par Staley [17]

Bayrashev et al. [87] ont exploré la possibilité de combiner un matériau piézoélectrique entre
2 couches de Terfenol-D pour améliorer les performances des matériaux magnétostrictifs. Le
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prototype d’un volume de 2.2 cm3 (en incluant la taille de l’aimant) et excité à 5 Hz, permet de
produire 80 µW. Ce type de générateur reste assez délicat à mettre en oeuvre, ce qui explique
que cette technologie ne soit pas encore courante.

1.6.3 Récupération d’énergie mécanique par générateur non résonant

Utiliser un récupérateur d’énergie résonant est une solution qui fonctionne bien si la fréquence
de la source est bien identifiée et fixée. Par contre si elle varie cette stratégie n’est pas très
efficace. Il est alors préférable d’utiliser un récupérateur d’énergie non résonant. Sterken et al.
[18] ont par exemple proposé de déplacer un aimant librement dans un tube bobiné comme
représenté sur la figure 1.23. Le prototype a été réalisé avec un aimant de diamètre 10 mm, le
bobinage change de sens tous les 16 mm et est réalisé avec un fil de diamètre 0.1 mm (AWG 39).
Ce système est monté sur un outil qui impose une accélération de 493 m.s−2 à une fréquence
de 5 Hz. Ce générateur non résonant stocke 2.9 mJ en 10 secondes dans un condensateur (la
tension générée a été préalablement redressée à l’aide d’un pont de diodes). Cela correspond à
une puissance moyenne produite de 0.29 mW.

FIG. 1.23 – Générateur électromagnétique linéaire non résonant [18]

Une autre solution de générateur non résonant est proposée par Spreemann et al. [19], basée sur
le mouvement de deux aimants devant un ensemble de six bobines comme le montre la figure
1.24. Quand le générateur est soumis à une vibration, le pendule se met à tourner pour produire
de l’électricité. Ce système fonctionne indépendamment de la fréquence imposée à la structure,
mais le pendule nécessite d’être écarté de sa position d’équilibre au départ. Ce générateur, d’un
volume d’environ 1.5 cm3, permet de produire 0.26 mW lorsqu’il est soumis à une accélération
de 3.5 m.s−2 et une fréquence de 25 Hz. Cette puissance est comparable a celle obtenue par des
générateurs résonants.
Un système de récupération d’énergie basé sur les chocs a été testé à l’institut FEMTO-ST
(Franche-Comté Electronique, Mécanique, Thermique et Optique - Sciences et Technologies)
de Besançon [20]. Ce système est constitué de 4 billes en acier qui provoquent des chocs sur
8 plaques piézoélectriques comme le montre la figure 1.25. Le système a un diamètre externe
de 14 mm et une hauteur de 2 mm ce qui donne un encombrement de 0.3 cm3. Pour une accé-
lération de 14 m.s−2 et une fréquence de 6 Hz il est possible de récupérer 0.5 µW. La société
CEDRAT Technologies a également montré qu’il est possible d’utiliser le choc sur un transduc-
teur APA (comme celui représenté sur la figure 1.15) pour alimenter un émetteur radiofréquence
[11].
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FIG. 1.24 – Générateur électromagnétique en rotation non résonant [19]

FIG. 1.25 – Générateur piézoélectrique à choc [20]

Il faut également noter que des études sont menées pour utiliser des générateurs magnétohy-
drodynamiques, dont le principe est illustré sur la figure 1.26. Ici c’est l’énergie cinétique d’un
fluide conducteur qui est transformée en électricité. Le générateur magnétohydrodynamique
conçu par Jia et al. [22] est prévu pour une application de récupération d’énergie humaine en
étant fixé à la hanche d’une personne comme le montre la figure 1.27. Ce système d’un vo-
lume d’environ 20 cm3 permet de produire au maximum une puissance d’environ une dizaine
de microwatt lorsqu’une personne marche. Il présente un rendement est de l’ordre de 45 %.

1.6.4 Synthèse

Cette revue montre qu’actuellement la récupération d’énergie est un domaine très actif et qui
est à l’origine de nombreux développements. On peut constater l’originalité des solutions non
résonantes bien qu’elles présentent des puissances volumiques faibles (de l’ordre de quelques
microwatts par centimètre cube). Pour obtenir des puissances supérieures il vaut mieux utiliser
des applications résonantes (qu’elles soient conçues pour des applications humaines ou non).
Les transducteurs piézoélectriques, électromagnétiques et électrostatiques ont des performances
comparables. Ils permettent tous de produire des puissances de plusieurs centaines de micro-
watts par centimètre cube. Notons que les transducteurs magnétostrictifs sont un peu plus dif-
ficiles à mettre en oeuvre et que leur densité de puissance est un peu plus faible (pour le mo-
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FIG. 1.26 – Principe de la génération magnétohydrodynamique [21]

FIG. 1.27 – Générateur magnétohydrodynamique pour récupération d’énergie humaine [22]

ment) que celle des trois autres types de transducteurs. Notons tout de même que les puissances
volumiques produites varient beaucoup. Cela s’explique par le fait que les sources d’énergie
vibratoire ne sont pas toutes aussi énergétiques les unes que les autres et qu’il n’est pas toujours
facile de les comparer.
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Chapitre 2

Stratégie de récupération d’énergie

Après avoir examiné les transducteurs et les sources potentiellement candidates pour la mise en
place d’une récupération d’énergie vibratoire, nous nous attacherons à définir un critère pour
récupérer l’énergie. Puis nous étudierons les stratégies qui pourraient être mises en place afin
de choisir celle qui semble la plus adaptée. Celle-ci est étudiée dans le cas d’une récupération
d’énergie de type visqueux sur une structure flexible. Ce système est modélisé et montre des
similitudes avec les problèmes de contrôle. Nous examinerons si une stratégie de stabilisation
peut être utilisée ou si une stratégie spécifique est nécessaire.

2.1 Produire de l’énergie électrique à partir de l’énergie vi-
bratoire

Nous allons commencer par comparer les différents types de transducteurs adaptés à notre
contexte avant de nous intéresser aux solutions retenues pour réaliser les générateurs. La puis-
sance qu’ils sont capables de produire dépend de celle de la source d’énergie. Nous l’évaluerons
dans quelques uns des cas les plus courants.

2.1.1 Transformation de l’énergie par les transducteurs
Il existe de nombreux transducteurs utilisables pour la récupération d’énergie. Parmi les plus
fréquemment utilisés on trouve les transducteurs piézoélectriques, électrostatiques et électro-
magnétiques.

2.1.1.1 Transducteur piézoélectrique

L’effet piézoélectrique, découvert en 1880 par Pierre et Jacques Curie, est lié à la polarisation
électrique du matériau [88]. On distingue l’effet direct et inverse.

Les progrès réalisés ont amélioré les performances des matériaux piézoélectriques, notamment
avec l’apparition des céramiques PZT. De nombreuses recherches utilisant cette technologie ont
vu le jour pour créer des générateurs électriques. Ce type de matériau présente l’avantage d’être
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compact et de créer de fortes tensions. Mais l’intensité de sortie du générateur reste faible ce
qui limite la valeur de la puissance récupérée.

Nous utiliserons les notations de IEEE Standard on Piezoelectricity [23]. Les numéros 1, 2 et 3
représentent respectivement les axes x, y et z. Sur la figure 2.1 les matériaux piézoélectriques
sont polarisés suivant la direction 3. Sur la figure 2.1a un effort F est appliqué suivant la di-
rection de polarisation 3. Le matériau piézoélectrique va donc travailler suivant sa direction de
polarisation (mode 33). Il est également possible de le faire travailler suivant une direction per-
pendiculaire à celle de polarisation (mode 31) comme on peut le voir sur la figure 2.1b. Le mode
31 est privilégié si le matériau possède une faible épaisseur.

(a) (b)

FIG. 2.1 – Différents modes de fonctionnement des matériaux piézoélectrique : (a) mode 33 -
(b) mode 31

Les relations constitutives électromécaniques d’un matériau piézoélectrique sont donnés par les
équations suivantes [89] : 

T = cES− eT E

D = eS + εSE
(2.1)

T est le tenseur des contraintes et D le déplacement électrique (où
∫

∂Ω
DdΩ vaut la charge

q). S est le tenseur des déformations et E le champ électrique. cE est le tenseur d’élasticité à
champ électrique constant, εS les permittivités diélectriques à déformation constante et e les
coefficients de couplage piézoélectrique.
Ces équations montrent le lien entre la tension obtenue aux bornes du piézoélectrique (liée à la
valeur du champ électrique E = ∇V ), la contrainte T et la déformation S.
Elles peuvent également être mises sous la forme [89] :

S = sET +dT E

D = dT + εT E
(2.2)

avec sE = (cE)−1, d = esE et εT = εS + dT e. La tension qui apparaît aux bornes du matériau
piézoélectrique dépend des coefficients de couplage piézoélectrique de la matrice d. Plus les
coefficients de d prennent des valeurs importantes, plus la tension sera élevée. Nous pouvons
constater que tous les matériaux piézoélectriques n’ont pas les mêmes caractéristiques comme
le montre le tableau 2.1.
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Matériau TCurie Densité
c33 k33 k31

d33 ×10−12 d31 ×10−12

piézoélectrique (˚C) (GPa) (m.V−1) (m.V−1)
PVDF [90] 90 ˚C 1.8 2.5 ≈ 0.1 -25 15

PZN-4.5% PT [91] 155 ˚C 7.9 105 0.91 0.5 1800-2000 -970
PMN-32% PT [91] 166 ˚C 8.0 129 0.91 0.51 1800-2000 -1000

PZT 5A [91] 340 ˚C 7.9 0.73 0.37 400 -190

TAB. 2.1 – Comparaison des caractéristiques des matériaux piézoélectriques

Les Poly-Vinyl-DiFluorènes (PVDF) ont des valeurs d13 et d33 plus faibles que les autres maté-
riaux piézoélectriques. Apparemment les PVDF ne sont donc pas les meilleurs candidats pour
faire de la récupération d’énergie, mais ils ont le gros avantage d’être très souples. Le PVDF a
un module de Young de 2.5 GPa alors que celui des céramiques piézoélectriques est de l’ordre
de 100 GPa. Cela implique que le PVDF ne modifie pas trop les caractéristiques de la structure
sur laquelle il est installé et explique qu’il soit tout de même utilisé. C’est pour cette raison
qu’il est notamment installé dans la partie flexible de la semelle des chaussures récupératrices
d’énergie développées par Shenck [7] comme on peut le voir sur la figure 1.9.
En général le matériau piézoélectrique est fixé par collage sur une structure flexible comme
le montre la figure 2.2. Cette dernière en vibrant déforme le matériau piézoélectrique qui est
utilisé, dans ce cas, suivant le mode 31 (ce mode dépend de l’orientation de la polarisation par
rapport à la déformation).

FIG. 2.2 – Montage classique d’un transducteur piézoélectrique sur une structure flexible

Une autre caractéristique fondamentale des matériaux piézoélectriques est le coefficient de cou-
plage k défini par :

k =

√
Energie électrique disponible
Energie mécanique fournie

(2.3)

Ce paramètre est très important car k2 représente le rendement de la conversion de l’énergie
mécanique en énergie électrique. Le coefficient k33 est obtenu en réalisant un cycle particulier
représenté sur la figure 2.3.
Le matériau piézoélectrique (polarisé suivant la direction 3) est uniquement soumis à une
contrainte de compression (−T3). Les électrodes sont court-circuitées. L’équation 2.2 donne
−S3 = sE

33(−T3), ce qui explique la croissance selon la pente sE
33 pour le chemin A→ B. L’éner-

gie mécanique fournie à la structure (par unité de volume) vaut
∫ B

A
T3dS3. Ensuite le circuit élec-

trique est ouvert et l’effort de compression est relâché. Sachant que le déplacement électrique D
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FIG. 2.3 – Cycle pour déterminer le coefficient k33 [23]

est imposé, le système d’équation 2.2 devient S =
[
sE −dT (εT)−1 d

]
T + dT (εT)−1 D. Selon

les définitions de IEEE Standard on Piezoelectricity [23] nous avons sD = sE−dT (εT)−1 d. Le
déplacement électrique étant imposé nul, cela se traduit par la réalisation de la décompression
suivant une nouvelle pente (plus faible) sD

33 pour aller du point B au point C. Dans ce cas l’éner-

gie W2 =
∫ C

B
T3dS3 est prélevée. La dernière étape pour fermer le cycle (C→ A) est le transfert

de l’énergie électrique stockée W1 =
(∫ B

A
T3dS3−W2

)
à une impédance.

Le même type de cycle sert à déterminer k31. Il est également possible d’exprimer les coeffi-
cients de couplage en fonction des coefficients piézoélectriques [23] :

k31 =
d31√
εT

33sE
11

k33 =
d33√
εT

33sE
33

(2.4)

Il est donc logique d’observer dans le tableau 2.1 que k dépend de la direction considérée. On
trouve généralement une valeur plus élevée pour k33 que pour k31. Il est donc préférable de
faire fonctionner le matériau piézoélectrique suivant le mode 33, mais cela n’est pas toujours
possible notamment pour des contraintes d’encombrement.
Les céramiques en titanate zirconate de plomb (PZT) et les monocristaux ferroélectriques (tels
que le PZN et le PMN-PT) ont des valeurs de couplage élevées. Ce sont donc les piézoélec-
triques privilégiés pour la récupération d’énergie. Le PVDF, qui a un rendement très faible,
n’est que peu utilisé. Kymissis et al. ont en effet comparé les puissances récupérables avec du
PVDF et du PZT [92]. Ces deux matériaux piézoélectriques sont insérés dans la même semelle
de chaussure. La puissance extraite par le PZT (0.14 mW.cm−3) est effectivement supérieure à
celle du PVDF (0.07 mW.cm−3).
Le tableau 2.2 fait la synthèse des puissances produites par différents systèmes de récupération
d’énergie utilisant un piézoélectrique de type PZT. Celles-ci sont très variables car les volumes
des générateurs sont différents. Cela nous amène donc plutôt à comparer les puissances volu-
miques. Celles-ci sont toujours assez variables car les accélérations et les fréquences imposées
changent. Des puissances volumiques entre 9 µW.cm−3 et 37 mW.cm−3 sont relevées. La valeur
importante obtenue par Jeon et al. [10] montre que l’on peut obtenir une densité de puissance
élevée. Mais dans ce cas, la source fournit beaucoup d’énergie, l’accélération et la fréquence
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Volume(
mm3) Fréquence

(Hz)
Accélération(

m.s−2) Puissance
(µW )

Puissance
volumique(
mW.cm−3) Référence

1 000 120 2.5 250 0.25 Roundy [93]
1 000 120 2.25 375 0.38 Roundy [9]
0.027 13 900 106 1 37 Jeon [10]
230 80 227 2 0.009 White [94]
3 229 5 3.98 1.3 Liu [95]

80 1 800 23 40 0.5 Renaud [96]
0.769 183.8 7.4 0.32 0.42 Shen [97]

TAB. 2.2 – Comparaison des différents générateurs piézoélectriques en PZT

étant toutes deux élevées. La puissance de la source doit donc également être prise en compte
pour permettre une comparaison plus judicieuse. Pour une fréquence de l’ordre d’une centaine
d’hertz et une accélération de quelques mètres par seconde carré, on retrouve effectivement une
puissance volumique qui est du même ordre de grandeur (de 0.2 à 0.4 mW.cm−3).

2.1.1.2 Transducteur électrostatique

Le générateur électrostatique est constitué de deux plaques conductrices chargées dont l’une se
déplace sous l’action d’une force F comme le montre la figure 2.4. Les plaques sont séparées par
un matériau diélectrique empêchant le courant de passer de l’une à l’autre. Cet isolant peut être
l’air ou un polymère diélectrique [98]. L’énergie mécanique utilisée pour faire varier l’épaisseur
du condensateur permet de produire de l’électricité.

FIG. 2.4 – Principe générateur électrostatique

Le changement d’épaisseur z entre les plaques de surface Sc engendre une variation de la capa-
cité du condensateur Cv :

Cv =
εcSc

z
(2.5)

εc représente la constante diélectrique du matériau diélectrique isolant. La variation de Cv en-
traîne celle du potentiel V si on impose une charge Q constante :

V =
Q
Cv

(2.6)
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Si z augmente, alors le potentiel croit. L’énergie mécanique fournie pour faire varier z est donc
convertie en énergie électrique. Pour récupérer celle-ci il faut imposer un cycle au transduc-
teur électrostatique. La figure 2.5 représente l’un d’eux. La surface grisée A-B-D correspond à
l’énergie extraite.

FIG. 2.5 – Cycle de conversion de l’énergie d’un générateur électrostatique [24]

Le cycle commence par la réalisation du trajet A→ B. Cela correspond au chargement de la
capacité variable Cv quand elle atteint sa valeur maximale Cv max (c’est à dire z minimum).
C’est le générateur externe Vin représenté sur la figure 2.6 qui permet de faire cette opération. Il
charge également la capacité parasite Cpar placée en parallèle de Cv. Pour imposer les charges
+Q et −Q à Cv, il faut que l’interrupteur (switch) SW1 soit fermé et que l’interrupteur SW2
reste ouvert. Quand Cv max atteint la tension Vin, SW1 est ré ouvert (et SW2 reste ouvert) pour
permettre de garder une charge Q constante sur le trajet B→ D. La force F est appliquée sur
la plaque mobile pour augmenter z et par conséquent faire la conversion d’énergie mécanique

en électrique (comme Cv diminue). La variation d’énergie mécanique Wm =
∫ D

B
Fdz est égale à

celle de l’énergie stockée dans le condensateur Cv. Nous pouvons donc écrire :

F =
d
(

Q2

2Cv

)
dz

(2.7)

Comme Q est constant, cela implique que la force F est de la forme :

F =
Q2

2εcSc
(2.8)

Comme F ne varie pas, nous nous retrouvons donc avec un effort de frottement sec de type
Coulomb (que l’on notera FCb). Celui-ci s’oppose au mouvement imposé à la plaque mobile :
FCb =−F .
Une fois que Cv atteint sa valeur minimale Cv min, SW2 est fermé pour charger la capacité de
stockage Cstor avec la tension la plus grande possible. Ce transfert d’énergie à z = zmin implique
la diminution de la tension V aux bornes de Cv et correspond au trajet D→ A (cf. figure 2.5) en
suivant la loi Q = Cv minV . L’énergie électrique stockée dans Cstor s’écrit selon Roundy [25] :

Eélec =
1
2

V 2
in (Cv max−Cv min)

(
Cv max +Cpar

Cv min +Cpar

)
(2.9)

Cette énergie correspond à la zone grisée de la figure 2.5.
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FIG. 2.6 – Circuit électrique générateur électrostatique [25]

Dans la phase de maintien de la charge Q constante, il faut donc intégrer la modélisation d’une
force de frottement sec de Coulomb. Mitcheson et al. [26] ont comparé deux types de généra-
teurs, représentés sur la figure 2.7, qui créent FCb. Le premier est un générateur qui utilise la
résonance pour amplifier le déplacement de la plaque mobile par rapport à l’autre. Il s’agit d’un
“Coulomb Damped Resonant Generator” (CDRG).

(a) (b)

FIG. 2.7 – Générateurs électrostatiques [26] : (a) CDRG - (b) CFPG

Le second générateur, le “Coulomb Force Parametric Generator” (CFPG), n’utilise pas la ré-
sonance pour amplifier le mouvement. Dans ce cas le générateur est non résonant et peut donc
être utilisé à n’importe quelle fréquence. Cette solution est moins efficace par rapport à un
générateur résonant accordé sur la pulsation d’excitation.
En faisant la synthèse des systèmes de récupération d’énergie électrostatiques, on s’aperçoit que
la solution non résonante n’est pas retenue en général. Tous les systèmes cités dans le tableau
2.3 sont basés sur une solution électrostatique résonante. Les puissances volumiques obtenues
varient entre 8 µW.cm−3 et 2.16 mW.cm−3. Despesse [101] arrive à produire une puissance
importante (2.16 mW.cm−3) car une accélération assez grande est imposée (9.2 m.s−2). Nous
pouvons observer que si l’accélération diminue, la puissance baisse. Pour une fréquence de
l’ordre d’une centaine d’hertz et une accélération de quelques mètres par secondes, on arrive
à une puissance de 0.11 mW.cm−3 (cf.Roundy [99]). Cette valeur est équivalente à celle du
générateur piézoélectrique décrit dans le tableau 2.2 par Roundy [9]. Ici les générateurs élec-
trostatiques et piézoélectriques ont été placés dans les mêmes conditions pour permettre leur
comparaison.
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Volume(
mm3) Fréquence

(Hz)
Accélération(

m.s−2) Puissance
(µW )

Puissance
volumique(
mW.cm−3) Référence

75 2 520 - 8 0.11 Meninger [24]
1 000 120 2.25 110 0.11 Roundy [99]
800 10 3.9 6 0.008 Arakawa [100]

1 800 50 8.8 1052 0.58 Despesse [101]
32.4 50 9.2 70 2.16 Despesse [101]
63.4 290 ≤ 3.3 3.74 0.059 Paracha [102]
36 1 000 1.96 4.28 0.12 Kuehne [103]

1 568 10 10 ? 24 0.015 Miao [104]

TAB. 2.3 – Comparaison des différents types transducteurs électrostatiques

2.1.1.3 Transducteur électromagnétique

Récupérer de l’énergie vibratoire avec un transducteur électromagnétique est assez simple. Les
premiers générateurs sont apparus durant la seconde moitié du XIXe siècle. La bonne connais-
sance et les bonnes performances de cette solution ont amené de nombreux chercheurs à déve-
lopper des récupérateurs utilisant ce principe : Williams et al. [105], Beeby et al. [13], Amirtha-
rajah et al. [106], ...

Volume(
mm3) Fréquence

(Hz)
Accélération(

m.s−2) Puissance
(µW )

Puissance
volumique(
mW.cm−3) Référence

- 2 3.2 400 - Amirtharajah [106]
240 322 - 530 2.21 El-Hami [107]
25 330 129 100 4.0 Williams [105]
25 70 5.8 1 0.04 Williams [105]
60 350 3 2.85 0.0475 Beeby [13]
840 322 2.7 180 0.21 Glynne-Jones [108]
4 11 400 - 2.5 0.625 Kulah [109]

1 000 110 95.5 830 0.830 Ching [16]
700 120 2.5 282 0.403 Serre [110]
106 8 080 3.9 0.148 0.0014 Kulkarni [111]
150 60 8.8 0.584 0.0039 Kulkarni [111]

8 620 100 9.8 290 0.0336 Marioli [112]

TAB. 2.4 – Comparaison des différents types transducteurs électromagnétiques

Les générateurs peuvent avoir des tailles très diverses comme le montre le tableau 2.4. Les vo-
lumes des générateurs cités vont de 4 mm3 à 8.62 cm3. Il est difficile d’obtenir la miniaturisation
des générateurs électromagnétiques (d’un volume inférieur à 1 mm3) en raison de la présence
de l’aimant nécessaire pour créer le champ magnétique.
Le principe de fonctionnement du générateur électromagnétique est de faire varier le flux ma-
gnétique ΦB traversant une bobine. La force électromotrice ( f em) créée vaut :
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f em =−dΦB

dt
(2.10)

FIG. 2.8 – Principe du générateur électromagnétique

En général on choisit de déplacer une bobine dans un champ magnétique fixe créé par un aimant
permanent comme représenté sur la figure 2.8 Pour que la f em soit maximisée, il faut que le
déplacement s’opère perpendiculairement aux lignes de champ, c’est à dire verticalement dans
le cas de figure représenté. La bobine se déplaçant de x par rapport à l’aimant, la f em est
déterminée par la formule :

f em = Ce
dx
dt

(2.11)

avec Ce le coefficient de couplage qui s’écrit :

Ce = NBl (2.12)

Il dépend de la valeur du champ magnétique B, du nombre de spires N plongées dans le champ
magnétique et de la longueur l de l’une d’elles. Lorsque la bobine représentée sur la figure 2.8
est parcourue par un courant électrique i, l’énergie produite pendant un court instant dt vaut
δWel = f em× i dt. Celle-ci vient de la conversion de l’énergie mécanique δWm fournie lors du
déplacement dx de la bobine soumise à un effort F (δWm = F×dx). Comme le rendement d’un
transducteur électromagnétique est supérieur à 90 % en général, nous supposerons qu’aucune
perte ne s’opère pendant cette transformation. Nous avons par conséquent δWel = δWm et cela
entraîne :

FL = Cei (2.13)

Cette force correspond à celle de Laplace définie par
(∫ l

0
i
−→
dl ∧−→B

)
. ~x et s’oppose au mouve-

ment imposé à la bobine mobile.
Il faut également noter que l’augmentation de la densité d’énergie des aimants permet de dimi-
nuer la taille des transducteurs électromagnétiques. En effet, la densité d’énergie u produit le
champ magnétique [113] :

B =
√

2µ0µru (2.14)

où µ0 représente la perméabilité du vide (µ0 = 4π10−7 H.m−1) et µr la perméabilité relative du
milieu.
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Matériau magnétique Tmax (˚C) Br (Tesla)
Densité énergie

(mJ.cm−3)
Remarques

diverses
Néodyme Fer Bore 140 à 210 1.2 à 1.5 580 - 900 S’oxyde
Samarium Cobalt

(SmCo5)
250 1 400

Prix élevé en
raison du Cobalt

Alnico 500 1.1 à 1.3 480 - 680
Se démagnétise

facilement
Ferrites 250 0.2 à 0.4 20 - 60 Peu cher

TAB. 2.5 – Comparaison des caractéristiques des aimants [31]

Le tableau 2.5 montre que les aimants en terres rares (néodyme fer bore) sont très intéressants
car ils présentent de fortes densité d’énergie.
Dans le tableau 2.4, on peut constater que la puissance volumique des transducteurs varie entre
1.4 µW.cm−3 et 4 mW.cm−3. Pour obtenir la valeur la plus élevée, Williams et al. [105] ont
imposé l’accélération la plus importante (129 m.s−1). Cette accélération élevée signifie que la
source est très énergétique. Il est donc normal de retrouver une forte valeur de puissance volu-
mique dans ce cas. Si on se place à une fréquence excitatrice d’une centaine d’hertz pour une
accélération imposée de 2 ∼ 3 m.s−2, on obtient une puissance de 0.4 mW.cm−3. Elle est du
même ordre de grandeur que celle produite par des générateurs piézoélectriques et électrosta-
tiques placés dans les mêmes conditions d’utilisation.

2.1.1.4 Synthèse des différents types de transducteurs

Les puissances volumiques obtenues pour différents types de transducteurs sont assez variables
(cf. tableaux 2.2, 2.3 et 2.4). Si on se place dans des conditions d’utilisation identiques (f = 120
Hz et une accélération de 2.25 à 2.5 m.s−2), on obtient des puissances qui sont du même ordre
de grandeur (de 0.11 à 0.40 mW.cm−3). Ceci confirme et étend l’étude de Poulin et al. [114]
qui ont mené une comparaison entre des générateurs piézoélectriques et électromagnétiques.

Une autre possibilité pour rechercher le transducteur le plus adapté est d’utiliser les études réa-
lisées dans le domaine du contrôle de structure. En effet, les mêmes transducteurs sont utilisés.
Kornbluh et al. [115] ont montré que les actionneurs électromagnétiques, électrostatiques et
piézoélectriques réagissent tous très rapidement. Ils sont donc tous adaptés pour être intégrés à
des générateurs résonants. Ils ont également noté que la densité d’énergie était plus élevée pour
des transducteurs de type P(VDF-TrFE) ou PZN que pour les autres transducteurs. Ces résultats
sont similaires à ceux obtenus par la DARPA 1 et présentés sur la figure 2.9. Le travail spécifique
(en J/Kg) qui apparaît sur cette figure est la quantification de l’énergie élastique (Eel = 1

2E ε2)
par unité de masse (où E représente le module de Young et ε la déformation du matériau). La
puissance spécifique (W/Kg) correspond à l’énergie spécifique multipliée par la fréquence.
Sur la figure 2.9 on peut constater que le transducteur électromagnétique fonctionne pour de
hautes fréquences (jusqu’à 105 Hz) bien qu’il faille faire attention aux coupures RL. Il permet
également de produire une puissance importante (environ 106 W/kg). Il est légèrement moins
performant qu’un transducteur en PZT, mais il faut noter que les efforts auxquels sont soumis

1Defense Advanced Research Projects Agency
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FIG. 2.9 – Comparaison des actionneurs en fonction de leur densité énergétique et des fré-
quences d’utilisation [27]

les transducteurs sont moins importants dans les générateurs que dans les actionneurs. Cela si-
gnifie qu’un fort travail spécifique n’est pas absolument nécessaire. De plus, l’amélioration des
aimants en terre rare permet d’atteindre de fortes valeurs de champ magnétique et donc d’ob-
tenir des transducteurs électromagnétiques puissants et compacts. Ce type de transducteur est
donc une sérieuse alternative aux piézoélectriques.

L’étude des principaux transducteurs utilisés comme actionneur permet de voir les avantages et
inconvénients de chacun d’eux [116, 117]. Jia et al. [22] ont également effectué ce type de bilan.
Toutes ces études font ressortir les mêmes caractéristiques et sont reportées dans le tableau 2.6.

Ce dernier permet d’observer que l’efficacité des transducteurs n’est pas un critère de sélec-
tion car presque tous ceux considérés ont un bon rendement (≥ 90%). Lorsque le générateur
doit avoir un faible encombrement (moins du centimètre cube), il est préférable de choisir un
transducteur électrostatique qu’électromagnétique comme l’a montré Despesse [12]. Lorsque
l’application considérée ne relève pas du domaine des MEMS, il est au contraire préférable
de choisir un transducteur électromagnétique plutôt qu’électrostatique, le premier n’ayant pas
besoin d’un générateur externe pour démarrer. Les matériaux piézoélectriques qui sont adaptés
dans de nombreux cas ont le gros inconvénient de présenter une impédance de sortie élevée.
Cela limite fortement l’intensité produite par le générateur. En conclusion, il faut examiner
l’ensemble des conditions d’utilisation du récupérateur d’énergie pour choisir le transducteur le
plus adapté.
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Type
transducteur Avantages Désavantages

Piézoélectrique

- Densité d’énergie élevée
- Rendement élevé
- Voltage élevé
- Compatible avec MEMS
- Coefficient de couplage élevé

pour monocristal

- Impédance de sortie éle-
vée

- Dépolarisation
- Perte de charge
- PZT cassant
- Faible couplage PVDF

Electrostatique

- Adapté pour MEMS
- Rendement très élevé
- Pas besoin de matériaux intel-

ligents
- Voltage élevé

- Densité d’énergie faible
- Nécessite un générateur

de tension

Electromagnétique
- Densité d’énergie élevée
- Rendement élevé
- Faible coût

- Tension sortie faible
- Pas adapté pour MEMS

Magnétostrictif

- Densité d’énergie très élevée
- Couplage élevé
- Pas de dépolarisation
- Adapté pour les hautes fré-

quences
- Adapté pour de grandes dé-

formations

- Non linéaire
- Rendement moyen
- Nécessite une bobine de

récupération d’énergie
- Nécessite parfois l’ajout

d’aimants
- Pas adapté pour MEMS

TAB. 2.6 – Avantages et inconvénients des différents transducteurs [22]

2.1.2 Analyse des solutions techniques pour réaliser des récupérateurs
d’énergie

L’état de l’art sur la récupération d’énergie réalisé au chapitre précédent a montré que les géné-
rateurs résonants permettent d’obtenir des puissances plus élevées que les systèmes non réso-
nants. Nous choisissons ici de travailler à fréquence fixée, ce qui nous oriente vers une solution
résonante.

La figure 2.10 montre le principe de la récupération d’énergie avec un système résonant. Un
ressort de rigidité k, une masse mobile m et un amortisseur c (modélisant les pertes) constituent
la structure flexible. Elle est montée sur une structure support vibrante de masse M. Le système
masse-ressort est accordé sur la pulsation imposée par M. Une partie de l’énergie mécanique
du réservoir M est transférée à la masse m. On se placera dans un premier temps dans le cas
où m� M pour ne pas influencer le mouvement de la masse M de manière significative. Le
système de récupération d’énergie va convertir une partie de l’énergie mécanique transférée. Il
est fixé en deux points de la structure flexible comme on peut le voir sur la figure 2.10. Pour
récupérer de l’énergie, il n’est pas obligatoire d’imposer une accélération sur la masse M, il
suffit qu’elle possède une énergie mécanique.

La valeur de puissance récupérée dépend évidemment de la puissance que peut fournir la source
vibratoire.
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FIG. 2.10 – Exemple de montage pour récupérer de l’énergie

2.1.3 Comparaison de différentes sources d’énergie vibratoire
Le tableau 2.7 recense les principales caractéristiques (accélération et fréquence) des sources
d’énergie vibratoire les plus courantes autour de nous. Dans ce tableau figure la puissance
moyenne par unité de masse :

Pρ =
1
2

ω |ẋ|2max (2.15)

Sterken et al. [18] ont utilisé cette expression pour estimer la puissance disponible sur une
source d’énergie vibratoire, qui permet de comparer le potentiel d’une source avant qu’un récu-
pérateur d’énergie ne soit connecté.

Source
Accélération
maxi (m.s−2)

Fréquence
(Hz)

Pρ

(mW.kg−1)
Tremblement de terre de magnitude 8 [118] 59 3 92 000
Moteur de voiture [93] 12 200 57
Sac à dos placé sur une personne qui [119] :

- court doucement
10 3 2 650

- marche 5 2 995
Petite pompe à vide [19] 3.5 25 39
Petit four à micro-ondes [38] 2.25 121 3
Machine à laver [38] 0.5 109 0.18
Pont de 25 m de longueur avec trafic∗ [120] 0.02 2 0.016
Machine qui vibre [18] 1 1000 0.080
Machine en mouvement [18] 39 2 62 000

∗ Le trafic est représenté par une voiture de 1200 kg roule à 10 m/s sur le pont

TAB. 2.7 – Comparaison des différentes sources vibratoires

Ce n’est pas parce la fréquence est faible ou bien que l’amplitude de l’accélération est faible que
la puissance ou l’énergie disponible est automatiquement faible. Il faut également considérer la
masse totale du système pour avoir une idée de la quantité d’énergie stockée. L’amplitude de
l’accélération du pont de 25 mètres soumis au trafic d’une voiture est très faible (0.02 m.s−2) et
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la fréquence considérée est faible également (2 Hz). On se retrouve logiquement avec une puis-
sance disponible très faible ( 16 µW.kg−1). Comme ce pont à une masse linéique conséquente
(ρ = 4800 kg/m) la source d’énergie dispose tout de même d’une puissance linéique d’environ
80 mW.m−1, largement suffisante pour alimenter des capteurs de contrôle sans fil. Ces derniers
nécessitent en effet une puissance de l’ordre de 100 µW [49]. D’après le tableau 2.7, on peut
constater que le moteur de voiture et la petite pompe à vide sont de bons candidats pour la récu-
pération d’énergie. Les puissances massiques sont élevées (de l’ordre de quelques dizaines de
milliwatt par kilogramme). L’être humain est également une très bonne source d’énergie. Une
masse mobile d’un kilogramme placée dans le sac à dos d’une personne qui marche à une allure
normale représente une source d’énergie d’environ un watt.

2.2 Critères pour récupérer l’énergie
Nous allons maintenant examiner le critère de récupération d’énergie du point de vue de la
structure flexible puis de celui du récupérateur d’énergie.

2.2.1 Vu de la structure flexible
Plaçons-nous dans un cadre plus général que celui du système masse-ressort en considérant une
structure flexible telle que celle représentée figure 2.11.

FIG. 2.11 – Extraire de l’énergie d’une structure flexible

L’équation de la structure flexible discrétisée par N degrés de liberté et soumise à un ensemble
de forces (représenté par le vecteur f ) est modélisée par l’équation :

Msẍ+Csẋ+Ksx = f (2.16)

Ms, Ks et Cs représentent respectivement les matrices de masse, de raideur et d’amortissement.
x est le vecteur de déplacement. Les notations ẋ et ẍ représentent respectivement les vecteurs
vitesse et accélération de x. Sur la figure 2.11, seule la force appliquée au point i est représentée
par f s/a

i . Elle correspond à la force appliquée par un actionneur (non représenté sur cette figure)
sur la structure flexible. Si n actionneurs sont présents sur la structure, la puissance mécanique
totale s’écrit :
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P =
n

∑
i=1

Pi =
n

∑
i=1

ẋT
i . f a/s

i = ẋT . f (2.17)

À un instant donné, si la puissance instantanée au point i est positive, cela signifie que l’action-
neur apporte de l’énergie à la structure. Si au contraire Pi < 0, cela implique qu’il en extrait.

Si à chaque instant t la condition Pi(t)≤ 0 est respectée et s’il existe au moins un temps t0 pour
lequel Pi(t0) < 0, cela garantit que le récupérateur d’énergie connecté au point i prélève bien de
l’énergie de la structure. Il n’est cependant pas nécessaire de vérifier en permanence Pi ≤ 0, la

condition
∫ +∞

−∞

Pi dt < 0 moins forte que la précédente est suffisante.

En prémultipliant l’équation 2.16 par ẋT et en intégrant celle-ci, on obtient :

[
1
2

ẋT Msẋ+
1
2

xT Ksx
]∞

−∞

+
∫

∞

−∞

ẋTCsẋdt =
∫

∞

−∞

ẋT . f dt

=
p

∑
i=1

∫
∞

−∞

ẋT
i . f a/s

i dt +
n

∑
i=p+1

∫
∞

−∞

ẋT
i . f a/s

i dt

(2.18)
Dans cette équation, les points sont supposés avoir été triés de telle manière que les p premiers
correspondent aux actionneurs qui fournissent de l’énergie à la structure et les n− p suivants à
ceux qui en récupèrent. Chaque actionneur i qui récupère de l’énergie impose donc une force
f a/s
i non constamment nulle sur la structure flexible. Notons que pour pouvoir récupérer de

l’énergie, il faut qu’au moins l’un des p premiers actionneurs fournisse une énergie strictement
positive à la structure, provenant d’une action externe (vent, vibration du support, choc, ...).

2.2.2 Vu du récupérateur d’énergie

La figure 2.12 montre un récupérateur d’énergie isolé. xi et x j représentent les déplacements
imposés au transducteur par la structure flexible. Les efforts qui apparaissent sur cet actionneur
correspondent aux forces appliquées par la structure flexible sur celui-ci. Ce système peut être
connecté en deux points de la structure flexible comme représenté sur la figure 2.13. Nous
le qualifierons alors de “récupérateur d’énergie interne”. Si l’on ne connecte qu’un coté de
l’actionneur sur la structure flexible, il sera appelé “récupérateur d’énergie externe”. Sur la
figure 2.13, l’effort de réaction du bâti sur le récupérateur d’énergie externe n’est pas représenté,
mais cet effort existe et vaut − f s/a

k .
Les efforts de réaction de l’actionneur sur la structure ne sont pas représentés sur la figure 2.13
mais sont bien présents. Ils sont de même intensité et de sens opposés aux efforts appliqués par
la structure aux points de connexion des récupérateurs d’énergie. Les masses ajoutées par les
récupérateurs d’énergie montés sur la structure flexible ont été intégrées à la matrice Ms sous
forme de masses ponctuelles placées aux points de connexion. Le système représenté sur la
figure 2.12 a donc une masse supposée nulle et les efforts à ses extrémités sont opposés (ce qui
se traduit par l’égalité f s/a

j =− f s/a
i ).

L’énergie extraite par le récupérateur représenté sur la figure 2.12 vaut donc :
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FIG. 2.12 – Modélisation du récupérateur d’énergie isolé

FIG. 2.13 – Exemple de connexion du récupérateur d’énergie sur une structure flexible

Ehi =
∫

∞

−∞

ẏT
i f s/a

i dt

=
∫

∞

−∞

[ẋT
i (− f a/s

i )− ẋT
j (− f a/s

i )]dt

= −
∫

∞

−∞

ẋT
i f a/s

i dt−
∫

∞

−∞

ẋT
j f a/s

j dt

(2.19)

À partir des conditions sur la récupération d’énergie d’une structure flexible (cf. section précé-
dente), il est possible d’en déduire qu’il faut réaliser la condition Ehi > 0.

Afin de faciliter les notations, nous utiliserons fi à la place de f s/a
i pour la suite de l’étude. Le

critère imposé pour récupérer de l’énergie peut par conséquent s’écrire :
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Ehi =
∫

∞

−∞

ẏT
i fidt > 0 (2.20)

L’énergie absorbée est maximale lorsque le système de récupération i présenté sur la figure 2.12
est orienté de telle façon à ce que les forces appliquées fi et − fi par la structure flexible soient
colinéaires au vecteur vitesse ẏi.

2.3 Choix de la stratégie de récupération d’énergie

Nous allons commencer par montrer que la récupération d’énergie peut être assimilée à une
stratégie de contrôle. Celle-ci peut être active, passive ou semi-active [121, 122, 123]. Puis nous
analyserons plus en détail celle qui est la plus adaptée pour la récupération d’énergie.

2.3.1 La récupération d’énergie : une stratégie de contrôle

La puissance entrant dans le système de récupération d’énergie est définie par :

Phi = ẏT
i fi (2.21)

D’après la condition de récupération d’énergie de l’équation 2.20, il doit exister au moins un
instant t1 tel que Phi(t1) > 0. En t1 nous avons donc ẏi 6= 0 et fi 6= 0. Cela signifie qu’il y a une
relation entre ẏi et fi. Dans le cas général, il est possible d’exprimer la force fi comme étant une
fonction de yi et de ses dérivées successives (ẏi, ÿi, ...) :

fi = gi(yi, ẏi, ÿi, ...) (2.22)

La loi la plus connue est certainement le “Direct Velocity Feedback” (DVF) [124], qui rend la
force proportionnelle à la vitesse ( fi = giẏi où gi est choisie constante).

Si au contraire on choisit la force comme entrée, alors il est possible d’imposer une loi de
contrôle sur la vitesse ẏi :

ẏi = g∗i ( fi, ḟi, f̈i, ...) (2.23)

La loi la plus courante est l’IFF (“Integral Force Feedback”) [125], le déplacement yi est
alors imposé proportionnel à l’intégrale de la force mesurée fi (yi = g∗i

∫
fidt où ai est choi-

sie constante).
Les lois définies aux équations 2.22 et 2.23 sont celles que l’on trouve typiquement dans le
domaine du contrôle colocalisé [32]. Il n’est pas si évident que cela de vouloir se rapprocher
de celui-ci. En effet le contrôle a pour but premier d’isoler une structure [126] ou de l’amortir
[127] et non de récupérer de l’énergie. Les principales lois de contrôle sont rappelées dans le
tableau 2.8.
Si on s’intéresse à une force proportionnelle à la vitesse nous avons fi = gi.ẏi avec gi le gain
du contrôle. Nous avons Phi ≥ 0 si gi > 0 et même Phi > 0 tant que ẏi 6= 0. Nous avons donc
Ehi > 0 (comme ẏi n’est pas constamment nulle). Par conséquent la stratégie DVF permet bien
de récupérer de l’énergie. Nous obtenons le même résultat en imposant la force à partir d’une
mesure d’accélération qui est intégrée (il s’agit d’un IFF). Dans ce cas yi = gi

∫
fi dt (avec gi un
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Grandeur La loi de contrôle est imposée sur :
Puissance
extraitephysique la force l’effort de cisaillement le déplacement

mesurée

Déplacement
gi

s+a
s P moy

hi
> 0

Vitesse gi Phi ≥ 0

Accélération
gi

s
Phi ≥ 0

Déformation −
giω

2
f

s2 +2ξ f ω f s+ω2
f

P moy
hi

> 0

Force
gi

s
Phi ≥ 0

TAB. 2.8 – Synthèse des stratégies classiques de contrôle colocalisé [32] (où s représente la
variable de Laplace et gi le gain du contrôle)

réel strictement positif), on se retrouve de nouveau avec une énergie prélevée positive (Ehi > 0)
si fi n’est pas en permanence nulle.
Dans le cas où l’effort imposé sur la structure suit la loi gi

s+ayi, nous ne pouvons pas garantir qu’à
chaque instant Phi > 0. Par contre en supposant que yi est une fonction périodique, nous pouvons
déterminer la puissance moyenne (P moy

hi
) à l’aide de la relation A.8. Sachant que s = jω nous

obtenons P moy
hi

= ‖yi‖2

2 ℜ

[
gi jω
jω+a

]
= giω

2‖yi‖2

2(ω2+a2) qui est bien strictement positive si giω
2 ‖yi‖2 > 0.

En utilisant la même méthode, nous arrivons à montrer qu’en contrôlant l’effort de cisaillement
à partir de la mesure de la déformation implique également P moy

hi
> 0 si giω

3
f ω2 > 0 et que

l’amplitude de la déformation n’est pas nulle.
Toutes les lois énoncées dans le tableau 2.8 permettent donc d’effectuer une récupération d’éner-
gie.

2.3.2 Comparaison des stratégies de contrôle pour faire de la récupéra-
tion d’énergie

Pour récupérer de l’énergie, plusieurs stratégies de contrôle sont envisageables : actives, pas-
sives et semi-actives.
Le contrôle actif n’est de toute évidence pas adapté à l’objectif de récupération d’énergie. Cette
technique est adaptée pour stabiliser les structures [128], mais elle nécessite un apport en éner-
gie [129] pour imposer la loi désirée à l’actionneur. En faisant le bilan des énergies fournies
et dissipées cette stratégie n’est pas intéressante. De plus elle n’est pas toujours stable. Il est
par exemple possible de générer des instabilités à hautes fréquences. Elles sont connues sous
le nom de “spillover” et apparaissent car tous les modes de la structure ne sont pas contrôlés
[130].
Une seconde possibilité est d’utiliser un transducteur qui n’a pas besoin d’un apport d’énergie
externe pour en extraire de la structure, ce qui correspond à la situation du contrôle passif.
Cette stratégie est toujours stable et peut être assez facilement mise en oeuvre. Elle permet
de récupérer de l’énergie dans tous les cas de figures, mais optimiser la quantité d’énergie
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récupérée nécessite une étude approfondie de la structure. Il faut déterminer la loi de contrôle
puis optimiser le gain et le placement des systèmes de récupération d’énergie.
Une dernière option consiste à adopter un compromis entre les contrôles actif et passif. Cette so-
lution est connue sous le nom de contrôle semi-actif. Ce concept a été énoncé par Karnopp et al.
[131], il nécessite un apport énergétique externe faible et ne présente pas de risque de spillover
[132]. Il est donc raisonnablement envisageable de récupérer plus d’énergie que celle néces-
saire pour alimenter le système de récupération. Cette approche est aujourd’hui plutôt utilisée
pour amortir des structures sans trop dépenser d’énergie [133, 134]. Quelques essais utilisant
une méthode semi-active telle la technique du SSH (“Synchronized Switch Harvesting”) ont été
réalisés [135]. Une telle solution permet de mieux s’adapter aux caractéristiques de la structure
flexible considérée et d’augmenter la quantité d’énergie récupérée par rapport à une stratégie
passive.

Malgré ses avantages nous avons choisi de ne pas étudier cette solution et de nous focaliser sur
l’utilisation du contrôle passif pour récupérer de l’énergie d’une structure flexible.

2.3.3 Choix d’une stratégie passive pour récupérer l’énergie

Mitcheson et al. [26] ont fait une comparaison des générateurs utilisant des transducteurs de
façon passive. Cette étude compare trois architectures : les “Velocity Damped Resonant Ge-
nerator” (VDRG) et les deux générateurs électrostatiques montrés sur la figure 2.7 (CDRG et
CFPG). Les VDRG utilisent des transducteurs électromagnétiques. Les CDRG et CFPG sont
des générateurs électrostatiques décrits au paragraphe 2.1.1.2. Tous les récupérateurs d’énergie
sont excités en appliquant un déplacement Y0 sur le bâti. Cela implique un déplacement rela-
tif maximal Zl de la masse mobile m. Les puissances, les pulsations et les déplacements ont
été normalisés pour permettre un comparatif. La puissance normalisée correspond au rapport
de celle produite par le générateur divisée par 2mPρ (où Pρ est défini par l’équation 2.15). La
pulsation normalisée ωc est le rapport de celle d’excitation divisée par celle de résonance du
générateur.
La figure 2.14 montre que les puissances normalisées dépendent de ωc et du rapport Zl/Y0. Le
générateur CFPG ne dépend pas du paramètre ωc car il n’a pas de pulsation de résonance. La
puissance est donc constante pour toutes les valeurs ωc à Zl/Y0 imposé. Nous pouvons constater
que si ωc < 0.5, alors le générateur CFPG est le plus intéressant. Notons tout de même que
celui-ci produit une puissance bien plus faible que les deux autres quand nous sommes proche
de la résonance (ωc ≈ 1). Les générateurs VDRG et CDRG sont équivalents si ωc = 1. S’il est
possible d’ajuster la pulsation de résonance du générateur pour qu’elle corresponde à celle de
l’excitation (et donc obtenir ωc = 1), il est préférable de retenir un générateur résonant pour
maximiser la puissance extraite.
Un générateur VDRG couvre un domaine de pulsations et de déplacement Zl/Y0 plus grand
qu’un CDRG comme on peut le constater sur la figure 2.14. Notons qu’un Zl faible correspond
à un fort amortissement interne du générateur. Le VDRG a de plus l’avantage d’être facilement
réalisable, nous retiendrons donc cette solution. Beeby et al. ont comparé différentes tailles
(macroscopique et microscopique) de VDRG et sont arrivés à la conclusion que les mêmes
règles de conception peuvent être utilisées [13]. Cela indique que les résultats que nous allons
présenter par la suite sont indépendants de la taille de récupérateur d’énergie choisie.
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FIG. 2.14 – Comparaison des domaines d’utilisation des générateurs : VDRG, CDRG et CFPG
[26]

2.4 Modélisation de la structure avec un récupérateur d’éner-
gie de type visqueux

La solution retenue pour récupérer de l’énergie consiste à appliquer une force proportionnelle à
la vitesse de déplacement ẏi.

fi = g(ẏi) = gi.ẏi (2.24)

La structure flexible modélisée par l’équation 2.16 et contrôlée par un DVF peut donc être mise
sous la forme [32] : 

Msẍ+Csẋ+Ksx = f +Bu

ẏ = BT ẋ

u =−G.ẏ

(2.25)

Les matrices Ms > 0, Ks ≥ 0 symétriques incluent les ajouts de masse et de rigidité engendrés
par les récupérateurs d’énergie comme indiqué précédemment. La structure est soumise aux
conditions initiales x(0) = x0 et ẋ(0) = ẋ0. L’ensemble des forces appliquées par les systèmes de
récupération d’énergie sur la structure est représenté par le vecteur u. Celui-ci permet d’appli-
quer les efforts aux différents points de connexion de la structure par le vecteur Bu. La matrice
d’influence B permet de modéliser le positionnement des récupérateurs d’énergie sur la structure
flexible. D’après la loi de contrôle choisie, u dépend de la vitesse relative mesurée ẏ. Comme u
et ẏ sont colocalisés, la même matrice d’influence est utilisée et donc ẏ = BT ẋ. L’ensemble des
forces extérieures appliquées sur la structure est représenté par f (hors forces de contrôle). La
puissance extraite de la structure flexible qui vibre est égale à celle extraite par les récupérateurs
d’énergie (Ph =−ẏT u).
À partir du système d’équation 2.25, il est possible d’intégrer les récupérateurs d’énergie pour
arriver à : 

Msẍ+
(
Cs +BGBT) ẋ+Ksx = f

x(0) = x0

ẋ(0) = ẋ0

(2.26)

En observant l’équation obtenue, on peut se rendre compte que le système de récupération
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d’énergie apparaît comme une impédance dissipative (BGBT ) ajoutée à la structure, ce qui a
pour effet d’augmenter l’amortissement de la structure. Le même résultat est observé si la récu-
pération d’énergie est réalisée à l’aide d’un transducteur piézoélectrique [136].
Comme les énergies récupérées sont directement liées à ce qui est prélevé de la structure, on
peut penser qu’optimiser la stabilisation de la structure est une bonne solution. Est-ce réellement
la stratégie à adopter ?

2.5 Stratégie de stabilisation ou de récupération d’énergie

Avant de comparer les stratégies de stabilisation et de récupération d’énergie, nous commence-
rons par étudier chacune d’elles séparément.

2.5.1 Stratégie de stabilisation

L’analyse de la stabilité de la structure se fait en étudiant les solutions de l’équation caractéris-
tique 2.27 en fonction de G : [

Mss2 +
(
Cs +BGBT)s+Ks

]
X = 0 (2.27)

où s est la variable de Laplace. Le système est toujours stable dès lors que Cs +BGBT > 0. Les
solutions peuvent alors s’écrire [137] :

si =−ξiωi± jωi

√
1−ξ2

i (2.28)

où ωi ≥ 0 est la iième pulsation propre et ξi le coefficient d’amortissement modal supposé sous-
critique (0≤ ξi < 1) .
La solution complexe si dépend des matrices Ms, Cs et Ks. Elle dépend également de la matrice
de boucle de rétroaction G et du vecteur d’influence B. La solution réelle x(t) de l’équation
caractéristique 2.27 vaut donc :

x(t) =
n

∑
i=1

αiφiesit +α−iφ−ies−it (2.29)

α−i est le conjugué de αi (α−i = αi). On a également s−i = s̄i et φ−i = φ̄i. Il est donc possible
de modifier l’expression de x(t) pour aboutir à :

x(t) =
n

∑
i=1

γie−ξiωit cos(ωi

√
1−ξ2

i t +βi) (2.30)

Dans cette équation γi est un vecteur réel et βi représente le retard de phase (grandeur réelle
également). Tous deux dépendent des conditions initiales de la structure.
Comme ℜ(si)≤ 0, l’inégalité suivante est vérifiée :∣∣x(t)

∣∣≤ γemax[ℜ(si)]t (2.31)

γ est un réel strictement positif comme γ = max |γi|. L’inégalité 2.31 correspond au résultat
énoncé par Komornik [138]. Pour obtenir le retour le plus rapide de la structure dans sa position
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d’équilibre, il faut que max [ℜ(si)] soit le plus petit possible. Cela peut se traduire en minimisant
une fonction de coût Jst . Il faut alors écrire que :

Jst (G) = max
i∈[1;n]

{max [ℜ(si)]} (2.32)

Ce critère est équivalent à celui proposé par Monnier et al. [125], qui a permis d’optimiser la
stabilisation d’une structure flexible contrôlée par un IFF. Meyer et al. [139] ont montré que les
résultats utilisés pour l’optimisation d’un IFF sont applicables à un contrôle de type DVF, qui
est la forme duale de l’IFF.
En utilisant l’équation 2.27, on peut obtenir le lieu d’Evans de la structure contrôlée. La figure
2.15 représente le lieu d’Evans de deux modes (i et j) d’une structure flexible contrôlée. Chaque
courbe correspond à la solution s des modes i et j quand le paramètre de boucle de rétroaction
G varie. Sur cette figure, la solution si(Gi) est repérée où Gi minimise ℜ(si(G)) et par consé-
quent la fonction coût Jst pour le mode i. Gi est donc le paramètre de stabilisation optimal, qui
maximise l’amortissement du iième mode de la structure.

FIG. 2.15 – Exemple de lieu d’Evans

Dans le cas général, le gain optimal Gi n’optimise pas la stabilisation du mode j comme on peut
le constater sur figure 2.15, chaque mode ayant son propre paramètre optimal G.
Pour optimiser la stabilisation de tous les modes, la fonction coût doit être minimisée sur l’en-
semble des modes. Il faut alors choisir le paramètre G pour que la solution ℜ(s(G)) soit mini-
male. Le paramètre Gi répond à cette condition sur la plus petite des boucles de la figure 2.15.
Comme sur l’autre boucle on a ℜ(s j(Gi)) < ℜ(si(Gi)), le paramètre Gi minimise Jst pour les
deux modes considérés i et j.

2.5.2 Stratégie de récupération d’énergie
L’énergie totale récupérée de la structure flexible s’écrit :

Eh =
∫

∞

−∞

ẋT (BGBT) ẋdt (2.33)
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Quand la matrice G est choisie positive, l’énergie récupérée Eh est positive. Si f ∈ L2(R), alors
on a x ∈ L2(R) et Eh < ∞ (théorème de Schwartz). Selon le théorème de Parseval, il est possible
d’écrire l’inégalité entre les domaines fréquentiel et temporel :

Eh =
∫

∞

−∞

ẋT
(t)
(
BGBT) ẋ(t) dt =

1
2π

∫
∞

−∞

ẊT
(− jω)

(
BGBT) Ẋ( jω) dω (2.34)

Or Ẋ = jω
(
−ω2Ms + jω(Cs +BGBT )+Ks

)−1 F , ce qui implique que l’énergie maximale ré-
cupérée dépend de G, de f et de ω. Si f est une fonction périodique de période τ, l’équation
2.34 n’est plus applicable comme Eh devient infini. Il n’est alors pas possible de définir un cri-
tère qui maximise cette quantité. Si on se trouve dans le cas où f ∈ L2(τ), alors donnons une
nouvelle définition de l’énergie récupérée. Celle-ci sera déterminée pendant une période τ :

Ehτ
=
∫

τ

0
ẋT (BGBT) ẋdt (2.35)

Cette quantité est un scalaire positif (de valeur finie) que l’on peut maximiser, ce qui est équi-
valent à maximiser la puissance moyenne récupérée Ph sur un cycle défini par :

Ph =
Ehτ

τ
(2.36)

Pour une fonction périodique f , la décomposition de Fourier des fonctions f(t) et ẋ(t) donne :
f(t) =

+∞

∑
n=−∞

fne− jnωt

ẋ(t) =
+∞

∑
n=−∞

(− jnω).xne− jnωt

(2.37)

Notons xn le complexe conjugué de xn et appliquons le théorème de Parseval à la fonction réelle
ẋ(t) . En notant que ẋn = ẋ−n, on obtient la relation :

Ph =
ω

2π

∫ 2π

ω

0
ẋT
(t)
(
BGBT) ẋ(t) dt

= ω2
+∞

∑
n=1

n2xT
n
(
BGBT)xn

(2.38)

Comme xn =
(
−n2ω2Ms + jnω(Cs +BGBT )+Ks

)−1 fn on constate à nouveau que Ph dépend
de G, de f et de ω. De l’expression de xn et de l’équation 2.38 on peut en conclure que
Ph (G=0) = Ph (G→∞) = 0. La puissance moyenne récupérée étant une fonction continue posi-
tive dépendant de G, elle admet au moins un maximum. Définissons une nouvelle fonction coût
Jh pour optimiser la récupération d’énergie :

Jh (G, f ,ω) = Ph (G, f ,ω) (2.39)

Cette fonction admet au moins une solution (dans le cas où une force extérieure périodique f
est appliquée à la structure flexible). Dans le cas où f ∈ L2(R), des résultats similaires peuvent
être obtenus en étudiant la quantité d’énergie totale récupérée Eh à la place de Ph.
La fonction coût Jh peut également être utilisée pour définir si de l’énergie est prélevée ou non
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de la structure. Cela est utile si G n’est pas une matrice définie positive. Dans ce cas de figure il
faut étudier les matrices G qui permettent d’obtenir l’inégalité Jh > 0.

2.5.3 Opposition des deux stratégies
Observons la puissance qu’il est possible d’extraire d’une structure flexible à l’aide d’un unique
actionneur. D’après le lieu d’Evans tracé sur la figure 2.15, nous devons choisir G = Gi pour
maximiser la stabilisation de la structure excitée autour du mode i. Nous allons supposer que la
structure est soumise à une seule force excitatrice f(t) = f0 cos(ωt) dont l’amplitude f0 est fixée.
Comme nous avons montré que Jh dépend de la pulsation ω, nous allons rechercher le paramètre
G qui maximise Ph lorsque ω varie autour de ωi(Gi) = ℜ(si(Gi)) (où si(Gi) est la solution opti-
misant la stabilisation du mode i représenté sur la figure 2.15). La figure 2.16 montre l’évolution
de Ph lorsqu’un seul récupérateur d’énergie est connecté. Seules les pulsations ωi(0), ωi(Gi) et
ωi(∞) indiquées sur la figure 2.15 seront étudiées.

FIG. 2.16 – Comparaison des puissances récupérées

Nous pouvons d’abord constater que choisir ω = ωi(Gi) permet effectivement de maximiser la
puissance récupérée quand G = Gi. Cette valeur optimale PhGi

ne nous intéresse pas directement
car nous cherchons à faire un comparatif des puissances récupérées quand G et ω varient. C’est
pour cette raison que nous avons normalisé Ph par rapport à PhGi

. Nous pouvons ensuite constater
que Ph admet effectivement un maximum pour ω = ωi(Gi) et ω = ωi(∞), mais il n’est pas situé
en G = Gi. Dans ces deux cas de figure, nous obtenons que Ph optimal est supérieur à PhGi

, ce
qui montre que maximiser la stabilisation n’est pas le meilleur choix à faire dans le cas général.
Il est normal d’arriver à cette observation puisque les définitions des fonctions coût Jh et Jst ne
sont pas les mêmes. En effet Jh dépend du paramètre de boucle feed-back G, de la pulsation ω

et de la force externe f appliquée sur la structure alors que Jst ne dépend que de G.
La stratégie de stabilisation n’étant pas toujours optimale, il faut donc en développer une spéci-
fique pour optimiser les paramètres du système de récupération d’énergie.



Chapitre 3

Optimisation de l’énergie récupérée par
un système linéaire

Nous avons évoqué dans les parties 2.1 et 2.2 différentes intégrations possibles d’un récupéra-
teur d’énergie sur une structure : système interne ou externe sur une structure flexible, système
oscillant monté sur une structure assimilée à une masse rigide... En réalité, ces différentes confi-
gurations peuvent se ramener au cas élémentaire d’un récupérateur sur structure flexible. Les
cas interne et externe ne se distinguent que par la prise en compte de déplacements relatifs ou
absolus. Le cas du système oscillant sur masse rigide peut être considéré comme une structure
flexible dont la dynamique ne contient que le mode du système oscillant.
Nous allons donc limiter l’étude qui suit au cas d’un récupérateur sur structure flexible. Après
avoir proposé une modélisation du système, nous chercherons à optimiser la récupération d’éner-
gie en utilisant un seul dispositif avant d’en considérer plusieurs. Nous comparerons ensuite
les prédictions théoriques des puissances extraites à celles mesurées expérimentalement. Enfin
comme l’apport d’énergie peut se faire sur une bande fréquentielle variable, nous étudierons
l’influence de celle-ci sur la récupération d’énergie, avant de terminer par une synthèse des
résultats obtenus.

3.1 Modélisation de la structure avec un récupérateur d’éner-
gie

Commençons par modéliser séparément le récupérateur d’énergie et la structure flexible. Nous
ferons ensuite apparaître les interactions entre ces deux éléments.

3.1.1 Modélisation du transducteur électromagnétique
Le récupérateur d’énergie schématisé sur la figure 3.1 est destiné à être fixé sur une structure
flexible. Il est soumis aux efforts fi et f j appliqués sur la structure. Il est composé d’un transduc-
teur électromagnétique connecté à une impédance Z f (ω), qui correspond à une représentation
simplifiée de l’électronique de récupération d’énergie. Elle est généralement constituée d’un
pont de diodes pour redresser le courant et d’une batterie pour stocker l’énergie.
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FIG. 3.1 – Schéma du récupérateur d’énergie i

Le transducteur électromagnétique est réalisé à l’aide d’une bobine se déplaçant dans un champ
magnétique créé par l’aimant. Le bobinage est fixé sur une pièce rigide (de forme conique) pour
permettre de transmettre les efforts imposés par la structure flexible sur celui-ci. À l’intérieur
du récupérateur d’énergie apparaissent les forces de Laplace ( fL i et − fL i) représentées sur la
figure 3.2 et déterminées à l’aide de l’équation 2.13.

FIG. 3.2 – Forces internes du récupérateur d’énergie i

En isolant chacune des parties, nous obtenons les équations suivantes : mi ẍi = fi + fL i

m j ẍ j = f j− fL i

(3.1)

Le déplacement relatif yi (cf. figure 3.1) de la bobine par rapport à l’aimant se fait perpendicu-
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lairement au champ magnétique pour maximiser le flux traversant la bobine et par conséquent la
f em (cf. formule 2.10). Reprenons les lois qui régissent la conversion électromagnétique (équa-
tions 2.11 et 2.13) pour déterminer les équations de couplage électromécanique du transducteur
i :  f emi = Ce

dyi

dt
fL i = Ceii

(3.2)

ii est le courant qui circule dans la bobine et f emi la force électromotrice qui apparaît aux
bornes de celle-ci en boucle ouverte. On suppose que toutes les bobines et aimants utilisés sont
identiques. Le coefficient de couplage Ce qui apparaît dans le système d’équations 3.2 est donc
le même pour chaque récupérateur d’énergie et son expression est donnée par l’équation 2.12.

FIG. 3.3 – Circuit électrique du récupérateur d’énergie

Le récupérateur d’énergie est modélisé par le circuit électrique représenté sur la figure 3.3. On
y retrouve la bobine modélisée par le générateur f emi, l’inductance Lb et la résistance interne
Rb. Nous supposerons que l’impédance Z f branchée sur la bobine possède uniquement une
partie résistive R f et une partie inductive L f . Dans le domaine fréquentiel, nous avons donc
Z f = R f + jωL f (où ω représente la pulsation). Vi est la tension qui apparaît aux bornes du
transducteur électromagnétique lorsque l’impédance Z f est branchée. En écrivant l’égalité des
tensions aux bornes du générateur et de Z f nous obtenons l’équation électrique suivante :

Vi =−(Rb + jωLb)ii + f emi = (R f + jωL f )ii (3.3)

La combinaison des équations 3.2 et 3.3 conduit à l’expression de la fonction de transfert Gi(ω)
du récupérateur d’énergie :

Gi(ω) =− fL i

jωyi
=

C2
e

a+ jωb
(3.4)

où a = Rb + R f et b = Lb + L f . La variable “a” représente la partie dissipative (résistance) et
“b” celle de stockage.
Les masses mi et m j du transducteur électromagnétique vont être intégrées à la structure flexible
comme nous allons le voir par la suite.

3.1.2 Modélisation de la structure flexible avec récupérateur d’énergie
Un récupérateur d’énergie interne fixé sur une structure flexible lui applique les forces − fi et
− f j. Pour tenir compte des points de connexion i et j, utilisons les vecteurs d’influence bi et b j.
En se servant de l’équation 2.16, nous arrivons à :
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Msẍ+Csẋ+Ksx = f −bi fi−b j f j (3.5)

où f représente toutes les forces appliquées sur la structure flexible autres que celles engendrées
par le récupérateur d’énergie considéré. fi et f j sont déterminées par l’équation 3.1. Cela nous
permet de modifier l’équation 3.5 pour arriver à :

[Ms +mibibT
i +m jb jbT

j ]ẍ+Csẋ+Ksx = f +(bi−b j). fL i (3.6)

Cette équation permet d’intégrer les masses mobiles du récupérateur d’énergie à la structure
flexible en ajoutant des masses ponctuelles aux points de connexions. Notons que si nous avons
affaire à un récupérateur d’énergie externe, il suffit d’imposer b j = 0. Si nous considérons
d’autres récupérateurs d’énergie, il faut naturellement ajouter d’autres masses ponctuelles sur
la structure flexible.

3.1.3 Troncature du modèle

Posons Φ la matrice modale du système conservatif et qs le vecteur des déplacements modaux
satisfaisant l’équation X = Φqs. En prémultipliant l’équation 3.6 par ΦT , nous obtenons :

M̃s
d2qs

dt2 +C̃s
dqs

dt
+ K̃sqs = Φ

T ( f(ω) +(bi−b j). fL i (ω)
)

(3.7)

avec :

M̃s = Φ
T (Ms +mibibT

i +m jb jbT
j )Φ = diag(µp) (3.8)

K̃s = Φ
T KsΦ = diag(µpω

2
p) (3.9)

C̃s = Φ
TCsΦ (3.10)

µp représente la masse modale et ωp la pulsation du mode p. Nous supposons que l’amortisse-
ment Cs est proportionnel (hypothèse de Basile). Cela nous permet d’écrire que :

C̃s = diag(2ξpωpµp) (3.11)

ξp est le coefficient d’amortissement du mode p. Appliquons la transformée de Fourier aux
deux membres de l’équation 3.7. On obtient :

x(ω) =
[
Φ(−ω2M̃s + jωC̃s + K̃s)−1ΦT

](
f(ω) +(bi−b j). fL i (ω)

)
= H(ω)

(
f(ω) +(bi−b j). fL i (ω)

) (3.12)

H(ω) est la matrice de flexibilité dynamique généralisée. Elle peut être mise sous la forme [32] :

H(ω) =
n

∑
p=1

ΦpΦT
p

µp(2 jξpωpω+ω2
p−ω2)

(3.13)

n est le nombre de degrés de liberté de la structure flexible discrétisée. Ses pulsations propres
sont supposées classées par ordre croissant : ω1 < ω2 < ... < ωn.
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La pulsation imposée ω est supposée proche de l’un des modes isolés ωN de la structure. Re-
groupons les modes de basse et haute fréquences dans la matrice de résidus statique R0

N . La
matrice de flexibilité se présente alors sous la forme :

H(ω) =
ΦNΦT

N

µN(2 jξNωNω+ω2
N−ω2)

+R0
N (3.14)

avec :

R0
N ≈−

1
ω2

N−1

∑
p=1

ΦpΦT
p

µp
+

n

∑
p=N+1

ΦpΦT
p

µpω2
p

(3.15)

Si on a ωN� ωp pour p < N et ωN� ωp pour p > N, alors R0
N devient négligeable par rapport

à ΦNΦT
N

µN(2 jξNωNω+ω2
N−ω2)

.

3.1.4 Modélisation du système étudié

Dans un premier temps nous étudierons un seul système de récupération d’énergie connecté sur
la structure flexible comme représenté sur la figure 3.4. Il s’agit d’un récupérateur d’énergie
interne qui peut être fixé à n’importe quel point. Pour simplifier l’étude, on va supposer que la
force d’excitation est appliquée en un point unique (point 1) et notée f1. Elle fournie de l’éner-
gie mécanique au système. f2 représente la force appliquée par le récupérateur au point 2 et x2
le vecteur déplacement colocalisé. Les efforts f1 et f2 correspondent aux efforts électromagné-
tiques car les masses mobiles des deux transducteurs électromagnétiques ont été incluses à la
structure flexible aux points 1 et 2 sous forme de masses ponctuelles. f1 et f2 ne sont pas notées
fL 1 et fL 2 (forces de Laplace) pour alléger les notations.

FIG. 3.4 – Modélisation de la structure flexible étudiée avec le système de récupération d’éner-
gie connecté

Les déplacements aux points 1 et 2 sont définis par x1 = bT
1 x et x2 = bT

2 x, où b1 et b2 sont des
vecteurs d’influence. Nous utiliserons les mêmes notations f1, x1, f2 et x2 pour représenter les
grandeurs scalaires réelles à la place des vecteurs de même nom. Ces scalaires sont projetés sur
l’axe x.
Le vecteur force f dépend de l’effort externe imposé f1 et de celui de réaction f2.

f = b1 f1 +b2 f2 (3.16)
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Introduisons les fonctions de transfert hi j = xi/ f j définies par :{
x1 = h11 f1 +h12 f2
x2 = h21 f1 +h22 f2

(3.17)

À partir des équations 3.14, 3.15 et 3.17 il est possible d’obtenir les fonctions de transfert hi j
lorsque la pulsation ω est proche de celle de ωN :

h11 =
a11

2 jξNωNω+ω2
N−ω2

+ r0
11

h12 =
a12

2 jξNωNω+ω2
N−ω2

+ r0
12

h21 =
a21

2 jξNωNω+ω2
N−ω2

+ r0
21

h22 =
a22

2 jξNωNω+ω2
N−ω2

+ r0
22

(3.18)

avec :  ai j =
bT

i ΦNΦT
Nb j

µN

r0
i j = bT

i R0
Nb j

(3.19)

Notons que les coefficients ai j et les résidus statiques r0
i j sont des scalaires. De plus, nous avons

r0
12 = (r0

12)
T = r0

21 (comme R0
N est une matrice symétrique) et a12 = (a12)T = a21. Ces remarques

nous permettent d’en conclure que h12 = h21.
Le récupérateur d’énergie utilisé impose un feed-back G sur la structure tel que f2 = − jωGy2
comme indiqué à l’équation 3.4. La figure 3.5 montre cette boucle de rétroaction sur la modéli-
sation LTI (Linear Time Invariant) de la structure flexible (qui est représentée par H(ω)).

FIG. 3.5 – Modélisation du système bouclé

De l’équation 3.17 et en tenant compte du feed-back, il est possible de déduire une fonction de
réponse fréquentielle (FRF) de la structure flexible avec le récupérateur d’énergie connecté :

H1 =
x1

f1
= h11− jωG

h2
12

1+ jωGh22

H2 =
x2

f1
=

h12

1+ jωGh22

(3.20)

À partir de la condensation de Guyan réalisée aux points de connexion, il est possible d’étudier
la structure à partir d’une entrée unique f1 et de déterminer les puissances aux points 1 et 2.
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3.2 Optimisation à l’aide d’un récupérateur d’énergie

Pour réaliser l’optimisation de la récupération d’énergie, nous avons besoin de définir les puis-
sances moyennes entrante (P1) et sortante (P2) de la structure. Le système d’équations 3.20 et
la formule A.8 nous permettent de déterminer P1 et P2, dans le cas d’un régime stationnaire :

P1 =
1
2

ℜ( jωx1 f1) =
1
2
‖ f1‖2

ℜ( jωH1) (3.21)

P2 =
1
2

ℜ( jωx2 f2) =
1
2

ω
2 ‖ f1‖2 ‖H2‖2

ℜ(G) (3.22)

jωx1 représente le complexe conjugué de jωx1 et G(ω) =
C2

e
a+ jωb

.

Nous avons montré dans le paragraphe 2.5.2 qu’il existe un gain G optimisant la récupération
d’énergie et nous allons maintenant déterminer celui-ci. Nous commencerons par déterminer la
condition à respecter pour qu’il y ait effectivement récupération d’énergie, puis nous passerons
aux analyses numérique et analytique pour en déduire la puissance maximale extraite. Nous
terminerons en montrant comment utiliser le lieu d’Evans pour optimiser la puissance extraite
de la structure.

3.2.1 Condition pour récupérer de l’énergie

Pour récupérer de l’énergie, il faut que la fonction coût Jh soit positive. Comme Jh = P2, cela
implique que pour la pulsation ω considérée nous ayons :

ℜ(G) > 0 (3.23)

Cette inégalité traduit la condition mathématique à respecter pour qu’il y ait effectivement ré-
cupération d’énergie. En remplaçant G par son expression, nous obtenons la condition a > 0.
Cela signifie qu’une partie résistive est nécessaire dans la boucle de rétroaction pour que de
l’énergie soit extraite de la structure. Il est normal de constater que la condition de récupération
d’énergie ne dépende pas de la partie inductive b du circuit. En effet b ne fait que prélever de
façon temporaire de l’énergie de la structure, puis la lui restitue. Comme b intervient dans les
échanges de puissances (puissance réactive), nous devrions retrouver que ce paramètre agit tout
de même sur la valeur de la puissance moyenne récupérée P2.

3.2.2 Etude numérique

Les puissances moyennes P1 et P2 peuvent être évaluées numériquement à partir des équations
3.21 et 3.22. L’effort imposé f1 est choisi sinusoïdal et d’amplitude 1 Newton. Les figures 3.6
et 3.7 montrent l’évolution de ces puissances en fonction de la fréquence et de la valeur de la
résistance dissipative a.
Comme nous cherchons la puissance optimale que l’on peut extraire de la structure flexible,
nous allons déterminer sur la figure 3.7 la fréquence qui maximise P2 pour chaque résistance
a. Nous obtenons ainsi l’évolution de P2 maximale en fonction de a comme représentée sur la
figure 3.8. Sur celle-ci nous avons également reporté la puissance fournie P1 correspondante et
annoté certains points particuliers :
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FIG. 3.6 – Puissance P1 en fonction de la pulsation et de la résistance a

FIG. 3.7 – Puissance P2 en fonction de la pulsation et de la résistance a

– Les points A1 et A2 correspondent au système en boucle ouverte (a→ ∞). La puissance P2
tend vers zéro car il n’y a aucune dissipation d’énergie possible dans une résistance infinie.

– Les points E1 et E2 correspondent au système en boucle fermée (a = 0). La puissance P2 tend
vers zéro car il n’y a aucune dissipation d’énergie possible dans une résistance nulle.

– Le point C correspond au rapport η = P2/P1 maximal. La courbe de P2 est quasiment confon-
due avec celle de P1. Le rendement η est presque égal à 100%, ce qui signifie que la quasi-
totalité de l’énergie entrante dans la structure est récupérée. Cependant la valeur de P2 en ce
point est loin d’être celle qui fournit le plus de puissance. Ce phénomène s’explique par le
fait que l’on ne laisse pas l’énergie pénétrer dans la structure.

– Les points B2 et D2 correspondent au maximum de puissance P2. Dans ce cas l’énergie récu-
pérable est optimisée.

Ces résultats montrent que pour un effort sinusoïdal f1 avec une amplitude constante et une pul-
sation choisie autour de la pulsation propre du système, il est possible de trouver deux maxima :
l’un pour une “faible” résistance et l’autre pour une “forte”. Cette ‘dernière est celle décrite
dans l’article de Stephen [140]. Reportons sur le tracé du lieu d’Evans les points particuliers
de P2 annotés sur la figure 3.8. Celui-ci est obtenu à partir de l’équation 3.7 en posant f = 0,
b2 = bi et b j = 0. En appliquant la transformée de Laplace et en tenant compte de la relation
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FIG. 3.8 – Puissances moyennes P1 (+) et P2 (•) en fonction de la résistance totale a avec la
fréquence choisie pour maximiser P2

3.4, nous obtenons : (
M̃ss2 +C̃ss+ K̃s +Φ

T b2.GsbT
2 Φ

)
Qs = 0 (3.24)

avec

G(s) =− fL 2

sy2
=

C2
e

a+bs
(3.25)

L’évolution de la position de s sur le lieu d’Evans est obtenue en faisant varier a entre 0 et +∞.
Sur la figure 3.9, seules les solutions du mode N sont représentées.

FIG. 3.9 – Lieu d’Evans de H2 quand la résistance totale a varie

Les points particuliers correspondant à A2, B2, C, D2 et E2 sont respectivement notés A, B, C, D
et E. On peut alors constater que les points B, C et D ne sont pas confondus. Cette constatation
n’est valable que si l’on a imposé une force externe sinusoïdale. Cela se comprend bien car les
stratégies de stabilisation et de récupération d’énergie sont différentes dans ce cas de figure.
Notons que le point C correspond au cas où le système est le plus amorti comme on peut le
voir sur la figure 3.9. Cela explique que la puissance extraite soit faible et ne permette pas par
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conséquent d’optimiser la récupération d’énergie.
Une étude analytique va nous permettre d’identifier les paramètres sur lesquels il faut agir pour
maximiser P2. Elle va également nous montrer s’il est possible d’utiliser le lieu d’Evans pour
déterminer la position des points B et D. Cet outil très utile pour maximiser l’amortissement
d’une structure [125], est-il également adapté pour optimiser la récupération d’énergie ?

3.2.3 Etude analytique

Pour développer un modèle analytique, nous allons considérer une fréquence proche d’un mode
isolé de la structure flexible et considérons que les résidus statiques sont négligeables.
Dans l’équation 3.19, les vecteurs ΦN , b1, b2 sont des vecteurs colonnes. Les produits ΦT

Nb1 et
ΦT

Nb2 sont par conséquent des scalaires et l’égalité suivante est vraie :

(bT
1 ΦNΦ

T
Nb1)(bT

2 ΦNΦ
T
Nb2) = (bT

1 ΦNΦ
T
Nb2)(bT

2 ΦNΦ
T
Nb1) (3.26)

Les coefficients ai j sont donc reliés par l’équation :

a11×a22 = a2
12 (3.27)

Nous pouvons en déduire l’égalité h11× h22 = h2
12 du fait de l’hypothèse de résidus statiques

nuls (r0
11 = r0

12 = r0
22 = 0). Le système d’équations 3.18 devient alors :

h22 =
a22

2 jξNωNω+ω2
N−ω2

h11 =
a11

a22
h22

h12 =
a12

a22
h22

(3.28)

Les puissances P1 et P2 peuvent donc être exprimées en fonction de h22 et de G :
P1 = 1

2 ‖ f1‖2 a11

a22
ℜ

(
jω
[

h22

1+ jωGh22

])
P2 = 1

2ω‖ f1‖2 a11

a22

∥∥∥∥ h22

1+ jωGh22

∥∥∥∥2

ℑ(G)
(3.29)

Nous arrivons aux expressions des puissances P1, P2 et du rendement η = P2/P1 données par
les équations 3.30 à 3.32.

P1 =

1
2
‖ f1‖2 a11ω

2 ( 2ξNωN
[
a2 +(bω)2]+C2

e a22a
)

[
a(ω2

N−ω2)−2ξNωNbω2]2 +
[
C2

e a22 +b(ω2
N−ω2)+2ξNωNa

]2
ω2

(3.30)

P2 =

1
2
‖ f1‖2C2

e a2
12aω

2[
a(ω2

N−ω2)−2ξNωNbω2]2 +
[
C2

e a22 +b(ω2
N−ω2)+2ξNωNa

]2
ω2

(3.31)

η =
P2

P1
=

C2
e a22a

2ξNωN [a2 +(bω)2]+C2
e a12a

(3.32)
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On suppose que l’on fixe b, ωN et la position du récupérateur d’énergie sur la structure flexible.
Les expressions analytiques des puissances P1 et P2 ne dépendent donc plus que des paramètres
a et ω. Le détail des calculs des puissances, rendement et des paramètres optimaux correspon-
dant aux différents points particuliers sont donnés dans l’annexe C.
Le lieu des pôles est quant à lui obtenu à partir de l’équation 3.24. Si nous supposons que
l’intensité du déplacement modal associé au mode N est prépondérant par rapport aux autres,
alors nous pouvons écrire que la Ne ligne de Qs est la seule à ne pas être nulle. Cela signifie que
seul le terme (N,N) de la matrice ΦT b2.Gs.bT

2 Φ nous intéresse, il nous faut donc résoudre :

s2 +2ξNωNs+ω
2
N + sGΦ

T
Nb2.bT

2 ΦN = 0 (3.33)

En remplaçant G par son expression et en notant que a22 = ΦT
Nb2.bT

2 ΦN , nous arrivons à l’équa-
tion suivante :

bs3 +(2ξNωNb+a)s2 +(2ξNωNa+bω
2
N +C2

e a22)s+aω
2
N = 0 (3.34)

Elle permet d’obtenir les parties réelles et imaginaires de s pour les différents points particuliers
du lieu d’Evans. Tous les résultats sont synthétisés dans le tableau 3.1 en posant :

ωNE =

√
ω2

N +
C2

e a22

b
(3.35)

et

ωNC =
ωNE +ωN

2
(3.36)

ωNE est la pulsation de résonance au point de fonctionnement E (en court-circuit) et ωNC celle
au point C.
L’étude analytique confirme que les points A et E ne sont pas intéressants pour la récupération
d’énergie. En effet il n’y a aucun transfert d’énergie (P2 = 0) quand a = 0 ou a→ ∞. Notons
que ces deux points ont la même abscisse sur le lieu d’Evans : −ξNωN .
La puissance maximale extraite (P2) est la même aux deux points optimaux B et D. Elle ne dé-
pend ni du coefficient de couplage Ce ni de la position du récupérateur d’énergie sur la structure.
Il n’est donc pas nécessairement utile d’avoir un aimant avec un fort champ magnétique. Il n’est
pas nécessaire non plus de placer le système de récupération d’énergie au point de débattement
maximal comme l’ont fait Torah et al. [141].
Les deux résistances a optimisant P2 sont influencées par Ce et a22. Dans ces deux cas P2 est
égale à la moitié de P1 et les deux points ont la même abscisse sur le lieu d’Evans : −2ξNωN.
Cela correspond à les coefficients d’amortissement électrique et mécanique égaux. Cette consta-
tation déjà reportée par Stephen [140] revient à appliquer le théorème de Jacobi (cité au para-
graphe 1.3.3.2) à un problème multi-physique.
Si l’on fixe la valeur de la puissance fournie à la structure, alors P2 est maximum au point C
(car il présente le meilleur rendement). Ce cas de figure revient à ajuster la force imposée à la
structure en fonction du feed-back de récupération d’énergie pour conserver P1 constante, mais
ne correspond pas à la situation rencontrée en général.
Les puissances P1 et P2 exprimées au point E dans le tableau 3.1 sont valides tant que la condi-

tion (2ξNωN)2 �
[(

ωNE
ω

)2
−1
]2

est réalisée (voir équation C.3), c’est à dire si ω est suffi-
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Point A B C D E

ℜ(s) −ξNωN −2ξNωN −

(
ω2

NE
−ω2

N

3ω2
N +ω2

NE

)
ωNC −2ξNωN −ξNωN

ℑ(s) ωN ωN ωNC ωNE ωNE

a ∞
C2

e a22

2ξNωN
bωNC

2ξNωN

C2
e a22

(bωNE )2 0

P1

‖ f1‖2
a11

4ξNωN

a11

8ξNωN
a11

(
bωNC

C2
e a22

)(
1
ηc

)
a11

8ξNωN

a11

4ξNωN

P2

‖ f1‖2 0
a11

16ξNωN
a11

(
bωNC

C2
e a22

)(
1
ηc

)2 a11

16ξNωN
0

η 0
1
2

ηc = 1−2ξNωN
2bωNC

C2
e a22

1
2

0

TAB. 3.1 – Synthèse des résultats analytiques pour les points particuliers

samment proche de ωNE . Dans le cas contraire il faut reprendre l’étude de l’équation 3.31 avec
ξN = 0 pour déterminer quelle est la puissance maximale extractible et conduit à :

P2 =
1
2
‖ f1‖2C2

e a2
12

aω2[
ω2

N−ω2
]2 a2 +

[
ω2

NE
−ω2

]2 b2ω2
(3.37)

Cette fonction admet au moins une valeur optimale quand a varie, donnée par
∂P2

∂a
= 0 (à ω

fixé) :

aopt = bω

∣∣∣∣∣ω2
NE
−ω2

ω2−ω2
N

∣∣∣∣∣ (3.38)

L’équation 3.37 peut donc être mise sous la forme (en tenant compte de l’expression de la
résistance optimale aopt) :

P2 =
1
2
‖ f1‖2 C2

e a2
12

2b
ω∣∣(ω2−ω2

N)(ω2
NE
−ω2)

∣∣ (3.39)

Si ω→ ωN alors P2→ ∞ et aopt → ∞, ce qui signifie que le point optimal D tend vers le point
E quand ξN → 0.
De même si ω→ ωNE , on trouve que P2→ ∞. Dans ce cas aopt → 0 et par conséquent B→ A
quand ξN → 0.
En ξN = 0 la puissance fournie est égale à la puissance dissipée car il n’y a plus de pertes
internes. Le rendement est constamment égal à η = 1.
Notons enfin que plus l’amortissement électrique créé sur la structure par le feed-back est faible,
plus la durée de stabilisation permettant d’obtenir la quantité d’énergie annoncée par la formule
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3.39 est longue.

3.2.4 Limite de validité du modèle analytique

Le modèle analytique utilisé n’est valable que si la structure est excitée à une fréquence proche
de l’un de ses mode isolé. La pulsation en boucle fermée ωNE du mode N doit donc rester plus
petite que celle du mode suivant ωN+1. En considérant l’équation 3.35, cette condition se traduit
par :

C2
e a22

b
< ω

2
N+1−ω

2
N (3.40)

Il faut vérifier cette inégalité pour que l’étude analytique soit valide. La figure 3.10 compare les
lieux d’Evans obtenus en utilisant le système simplifié de l’étude analytique (cf. équation 3.34)
et celui issu de l’étude numérique (cf. équation 3.24) pour différentes valeurs de b.

On peut remarquer que toutes les courbes convergent vers un point unique quand a→ ∞ et ce,
quelle que soit la valeur de b testée. Les modèles analytique et numérique sont donc cohérents
quand a est grand.
Pour une induction b fixée on peut noter que les lieux d’Evans de l’étude analytique et numé-
rique ne sont plus parfaitement superposés lorsque a diminue. Il y a un petit écart sur la partie
réelle et imaginaire des solutions, qui devient plus important quand on choisit une valeur de b
faible. Cette différence est un effet de la troncature modale.

FIG. 3.10 – Comparaison des lieux d’Evans déterminés analytiquement et numériquement

Observons l’influence de cette différence sur la puissance récupérée. La figure 3.11 compare
l’évolution de P2(a) pour différentes valeurs de b lorsque la pulsation est ajustée sur ωNE ob-
tenue analytiquement et numériquement (il est possible d’utiliser le tracé du lieu d’Evans de la
figure 3.10 pour déterminer ces valeurs).
Nous pouvons constater que la valeur optimale de P2 obtenue par simulation numérique baisse
lorsque b diminue. Par contre la valeur analytique P2 maximale ne varie pas, comme annoncé
par la formule de P2 au point B (cf. tableau 3.1). Nous pouvons en revanche remarquer que
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FIG. 3.11 – Comparaison des puissances extraites déterminées analytiquement et numérique-
ment

la résistance optimale ne change quasiment pas que ωNE soit déterminée numériquement ou
analytiquement.
Nous pouvons en conclure que la valeur de la puissance récupérée théoriquement est surévaluée
si b est grand. L’écart devient important si b est choisi inférieur à b0 (valeur de l’inductance qui
induit une erreur de la puissance maximale récupérée d’au maximum 5%). Par contre le critère
de positionnement sur le lieu d’Evans reste correct. La formule de la résistance optimale a au
point B du tableau 3.1 reste donc valable.

3.2.5 Optimisation de la récupération d’énergie à l’aide du tracé du lieu
d’Evans

Revenons au cas où b est choisi suffisamment grand pour que l’erreur sur le lieu d’Evans n’en-
traîne pas une erreur supérieure à 5% sur la valeur de P2 au point B entre les simulations numé-
riques et analytiques (b≥ b0).
Les formules analytiques de ℜ(s) du tableau 3.1 au point B ou D donnent ℜ(s) =−2ξNωN . Au-
trement dit les points du lieu d’Evans situés à cette abscisse maximisent la puissance récupérée.
Pour confirmer cette observation sur le modèle analytique, nous allons étudier le positionne-
ment des points B et D sur le lieu d’Evans à l’aide de simulations numériques quand la taille de
la boucle varie.
Choisissons de maximiser la puissance extraite par un transducteur électromagnétique fixé sur
une poutre encastrée-libre de longueur totale 525 mm. Ce système est schématisé sur la figure
3.12. L’une des extrémités du récupérateur d’énergie est fixée au point 2 de la structure flexible
et l’autre est encastrée sur le bâti. La poutre est excitée au point 1 par une force f1 de type
sinusoïdale. Sa fréquence est choisie proche du premier mode propre de flexion de la structure.
Pour étudier la position de l’optimal de récupération d’énergie sur le lieu d’Evans dans divers
cas de figure, il suffit de faire varier la taille de la boucle en changeant la différence ωNE −ωN .
Celle-ci est liée aux paramètres Ce (coefficient de couplage de la bobine), b (partie réactive
du feed-back) et a22 (position du récupérateur d’énergie). Choisissons de faire varier a22 en
modifiant la distance L du point 2 à l’encastrement. La puissance récupérée P2 est déterminée
à l’aide de la formule 3.22. Pour chaque résistance a, la pulsation ω maximisant P2 est retenue.
La figure 3.13 trace l’évolution de P2 optimale pour différentes positions L.
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FIG. 3.12 – Poutre encastrée libre avec un récupérateur d’énergie externe

FIG. 3.13 – Puissance récupérée pour différents positionnements du récupérateur d’énergie

Nous observons que si L ≥ 0.12 m, nous avons bien deux résistances a optimales qui corres-
pondent aux points B2 et D2 définis sur la figure 3.8. En L = 0.10 m, les deux résistances
optimales sont devenues assez proches et le maximum local associé à la résistance optimale la
plus faible (point D2) n’est plus clairement distinguable. Ce phénomène est intéressant car il
correspond à une situation où une “large” gamme de résistances maximisent l’énergie récupé-
rée. Des résistances allant de 8 mΩ à 52 mΩ permettent de récupérer plus de 6 mW. Notons
que tant que L ≥ 0.10 m, la valeur de la puissance maximale reste relativement constante (lé-
gèrement supérieure à 6 mW). Dans le cas de L = 0.15 m, la gamme de résistances permettant
de dépasser 6 mW s’étend de 130 mΩ à 280 mΩ. Quand L < 0.10 m, il ne reste plus qu’une
seule résistance qui maximise P2, dont la valeur devient faible quand L diminue. Ce phénomène
est logique car la poutre est excitée autour de son premier mode de flexion et les déplacements
deviennent alors très faibles.
Reportons les positions des résistances optimisant la récupération d’énergie (déterminées nu-
mériquement) sur le tracé du lieu d’Evans correspondant à chaque valeur de L. Nous observons
sur la figure 3.14 que pour L ≥ 0.12 m, les points B et D ont une abscisse égale à deux fois
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l’amortissement de la structure ξ1ω1 = 0.36 en boucle ouverte (ξ1 étant l’amortissement in-
terne de la structure et ω1 la pulsation propre en boucle ouverte du premier mode de flexion).
En L = 0.10 m, la boucle est à peine supérieure à 2ξ1ω1. Il est donc logique que les points B et
D se rapprochent de C (correspondant à l’amortissement maximal) quand la taille de la boucle
diminue. La figure 3.15 montre même que les points B, C et D sont confondus pour L≤ 0.07 m.

FIG. 3.14 – Lieu d’Evans pour différents positionnements du récupérateur d’énergie

Quand L < 0.10 m, on peut remarquer que l’abscisse maximale du lieu d’Evans est inférieure à
2ξ1ω1. Le récupérateur d’énergie ne peut pas atteindre l’amortissement souhaité, les points B et
D deviennent confondus et se localisent sur le point C comme on peut le voir sur la figure 3.15.
Celui-ci offre le maximum d’amortissement et de puissance dans cette configuration.

Nous venons de montrer qu’il est possible d’utiliser le lieu d’Evans pour déterminer les gains
maximisant la récupération d’énergie et d’observer si nous sommes dans une configuration op-
timale. En effet, si les boucles du lieu d’Evans réalisent−min(ℜ(s)) > 2ξ1ω1 alors la puissance
maximale extractible est atteinte et ne dépend plus de la taille de la boucle. Elle est obtenue pour
les deux gains qui réalisent ℜ(s) = 2ξ1ω1 et est relativement constante (environ 6 mW dans le
cas simulé). Au contraire, lorsque −min(ℜ(s)) ≤ 2ξ1ω1, il n’existe plus qu’un extremum de
la puissance maximale récupérée, situé à l’amortissement maximal (point C). Dans ce cas, pour
éviter que la puissance maximale récupérée ne devienne trop faible, il faut choisir la boucle la
plus grande possible.
Ce comparatif entre la taille de la boucle du lieu d’Evans et la puissance maximale récupérée
permet de faire des ajustements de la conception du système de récupération d’énergie. Par
exemple si la position du récupérateur d’énergie est imposée dans une zone ne permettant pas
d’obtenir −min(ℜ(s)) > 2ξNωN , il est possible d’augmenter la taille de la boucle en réduisant
la valeur de b ou en augmentant Ce. La solution peut alors consister à introduire une inductance
négative pour réduire b. Un autre cas de figure qui peut se présenter est que la résistance de
sortie a soit imposée et qu’elle ne maximise pas la puissance extraite. Si celle-ci est située entre
les résistances optimale minimale et maximale, alors il est possible d’ajuster la valeur de b pour
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FIG. 3.15 – Zoom du lieu d’Evans de la figure 3.14

que la résistance imposée maximise P2. Si ce n’est pas le cas, il faut soit revoir la valeur du
coefficient de couplage Ce, soit le positionnement L (pour modifier a22).
Nous pouvons donc en conclure qu’il est possible d’utiliser le lieu d’Evans pour maximiser
la récupération d’énergie. Dans le cas d’une structure flexible soumise à un feed-back de type
DVF, il faut trouver le paramètre qui réalise ℜ(s) =−2ξNωN sachant que −ξNωN est la partie
réelle de s en boucle ouverte. Si la boucle est trop petite (−min(ℜ(s)) < 2ξNωN) alors il faut
envisager de revoir la conception du récupérateur d’énergie, ou son positionnement. Une autre
solution consiste à fixer plusieurs récupérateurs d’énergie sur la structure.

3.3 Optimisation à l’aide de plusieurs récupérateurs d’éner-
gie

Dans cette partie, nous allons nous intéresser au cas où plusieurs récupérateurs d’énergie sont
utilisés sur une même structure. Nous commencerons par analyser la récupération de l’énergie à
partir de deux points, puis de quatre points. Nous finirons par une synthèse des résultats obtenus.

3.3.1 Récupérer de l’énergie en deux points d’une structure
En considérant la récupération d’énergie à partir de deux points d’une structure, on peut soit
utiliser deux récupérateurs d’énergie externes, soit en connecter un entre ces deux points. Ce
second cas correspond à utiliser un récupérateur d’énergie interne tel celui présenté sur la figure
2.13.
On choisit de placer un récupérateur d’énergie interne entre les points 2 et 3 de la structure
flexible représentée sur la figure 3.16. Le point 1 est toujours utilisé pour imposer une force
sur la structure. La masse du récupérateur d’énergie est concentrée sur les points 2 et 3. En
supposant qu’il n’y a pas de frottements entre les bobines et les aimants, on a ~f2 = −~f3. En
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FIG. 3.16 – Modèle poutre avec convertisseur électromagnétique entre les points 2 et 3

considérant le transducteur extérieur à la poutre, on peut écrire (tout comme à l’équation 3.16)
que :

f = b1 f1 +b2 f2 +b3 f3
= b1 f1 +b2 f2−b3 f2

(3.41)

Les déplacements aux différents points peuvent s’écrire :
x1 = h11 f1 +h12 f2−h13 f2
x2 = h21 f1 +h22 f2−h23 f2
x3 = h31 f1 +h32 f2−h33 f2

(3.42)

Le déplacement relatif xr = x2−x3 permet d’évaluer l’effort f2 = Ce
dxr

dt
. Il est alors possible de

modifier l’équation 3.42, pour obtenir le système suivant :{
x1 = h11 f1 +(h12−h13) f2
xr = (h21−h31) f1 +(h22 +h33−h23−h32) f2

(3.43)

Si on compare les expressions des équations 3.17 et 3.43, on constate qu’elles sont similaires.
Il est donc possible de généraliser les résultats obtenus pour tout type de récupérateur d’énergie
(externe ou interne). Pour pouvoir maximiser la récupération d’énergie, il faut que la boucle du
lieu d’Evans dépasse deux fois l’amortissement en boucle ouverte. Si ce n’est pas le cas, il faut
connecter davantage de récupérateurs d’énergie sur la structure flexible.

3.3.2 Utilisation de plusieurs récupérateurs d’énergie
3.3.2.1 Configuration étudiée

Nous allons maintenant considérer deux récupérateurs d’énergie interne connectés sur une
structure flexible, comme représenté sur la figure 3.17. Le point 1 est utilisé pour fournir l’éner-
gie à la structure par l’intermédiaire d’une force f1 sinusoïdale. Son amplitude est fixée à 1
N. La pulsation est choisie proche de celle du premier mode de flexion de la poutre. Notons
ξ1 l’amortissement interne de la structure flexible du mode considéré. La valeur ξ1 = 0.2% est
choisie pour les simulations.
Les points 2 et 3 sont connectés à un récupérateur d’énergie qui impose un feed-back G23
sur la structure. De même, G45 représente la boucle de rétroaction imposée par le récupérateur
d’énergie connecté entre les points 4 et 5. Les fonctions de transfert G23 et G45 sont données par
l’équation 3.4. La partie inductive b est imposée identique pour les deux récupérateurs d’éner-
gie, par contre chacun possède sa propre partie résistive a. En faisant varier a, il est possible
d’obtenir un lieu d’Evans pour chacun des récupérateurs (en ayant imposé l’autre récupérateur
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FIG. 3.17 – Montage de deux récupérateurs d’énergie interne

en boucle ouverte). Nous allons utiliser ces tracés pour déterminer les amortissements (ξ23 et
ξ45) que chacun d’eux génère : 

ξ23 =−ℜ(s23)
‖s23‖

−ξ1

ξ45 =−ℜ(s45)
‖s45‖

−ξ1

(3.44)

Nous avons soustrait ξ1 pour ne garder que l’amortissement lié à la récupération d’énergie.
Nous ferons varier la taille des boucles d’Evans en changeant l’écartement entre les points de
connexion des deux récupérateurs d’énergie considérés. Cela nous permettra de faire varier les
valeurs d’amortissement maximales ξ23 max et ξ45 max.
Nous allons fixer une valeur ξ23 parmi celles autorisées, puis parcourir le lieu d’Evans du
deuxième récupérateur d’énergie (entre les points 4 et 5) en cherchant à maximiser la puissance
totale récupérée Précup tot = Précup 23 +Précup 45. On notera ξtot = ξ23 +ξ45 l’amortissement total
vu par la structure.

3.3.2.2 Résultats de simulations

Le tableau 3.2 présente les résultats dans différents cas de figure.
Dans le premier cas, ξ23 max +ξ45 max est inférieur à ξ1. On observe que la puissance récupérée
maximale vaut 6.09 mW et correspond à ξtot = 0.98%, lorsque ξ23 et ξ45 sont à leur valeurs
optimales.
Les deuxième et troisième cas correspondent à ξ23≤ ξ1. Ils montrent que la puissance maximale
récupérable vaut 6.14 mW et correspond à ξtot = ξ1 = 0.20%, quelle que soit la configuration
retenue.
Enfin le quatrième cas correspond à ξ23 > ξ1. Ici la meilleure récupération est obtenue avec
ξ45 = 0 et la puissance vaut alors 5.35 mW .

3.3.3 Synthèse

Il n’est pas toujours intéressant de monter plusieurs récupérateurs d’énergie sur la structure
pour maximiser la puissance récupérée, cela dépend de la structure et des caractéristiques du
transducteur utilisé. Si la taille de la boucle du lieu d’Evans d’un récupérateur d’énergie est suf-
fisamment grande (−min [ℜ(s)] > 2ξNωN) alors il n’est pas nécessaire d’en connecter plusieurs,
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Amortissement ξ23 ξ45 Précup 23 Précup 45 Précup tot ξtot

maxi (%) fixé variable (mW) (mW) (mW) (%)

ξ23 max = 0.02
ξ45 max = 0.14

0 ξ45 max 0 5.97 5.97 0.14
ξ23 max ξ45 max 0.86 5.24 6.09 0.17

0 < ξ23 < ξ23 max ξ45 max 0.34 5.68 6.03 0.15

ξ23 max = 0.10
ξ45 max = 0.14

0 ξ45 max 0 5.97 5.97 0.14
ξ23 max ξ1−ξ23 2.90 3.24 6.14 0.20

ξ23 > (ξ1−ξ45 max) ξ1−ξ23 1.68 4.47 6.14 0.20

ξ23 max = 0.40
ξ45 max = 0.90

ξ23 < ξ1 ξ1−ξ23 4.63 1.51 6.14 0.20
0 ξ1 0 6.14 6.14 0.20
ξ1 0 6.14 0 6.14 0.20

ξ23 max = 0.40
ξ23 max 0 5.35 0 5.35 0.40

ξ45 max = 3.64

TAB. 3.2 – Comparaison des puissances maximales récupérées avec deux récupérateurs d’éner-
gie interne (avec ξ1 = 0.2%)

ni forcément de choisir la boucle du lieu d’Evans la plus grande. En effet, dès que l’on obtient
ℜ(s(G)) = 2ξNωN , la puissance maximale extractible de la structure est atteinte et il n’est pas
possible de faire mieux.
Quand chaque boucle du lieu d’Evans est trop petite (−min [ℜ(s)] < 2ξNωN), alors il est pos-
sible de cumuler les récupérateurs d’énergie pour que ceux-ci créent sur la structure un amor-
tissement total égal au double de l’amortissement de la structure sans récupérateur d’énergie.

3.4 Validation expérimentale

Nous allons d’abord par présenter le dispositif expérimental utilisé. Celui-ci servira dans un
premier temps à valider le modèle numérique. Nous présenterons ensuite comment sont réalisés
les actionneurs fournissant et récupérant l’énergie. Puis nous comparerons les puissances obte-
nues par simulation numérique à celles expérimentales et terminerons en comparant les modèles
analytiques et numériques entre eux.

3.4.1 Description de la structure flexible

Le dispositif expérimental est constitué d’une poutre encastrée-libre de dimensions 525 × 50
× 9.6 mm réalisée en acier (cf. figure 3.18). Elle sera étudiée autour de son premier mode de
flexion.
Sur cette structure flexible sont montés deux actionneurs électromagnétiques qui sont schéma-
tisés sur la figure 3.19. Chaque transducteur est placé entre un point de la structure et le bâti.
De cette manière il est plus facile d’évaluer les puissances fournies et extraites. Pour connaître
ces puissances, il faut mesurer les vitesses et les forces en chacun des points connectés. Les
vitesses sont déterminées à partir des mesures des accéléromètres fixés sur la poutre. Les forces
sont déterminées par les cellules de force placées entre chaque bobine et la structure flexible.
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FIG. 3.18 – Dispositif expérimental

FIG. 3.19 – Dispositif expérimental schématique

Sur la figure 3.19, la “bobine 1” sert à apporter de l’énergie. Elle impose la force externe f1
qui est choisie sinusoïdale d’amplitude et de pulsation ω données (ω est choisie proche de la
pulsation du premier mode de flexion). La “bobine 2” est connectée à une impédance Z f de type
résistive pour extraire de l’énergie de la structure.

3.4.2 Validation du modèle de poutre utilisée
La poutre est modélisée par des éléments de type Euler-Bernoulli. Cette hypothèse s’applique
bien à des poutres élancées et soumises à de petites déformations. Les points 1 et 2 que l’on
retrouve sur le modèle de la poutre (cf figure 3.20) correspondent aux positions des deux action-
neurs. Leurs masses (incluant celle de chaque accéléromètre et cellule de force) sont modélisées
sur la structure flexible par des masses ponctuelles. On notera respectivement f1 et x1 la force
et le déplacement suivant l’axe x de la bobine 1. On utilisera de même les notations f2 et x2
pour la bobine 2. Le module de Young de l’acier a été légèrement ajusté pour minimiser l’er-
reur entre la pulsation du premier mode obtenue par simulations numériques et celle déterminée
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expérimentalement (cf. table 3.3).

FIG. 3.20 – Modèle simplifié de la poutre encastrée-libre

Mode 1 Mode 2 Mode 3 Mode 4

Fréquence de résonance expérimentale (Hz) 28.09 174.2 478.7 942

Amortissement modal expérimental ξi (%) 0.205 0.195 0.098 0.158

Fréquence de résonance numérique (Hz) 28.11 174.1 477.6 970.6

TAB. 3.3 – Comparaison des résultats numériques et expérimentaux en boucle ouverte

Les fréquences naturelles de la poutre ont été mesurées sur le dispositif expérimental. Tous les
modes sont bien séparés comme le montre la table 3.3. La structure est légèrement amortie avec
pour chaque mode ξi� 1.
La figure 3.21 montre que la modélisation choisie représente bien la structure pour toutes les
fréquences jusqu’à 1000 Hz.

FIG. 3.21 – Comparaison FRF
acc1

f1
numérique et expérimentale

Considérons les FRF calculées à partir des six premiers modes et notées ĥi j = xi/ f j. L’erreur
relative maximale entre les FRF, approximées par les six premiers modes et le premier mode de
flexion seul est défini par (norme H∞) :
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Erreur = sup
ω∈[ωmin;ωmax]

(∥∥∥∥∥ ĥi j−hi j

hi j

∥∥∥∥∥
)

(3.45)

Cette erreur est estimée sur une bande fréquentielle [ωmin;ωmax] centrée autour du premier mode
de la poutre. Les résultats de la table 3.4 confirment que l’erreur maximale est faible (moins de
5 %) si la pulsation d’excitation est proche de celle du premier mode de flexion.

FRF considérée h11 =
x1

f1
h21 =

x2

f1
h22 =

x2
f2

Erreur maximale sur la bande
fréquentielle 25-40 Hz

4.62% 0.56% 0.14%

TAB. 3.4 – Erreur relative maximale entre les FRF calculées avec 1 et 6 modes

De plus, la figure 3.22 montre que les FRF synthétisées au point 1 avec un et six modes sont
bien superposées sur la bande fréquentielle [25 Hz ;40 Hz]. L’hypothèse faite de travailler avec
uniquement un seul degré de liberté est donc validée.

FIG. 3.22 – FRF h11 en boucle ouverte : expérimentale (•), simulée avec 1 mode (×), simulée
avec 6 modes (◦)

La comparaison entre les résultats expérimentaux et numériques sur la figure 3.22 montre égale-
ment que les courbes sont bien superposées. Cela confirme que le modèle choisi pour la poutre
(cf. équation 3.18) est valide pour les fréquences considérées.

3.4.3 Les actionneurs

Les deux actionneurs utilisés sont constitués chacun d’une bobine se déplaçant dans un aimant.
Tous deux sont identiques. Ils sont positionnés respectivement aux distances L1 = 155 mm
et L2 = 335 mm comme indiqué sur la figure 3.19. La bobine est enroulée sur un support en
aluminium. Ce dernier est de forme conique creuse pour minimiser la masse du support tout en
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assurant sa rigidité. Il a également pour rôle de diminuer fortement les effets des forces magné-
tiques de l’aimant sur la poutre et les courants de Foucault. Chaque ensemble composé du cône
et de la bobine pèse 14.3 grammes. La bobine se déplace dans un entrefer spécialement usiné
sur l’aimant, où le champ magnétique est considéré constant.

Pour maximiser le coefficient de couplage Ce il faut que la bobine soit entièrement plongée
dans le champ magnétique de l’aimant. La figure 3.23 montre l’évolution de Ce en fonction
du positionnement. Une position négative correspond à une bobine placée à l’extérieur de l’ai-
mant. Comme le coefficient Ce dépend de la valeur du champ magnétique (cf équation 2.12), il
est normal de constater que celui-ci soit faible pour des positions de bobine négative. On peut
constater que Ce est maximal quand la bobine pénètre de 6 à 8 mm dans l’aimant. Ceci cor-
respond au fait qu’elle soit entièrement plongée dans le champ magnétique. Les bobines seront
donc positionnées ainsi. Nous pouvons également observer que le coefficient de couplage varie
faiblement dans cette configuration. Il pourra être supposé constant quand la poutre impose un
déplacement inférieur à ±2 mm sur la bobine.

FIG. 3.23 – Evolution de Ce en fonction de la profondeur de pénétration de la bobine dans
l’aimant

Quand le transducteur “i” se déplace avec une faible amplitude suivant l’axe x (figure 3.19),
Ce peut être déterminé en utilisant les équations 3.2. La figure 3.24 montre que les coefficients
de couplage sont relativement constants en fonction de la fréquence à laquelle la structure est
excitée. Notons le pic qui apparaît à 28 Hz sur les courbes de Ce1 et de Ce2 . Celui-ci est dû au
fait que la structure entre en résonance à cette fréquence. On trouve que Ce1 ≈ 1.95 V.s.m−1

et Ce2 ≈ 2.03 V.s.m−1 (le coefficient de couplage peut également s’exprimer en newton par
ampère comme 1 N.A−1 = 1 V.s.m−1). Les valeurs sont légèrement différentes car les bobines
ne sont pas forcément positionnées exactement de la même façon et les deux aimants ne sont
pas parfaitement identiques non plus.

Le coefficient de couplage approché Ce = 2.0 V.s.m−1 sera finalement retenu pour la suite.
Les deux bobines ont par ailleurs une résistance interne de Rb = 0.70 Ω et une inductance de
Lb = 70 µH.
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FIG. 3.24 – Evolution des coefficients Ce de chaque bobine en fonction de la fréquence

3.4.4 Vérification du rendement du transducteur
Le système d’équations 3.2 suppose que la conversion de l’énergie électrique en énergie méca-
nique (ou vice-versa) est sans perte. Cela signifie que les puissances électriques et mécaniques
sont égales, comme le montre l’équation ci-dessous (celle-ci est écrite pour le transducteur
connecté au point 2) :

P2 m =
1
2π

ω

∫ 2π

ω

0
f2

(
dx2

dt

)
dt =

1
2π

ω

∫ 2π

ω

0
(Cei2).

(
f em2

Ce

)
dt = P2 e (3.46)

La figure 3.25 montre que les courbes (obtenues expérimentalement) de puissance mécanique
et électrique sont quasiment identiques pour la bobine 2. Les différences observées sont dues
au faible niveau des grandeurs mesurées qui amène donc une imprécision assez élevée. Ceci
se traduit par un écart plus important lorsque les puissances sont faibles. L’hypothèse d’une
conversion de l’énergie sans perte est donc justifiée comme nous travaillons proche de la réso-
nance (≈ 28Hz).

Des résultats similaires sont obtenus pour la bobine 1. Mais dans le cas du transducteur 1, seule
la puissance fournie réellement à la poutre (puissance mécanique) compte car les pertes dans la
conversion ne changent rien pour le bilan énergétique réalisé.

3.4.5 Résultats expérimentaux de récupération d’énergie
La structure flexible est excitée par une force transversale f1 avec une amplitude constante de
1 Newton. La pulsation ω est choisie pour être accordée avec le premier mode de flexion de
la poutre et maximiser la puissance extraite P2. Expérimentalement on trouve que ω = ω1 =
178 rd.s−1 maximise bien P2.
L’accéléromètre 1 et la cellule de force 1 (figure 3.19) sont utilisés pour déterminer la puissance
fournie P1 en appliquant la formule :

P1 = P1 m =
1
2π

ω

∫ 2π

ω

0
f1

(
dx1

dt

)
dt (3.47)

où P1 m est la puissance mécanique fournie au point 1.
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FIG. 3.25 – Comparaison des puissances mécanique (P2 m) et électrique (P2 e) du récupérateur
d’énergie

Pour évaluer la puissance P2 au point 2, il a été choisi de ne pas utiliser la puissance mécanique
P2 m. Ce choix a été fait car il n’est pas possible d’obtenir une estimation précise de la force
f2. La mesure faite par la cellule de force 2 est perturbée par des efforts d’inertie appliqués sur
cette dernière. À la résonance, f2 devient faible et la moindre perturbation fausse la mesure, ce
qui engendre donc une forte erreur.
La puissance électrique moyenne P2 e étant quasiment égale à la puissance moyenne mécanique
P2 m au point 2 (cf. équation 3.46), nous pouvons donc déterminer la puissance extraite en
mesurant des grandeurs électriques.
En prenant Z f = R f et en utilisant l’équation 3.3 nous devons donc avoir l’égalité suivante :

f em2 =−(Rb +R f )i2 +Lb
di2
dt

(3.48)

Nous pouvons donc écrire que :

P2 e =
1
2π

ω

∫ 2π

ω

0
f em2.i2 dt =

ω

2π

(
a
∫ 2π

ω

0
i22 dt+b

∫ 2π

ω

0
i2 di2

)
(3.49)

avec a = Rb +R f et b = Lb.
L’intensité du courant i2 est obtenue à l’aide d’une sonde de courant à effet Hall. Ce choix a
été fait car i2 est faible et qu’il faut perturber le moins possible la boucle de rétroaction. La
précision de la mesure est de l’ordre de 1 milliampère. Comme i2 est une fonction sinusoïdale
nous pouvons facilement déterminer l’intensité efficace (i2e f f = max(i2)√

2
). Nous arrivons donc à :

P2 e =
1
2

a i22e f f
(3.50)

a est facilement déduite de la mesure de R f à l’aide d’un ohmmètre, ce qui nous permet d’obtenir
aisément P2 e.
Il n’est pas possible d’observer expérimentalement l’optimal P2 au point D. En effet, la résis-
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tance optimale déterminée numériquement (a = 0.2 mΩ) est inférieure à la résistance interne
de la bobine (Rb = 0.7 Ω). Il faudrait donc utiliser une résistance R f négative (obtenue à l’aide
d’un amplificateur opérationnel). Cet essai n’a pas fonctionné car la résistance négative n’a pas
été capable de délivrer suffisamment de courant (de l’ordre de 1 A) pour réduire la valeur de la
résistance totale. Même si cet essai avait fonctionné, nous n’aurions certainement pas pu obser-
ver cet extremum car il aurait fallu atteindre une précision inférieure au dixième de milliohm
sur la valeur de la résistance totale a.
Les puissances P1 et P2 obtenues expérimentalement sont évaluées pour différentes valeurs
de a ≥ Rb et comparées à des simulations numériques. La figure 3.26 montre qu’il y a une
bonne correspondance entre les simulations numériques et les mesures expérimentales. L’erreur
moyenne sur P1 est de 6% et de 12% sur P2.

FIG. 3.26 – Puissance maximale en fonction de la partie résistive du feed-back : P1 simulée
(×) ; P2 simulée (•) ; P1 mesurée (�) ; P2 mesurée (◦)

La courbe expérimentale de P2 montre qu’un optimal de puissance existe bien au point de fonc-
tionnement B annoncé par les simulations numériques. La résistance optimale obtenue expéri-
mentalement vaut aB exp = 2.9 Ω et numériquement aB num = 3.17 Ω. L’écart est de 9 %. Le
rendement expérimental est de ηexp = 0.505. Il est également proche de celui obtenu numéri-
quement ηnum = 0.5025 (erreur de 0.5 %).
Les mesures expérimentales confirment donc la validité du modèle numérique de la poutre
avec un récupérateur d’énergie externe connecté. Cette cohérence n’est vérifiée que pour des
fréquences proches de celle de résonance de la structure.

3.4.6 Comparaison des modèles numériques et analytiques
La table 3.5 compare les résultats des points B, C et D obtenus à l’aide des modèles numérique
et analytique.
Bien que quelques hypothèses simplificatrices aient été faites pour la modélisation analytique,
on peut noter qu’il y a une bonne correspondance avec le modèle numérique. L’hypothèse de
négliger les résidus statiques r0

i j dans l’équation 3.18 est donc valide.
Notons que l’erreur maximale est obtenue pour la résistance au point C. Cela s’explique par les
hypothèses simplificatrices faites pour évaluer la formule analytique de a et par l’écart observé
entre les lieux d’Evans sur la figure 3.10. Cette erreur n’est pas trop gênante car ce n’est pas
l’optimal recherché, sauf si la boucle est inférieure à deux fois l’amortissement de structure.
La valeur de la résistance maximisant la puissance au point D (que l’on notera aD) est trop
faible pour être obtenue en pratique (car ici aD < Rb). Le tableau 3.1 montre qu’en changeant
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Résistance a(Ω) Rendement η

Numérique Analytique Erreur Numérique Analytique Erreur

B 3.16 3.17 0.32% 0.5025 0.5 0.5%

C 2.51×10−2 2.22×10−2 11.5% 0.9858 0.9860 0.02%

D 2.00×10−4 1.97×10−4 1.5% 0.4959 0.5 0.82%

TAB. 3.5 – Comparaison des résultats analytiques et numériques

la valeur de la partie inductive de la boucle de rétroaction, il est possible de modifier aD. Pour
obtenir l’effet escompté, il faut ajouter une inductance de faible résistance interne. En se plaçant
à la limite ℜ(s) = −2ξ1ω1 pour le point C, nous obtenons b = 9 mH. Dans ce cas, il ne reste
plus qu’un seul optimal situé au point C (pour R f = 0.9 Ω). Cette valeur restant faible, nous ne
chercherons pas à obtenir cet optimal expérimentalement. La seule résistance à brancher sur la
bobine et maximisant la puissance récupérée P2 dans la configuration étudiée vaut :

R f opt =
a22C2

e
2ξ1ω1

−Rb (3.51)

R f opt dépend du coefficient de couplage électromécanique (Ce), de la résistance interne de la
bobine (Rb) et de la valeur de l’amortissement modal en boucle ouverte du mode considéré (ξ1).

3.5 Analyse de l’efficacité du système sur une bande de fré-
quence

Dans cette partie nous allons évaluer numériquement les puissances que l’on peut extraire de la
structure expérimentale (décrite au paragraphe 3.4.1) excitée à une fréquence donnée proche de
celle de son premier mode de flexion, mais pas exactement à la résonance. La figure 3.27 montre
l’évolution de P2 en fonction de la fréquence imposée. Différentes valeurs de résistance a ont
été testées. Nous retrouvons bien que la puissance est maximisée si l’on se place à la fréquence
de résonance de la structure et que l’on choisit a = aB (résistance du point B).
On peut constater que si l’amortissement du récupérateur dépasse ξ1 (ce qui arrive quand a <
aB) alors la valeur maximale de l’énergie récupérée diminue, par contre la largeur de bande
augmente. Si l’on se place par exemple à f = 32 Hz, il est plus intéressant d’utiliser la résistance
aC que aB. Il faut donc bien prendre en compte les conditions dans lesquelles le système de
récupération d’énergie est utilisé.
À présent intéressons-nous à la résistance qui optimise la récupération d’énergie pour une lar-
geur de bande fixée autour de la pulsation de résonance. La courbe 3.28 trace l’évolution de
la résistance qui maximise la puissance moyenne récupérée sur une largeur de bande donnée,
centrée sur la pulsation de résonance de la structure en boucle ouverte (ω1) ou en court-circuit
(ω1E ). La puissance moyenne est obtenue en intégrant la puissance récupérée P2 sur la largeur
de bande et en divisant celle-ci par la largeur de bande ∆ω.
On peut constater que si ∆ω→ 0 alors on retrouve les deux résistances optimales aB et aD.
Par contre quand la largeur de bande augmente, les deux résistances optimales se rapprochent
de la résistance aC maximisant l’amortissement. Ce phénomène est normal car l’augmentation
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FIG. 3.27 – Tracé de P2 en fonction de la fréquence pour différentes résistances a

FIG. 3.28 – Résistance optimale en fonction de la largeur de bande

de l’amortissement entraîne une augmentation de la largeur de bande de P2 comme on a pu le
constater sur la figure 3.27.

3.6 Synthèse
Ce chapitre s’est focalisé sur la récupération d’énergie à partir d’une structure flexible soumise à
une excitation harmonique. Seuls les récupérateurs d’énergie créant un feed-back de type DVF
ont été considérés.
Le modèle numérique a été validé par des mesures expérimentales. Les modèles analytique
et numérique sont comparables si on se place à la fréquence d’un mode isolé de la structure
flexible. Les formules analytiques montrent qu’il n’est pas nécessaire d’avoir un coefficient de
couplage élevé. Il n’est pas non plus nécessaire de se placer au bout d’une poutre encastrée-libre
vibrant sur son premier mode de flexion pour maximiser la quantité d’énergie récupérée. Il faut
choisir le coefficient Ce et positionner le récupérateur d’énergie de telle façon que la boucle du
lieu d’Evans soit suffisamment grande, de façon à pouvoir atteindre deux fois l’amortissement
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naturel de la structure. Nous pouvons arriver au même résultat en appliquant le théorème de Ja-
cobi. Pour se rendre compte de cela, il faut reprendre l’étude de la structure bouclée représentée
sur la figure 3.5 en se servant des FRF H1 et hi j définies par les équations 3.20 et 3.28. En te-
nant compte de la relation 3.27, le système composé de la structure flexible et d’un récupérateur
d’énergie peut s’écrire :

(Zint méca +Zélec) jωx1 = a11 f1 (3.52)

avec les impédances mécanique (Zint méca) et électrique (Zélec) définies par :
Zint méca = 2ξNωN + jω

[
1−
(

ωN

ω

)2
]

Zélec = a22C2
e

(
a

a2 +(bω)2 − jω
b

a2 +(bω)2

) (3.53)

Cette formulation permet d’appliquer le théorème de Jacobi énoncé au paragraphe 1.3.3.2 en

posant
∂U
∂Xi

= a11 f1 et Ẋi = jωx1. Celui-ci dit que la puissance maximale est extraite lorsque

Zint méca = Zélec.
Cette relation est vérifiée en ω = ωN à condition que l’on ait a� bω (avec a = C2

e a22
2ξNωN

). Ces
paramètres correspondent à ceux donnés par le tracé du lieu d’Evans de la figure 3.9 au point B.
Si a� bω alors nous pouvons également avoir Zint méca = Zélec en se plaçant à la pulsation de

résonance du système bouclé ω =

√
ω2

N +
a22C2

e
b

. Cela revient à choisir les paramètres du point

D sur le tracé du lieu d’Evans de la figure 3.9.
Les paramètres optimisant la récupération d’énergie peuvent donc être obtenus indifféremment
en utilisant le théorème de Jacobi ou bien le tracé du lieu d’Evans. Cependant ce dernier est
d’un usage plus pratique car il permet de déterminer immédiatement si un seul récupérateur est
suffisant pour extraire le maximum d’énergie de la structure. Pour cela il suffit de regarder si
la taille de la boucle du lieu d’Evans permet d’obtenir l’égalité entre l’amortissement interne
et celui engendré par la récupération d’énergie sur la structure mécanique. Nous pouvons alors
récupérer 50% de l’énergie fournie. Dans le cas où l’amortissement du mode est nul, alors toute
l’énergie fournie va être récupérée. Il faut alors choisir un récupérateur d’énergie qui entraîne
un amortissement très faible sur la structure pour extraire le maximum d’énergie. À la limite si
la fréquence d’excitation tend vers la valeur de la pulsation propre, on obtient une abscisse avec
récupération d’énergie qui tend vers zéro.
Le tracé du lieu d’Evans est donc un outil fort utile lors de la phase de conception d’un système
de récupération d’énergie. Cependant en s’écartant de la fréquence de résonance donnée par le
lieu d’Evans (du système bouclé), celui-ci n’est plus utilisable. Il faut alors déterminer le gain
optimal à l’aide de simulations numériques.



Chapitre 4

Etude énergétique pour optimiser un
système non linéaire

L’énergie extraite d’une structure flexible nécessite un redressement de la tension pour être
stockée. Des diodes sont généralement utilisées, entraînant un comportement non linéaire de la
boucle de rétroaction placée à la sortie du générateur électromagnétique. Nous allons étudier ce
type de comportement dans ce chapitre.
Nous commencerons par présenter l’étude de la récupération d’énergie dans le cas non linéaire.
Les stratégies de récupération d’énergie en régime transitoire et stabilisé seront étudiées. À par-
tir des simulations numériques réalisées, nous dégagerons les paramètres sur quels on peut agir
pour concevoir le récupérateur d’énergie le plus adapté. Les résultats des simulations numé-
riques seront confrontés à des mesures expérimentales réalisées sur un prototype. Nous termi-
nerons par une synthèse sur les boucles de rétroaction non linéaires.

4.1 Présentation de la récupération d’énergie en non linéaire
Nous allons d’abord présenter la constitution du système de récupération d’énergie utilisé avant
de décrire les différentes stratégies qui s’offrent à nous pour extraire l’énergie mécanique à
l’aide d’une boucle non linéaire.

4.1.1 Description du système de récupération d’énergie étudié
Le système de récupération d’énergie étudié dans ce chapitre peut se fixer sur n’importe quelle
structure mécanique vibrante par un seul point de connexion. Il est composé d’un système
masse-ressort associé à un transducteur électromagnétique comme représenté sur la figure 4.1.
Nous l’appellerons récupérateur d’énergie inertiel. L’amortisseur c0 représente les pertes in-
ternes. La masse mobile m est supposée être beaucoup plus faible que celle de la structure
porteuse M. Un mouvement ẍ1 est imposé sur M. Le déplacement x2 de m est mesuré dans un
repère Galiléen.
Un système de récupération d’énergie est branché à la sortie de la bobine et alimenté par la
tension Ve. Une intensité ie apparaît dans le bobinage ainsi qu’un effort de feed-back sur la
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FIG. 4.1 – Récupérateur d’énergie inertiel monté sur une structure vibrante rigide

masse m. Celui-ci est déterminé par les lois de couplage (cf équation 3.2).
En écrivant le principe fondamental de la dynamique appliqué à la masse mobile m dans un
repère lié au bâti, on obtient :

m.ẍ2 + c0(ẋ2− ẋ1)+ k0(x2− x1) =−Ce.ie (4.1)

ω0 est la pulsation naturelle du récupérateur d’énergie, déterminée par la relation ω0 =

√
k0

m
.

L’amortissement naturel de la structure flexible noté ξ0 est défini par ξ0 =
c0

2mω0
.

L’équation 4.1 peut aussi s’écrire :

m.
[
(ẍ2− ẍ1)+2ξ0ω0(ẋ2− ẋ1)+ω

2
0(x2− x1)

]
=−mẍ1−Ceie (4.2)

Définissons le déplacement relatif x = x2− x1. Remarquons que −mẍ1 correspond à une force
d’inertie appliquée sur la masse m si on se met dans un repère lié à la masse M. Cela veut
dire que l’on peut considérer un système équivalent où la base du récupérateur d’énergie est
encastrée et une force équivalente f =−mẍ1 appliquée sur m. Nous arrivons donc a :{

m.
[
ẍ+2ξ0ω0ẋ+ω2

0x
]
= f − fr

fr = Ce.ie
(4.3)

fr est l’effort de contrôle créé lors de la récupération d’énergie.
L’équation 4.3 revient à étudier le système représenté sur la figure 4.2. On notera la similitude
de ce système avec celui d’un récupérateur d’énergie connecté sur une structure flexible (cf.
équation 2.25). En effet comme nous l’avions montré au chapitre 3, une structure flexible excitée
à une fréquence proche de l’un de ses modes isolés peut être modélisée par un système masse-
ressort.
Si on considère une boucle de rétroaction linéaire, on retrouve l’optimisation de la puissance
récupérée réalisée au chapitre 3. Pour maximiser la puissance extraite de la structure flexible, il
faut donc que l’amortissement électrique engendré par le feed-back de récupération d’énergie
soit égal à l’amortissement interne de la structure flexible. L’intérêt de ce chapitre est d’opti-
miser la récupération d’énergie lorsque la boucle de rétroaction devient non linéaire et que la
récupération d’énergie ne se passe pas forcément lorsque la masse m est en régime stationnaire.
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FIG. 4.2 – Modélisation simplifiée du récupérateur d’énergie

4.1.2 Scénarios de récupération d’énergie
Nous allons scinder notre étude en deux parties, correspondant à deux scénarios différents de
récupération, selon que l’apport d’énergie est transitoire ou stationnaire.

4.1.2.1 Cas du régime transitoire

On entend par régime transitoire la situation dans laquelle l’apport d’énergie extérieure est un
évènement isolé dans le temps, suivi d’une réponse libre du système complet. Nous suppose-
rons que l’énergie électrique produite par le récupérateur au cours de cette réponse est progres-
sivement stockée dans une super capacité. Ce composant est modélisé sur la figure 4.3 par le
condensateur C. Comme la tension produite Ve par le transducteur électromagnétique peut de-
venir négative, il faut alors la rendre positive. C’est le rôle du système “Ajustement NL tension
de sortie”.

FIG. 4.3 – Schéma de principe du stockage de l’énergie électrique

Ce dernier peut être composé simplement d’une diode pour avoir une tension de sortie Vs tou-
jours positive et empêcher l’énergie stockée de retourner dans la bobine. Il est également pos-
sible d’utiliser un pont de diodes pour redresser la tension Ve afin de charger plus rapidement le
condensateur.
L’évaluation de l’énergie stockée dans le condensateur se fait simplement à l’aide de la formule

Econdo =
1
2

CV 2
s

(
=
∫

∞

0
Vs.is dt

)
.

Au chapitre 3 l’impédance Z f représentait un composant linéaire (cf. figure 3.1) que le trans-
ducteur électromagnétique devait alimenter. Ici elle correspond à l’impédance du système de
stockage d’énergie composé du système “Ajustement NL tension de sortie” et du condensateur
C. Dans le cas considéré dans ce chapitre, Z f n’est donc plus un composant linéaire.
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4.1.2.2 Cas du régime stationnaire

Dans le cas d’une source d’énergie est en régime stationnaire, nous allons intégrer dans la mo-
délisation un circuit de consommation de l’énergie stockée. L’impédance Z f est alors composée
de l’électronique de conversion, d’un système de stockage et de dissipation comme indiqué sur
la figure 4.4. Ici l’impédance Z représente le système à alimenter. Le système de stockage peut
être simplement constitué d’une capacité C, comme dans le cas précédent ou bien d’un système
plus complexe (tel le module électronique de récupération EH300A décrit dans l’annexe D).

FIG. 4.4 – Récupération et dissipation d’énergie en régime stationnaire

Dans le cadre de cette étude nous parlerons en puissance moyenne et non plus en énergie.

4.2 Récupération d’énergie en régime transitoire
Étudions dans un premier temps les transferts énergétiques quand la masse m est en régime
transitoire à partir de conditions initiales données. Nous nous intéresserons ensuite au régime
transitoire en partant de conditions initiales nulles avec une sollicitation externe transitoire.

4.2.1 Récupérer de l’énergie sur une structure avec conditions initiales
On supposera que la récupération d’énergie ne démarre qu’une fois que toute l’énergie a été
apportée à m (pour lui donner les conditions initiales désirées). Ensuite elle est prélevée jusqu’à
sa disparition totale, ce qui se traduit par l’amortissement du mouvement de m.

4.2.1.1 Mise en équation

Commençons par évaluer l’énergie extraite de la structure mécanique dans le cas où une seule
diode est placée dans le circuit électronique de conversion comme représenté sur la figure 4.5.
La modélisation de la bobine utilisée est la même qu’au chapitre précédent. Rappelons que la
tension produite par le transducteur électromagnétique est notée f em, son inductance Lb et sa
résistance interne Rb. La résistance interne R0 du condensateur C a également été modélisée.
Reprenons la modélisation de l’équation 4.3 sachant que f = 0 et que l’on a appliqué des condi-
tions initiales à la masse m. Nous avons donc :

mẍ+2mξ0ω0ẋ+mω2
0x =− fr

fr = Ce.ie
x(0) = x0
ẋ(0) = ẋ0

(4.4)
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FIG. 4.5 – Charge du condensateur en utilisant une diode

À cela il faut adjoindre l’équation électrique pour créer le couplage entre la structure mécanique
et le système de récupération d’énergie électrique. Celle-ci dépend du cas de figure dans lequel
on se situe :


Lb

die
dt

= Ceẋ− (R0 +Rb)ie−
Q
C

si Ce ẋ≥ Q
C

0 = ie si Ce ẋ <
Q
C

(4.5)

Q est la charge stockée dans le condensateur C. Ces équations permettent de déterminer la loi
de contrôle fr = g(ẋ). Pour simplifier les expressions, nous avons supposé que la tension seuil
de la diode est égale à zéro. Prenons comme conditions initiales imposées à m :

x0 = 0

ẋ0 =
1
m

(4.6)

Elles imposent l’énergie mécanique stockée au départ par m :

Em(0) =
1
2

m
(
ẋ2

0 +ω
2
0 x2

0
)

=
1

2m
(4.7)

En reprenant les équations 4.4 et 4.5, on peut faire apparaître les égalités entre les différentes
puissances instantanées :


d
dt

(
1
2

mẋ2 +
1
2

mω
2
0x2
)

+2mξ0ω0ẋ2 =−Ce ẋ ie

Ce ẋ ie = Ri2e +
d
dt

(
1
2

Lbi2e +
1
2

Q2

C

) (4.8)

Les énergies correspondant aux différentes puissances instantanées sont obtenues par intégra-
tion en temps entre les instants 0 et t. Définissons les différentes énergies dont nous aurons
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besoin par la suite :

∆Em =
[

1
2

mẋ2 +
1
2

mω
2
0x2
]t

0
= Em(t)− 1

2m
=−

∫ t

0
P inst

m dt

Eint méca =
∫ t

0
2mξ0ω0ẋ2 dt

Econv =
∫ t

0
Ce ẋ ie dt = Edissip élec +∆Eélec stockée

Edissip élec =
∫ t

0
(Rb +R0)i2e dt

∆Eélec stockée =
[

1
2

Lbi2e +
1
2

Q2

C

]t

0
=
∫ t

0
P inst

élec stockée dt

(4.9)

Le terme ∆Em représente la variation d’énergie mécanique. Eint méca est l’énergie dissipée dans
la structure et P inst

m la puissance instantanée mécanique extraite. Econv est l’énergie mécanique
convertie en électricité qui se décompose en deux termes : le premier est l’énergie électrique
dissipée dans les résistances R0 et Rb par effet joule (noté Edissip élec), le second ∆Eélec stockée
est l’énergie stockée dans le condensateur et l’inductance. En t = 0 et t→∞, nous avons ie = 0.
Cela implique que ∆Eélec stockée = Econdo. Notons que P inst

élec stockée est la puissance instantanée
stockée.
À partir de l’intégration du système d’équation 4.8 et de la remarque sur le condensateur, on
obtient l’égalité entre les différentes énergies :

−∆Em = Eint méca +Edissip élec +∆Eélec stockée (4.10)

L’énergie vibratoire extraite de la structure (−∆Em) dépend de celle récupérée par le conden-
sateur (Econdo) et de celle perdue par dissipation (Eint méca + Edissip élec). Comme le but est de
récupérer le maximum d’énergie (c’est à dire de maximiser Econdo), il faut minimiser les pertes.

4.2.1.2 Comparaison du modèle avec et sans inductance

Aucune énergie n’étant stockée au final dans l’inductance Lb, nous pouvons nous demander
s’il n’est pas possible de supprimer celle-ci de la modélisation. Cela se justifie si la pulsation
d’excitation ω est bien inférieure à celle de résonance ωLC du circuit LC (avec ωLC = 1√

LC
).

Pouvons-nous toujours faire cette simplification si ces deux pulsations sont du même ordre de
grandeur ? Pour répondre à cette question, il faut évaluer les différentes énergies. Les équations
4.4 et 4.5 sont associées pour obtenir le système couplé. Pour simplifier les notations, posons
R = R0 +Rb pour la résistance totale.
Écrivons d’abord le système dans le cas où l’inductance Lb n’est pas négligée. Quand la diode

est passante
(

c’est à dire que Ceẋ≥ Q
C

)
, le condensateur se charge et l’équation à résoudre

est la suivante :


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 Lb 0
0 0 0 1

 .
d
dt


x
ẋ
ie
Q

=


0 1 0 0

−ω2
0 −2ξ0ω0 −

Ce

m
0

0 Ce −R − 1
C

0 0 1 0

 .


x
ẋ
ie
Q

 (4.11)
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Quand la diode est non passante
(

Ceẋ <
Q
C

)
, il faut imposer ie = 0 dans le système 4.11. Nous

obtenons donc : 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 .
d
dt

 x
ẋ
Q

=

 0 1 0
−ω2

0 −2ξ0ω0 0
0 0 0

 .

 x
ẋ
Q

 (4.12)

Si à présent on s’intéresse au système où l’inductance est négligée, il faut poser Lb = 0 et noter

que ie =
dQ
dt

pour obtenir : 1 0 0

0 1
Ce

m
0 0 R

 .
d
dt

 x
ẋ
Q

=

 0 1 0
−ω2

0 −2ξ0ω0 0

0 Ce − 1
C

 .

 x
ẋ
Q

 (4.13)

Comme dans le cas avec inductance, si Ceẋ <
Q
C

il faut alors imposer ie = 0 et ainsi réobtenir
l’équation 4.12.
En pratique la résistance interne ne prend pas de valeurs trop faibles. Nous nous limiterons donc
au cas R≥ 0.1 Ω pour réaliser les simulations numériques. Suite à l’étude analytique réalisée au
chapitre précédent, nous nous intéressons uniquement à l’optimal du point B (comme de “fai-
bles” résistances ne seront pas considérées). La pulsation naturelle du système masse-ressort
est fixée à ω0 = 178 rd.s−1 et l’amortissement à ξ0 = 0.2 % pour les simulations numériques
effectuées. Nous avons choisi ces valeurs pour les faire coïncider avec la pulsation et l’amor-
tissement naturel du dispositif expérimental décrit dans le chapitre précédent. La masse mobile
est prise égale à m = 0.466 kg, le coefficient de couplage vaut Ce = 2.0 N.A−1, l’inductance de
la bobine Lb = 0.11 mH et C = 0.29 F de façon à imposer ωLC ≈ ω0.
Les équations 4.11,4.12 et 4.13 ont été mises sous la forme d’un système différentiel du premier
ordre afin d’être résolues temporellement sur Matlab R© à l’aide de la fonction “ode45”. Il s’agit
d’un algorithme explicite Runge-Kutta d’ordre 4 et 5 avec les coefficients de Dormand-Prince
[142]. Celui-ci a été utilisé car il fonctionne dans de nombreux cas de figure, avec une précision
et un temps de calcul satisfaisants.
La figure 4.6 compare les énergies échangées entre la masse mobile et le condensateur C avec
et sans inductance. On peut constater que dans chacun des cas, les énergies correspondantes se
superposent bien. Cela se comprend car l’inductance Lb est faible, une petite quantité d’énergie
va donc transiter par celle-ci. De plus, une fois que la structure mécanique a cédé son énergie,
rien n’est plus stocké dans Lb. Il est donc normal de tendre vers la même répartition énergétique
quand le temps devient grand. Nous observons bien ce phénomène quand Em diminue, les deux
courbes de l’énergie dissipée (Edissip élec) se superposent mieux quand t ≥ 0.035 s (c’est à dire
dès la deuxième période).
Notons tout de même que quelques différences apparaissent au démarrage de la récupération
d’énergie. Elles s’observent bien sur les courbes des puissances de la figure 4.7 en t = 0. Elles
viennent du fait que Lb va imposer la condition initiale ie = 0. Cela a pour effet d’empêcher la
puissance d’être extraite de la structure en t = 0. C’est pour cette raison que l’on trouve Pm→ 0
quand t → 0 si l’inductance est modélisée, alors que l’on peut tout de suite extraire une forte
puissance de la structure dans le cas contraire. En effet, on lit Pm→ 90 W quand t→ 0 s’il n’y
a pas d’inductance. Cette valeur maximale de puissance extraite ne pourra pas être atteinte par
le circuit avec inductance qui donne max(Pm) = 75 W (cela représente une différence d’environ
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FIG. 4.6 – Comparaison des énergies échangées dans le cas avec et sans inductance Lb (pour
C = 0.29 F et R = 0.2 Ω)

FIG. 4.7 – Comparaison des puissances échangées dans le cas avec et sans inductance Lb (pour
C = 0.29 F et R = 0.2 Ω)

20%).

Des simulations pour C = 1F (c’est à dire ωLC > ω0) montrent que les courbes des énergies
dissipées et stockées se rejoignent dès le deuxième cycle (tout comme sur la figure 4.6 pour
t ≥ 0.035 s). Ainsi, si on s’intéresse aux énergies échangées, le modèle sans inductance est ac-
ceptable pour les valeurs de capacité qui vont nous intéresser (10−6 F ≤C ≤ 1 F). Par contre
si on désire quantifier le maximum de puissance extraite de la structure, il faut utiliser le mo-
dèle avec inductance (surtout si R est faible). Notons que la puissance instantanée extraite peut
atteindre des valeurs élevées, ce qui peut s’avérer intéressant pour alimenter des systèmes né-
cessitant une forte puissance instantanée. Mais ceci n’est possible que sur un intervalle de temps
très court.
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4.2.1.3 Existence d’un optimal de récupération d’énergie

Sur la figure 4.6, on peut constater que 60 % de l’énergie disponible au départ dans la structure
mécanique a été extraite en moins de 2 périodes. Il est logique que 40 % de l’énergie mécanique
n’ait pas été prélevée car la constante de temps τ = RC pour charger le condensateur (τ =
0.058 s) dépasse le temps de cycle T = 2π

ω0
= 0.035 s de la structure.

Notons que seulement 14% de l’énergie extraite ont été stockés et 82% absorbés par la ré-
sistance R. Les 4% restants ont été dissipés de façon interne dans la structure mécanique par
l’amortissement ξ0. Pour maximiser la quantité d’énergie prélevée, une bonne stratégie consiste
donc à minimiser les pertes et donc à diminuer au maximum la valeur de R.
Étudions les transferts d’énergie quand C est fixé et que R varie. Les résultats sont reportés dans
le tableau 4.1. On constate bien que si R augmente (à C fixé) alors Econdo diminue (en général).
Par contre nous n’observons pas que Edissip élec augmente. Ce phénomène est dû au fait qu’une
augmentation de R entraine celle de τ et explique que ce soit l’énergie dissipée de façon interne
Eint méca qui augmente.

C (mF) R (Ω)
Temps pour avoir
−∆Em ≥ 0.9Em(0)

(secondes)

Eint méca

−∆Em
(%)

Edissip élec

−∆Em
(%)

Econdo

−∆Em
(%)

1
0.1 3.21 98.7 0.4 * 0.9
1 3.21 98.2 0.9 0.9

0.1 2.64 62.9 19.6 17.5
30 0.2 2.68 64.5 18.8 16.7

1 2.75 68.1 17.5 14.4
0.1 1.27 17.9 52.6 29.5

150 0.2 1.30 19.6 52.6 27.8
1 1.55 31.31 47.9 20.8

0.1 0.21 4.2 69.8 26.0
300 0.2 0.32 6.2 69.1 24.7

1 0.81 19.6 62.9 17.5
* Energie stockée en 1 cycle

TAB. 4.1 – Évaluation des énergies échangées (sans redressement de la tension) pour une struc-
ture soumise à une impulsion, qui charge un condensateur en une période T

Dans le cas où C = 1 mF , nous n’observons pas que Econdo diminue quand R augmente. Ici la
valeur de la capacité étant faible, la quantité d’énergie stockable est très limitée. En effet, d’après
les conditions initiales, il est possible de stocker au maximum Econdo = 1

2C(Ceẋ0)2 = 9 mJ.
Cette valeur est atteinte quasiment instantanément comme τ = 0.1 ms. Dès le premier cycle, la
quantité maximale d’énergie extractible est atteinte et ce sont donc ensuite les pertes internes
qui sont la cause de la diminution en énergie du système masse-ressort. Cette décroissance
est lente comme la structure a un amortissement interne faible et il faut 3.21 s pour évacuer
90% de l’énergie mécanique de départ. Il n’est donc pas intéressant de choisir une valeur de
capacité C trop faible. Le tableau 4.1 nous confirme bien que la quantité d’énergie stockée
dans le condensateur dépend aussi de la valeur de C. Sur les simulations effectuées, il semble
intéressant de choisir C = 150 mF et R = 0.1 Ω pour stocker le maximum d’énergie dans le
condensateur. Elles permettent de récupérer presque 30% de l’énergie présente au départ. Ce
qui n’a pas été prélevé a été majoritairement dissipé dans la résistance R (52.6% de l’énergie
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de départ). Si on choisit C très élevé, alors τ devient grand. Dans ce cas, avant que le circuit
électrique n’ait eu le temps de récupérer une grande partie de l’énergie, celle-ci est dissipée
par des pertes internes. Il est donc certainement possible de trouver une capacité optimale qui
maximise la quantité d’énergie prélevée.

FIG. 4.8 – Évolution de la quantité d’énergie stockée en fonction de la capacité du condensateur

L’observation de Econdo en fonction de C sur la figure 4.8 montre qu’un optimal existe bien.
Si R = 0.1 Ω, la capacité maximisant la récupération d’énergie est obtenue pour C = 250 mF.
La valeur de la capacité optimale Copt dépend assez peu de la résistance R placée dans le cir-
cuit de chargement. En effet si R = 0.2 Ω on lit Copt = 160 mF mais la quantité d’énergie a
légèrement diminué (d’environ 10%). Notons que plus R augmente, plus la valeur de Copt dimi-
nue. Ce phénomène apparaît car il ne faut pas que τopt = RCopt prenne une valeur trop élevée.
Quand R augmente, la quantité d’énergie qui se retrouve stockée dans le condensateur diminue.
Cela confirme qu’il faut choisir R suffisamment faible. Essayons de déterminer Copt de façon
analytique quand la valeur de R reste petite.

4.2.1.4 Détermination analytique de la capacité de stockage optimale

La figure 4.8 a montré que la capacité de stockage optimale ne dépend plus de la résistance
quand R devient faible. Pour exprimer analytiquement Copt , nous allons alors créer un modèle
sans résistance R. Cette hypothèse semble cohérente car nous voulons que toute l’énergie méca-
nique soit transformée en électricité puis stockée. Cela revient à reprendre l’équation 4.10 en an-
nulant Eint méca et Edissip élec. On se retrouve par conséquent avec l’égalité−∆Em = Eélec stockée.
Au final aucune énergie n’étant stockée dans l’inductance nous pouvons écrire que −∆Em =
Econdo. Cette énergie stockée peut être exprimée par la formule suivante :

Econdo =
[

C.C2
e

2
ẋ2
]T

0
=

C.C2
e

2
ẋ2

0 =
C.C2

e
2m2 (4.14)

Comme le but est de récupérer toute l’énergie mécanique, nous voulons que −∆Em = Em(0).
Cela nous amène à :

1
2m

=
C.C2

e
2m2 (4.15)

On peut en déduire que la capacité optimisant la récupération d’énergie vaut :
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Copt anal =
m
C2

e
(4.16)

En réalisant des simulations, on s’aperçoit qu’effectivement Copt diminue lorsque Ce augmente
comme le montre la figure 4.9.

FIG. 4.9 – Évolution de la quantité d’énergie stockée en fonction de la capacité du condensateur
et du coefficient de couplage imposé (avec R = 0.1 Ω)

La formule 4.16 n’est valide que si le coefficient de couplage est suffisamment élevé. En effet,
celui-ci permet d’extraire rapidement l’énergie de la structure et valide donc les hypothèses
faites (négliger la résistance R et les pertes internes). En pratique, il faut que la récupération
d’énergie se fasse en moins d’un quart de période T (temps nécessaire pour passer de la vitesse
maximale à une vitesse nulle). On se sert de cette condition pour connaître les limites des
variables Ce et R :

RCopt anal ≤
T
4

(4.17)

Nous obtenons que Copt anal = 116 mF pour Ce = 2 N.A−1. Cette valeur ne correspond pas tout à
fait avec celle déterminée numériquement (Copt num = 250 mF) pour R = 0.1 Ω. Ici RCopt anal >
T
4 = 8.8 ms, ce qui explique que la prédiction analytique devienne erronée. Si Ce augmente alors
Copt anal diminue et permet donc de réaliser l’inégalité de l’équation 4.17. C’est par exemple le
cas si Ce = 10 N.A−1. Dans ce cas on détermine que Copt anal = 4.7 mF , résultat proche de la
valeur trouvée numériquement sur la figure 4.9 (Copt num = 4 mF).
L’utilisation de la formule analytique 4.16 pour déterminer la capacité Copt est donc limitée pour
une gamme de résistances déterminées par l’équation 4.17. Si nous ne pouvons pas négliger
l’influence de la résistance R, alors il faut déterminer numériquement Copt .

4.2.1.5 Charge du condensateur en utilisant un pont de diode

Intéressons nous à présent au cas où la tension du transducteur électromagnétique est redressée
à l’aide du pont de diodes. Cette configuration est représentée sur la figure 4.10.
Nous allons ici distinguer trois phases de chargement du condensateur : celle où le générateur a
une tension positive, celle où elle est négative (dans ce cas il faut la redresser) et celle où il n’y
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FIG. 4.10 – Charge du condensateur en utilisant un pont de diodes

a pas de chargement du condensateur. Ces trois phases peuvent être décrites par les équations
suivantes :


0 = Ceẋ− (R0 +Rb)ie−

Q
C

si Ce ẋ≥ Q
C

0 = −Ceẋ− (R0 +Rb)ie−
Q
C

si −Ce ẋ≥ Q
C

0 = ie si Ce |ẋ|<
Q
C

(4.18)

Ce système permet de déterminer fr = g(ẋ). En incluant chacune des équations de 4.18 à l’équa-
tion 4.4, nous obtenons trois systèmes d’équations à résoudre :

– si Ceẋ≥ Q
C

alors ie = is =
dQ
dt

et :

 1 0 0

0 1
Ce

m
0 0 R

 .
d
dt

 x
ẋ
Q

=

 0 1 0
−ω2

0 −2ξ0ω0 0

0 Ce − 1
C

 .

 x
ẋ
Q

 (4.19)

– si Ce |ẋ|<
Q
C

il faut imposer ie = 0 dans l’équation 4.19.

– si (−Ceẋ)≥ Q
C

alors (−ie) = is =
dQ
dt

et :

 1 0 0

0 1 −Ce

m
0 0 R

 .
d
dt

 x
ẋ
Q

=

 0 1 0
−ω2

0 −2ξ0ω0 0

0 −Ce − 1
C

 .

 x
ẋ
Q

 (4.20)

Ces équations sont de nouveau résolues à l’aide de la fonction “ode45” de Matlab R©. L’étude
est similaire à celle réalisée au paragraphe 4.2.1.3.

Si on utilise un condensateur de forte capacité, on retrouve des courbes d’énergie similaires à
celles où la tension n’est pas redressée (cf. figure 4.8). La capacité optimale trouvée est identique
à celle trouvée dans le cas où la tension n’est pas redressée. Ce résultat s’explique par le fait que
l’énergie est prélevée suffisamment rapidement pour ne pas avoir besoin de redresser la tension.
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4.2.2 Récupérer de l’énergie sur une structure soumise à une excitation
harmonique

4.2.2.1 Présentation de l’étude

Dans cette partie, nous allons étudier la quantité d’énergie que l’on peut récupérer d’un système
masse-ressort soumis à une excitation harmonique. La masse m représentée sur la figure 4.2 est
étudiée durant la phase d’accumulation d’énergie. L’énergie est apportée par une force sinusoï-
dale f d’amplitude constante f0. La pulsation est choisie pour correspondre à celle de résonance
du système masse-ressort sans récupération d’énergie (ω0). Celle-ci maximise la fonction de
transfert ẋ

f [143], la puissance entrante dans le système est donc maximale.
Durant la phase transitoire, aucune énergie n’est récupérée et seule la force f = f0 cos(ω0t) est
imposée sur m. En appliquant le principe fondamental de la dynamique à m, nous obtenons :

m
(
ẍ+2ξ0ω0ẋ+ω

2
0
)

x = f0 cos(ω0t) (4.21)

Le système ne possède pas d’énergie au départ, il démarre donc avec des conditions initiales
nulles. Après un temps de stockage (Tstockage), le système de récupération d’énergie est mis en
route comme indiqué sur la figure 4.11. Cet instant est choisi comme origine des temps.

FIG. 4.11 – Les différentes phases de la récupération d’énergie par intermittence

Pour se retrouver dans la même configuration que le système décrit au paragraphe 4.2.1, nous
supposerons que la récupération d’énergie démarre quand la vitesse initiale a atteint un maxi-
mum local. Comme nous sommes dans un régime monomodal, le déplacement est nul à cet
instant. De plus, nous n’appliquerons plus de force extérieure lorsque la récupération a démarré.
Nous nous retrouvons alors avec les conditions initiales indiquées par le système d’équations
4.6.
Nous pouvons donc utiliser les équations 4.4 et 4.18. Nous avons choisi de redresser la tension
du générateur à l’aide du pont de diodes représenté sur la figure 4.10 pour accélérer au maximum
la récupération d’énergie.
De l’énergie est fournie au système masse-ressort durant les instants [−Tstockage;0]. Elle est
déterminée par :
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E f ournie =
∫ 0

−Tstockage

f0.cos(ω0t +φ0).ẋ(t) dt (4.22)

φ0 est l’angle qui permet d’obtenir les conditions x(0) = 0, x(−Tstockage) = 0 et ẋ(−Tstockage) = 0.
Plus le temps Tstockage est important, plus E f ournie devient grand. Pour permettre la comparaison
de Econdo quand Tstockage varie, il est plus judicieux de se ramener à l’étude de la puissance
moyenne extraite de la structure définie par :

Pcondo =
Econdo

Tstockage
(4.23)

Le temps de la récupération d’énergie est supposé négligeable par rapport à celui de stockage,
c’est pour cette raison que Pcondo est déterminée à partir de la valeur Tstockage. Si Tstockage = 0
nous ne pouvons récupérer aucune énergie car aucune énergie n’a été stockée dans la structure
mécanique et implique Pcondo = 0. Si Tstockage est suffisamment grand pour atteindre un état
stabilisé de la structure, alors on ne peut récupérer qu’une quantité finie d’énergie. En effet
l’énergie mécanique stockée dans la structure est limitée comme m est amortie. Cela implique
que Pcondo→ 0 si Tstockage→ ∞. Comme Pcondo est une fonction continue positive, il existe un
temps optimal qui maximise Pcondo.

4.2.2.2 Analyse des résultats

La puissance moyenne stockée Pcondo est déterminée dans le cas où R = 0.1 Ω. Nous avons
choisi cette valeur car c’est la plus petite valeur que nous nous autorisons pour les simulations.
Pour avoir une idée des puissances disponibles et fournies, déterminons celles-ci à l’aide des
formules : 

Pconv =
Econv

Tstockage

Pf ournie =
E f ournie

Tstockage

(4.24)

En faisant varier Tstockage, on obtient les courbes Pf ournie, Pcondo et Pconv tracées sur la figure
4.12. On y observe que pour Tstockage = 3.17 s la puissance Pcondo est maximisée. À cet instant,
nous avons Pf ournie = 590 mW , Pconv = 240 mW et Pcondo = 70 mW . On retrouve que 30% de
l’énergie convertie est stockée dans le condensateur (comme annoncé au paragraphe 4.2.1.3).
Notons que Pconv et Pcondo sont maximales en même temps. Ceci est logique car plus il y a de
puissance disponible, plus il sera possible d’en convertir. À l’optimal 40% de l’énergie fournie
à la structure a été convertie en électricité et seulement 12% de l’énergie fournie à la structure
mécanique a pu être stockée dans le condensateur. Ce rendement est assez faible, mais c’est le
meilleur que l’on puisse obtenir dans les conditions que l’on s’est imposées.

4.2.2.3 Synthèse

Dans le cas d’un système avec une boucle de rétroaction linéaire, nous avions montré qu’au
maximum 50% de la puissance mécanique moyenne fournie (P1) était récupérable (cf. tableau
3.1). Dans cette étude le système était en régime stabilisé alors que dans l’analyse réalisée dans
cette section la structure est en phase transitoire. En partant de conditions initiales nulles, il faut
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FIG. 4.12 – Évolution des puissances moyennes en fonction de la durée de chargement de la
structure mécanique (C = 250 mF)

dépenser plus d’énergie car il faut mettre en mouvement la structure, ce qui explique que le
rendement soit moins bon ici. Au mieux 40% de l’énergie fournie peut être récupérée en suppo-
sant que la résistance R est nulle. En effet, dans ce cas idéal toute l’énergie convertie peut être
stockée dans le condensateur.

Récupérer rapidement l’énergie mécanique de la structure permet de produire une forte puis-
sance électrique instantanée. Nous avons montré au paragraphe 4.2.1.2 que si nous nous inté-
ressons à celle-ci, il faut tenir compte de l’inductance de la bobine pour ne pas “surévaluer” la
puissance instantanée maximale que l’on peut extraire de la structure. Cet écart se réduit si R
augmente.

Stocker l’énergie puis la récupérer en moins d’une période n’est certainement pas la meilleure
stratégie à adopter pour maximiser la quantité d’énergie récupérée. Regardons ce qui se passe si
l’on prélève de l’énergie à chaque période dans le cas d’un feed-back non linéaire. Allons-nous
pouvoir récupérer 50 % de l’énergie mécanique fournie tout comme dans le cas linéaire ?

4.3 Récupération d’énergie en régime stationnaire

4.3.1 Récupérer de l’énergie sur une structure soumise à une excitation
harmonique

La figure 4.13 présente le circuit électrique considéré.
L’impédance Z représente le système électronique qui doit être alimenté. Notons que nous avons
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FIG. 4.13 – Schéma du circuit électrique permettant de récupérer et d’alimenter un système
électronique d’impédance Z

modélisé la résistance interne du condensateur par la résistance R0. Pour n’utiliser qu’un seul
schéma, la boite “Ajustement NL tension de sortie” peut être constituée soit d’une unique diode
(pour empêcher l’énergie récupérée de repartir dans la bobine) comme représenté sur la figure
4.14a, soit d’un pont de diodes (qui permet de redresser la tension et donc de récupérer de
l’énergie tous les demi-cycles). Ce dernier est schématisé sur la figure 4.14b.

(a) (b)

FIG. 4.14 – Circuit électronique considéré pour la boite “Ajustement tension sortie” : (a) Tension
non redressée - (b) Tension redressée

4.3.1.1 Mise en équation

En écrivant la relation entre la charge Q (aux bornes du condensateur C) et l’intensité ic, ainsi
que les lois des noeuds et des mailles à la sortie du système d’ajustement de la tension, on arrive
à : 

ic =
dQ
dt

is = iz + ic

Ziz = R0
dQ
dt

+
Q
C

(4.25)

Les diodes utilisées sont toujours supposées avoir une tension seuil nulle pour la modélisation,
ce qui signifie qu’il n’y a aucune dissipation d’énergie dans le système “Ajustement tension de
sortie”. On trouve donc que :
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 |ie|= is =
(

1+
R0

Z

)
dQ
dt

+
Q

CZ
si charge du condensateur

ie = is = 0 si décharge du condensateur
(4.26)

Pour étudier les transferts énergétiques, il faut adjoindre l’équation du système mécanique
constitué de la masse mobile m (cf. équation 4.3). L’amortissement naturel de la structure
mécanique ξ0 est égal à 0.2%. Dans le cas de la charge du condensateur sans redressement
(configuration de la figure 4.14a), on peut écrire que :


1 0 0

0 1
Ce

m

(
1+

R0

Z

)
0 0 1

 ẏ =


0 1 0

−ω2
0 −2ξ0ω0 − Ce

mCZ

0
Ce

Z1
−

1+
Rb

Z
CZ1

y+


0
f
m
0

 (4.27)

avec y =

 x
ẋ
Q

 et Z1 = R0 +Rb +Rb
R0

Z
. Ce système est à utiliser tant que Ceẋ≥ Q

C
. Quand

cette condition n’est plus vraie, il faut utiliser le système suivant : 1 0 0
0 1 0

0 0 1

 ẏ =


0 1 0
−ω2

0 −2ξ0ω0 0

0 0 − 1
C (R0 +Z)

y+


0
f
m
0

 (4.28)

On peut voir qu’ici les systèmes électrique et mécanique sont découplés car ie = 0. La sortie du
système de redressement de la tension n’influence donc pas le système mécanique. La force ex-
térieure est supposée sinusoïdale de la forme f = f0.cos(ωt +Φ). L’angle Φ permet d’imposer
les conditions initiales.
Le condensateur C permet de stocker l’énergie électrique produite par la bobine. Quand la
tension produite par la bobine devient trop faible, c’est le condensateur qui fournit l’énergie à
l’impédance Z. Cela se traduit par la chute de sa tension Vc comme le montre la figure 4.15.
Dans ce cas aucune récupération d’énergie n’a lieu.
Dans le cas où la tension est redressée, nous pouvons toujours utiliser les équations 4.27 et 4.28
mais il faut leur adjoindre le système ci-dessous :


1 0 0

0 1 −Ce

m

(
1+

R0

Z

)
0 0 1

 ẏ =


0 1 0

−ω2
0 −2ξ0ω0 +

Ce

mCZ

0 −Ce

Z1
−

1+
Rb

Z
CZ1

y+


0
f
m
0

 (4.29)

Cette équation est à utiliser tant que −Ceẋ≥ Q
C

.

Grâce à la modélisation des différentes phases, il est possible de comparer les modèles avec et
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FIG. 4.15 – Évolution de la tension (Vc) stockée dans le condensateur C pour une tension de
générateur (Vs) non redressée

sans redressement. Les équations différentielles du premier ordre sont résolues temporellement
sur Matlab R© à l’aide de la fonction “ode45”. Les calculs numériques sont réalisés avec les
paramètres suivants : f0 = 1 N, m = 0.466 kg, Ce = 2.0 N.A−1, Rb = 0.7 Ω, R0 = 0.1 Ω et
ω0 = 178 rad.s−1.

4.3.1.2 Comparaison des résultats avec ou sans redressement

Comme nous sommes en régime stabilisé, nous allons utiliser la puissance moyenne convertie
pour comparer les simulations avec et sans redressement. Celle-ci est définie par :

Pconv =
ω

2π

∫ ω

2π

0
P inst

conv dt (4.30)

avec :

P inst
conv = Ceẋ.ie (4.31)

Cette puissance est intéressante car c’est celle extraite de la structure avant qu’il n’y ait la
moindre dissipation d’énergie dans le circuit électrique. Elle correspond à la puissance maxi-
male que l’on peut extraire.
Pour chaque couple (Z,C) la pulsation ω maximisant Pconv(ω,Z,C) a été recherchée. Que la
tension soit redressée ou non, on trouve toujours que ω = ω0 maximise la puissance convertie.
Les figures 4.16a et 4.16b représentent Pconv optimale dans chacun des cas considérés.
En analysant ces figures, on s’aperçoit que dans les deux cas la puissance maximale convertie est
d’environ 350 mW. À chacun des points de fonctionnement, nous retrouvons que la puissance
mécanique fournie est de l’ordre de 700 mW. Nous obtenons tout comme dans l’étude d’un
feed-back linéaire qu’au mieux nous pouvons extraire 50% de l’énergie fournie.
De plus, nous observons que la puissance maximale atteint toujours la même valeur quelle que
soit la capacité choisie (si 10−4 F ≤C≤ 1F). C’est la valeur de l’impédance Z qui détermine la
valeur maximale que peut prendre Pconv. Les simulations de la figure 4.16a nous permettent de
trouver les impédances Zopt maximisant Pconv quand C varie. Nous obtenons 3 Ω≤ Zopt ≤ 20 Ω

quand la tension n’est pas redressée. De la même manière, à partir de la figure 4.16b nous
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(a) (b)

FIG. 4.16 – Tracé de Pconv : (a) Tension de sortie non redressée - (b) Tension de sortie redressée

déterminons que 5 Ω ≤ Zopt ≤ 25 Ω quand la tension est redressée. La seule différence entre
les circuits est la valeur de Zopt . Notons que cet écart est faible, mais que Zopt est légèrement
supérieure dans le cas redressé.
Pour comprendre pourquoi la valeur de C n’influence pas Pconv, il faut faire le bilan des énergies
dissipées dans le circuit électrique représenté sur la figure 4.13. Nous allons raisonner unique-
ment dans le cas où la tension n’est pas redressée. Durant la phase de chargement du condensa-
teur, nous avons is = iz + ic. Cela nous permet de déterminer la puissance à la sortie du dispositif
“Ajustement NL tension de sortie”, qui vaut Vs.is = Zi2z +R0i2c + Q

C ic. Comme la diode a une ten-
sion seuil nulle, nous avons Ve =Vs et ie = is. Cela implique donc que f em× ie−Rb× ie =Vs× is.
Supposons que C se charge sur une période de temps T1. Nous arrivons donc à :∫

T1

P inst
conv dt =

∫
T1

(Rbi2e +Zi2z +R0i2c)dt+
1

2C

[
Q2]

T1
(4.32)

Si on se place dans le cas de la décharge du condensateur, alors ie = is = 0. Nous avons donc
P inst

conv = 0 sur la période de temps T2. En faisant un nouveau bilan électrique, sachant que main-
tenant ic = iz =−dQ

dt , nous obtenons :

0 =
∫

T2

(Zi2z +R0i2c)dt+
1

2C

[
Q2]

T2
(4.33)

Comme le système revient dans sa configuration initiale au bout d’un cycle complet (T1 + T2),

nous nous retrouvons avec
1

2C

[
Q2]

T1
=− 1

2C

[
Q2]

T2
. En sommant les équations 4.32 et 4.33 et

en divisant par la période T1 +T2, nous arrivons à :

Pconv =
1

T1 +T2

∫
T1

P inst
conv dt =

1
T1 +T2

∫
T1

Rbi2e dt+
1

T1 +T2

∫
T1+T2

(Zi2z +R0i2c)dt (4.34)

Cette équation montre que la puissance convertie est égale à celle dissipée dans les impédances
Rb, R0 et Z. Il est donc logique de trouver que la valeur du condensateur C n’influence pas la
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valeur maximale de la puissance convertie. Cela est vrai tant que le condensateur est capable de
stocker suffisamment d’énergie et implique qu’il ne faut pas prendre C trop faible.
Notons que si l’on considère le cas d’une tension redressée, l’équation 4.34 reste valide mais les
temps de chargement et de déchargement changent. Cela explique que l’impédance optimisant
Pconv ne soit pas la même dans le cas redressé que non redressé.
Par la suite nous n’allons analyser que le circuit optimisant Pconv dans le cas où la tension n’est
pas redressée.

4.3.1.3 Analyse des résultats lorsque la puissance fournie est optimale

En prenant C = 250 mF , les simulations de la figure 4.16a nous donnent Zopt = 17.8 Ω dans
le cas non redressé. Ce sont ces paramètres qui sont retenus pour le tracé des puissances repré-
sentées sur la figure 4.17. Les puissances instantanées fournies et dissipées dans Z sont définies
par : {

P inst
f ournie = ẋ. f(t)

P inst
Z = Z i2Z

(4.35)

Chaque courbe pointillée représente la valeur moyenne (calculée sur une période T = 2π

ω0
) de la

puissance instantanée correspondante (courbe de la même couleur). Celles-ci sont définies par :

Pf ournie =
ω0

2π

∫ 2π

ω0

0
P inst

f ournie dt

Pconv =
ω0

2π

∫ 2π

ω0

0
P inst

conv dt

PZ =
ω0

2π

∫ 2π

ω0

0
P inst

Z dt

(4.36)

On relève Pf ournie = 716 mW , Pconv = 344 mW et PZ = 259 mW . On a donc un rendement dans
le cas non linéaire de ηNL = Pconv/Pf ournie = 48 %. Nous retrouvons donc un rendement proche
du cas linéaire (qui vaut 50 %).
La non linéarité du circuit électrique est visible sur l’évolution de P inst

conv . En effet, celle-ci passe
d’une valeur strictement positive durant la phase de chargement du condensateur à une valeur
constamment nulle entre les instants t = 4 ms et t = 31 ms. Cette non linéarité ne s’observe pas
sur la courbe de la vitesse (ẋ) représentée sur la figure 4.17. Utilisons cette remarque pour déter-
miner un amortissement total équivalent ξ

eq
T permettant d’obtenir une telle vitesse. ξ

eq
T corres-

pond à la somme des amortissements mécanique (ξ0) et électrique (ξe) créé par la récupération
d’énergie. Comme nous excitons la structure en ω = ω0, nous pouvons écrire que :

ξ
eq
T =

max( f )
2mω0 max(ẋ)

(4.37)

En relevant la valeur maximale de la vitesse sur la figure 4.17, nous obtenons ξ
eq
T = 0.45 %. En

reportant la courbe de la vitesse obtenue à l’aide de cet amortissement équivalent, on voit qu’il
y a une bonne correspondance avec celle simulée avec le feed-back non linéaire. Cela confirme
la faible influence de la non linéarité de la boucle de rétroaction sur le système mécanique.
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FIG. 4.17 – Évolution des puissances instantanées et de la vitesse simulée quand la tension de
bobine n’est pas redressée

4.3.1.4 Synthèse

Tout comme pour le modèle linéaire, on observe qu’au mieux il est possible d’extraire 50% de
l’énergie fournie dans le cas non linéaire. La valeur de ξ

eq
T est alors proche de l’amortissement

2ξ0. Cela s’explique par le fait que le système masse-ressort garde un comportement linéaire
malgré la discontinuité de la récupération d’énergie. Les résultats du chapitre 3 peuvent donc
être utilisés et la puissance maximale extractible de la structure peut aisément être déterminée
analytiquement. Il suffit d’utiliser l’expression de P2 donnée par le tableau 3.1 au point optimal
B. Notons que dans le cas étudié ici, il faut prendre a11 = 1

m . Nous obtenons P2 = 377 mW
pour une force unitaire appliquée sur la masse mobile m. Cette valeur est supérieure d’environ
10% à l’optimal annoncé par les simulations non linéaires (Pconv = 344 mW ) dans le cas où
C = 250 mF .

En augmentant la puissance fournie, il est possible d’augmenter la puissance que l’on peut
extraire. C’est ce que nous allons essayer de faire en ajoutant des switchs dans le circuit de
récupération d’énergie.

4.3.2 Récupérer de l’énergie en utilisant une stratégie avec switchs

4.3.2.1 Présentation du principe de récupération d’énergie avec switch

La technique du SSH (“Synchronized Switch Harvesting”) est issue d’une méthode non linéaire
d’amortissement utilisée par Richard et al. [144] : le SSD (“Synchronized Switch Damping”).
Elle a été développée pour les transducteurs piézoélectriques. Elle permet d’accroitre artificiel-
lement la tension aux bornes du matériau piézoélectrique ce qui engendre une augmentation de
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la quantité d’énergie extraite de la structure.
Lefeuvre et al. [145] montrent qu’en introduisant switch et inductance dans le circuit de récu-
pération, il est possible de récupérer plus d’énergie que s’il n’y en avait pas. Cette technique est
connue sous le nom “Synchronized Switch Harvesting on Inductor” (SSHI).

FIG. 4.18 – Cycle énergétique d’un générateur piézoélectrique de type SSH [28]

La figure 4.18 montre que l’on peut extraire plus d’énergie en réalisant un cycle avec SSH
que sans SSH. En effet, l’énergie extraite étant égale à la surface du cycle, on constate bien
que la solution avec SSH est plus intéressante. Décrivons le cycle avec SSH. Une fois que le
matériau piézoélectrique est étiré à son maximum (upiezo = umax) au point A1, la charge présente
sur l’une de ses électrodes est transférée sur l’électrode opposée via une inductance. Cela est
réalisé à l’aide d’un switch que l’on vient fermer et qui permet de passer la tension V du matériau
piézoélectrique de −Vmin à +Vmax. Cela a pour conséquence de faire varier brutalement l’effort
appliqué par celui-ci, de −αVmin (au point A1) à +αVmax (au point A2). En effet la force qu’il

impose dépend de αV (avec α =
e33Spiezo

h
, Spiezo étant la surface du piézoélectrique et h son

épaisseur) si on se reporte à l’équation 2.1. Ce transfert étant très rapide, le déplacement reste
égal à +umax et une fois celui-ci terminé le switch est ouvert à nouveau.
Le déplacement imposé au piézoélectrique est ensuite diminué pour parcourir le trajet A2→ A3.
Lorsqu’il atteint −umax, la tension est de nouveau inversée (pour aller du point A3 à A4). Le
cycle est bouclé en étirant à nouveau le matériau piézoélectrique (trajet A4→ A1).
Lefeuvre et al. [145] ont montré que les différentes techniques de SSHI (inductance montée en
série ou en parallèle du générateur) conduisent approximativement à la même quantité d’énergie
récupérée. Ils ont également montré que pour que cette énergie devienne indépendante de la
résistance branchée à la sortie, il faut introduire une inductance après avoir redressé la tension.
Cette remarque est intéressante car il n’est alors plus nécessaire d’adapter l’impédance de sortie
en fonction des caractéristiques du générateur.
Pour Badel [28], il est possible d’utiliser cette technique avec un transducteur électromagné-
tique. Nous allons nous intéresser ici à l’influence d’un SSH sur la récupération d’énergie à
l’aide d’un transducteur électromagnétique.
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4.3.2.2 Description du SSH considéré

La figure 4.19 présente le système de switch retenu pour tenter de récupérer davantage d’énergie
sans avoir à accorder la valeur de résistance de sortie en fonction des paramètres mécaniques.
Ce dernier est toujours composé du même système masse-ressort de masse m, de pulsation

naturelle ω0 =
√

k0
m et de coefficient d’amortissement interne ξ0 = c0

2mω0
. La force f vient ap-

porter de l’énergie à la structure mécanique. Nous chercherons à optimiser la puissance fournie
à l’impédance Z par la bobine L1. Nous supposerons Z purement résistive pour simplifier les
simulations numériques. À ce système nous avons adjoint deux bobines supplémentaires L2 et
L3, deux switchs et une capacité C2 pour augmenter la quantité d’énergie accumulée par le sys-
tème masse-ressort. Les résistances R2 et R3 vont permettre d’ajuster les temps de charge et de
décharge du condensateur C2.

FIG. 4.19 – Principe du SSH appliqué aux transducteurs électromagnétiques

Le cycle représenté sur la figure 4.20 permet de comprendre sur quel principe on se base pour
augmenter l’énergie mécanique entrant dans le récupérateur d’énergie. Celui-ci est représenté
lorsque la masse mobile m a atteint un régime stabilisé. En A1, lorsque la masse m a atteint son
déplacement maximal +xmax, le switch 3 est fermé. Cela permet de convertir l’énergie préala-
blement stockée dans C2 en énergie mécanique par l’intermédiaire de la bobine L3. L’effort est
créé de façon quasi-instantanée dès la fermeture du switch 2 ce qui explique que l’on passe au
point A2 (où l’effort appliqué sur m est plus élevé) tout en restant à l’abscisse +xmax. L’énergie
est libérée progressivement de C2 jusqu’à ce qu’il n’y en ait plus. Cela se produit au point A3.
Nous pouvons constater que la partie du cycle A1→ A2→ A3 permet de fournir plus d’énergie
à la structure que s’il n’y a pas de switchs. Dès le point A3 atteint, le switch 3 est ouvert et
le switch 2 fermé, ce qui permet de recharger le condensateur C2 que l’on vient de vider. La
résistance R2 doit être choisie la plus faible possible pour que cette opération soit la plus rapide
possible, c’est à dire égale à la somme des résistances internes de la bobine L2 et du conden-
sateur C2. La tension augmente jusqu’à ce que la vitesse atteigne sa valeur minimale en x = 0
(point A4). À ce moment, le switch 2 est ouvert. Le système de récupération n’est alors constitué
que de la bobine L1 et de l’impédance Z, il est donc normal de trouver que les modèles avec
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FIG. 4.20 – Principe du cycle énérgétique des générateurs électromagnétiques de type SSH

SSH et sans SSH soient identiques sur le trajet A4→ A5. En arrivant en A5, le déplacement étant
minimal (−xmin), le switch 3 est fermé pour libérer l’énergie électrique présente dans C2 (trajet
A5→ A6→ A7). Ensuite le switch 3 est ouvert et le switch 2 fermé pour charger C2 à nouveau
sur le trajet A7→ A8. Le switch 2 est ouvert pour réaliser le trajet permettant de fermer le cycle
et de revenir au point A1.

4.3.2.3 Mise en équation

Trois phases sont à distinguer. La première est la décharge de C2 pour permettre de créer un
effort supplémentaire sur la masse mobile m. La seconde est la conversion et le stockage d’une
partie de l’énergie mécanique fournie sous forme d’énergie électrique dans C2. La dernière
phase est celle où les deux switchs sont ouverts.
Pour la mise en équation de ces trois phases, nous ferons l’hypothèse que les trois inductances
citées (L1, L2 et L3) sont négligées par rapport aux effets des résistances Z, R2 et R3. Chacune
des résistances citées inclue la résistance interne des bobines 1, 2 et 3.
Notons Ce1, Ce2 et Ce3 les coefficients de couplage respectifs des bobines 1, 2 et 3. Posons le
coefficient d’amortissement ξ1 de la bobine 1 qui récupère de l’énergie :

ξ1 =
Ce1

2mω0Z
(4.38)

L’effort f représenté sur la figure 4.19 est celui imposé par l’accélération de la base de la struc-
ture. fr représente l’effort de réaction généré par le récupérateur d’énergie.

En phase 1, le switch 2 est ouvert et le switch 3 fermé. Ce dernier sera gardé fermé le temps
que le condensateur se décharger et crée l’effort supplémentaire fsupl = Ce3i3 sur m. C’est la
valeur de la constante de temps τ3 = R3C2 qui détermine la durée de la décharge. Pour laisser
suffisamment de temps au condensateur pour se recharger, nous chercherons à obtenir τ3 ≈ T

4
(où T est la période du cycle). Nous en déduisons donc que le mouvement de la masse m est
régi par :
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ẍ+2(ξ0 +ξ1)ω0ẋ+ω
2
0x =

f
m

+
fsupl

m
(4.39)

Le bobinage L3 est constitué de manière à ce que f et fsupl soient toujours de même signe. En
utilisant l’équation électrique de la décharge du condensateur, nous pouvons écrire que :

Q2

C2
−Ce3

m
ẋ = R3

dQ2

dt
(4.40)

car i3 =−dQ2

dt
(Q2 est la charge stockée dans C2).

Si on suppose que le terme
Ce3

m
ẋ est négligeable devant

Q2

C2
, alors cette équation nous permet

de retrouver que la constante de temps de la décharge est déterminée par C2R3. Cette hypothèse
est vraie au départ comme ẋ ≈ 0 et Q

C2
6= 0, et n’est plus vérifiée après la décharge de C2. Dans

le cas Q
C2

= Ceẋ , il faut ouvrir le switch 3 et fermer le switch 2 pour arriver en phase 2.

La phase 2 consiste à charger C2. Le switch 2 étant fermé, on a :

ẍ+2(ξ0 +ξ1)ω0ẋ+ω
2
0x =

f
m
−Ce2i2

m
(4.41)

À cette équation il faut adjoindre l’équation électrique fixant la loi de charge du condensateur

(sachant que i2 =
dQ2

dt
) :

Ce2

m
ẋ = R2

dQ2

dt
+

Q2

C2
(4.42)

Le système bascule en phase 3 quand la tension aux bornes de C2 atteint sa valeur extrémale
(maximale ou minimale). Cela se produit juste après que ẋ ait atteint son maximum ou mi-
nimum. Pour permettre un chargement rapide de C2, il faut que R2 soit choisit la plus faible
possible. Une fois cette tension extrémale atteinte, le switch 2 est ouvert.

En phase 3 (les switchs 2 et 3 sont tous deux en position ouverte), la masse m vérifie l’équation
suivante :

ẍ+2(ξ0 +ξ1)ω0ẋ+ω
2
0x =

f
m

(4.43)

Le système rebascule en phase 1 quand x =±xmax.

4.3.2.4 Résultats des simulations

Les simulations sont réalisées avec Ce1 = 4 N.A−1, Ce2 = Ce3 = 2 N.A−1, ω = ω0 = 178 rd.s−1,
ξ0 = 0.2 %, m = 0.466 kg, C2 = 8 mF , R2 = 0.1 Ω, R3 = 1 Ω et Z = 25 Ω.
Nous avons bien τ3≈ T

4 = π

2ω0
et R2C2� T . Comparons la puissance dissipée dans l’impédance

Z dans le cas où nous utilisons des switchs (P2 SSH) et quand nous n’en n’utilisons pas (P2 LIN).
Dans ce dernier cas nous sommes simplement en présence d’un système linéaire.
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FIG. 4.21 – Évolution des puissances dans le cas SSH en fonction de la pulsation d’excitation
(pour Z = 10 Ω)

La figure 4.21 montre comment P2 SSH et P2 LIN évoluent. Nous avons également indiqué pour
information les puissances fournies à la structure correspondant aux configurations SSH et li-
néaire. Celles-ci sont notées P1 SSH et P1 LIN . Remarquons que l’optimal de la puissance extraite
dans le cas du SSH est toujours situé en ω = ω0 (pulsation de résonance du système masse-
ressort en boucle ouverte).

FIG. 4.22 – Évolution des puissances en fonction de la résistance Z quand la pulsation est
ajustée sur celle de la structure en résonance

Nous pouvons cependant constater que max(P2 SSH) < max(P2 LIN). Ce n’est pas ce que nous
nous attendions à obtenir, pourtant cette observation se généralise pour différentes valeurs de Z.
En effet, la figure 4.22 nous montre que max(P2 SSH) < max(P2 LIN) pour chaque Z entre 1 Ω

et 1 kΩ.
Par conséquent l’utilisation de switch ne semble pas intéressante.

4.3.2.5 Analyse des simulations

La technique du SSH, telle qu’elle a été mise en oeuvre, ne permet pas de récupérer davan-
tage d’énergie qu’un feed-back linéaire. Ce phénomène est compréhensible. Lors des transferts
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d’énergie une partie de celle-ci est dissipée par effet joule dans les résistances R2 et R3 et ce,
même si Z→ ∞. Cela entraîne donc une augmentation de l’amortissement naturel de la struc-
ture. Si on se reporte à l’expression de P2 au point B du tableau 3.1, nous voyons que cette
puissance est proportionnelle à l’inverse de l’amortissement. Il est donc normal de retrouver
que la puissance récupérée a diminuée dans le cas du SSH.
Il est possible d’obtenir la valeur de l’amortissement du SSH (ξ0 SSH) en boucle ouverte à l’aide
de la formule :

ξ0 SSH = ξ0×
P1 LIN (Z→∞)

P1 SSH (Z→∞)
(4.44)

En effet, il suffit de se reporter au tableau 3.1 et de prendre l’expression de P1 au point A. Il
faut également supposer que le système avec SSH se comporte comme un système linéaire,
hypothèse qui semble valide comme nous l’avons noté au paragraphe 4.3.1.4. En effet les si-
mulations montrent que la non-linéarité de la boucle de rétroaction n’est pas assez forte pour
perturber de façon conséquente la “linéarité” du système mécanique. Nous relevons sur la figure
4.22 que nous avons P1 LIN = 1507 mW et P1 SSH = 700 mW en Z = 105 Ω. Cela nous permet
de déterminer que ξ0 SSH = 0.43%.
Il est également possible de déterminer analytiquement l’impédance Zopt SSH optimisant l’éner-
gie récupérée dans le cas du SSH. Pour cela, nous utilisons l’impédance optimale donnée dans
le tableau 3.1 au point B. Sachant qu’ici Ce1 = Ce, ωN = ω0, a22 = 1

m et qu’il faut remplacer ξN
par ξ0 SSH , nous arrivons à l’expression :

Zopt SSH anal =
C2

e1
2mξ0 SSHω0

(4.45)

L’application numérique de la formule ci-dessus donne Zopt SSH anal = 22 Ω et les simulations
numériques donnent Zopt SSH = 20 Ω. Cela montre que la formule analytique permet de donner
une bonne estimation de l’impédance optimisant la récupération d’énergie.
Par contre nous remarquons qu’à l’optimal nous ne retrouvons pas exactement que le rendement
η = 0.5, comme le prédit le modèle analytique. En effet, nous relevons sur la figure 4.22 que
P2 SSH = 230 mW et P1 SSH = 388 mW d’où le rendement en non linéaire ηSSH opt = P2 SSH

P1 SSH
=

0.59. Vu cet écart de 20%, une évaluation analytique de la valeur de la puissance moyenne
maximale extractible de la structure sera assez approximative et ne permettra d’obtenir qu’un
ordre de grandeur.

4.4 Concevoir un système de récupération inertiel
La conception d’un récupérateur d’énergie inertiel commence par l’identification de la source
d’énergie sur laquelle il est fixé et des besoins énergétiques du système à alimenter. Cela permet
de déterminer la stratégie à adopter, puis de dimensionner le récupérateur d’énergie.

4.4.1 Choix d’une stratégie de récupération d’énergie non linéaire
Les études précédentes ont montré qu’il faut concevoir un récupérateur d’énergie qui entre en
résonance à la pulsation d’excitation de la structure porteuse pour récupérer le maximum d’éner-
gie. Elles ont également fait apparaître qu’il est préférable de récupérer de l’énergie à chaque
période d’excitation. En effet, la récupération d’énergie sur une structure non stabilisée permet
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d’extraire en moyenne au mieux 240 mW (cf. résultats du paragraphe 4.2.2.2), alors que l’on
peut en récupérer 344 mW (cf. résultat du paragraphe 4.3.1.3) dans le cas d’une structure stabi-
lisée avec un feed-back non linéaire. Par contre une stratégie de récupération d’énergie créant
un état transitoire permet d’extraire de très fortes puissances instantanées comme l’ont montré
les simulations sur la source d’énergie finie au paragraphe 4.2.1.

Les simulations montrent que le maximum de puissance est extrait en régime stabilisé quand
l’amortissement électrique est égal à l’amortissement mécanique interne du récupérateur d’éner-
gie. Que l’on prélève de l’énergie à chaque demi-période (redressement de la tension du trans-
ducteur) ou une seule fois par période (utilisation d’une seule diode), l’énergie récupérée est
approximativement la même. La différence porte sur la valeur de l’impédance optimale de sor-
tie.

FIG. 4.23 – Évolution des puissances en fonction de la pulsation d’excitation quand l’impédance
Z optimise la puissance récupérée par le SSH

L’étude du système avec SSH a montré que cette stratégie n’est pas intéressante quand des
transducteurs électromagnétiques sont utilisés et ne permet pas de récupérer plus d’énergie en
général. Si on se place proche de l’impédance Zopt SSH , la largeur de bande augmente comme
le montre la figure 4.23. Cette solution avec SSH peut donc devenir intéressante si on s’écarte
de la fréquence de résonance ou si on désire agrandir la largeur de la bande fréquentielle sur
laquelle le générateur électromagnétique doit fonctionner.

4.4.2 Dimensionner le récupérateur d’énergie inertiel

Pour dimensionner un système de récupération d’énergie inertiel avec transducteur électroma-
gnétique, il faut d’abord connaître la puissance qu’il doit être capable de générer. Elle est donnée
par la formule de Williams et al. [105] :

Pgen =
mξT X2

1

(
ω

ω0

)3

ω3[
1−
(

ω

ω0

)2
]2

+
(

2ξT
ω

ω0

)2
(4.46)
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m est la valeur de la masse mobile, X1 le déplacement imposé à la base, ω la pulsation d’excita-
tion, ω0 la pulsation de résonance en boucle ouverte du générateur et ξT l’amortissement total
du récupérateur d’énergie. Ce dernier correspond à la somme des amortissements mécanique
interne du système masse-ressort et électrique créé en alimentant une impédance.
Pour maximiser la puissance Pgen, il faut ajuster la pulsation de résonance ω0 à celle de l’ex-
citation ω. Nous avons montré au chapitre 3 que pour maximiser la puissance extraite d’une
structure flexible, il faut que ξT = 2ξ0. La formule 4.46 est identique à celle de la puissance
maximale extraite P2 donnée dans le tableau 3.1 au point B. Pour le constater, il suffit de noter
que pour le système masse-ressort étudié nous avons a11 = 1

m , ξN = ξ0, ωN = ω0 et f1 = mω2
0X1

(comme la base du générateur est excitée par le déplacement X1).
D’après ces constatations, la puissance optimale produite Pgen évolue linéairement avec m. Cela
veut dire qu’il est possible de déterminer la masse minimale pour atteindre la puissance sou-
haitée. Mais ceci nécessite la connaissance de la pulsation d’excitation ω et du déplacement
X1 imposé au générateur. Il faut également déterminer le coefficient d’amortissement naturel
du récupérateur d’énergie ξ0. Un essai mécanique réalisé sur la structure flexible utilisée (dans
notre cas il s’agit du ressort) permet d’obtenir ξ0.
Pour fixer les idées, le tableau 4.2 donne les puissances récupérables pour différentes masses,
amortissements et accélérations. Dans ce tableau les accélérations maximales ẍ1 max ont été
choisies pour créer un déplacement x de la masse mobile inférieur à 2 mm. Cette limite permet
de rester en dessous de la contrainte élastique du matériau utilisé pour le ressort plat décrit à
l’annexe E.

f0 (Hz)
ẍ1 max
(m.s−2)

max(x)
(mm) ξ0 (%) m (g) Pgen (mW )

2 0.003 1.9 0.5 1 010 0.009
0.25 2 0.2 970 11

28 0.5 1.6 0.5
517 9
970 17

70 2 1 0.5 1 034 118
120 2 0.35 0.5 700 47

TAB. 4.2 – Évaluation des puissances récupérables en fonction des conditions d’utilisation

Nous pouvons récupérer des puissances de l’ordre du milliwatt avec les contraintes que nous
nous sommes imposées. Une fois la masse mobile du récupérateur d’énergie déterminée, il faut
dimensionner la bobine (ou le nombre de bobines) en fonction des conditions d’utilisation.

Si on veut alimenter une impédance Z sans redressement de tension avec le maximum de puis-
sance moyenne, il faut ajuster le coefficient de couplage Ce selon la formule 3.51. Comme l’a
montré Stephen [140], cette impédance est celle qui maximise la puissance extraite de la struc-
ture mais ne maximise pas celle fournie à Z. Cet optimum est atteint si :

Z = Rb +
C2

e
2mξ0ω0

(4.47)

La puissance maximale fournie à Z vaut :
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PZ max =
f 2

16mξ0ω0
×
(

1− Rb

Z

)
(4.48)

Posons Rm la résistance équivalente créée par la structure mécanique. Elle est définie par :

Rm =
C2

e
2mξ0ω0

(4.49)

Comparons la puissance maximale fournie à Z par rapport à celle extractible de la structure
(noté P2 max). On trouve alors que :

PZ max

P2 max
=

1

1+
Rb

Rm

(4.50)

Il faut diminuer au maximum les pertes dans la résistance interne de la bobine pour maximiser
la puissance fournie à Z. En transformant l’équation 4.47, on obtient la valeur du coefficient de
couplage à adopter pour que la puissance dissipée dans Z soit maximisée :

Ce opt =
√

2mξ0ω0 (Z−Rb) (4.51)

Pour obtenir ce couplage, nous utiliserons plusieurs bobines l’une à la suite de l’autre tout
comme Thomas von Büren [29] l’a expérimenté. Le principe du montage utilisé est celui repré-
senté sur la figure 4.24.

FIG. 4.24 – Principe de montage des bobines par rapport aux aimants [29]

La masse mobile est constituée d’aimants placés en opposition qui se déplacent à travers un
empilement de bobines. Nous allons supposer que tous les composants utilisés ont les mêmes
caractéristiques. Il est possible d’avoir une estimation de la résistance interne (Rb/b) de chaque
bobine, à l’aide de la formule :

Rb/b = ρel
NL1

S f il
(4.52)

où ρel est la résistivité du conducteur choisi (le cuivre est généralement employé car il a une
faible résistivité ρel Cu = 18× 10−9 Ω.m), N le nombre d’enroulements de la bobine, L1 la
longueur d’un enroulement de bobine et S f il la section du conducteur électrique.
Pour être capable d’extraire le maximum de puissance de la structure, il faut donc que l’impé-
dance optimale Zopt soit supérieure à la résistance interne totale. Cela se traduit par l’inégalité
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suivante :

n2 (NBL1)
2

2mξ0ω0
> nρel

NL1

S f il
(4.53)

n représente le nombre de bobines considérées et B la valeur du champ magnétique des aimants.
On en déduit donc que le nombre minimal de bobines à utiliser est de :

n≥ ρel
2mξ0ω0

NB2L1S f il
(4.54)

Si on considère un module électronique de récupération d’énergie tel que celui présenté sur l’an-
nexe D (module EH300A), il faut de plus garantir de produire une tension minimale à l’entrée
du système de récupération d’énergie. Cela nous amène à écrire que :

n(NBL1)ẋmax ≥V0 (4.55)

où V0 représente la tension minimale nécessaire à l’entrée du module électronique de récupé-
ration d’énergie. Comme en boucle ouverte la vitesse maximale du système masse-ressort vaut
ẋmax = ω0X1

2ξ0
, on en déduit le nombre minimal de bobines nécessaires :

n≥ 2ξ0

NBL1ω0X1
V0 (4.56)

Le dimensionnement du récupérateur d’énergie inertiel dépend essentiellement de la puissance
qu’il peut fournir pour une accélération donnée. Il faut également tenir compte de l’électronique
utilisée pour obtenir la tension nécessaire et ainsi éviter d’avoir à ajouter un multiplicateur de
tension.

4.4.3 Présentation du prototype conçu
Le prototype de récupération d’énergie inertiel conçu est constitué d’une masse mobile et d’un
ressort. La masse mobile est notamment composée d’aimants de forme cylindrique se dépla-
çant à travers des bobines fixées sur le bâti du récupérateur d’énergie. La figure 4.25 montre
les principaux éléments constitutifs. Pour réduire l’encombrement, un ressort plat a été utilisé.
L’annexe E donne plus de détails sur la conception du récupérateur d’énergie.
Pour pouvoir s’adapter à différentes fréquences d’excitation, nous avons choisi de pouvoir mon-
ter des masses additionnelles sur l’axe mobile (axe sur lequel sont montés les aimants). Pour
augmenter encore la gamme des fréquences utilisables, nous nous sommes également laissé la
possibilité de placer plusieurs ressorts (qui peuvent avoir des épaisseurs variables). Ils sont in-
sérés dans l’assemblage “Fixation de ressort” représenté sur la figure 4.26 (pour plus de détails
consulter les plans de l’annexe E).
Les bobines sont placées de telle façon que le flux qui les traverse soit maximisé quand les
aimants se translatent. Les aimants sont montés en alternant leur polarisation pour que les lignes
de champs sortent de l’axe sur lequel ils sont fixés (comme indiqué sur la figure 4.24).
Un accéléromètre est placé sur l’axe mobile. Deux intégrations successives permettent de dé-
terminer le déplacement x2. Le fait d’utiliser plusieurs bobines non connectées permet de faire
varier le coefficient de couplage Ce et la tension de sortie en les plaçant en série. Cela per-
met également de faire varier artificiellement le coefficient d’amortissement en plaçant une ou
plusieurs bobines en court-circuit.
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FIG. 4.25 – Vue en perspective du récupérateur d’énergie conçu

axe mobile
 Tube 
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FIG. 4.26 – Vue en projection du récupérateur d’énergie

4.5 Validation expérimentale

Dans cette partie, nous voulons valider expérimentalement les résultats des simulations dans le
cas d’un circuit non linéaire. Nous commencerons par donner les caractéristiques mécaniques
du récupérateur d’énergie avant de passer aux études expérimentales des puissances fournies et
converties.
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4.5.1 Caractéristiques mécaniques du récupérateur d’énergie
4.5.1.1 Dispositif expérimental

Le dispositif expérimental est représenté sur la figure 4.27. Il est constitué d’un pot vibrant
LING qui excite le récupérateur d’énergie étudié. La force appliquée est mesurée grâce à une
cellule de force placée entre la tige du pot vibrant et la table sur laquelle est monté le récupé-
rateur d’énergie. La table est maintenue sur le bâti par des poutres flexibles pour la guider en
translation. Cela lui donne une rigidité que l’on modélise par un ressort k1 sur la figure 4.28.

FIG. 4.27 – Photo annotée du dispositif expérimental

L’accéléromètre 1 est monté encastré sur la table du pot vibrant et l’accéléromètre 2 est fixé
sur l’axe mobile du récupérateur d’énergie. Notons que ce dernier est monté en sens opposé
par rapport à l’accéléromètre 1. Cela implique que l’on mesure (−ẍ2) et non ẍ2. Ces capteurs
permettent de déterminer les puissances entrantes et sortantes.

FIG. 4.28 – Schématisation du dispositif expérimental

Le récupérateur d’énergie est constitué d’une masse mobile m maintenu par deux ressorts. Ceux-



122 Etude énergétique pour optimiser un système non linéaire

ci sont modélisés par le ressort de rigidité k2 représenté sur la figure 4.29. La masse de la table
mobile avec les éléments du récupérateur d’énergie encastrés sur la table sont représentés par
M. Les mesures des accélérations ẍ1 et ẍ2 suivies de deux intégrations successives permettent
d’en déduire les déplacements x1 et x2. Il n’y a pas de frottements à l’intérieur des bobines.
L’amortisseur cm représente les pertes internes du récupérateur d’énergie. L’amortisseur ce re-
présente les pertes créées par la récupération d’énergie. f1 est la force imposée par la tige du
pot vibrant. C’est elle qui fixe l’accélération ẍ1 à la base du récupérateur d’énergie. Rappelons
que f est la force d’inertie imposée à la masse m et qu’elle vaut f =−mẍ1. Elle apparaît si on
étudie la masse m dans un référentiel fixé à M.

FIG. 4.29 – Modélisation du dispositif expérimental

Écrivons le principe fondamental de la dynamique appliqué d’abord à m, puis à M.{
0 = mẍ2 + c2 (ẋ2− ẋ1)+ k2 (x2− x1)

f1 = Mẍ1 + c2 (ẋ1− ẋ2)+ k2 (x1− x2)+ k1x1
(4.57)

avec c2 = cm + ce.
Par sommation on obtient :

f1 = Mẍ1 +mẍ2 + k1x1 (4.58)

En prémultipliant cette équation par ẋ1 et en faisant une intégration sur le temps pendant une
période T , on en déduit la puissance moyenne fournie :

1
T

∫ T

0
ẋ1 f1dt =

1
T

[
1
2

Mẋ2
1 +

1
2

k1x2
1

]T

0
+

1
T

∫ T

0
mẍ2ẋ1dt (4.59)

Sur une période en régime établi, nous avons une variation d’énergie mécanique nulle. Cela se

traduit par
1
T

[
1
2

Mẋ2
1 +

1
2

k1x2
1

]T

0
= 0. En faisant une intégration par parties, nous obtenons la

puissance mécanique moyenne fournie :

P1 =
1
T

∫ T

0
ẋ1 f1dt =

1
T

[mẋ2ẋ1]
T
0 −

1
T

∫ T

0
mẋ2ẍ1dt (4.60)

Comme on suppose le système placé dans un régime stabilisé, nous avons [ẋ2ẋ1]
T
0 = 0, ce qui

amène :
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P1 =− 1
T

∫ T

0
mẍ1ẍ2dt =

1
T

∫ T

0
f ẍ2dt (4.61)

On peut donc déterminer la puissance moyenne fournie au récupérateur d’énergie uniquement
par les mesures des accélérations ẍ1 et ẍ2 dans le cas où la valeur de la masse mobile m est
connue.

4.5.1.2 Caractérisation du prototype

Le prototype testé est constitué d’une masse mobile m = 0.686 kg et de deux ressorts plats
d’épaisseur 0.8 mm (ce qui correspond à une rigidité de 50 600 N.m−1 par ressort). La figure
4.30 représente la fonction de transfert ẍ2/ẍ1 obtenue expérimentalement en boucle ouverte
(c’est à dire sans récupération d’énergie). Cette mesure permet de déterminer expérimentale-
ment la fréquence de résonance ( f0 exp = 62.3 Hz) du récupérateur d’énergie. Cette valeur est

proche de celle théorique f0 =
1

2π

√
k2

m
=

1
2π

√
2×50600

0.686
≈ 61.1 Hz. L’erreur (< 2%) vient

du fait que l’on ne connait pas exactement le module d’Young du cuivre au béryllium utilisé
pour réaliser les ressorts plats. Le modèle théorique est donc recalé pour coïncider avec la pul-
sation de résonance expérimentale. De cette FRF nous pouvons constater que nous avons bien
un mode isolé.

FIG. 4.30 – FRF expérimentale
ẍ2

ẍ1
du récupérateur d’énergie en boucle ouverte

Les FRF ne changent pas si le niveau de l’accélération ẍ1 imposé à la structure est modifié
ou en balayant les fréquences en sens croissant ou décroissant. Le système en boucle ouverte
est donc bien linéaire. Les mesures expérimentales montrent que l’amortissement naturel du
récupérateur d’énergie est de ξ0 = 0.4 % dans ce cas. L’énergie est principalement dissipée lors
de la déformation des ressorts. Il s’agit de l’amortissement minimal qui pourra être réalisé. Par
contre il est possible d’augmenter l’amortissement du récupérateur d’énergie en plaçant une ou
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plusieurs bobines en court-circuit.
Nous avons observé une rupture de la lame de ressort lorsque l’accélération ẍ2 de la masse
mobile dépasse 120 m.s−2. Cela correspond à déformer le ressort de plus de 2 mm. Dans ce
cas la contrainte dépasse celle de rupture (qui est à peine supérieure à la contrainte élastique
comme le matériau a été durci). Pour ne pas avoir de problèmes de rupture, nous avons limité
l’accélération imposée pour que celle de la masse mobile ne dépasse pas 100 m.s−2.
Il faut également déterminer le coefficient de couplage Ce des bobines sur une gamme de fré-
quences autour de celle de résonance pour caractériser le système de récupération d’énergie. Le
coefficient de couplage est déterminé par la relation f em =Ce[ẋ2− ẋ1]. En utilisant les fonctions
de transfert

∥∥Fem/Ẍ1
∥∥ et

∥∥Ẍ2/Ẍ1
∥∥, on arrive à :

Ce = ω

∥∥∥∥Fem
Ẍ1

∥∥∥∥∥∥∥∥1− Ẍ2

Ẍ1

∥∥∥∥ (4.62)

Cette expression est valide dans le cas où le système est en boucle ouverte. Si au contraire
celui-ci est bouclé sur une impédance purement résistive (Z), nous devons évaluer la force
électromotrice ( f em) à l’aide de la mesure d’intensité ie du circuit. Connaissant la résistance
interne totale des bobines Rb et Z, nous pouvons déterminer la f em à l’aide de la formule
f em = (Rb +Z)ie.
Diverses sections de conducteurs ont été testées pour créer les bobines. Sachant que nous vou-
lons produire le maximum de tension avec le minimum de résistance interne dans un encom-
brement imposé, nous avons retenu la solution utilisant un fil de cuivre de diamètre 0.35 mm
et comptant 120 enroulements. Cette configuration permet d’atteindre une tension de 4 volts si
toutes les bobines (11 au total) sont placées en série pour une accélération ẍ2 maximale de 10
g. Ce voltage permet de faire fonctionner le module de récupération d’énergie EH300A. Pour
cette section de conducteurs, la résistance totale des 11 bobines placées en série reste limitée
à Rb = 27.5 Ω, valeur déterminée à l’aide d’un ohmmètre. La résistance interne moyenne par
bobine vaut Rb/b = 2.5 Ω. En mesurant séparément chaque bobine, on trouve une résistance
interne variant entre 2.4 Ω et 2.6 Ω (écart maximum de ±4% par rapport à la valeur de Rb/b).
À partir de l’équation 4.62, nous obtenons la valeur du coefficient de couplage représenté sur
la figure 4.31. Nous pouvons constater sur cette courbe que Ce ne dépend effectivement ni
de la pulsation imposée ni du coefficient d’amortissement (qui varie en fonction de R). Nous
prendrons comme valeur moyenne pour les 11 bobines : Ce = 23.4 N.A−1.
Des mesures complémentaires confirment que chaque bobine prise individuellement donne un
coefficient de couplage de Ce/b = 2.1 N.A−1 (avec un écart maximum de ±5%).

4.5.2 Résultats expérimentaux
4.5.2.1 Vérification des puissances dans le cas linéaire

Le but ici est de vérifier que l’on peut bien évaluer la puissance fournie à la structure à l’aide
des mesures de ẍ1 et ẍ2 selon la formule 4.61. Nous allons également valider que le prototype
permet de produire les puissances annoncées théoriquement. Pour cela, nous allons brancher en
sortie du récupérateur d’énergie une résistance a que l’on va faire varier.
En boucle ouverte, il faut prendre ω = ω0 pour maximiser la puissance fournie. Selon la figure
4.30, nous voyons qu’à cette pulsation max(ẍ2)≈ 100×max(ẍ1). Cela veut dire que la masse m
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FIG. 4.31 – Évolution de Ce expérimental en fonction de la fréquence

crée une force inertielle (mẍ2) importante comme m = 0.686 kg. Celle-ci perturbe l’accélération
sinusoïdale imposée ẍ1 et se traduit par une déformation de ce signal, ce qui nous empêche de
faire une estimation correcte de la puissance fournie quand le système est peu amorti. Nous
observons expérimentalement que la perturbation du signal ẍ1 devient négligeable quand m est
soumise à un amortissement total supérieur à 0.3%. Ceci explique notre choix d’augmenter
artificiellement ξ0. En plaçant deux des onze bobines en court-circuit, nous obtenons un nouvel
amortissement naturel ξ0 2b cc = 0.90 %.

(a) (b)

FIG. 4.32 – Puissance maximale en fonction de la partie résistive a du feed-back linéaire avec
(a) 3 bobines - (b) 9 bobines

La figure 4.32a montre l’évolution de la puissance fournie Pf ournie et de la puissance convertie
Pconv quand 3 bobines sont placées en série. Nous avons reporté sur cette figure les puissances
simulées. Notons que celles-ci correspondent respectivement aux puissances P1 et P2 définies
au chapitre 3. La figure 4.32b représente les mêmes évolutions de puissance quand on récupère
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de l’énergie à partir de 9 bobines placées en série.

La comparaison des différentes puissances montre qu’il y a une bonne correspondance entre le
modèle théorique recalé et les mesures expérimentales. L’utilisation de la formule 4.61 est donc
validée pour déterminer la puissance fournie au récupérateur d’énergie.
Notons que la résistance maximisant la puissance récupérée dépend du coefficient de couplage
Ce (cf. formule de a au point B du tableau 3.1). En effet, cette valeur varie en changeant le
nombre de bobines placées en série dans le circuit de récupération d’énergie. Sur la figure
4.32a, le coefficient de couplage vaut Ce/3b = 6.3 N.A−1 et sur la figure 4.32b il vaut Ce/9b =
18.9 N.A−1. L’augmentation de celui-ci permet d’augmenter la valeur de la résistance optimale.
Il faut donc tenir compte de la valeur de la résistance du système électronique à alimenter pour
déterminer Ce lors de la conception du récupérateur d’énergie.
On notera que si Ce/3b = 6.3 N.A−1, alors on peut extraire au moins 90 % de la puissance
maximale récupérable (c’est à dire avoir Pconv ≥ 10 mW ) si a ∈ [4.6 Ω;15.8 Ω]. En prenant
Ce/9b = 18.9 N.A−1, on obtient Pconv≥ 10 mW tant que a∈ [40 Ω;140 Ω]. On voit que la gamme
de résistances permettant de récupérer au moins 90% de la puissance maximale extractible
augmente quand Ce croît. La robustesse du récupérateur d’énergie est donc accrue en choisissant
le couplage le plus élevé possible.

4.5.2.2 Récupération d’énergie à l’aide d’un montage utilisant une ou plusieurs diodes

Le système de récupération d’énergie est étudié expérimentalement en phase stabilisée. L’opti-
misation est réalisée en considérant le circuit électrique représenté sur la figure 4.13. Deux cas
de figure sont envisagés pour l’ajustement de la tension de sortie. Le premier utilise une seule
diode (cf. figure 4.14a) et le second un pont de diode (cf. figure 4.14b). Des diodes Schottky
(modèle BAT54 [40]) ont été choisies car elles ont une faible tension seuil (de l’ordre de 0.25
V).
La structure est excitée à une fréquence proche de celle de résonance ( f0 = 62 Hz). Nous regar-
derons l’évolution des puissances moyennes fournies, converties et dissipées en fonction de la
résistance Z et de la capacité C. Elles sont déterminées à partir de l’équation 4.36.
Le but de cette expérimentation est de mesurer la valeur maximale Pconv. Elle doit également
servir à vérifier que celle-ci est optimale quand l’amortissement total, défini par :

ξT =
cm + ce

2mω0
(4.63)

vaut le double de l’amortissement en boucle ouverte.
Pour déterminer celui-ci, il faut reprendre la modélisation du dispositif expérimental de la figure
4.29. Cela nous permet d’écrire que :

H =
s2x2

s2x1
=−

2ξT ω0s+ω2
0

s2 +2ξT ω0s+ω2
0

(4.64)

La FRF H est maximale quand ω = ω0

√
1−2ξ2

T ≈ ω0 et vaut :

max(‖H‖) =
1

2ξT

√
1−ξ2

T

≈ 1
2ξT

(4.65)
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L’approximation est justifiée car ξT � 1. L’amortissement total de la structure est donc déter-
miné expérimentalement en maximisant la FRF H.
Les mesures du tableau 4.3 sont effectuées quand C = 4 mF . Ici une des onze bobines du
récupérateur d’énergie est placée en court-circuit et les dix autres sont utilisées en série pour
la récupération d’énergie. Pour que les puissances soient comparables, nous fixerons la densité
de puissance Pρ (cf. équation 2.15). La pulsation d’excitation étant fixée à ω = ω0 = 2π f0 ≈
390 rd.s−1, il suffit de fixer l’accélération maximale ẍ1. Imposons max(ẍ1) = 1 m.s−2.

Z
(Ω)

Utilisation 1 seule diode Utilisation pont de diodes
Pf ournie Pconv PZ ξT Pf ournie Pconv PZ ξT

(mW ) (mW ) (mW ) (%) (mW ) (mW ) (mW ) (%)
1 53.7 30.1 0.8 1.72 39.9 28.5 0.4 2.47
8.1 55.8 27.5 2.7 1.73 44.5 31.2 3.3 2.22
12 57.4 30.2 3.7 1.62 46.8 32.3 4.7 2.12
26.4 60.9 28.9 6.9 1.58 53.7 35.4 8.9 1.85
55 70.4 36.2 11.1 1.29 64.1 38.8 14.5 1.54
99.2 75.2 30.8 15.1 1.24 76.4 40.8 19.2 1.30
149 83.6 33.0 17.4 1.09 84.2 40.1 21.4 1.16
564 - - - - 109.8 29.6 20.0 0.83
∞ 108.6 0 0 0.66 148.8 0 0 0.63

TAB. 4.3 – Synthèse des résultats expérimentaux pour une capacité C = 4 mF et max(ẍ1) =
1 m.s−2

On constate que chacun des circuits (avec 1 seule diode ou un pont de diodes) présente sa
propre impédance optimale Zopt qui maximise Pconv. Nous lisons dans le cas où la tension n’est
pas redressée que max(Pconv) = 36.2 mW pour Z = 55 Ω (= Zopt). Si elle est redressée nous
obtenons au mieux Pconv = 40.8 mW pour Z = 76.4 Ω.
Dans les deux cas, on observe que la puissance maximale convertie est proche de celle obtenue
dans le cas linéaire. En effet, dans le cas non redressé le tableau 3.1 nous dit qu’au mieux nous
pouvons convertir 35.4 mW (ce qui nous donne une erreur de l’ordre de 2% par rapport à la
valeur mesurée).
Si la tension est redressée alors nous aurions dû être capable d’extraire 37.1 mW selon le modèle
linéaire. L’erreur est un peu plus grande (elle atteint 10%). Ceci peut s’expliquer par le fait que
ce système s’écarte un peu plus du modèle linéaire car il y a le double de phases diode passante
- diode non passante par cycle par rapport au cas précédent.
Notons que redresser la tension permet d’obtenir une puissance maximale convertie supérieure
d’environ 13 % par rapport au cas non redressé. Nous confirmons donc les résultats numériques
du paragraphe 4.3.1.2 dans le cas non linéaire : Pconv maximale est approximativement la même
que l’on redresse la tension ou non.
Nous observons aussi dans les deux cas que l’impédance maximisant Pconv est celle qui permet
de s’approcher au mieux du double de l’amortissement en boucle ouverte.
Sur le tableau 4.4, nous avons uniquement indiqué l’impédance Zopt optimisant Pconv. Nous
retrouvons bien que celle-ci est maximisée quand ξT ≈ 2ξ0 pour chaque valeur de C testée. En
effet, dans le cas où une seule diode est utilisée nous devons imposer 1.17%≤ ξT ≤ 1.29% pour
maximiser Pconv quand ξ0 = 0.66%. Dans le cas d’un pont de diodes, nous avons 1.20%≤ ξT ≤
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C
(mF)

Utilisation 1 seule diode Utilisation pont de diodes
Zopt Pf ournie Pconv PZ ξT Zopt Pf ournie Pconv PZ ξT

(Ω) (mW ) (mW ) (mW ) (%) (Ω) (mW ) (mW ) (mW ) (%)
0 26.4 68.5 34.6 13.7 1.28 55 70.2 37.6 16.0 1.30

0.22 99.2 76.7 32.3 15.1 1.17 99.2 79.8 41.1 17.4 1.20
1 99.2 77.7 31.7 15.1 1.18 99.2 77.5 41.2 18.0 1.26
4 55 70.4 36.2 11.1 1.29 99.2 76.4 40.8 19.2 1.30

TAB. 4.4 – Synthèse des résultats expérimentaux pour différentes capacités où l’impédance est
optimisée

(
max(ẍ1) = 1 m.s−2)

1.30% pour ξ0 = 0.63%.
On observe également que Pconv optimale reste relativement constante quand C varie. Si on
utilise une seule diode, on trouve qu’en moyenne Pconv ≈ 34 mW (à ±7%) et si on utilise un
pont de diode on obtient Pconv ≈ 40 mW (à ±6%). Notons que ces variations auraient été plus
faibles si ξT avait pu être pris plus proche de 2ξ0. Nous rejoignons donc ce que nous avions
observé sur les simulations de la figure 4.16 : la puissance maximale Pconv ne dépend pas de C.
Notons enfin que max(Pconv) est légèrement inférieur avec le système comprenant une diode
qu’avec un pont de diode. Cette différence s’explique par le fait que ξ0 est plus élevé si la ten-
sion n’est pas redressée. Cette petite différence d’amortissement est due au fait que les diodes
Schottky laissent passer un courant de fuite lorsque la diode est supposée être non passante.
Cette phase étant plus longue lorsque la tension n’est pas redressée, cela explique que l’amor-
tissement ξ0 soit supérieur quand une seule diode est utilisée.

4.5.2.3 Récupération d’énergie à l’aide du module EH300A

Dans cette partie, nous allons essayer de maximiser expérimentalement la puissance extraite du
prototype à l’aide du module de récupération d’énergie EH300A (décrit en détail dans l’annexe
D).
Le montage utilisé est celui représenté sur la figure 4.33. Dix bobines du prototype sont connec-
tées en série et la onzième est court-circuitée. L’amortissement naturel de la structure méca-
nique a ainsi été artificiellement augmenté pour permettre une bonne mesure de l’accélération
ẍ1 quand Z devient grand. Le prototype est excité à sa base par une force sinusoïdale de pulsa-
tion ω et choisie égale à ω0 (pulsation de résonance du système masse-ressort en boucle ouverte)
pour maximiser l’énergie entrante dans la structure.

FIG. 4.33 – Montage expérimental du module EH300A
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Le module de récupération d’énergie EH300A laisse la sortie Vp fermée tant que la tension
disponible +V n’a pas atteint la tension VH = 3.6 volts (cf. figure 4.34). En pratique, il faut
alimenter l’entrée Ve avec une tension d’au moins 4 volts en raison des dissipations internes
du module. Une fois la sortie ouverte, celle-ci le reste tant que la tension +V est supérieure à
VL = 1.8 volts (c’est à dire t1 ≤ t ≤ t2). Dès que le canal +V < VL, la sortie VP se ferme. Il faut
alors de nouveau attendre que +V atteigne une tension de 3.6 volts, ce qui arrive à l’instant t3,
pour ouvrir à nouveau VP.

FIG. 4.34 – Phases de fonctionnement du module EH300A (extrait de la documentation tech-
nique annexe D)

L’énergie apportée par le pot vibrant LING à chaque période T = 2π

ω0
étant peu élevée, il faut

réaliser un certain nombre de cycles avant que le module EH300A n’ouvre sa sortie VP. Le pre-
mier chargement est le plus long car dans ce cas la tension +V part de zéro (module entièrement
déchargé) et non pas de VL (comme il le fera par la suite pour t ≥ t1). Nous ne nous intéresse-
rons pas à ce premier cycle (entre t = 0 et t = t1) mais à celui où +V varie entre VL = 1.8 V et
VH = 3.6 V (c’est à dire entre t = t1 et t = t3). En effet c’est dans cette configuration que l’on
va réaliser la récupération d’énergie la majorité du temps.

Nous allons nous intéresser à l’effet des discontinuités créées par la succession des phases de
stockage et de déstockage de l’énergie récupérée. Pour voir leurs effets sur la structure méca-
nique, nous allons observer l’évolution des puissances moyennées Pf ournie, Pconv et PZ détermi-
nées sur chaque période T = 16 ms de la masse mobile m (comme défini à l’équation 4.36).
La figure 4.35 montre leur évolution sur un cycle complet du module EH300A (une phase de
charge puis de décharge) qui dure Tcycle = 4.55 s et représente 260 périodes T .

Sur cette figure, nous avons également tracé les puissances moyennes sur la durée du cycle
Tcycle. Celles-ci sont déterminées à l’aide des formules suivantes :
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P moy
f ournie =

1
Tcycle

∫ Tcycle

0
P inst

f ournie dt

P moy
conv =

1
Tcycle

∫ Tcycle

0
P inst

conv dt

P moy
Z =

1
Tcycle

∫ Tcycle

0
P inst

Z dt

(4.66)

FIG. 4.35 – Mesures des puissances dans le cas où la sortie du module EH300A s’ouvre et se
ferme

La variation de Pf ournie est logique car le pompage d’énergie par le module EH300A dépend du
temps. Évidemment cela influe sur l’amortissement créé sur m. Mais si on observe de plus près
l’évolution de Pf ournie, on s’aperçoit que celle-ci diminue jusqu’à ce que la sortie VP s’ouvre.
Cela n’est pas logique car juste avant l’ouverture de VP, il n’y a que très peu d’énergie qui peut
entrer dans le module EH300A. En effet celui-ci a presque atteint la limite de ce qu’il peut
absorber. Une fois la sortie VP ouverte, le module peut extraire davantage d’énergie mécanique
de la masse mobile, ce qui augmente l’amortissement de la masse m et devrait conduire à une
diminution de Pf ournie entre les instants t = 3.5 s et t = 4.55 s. Or nous observons le contraire
sur la figure 4.35. L’explication vient du fait que l’amplitude de l’accélération ẍ1 varie au cours
du cycle d’ouverture et de fermeture de VP. La figure 4.36 montre l’évolution de cette ampli-
tude (notée ẍ1 max) au cours du temps pour chaque période T . ẍ1 max est donné par la formule
suivante :

ẍ1 max(nT ) =
2
T

∫ (n+1)T

nT
ẍ 2

1 dt avec n ∈ N (4.67)

Sur cette courbe on voit que ẍ1 max est minimale quand la sortie s’ouvre et maximale quand VP
se ferme. Cela explique donc la variation de la puissance fournie. Elle a lieu car le pot vibrant
LING n’est pas suffisamment puissant pour ne pas être perturbé par les changements d’inertie
de la masse mobile m. Notre source d’énergie mécanique ne peut donc pas être considérée
comme infinie. Il n’a pas été possible de diminuer le niveau de l’accélération ẍ1, car le module
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FIG. 4.36 – Évolution de l’amplitude de ẍ1 dans le cas où la sortie du module EH300A s’ouvre
et se ferme

EH300A nécessite une tension d’alimentation Ve ≥ 4 V , ce qui nous impose de nous placer à la
limite autorisée max(ẍ2) = 100 m.s−2.
Pour comparer les puissances fournies et converties lorsque nous faisons varier la résistance Z,
nous avons besoin de fixer une accélération moyenne imposée ẍ moy

1 max. Celle-ci est calculée sur
le temps de cycle Tcycle du module EH300A à l’aide de la formule :

ẍ moy
1 max =

2
Tcycle

∫ Tcycle

0
ẍ 2

1 dt (4.68)

Le tableau 4.5 fait la synthèse des puissances Pf ournie, Pconv et PZ quand Z varie. Les puissances
données ont été divisées par (m.ẍ moy

1 max)
2 pour se ramener à la puissance engendrée par une force

imposée sur m dont l’amplitude est unitaire tout comme pour les puissances exprimées dans le
tableau 3.1.

Z ẍ moy
1 max Tcycle P moy

f ournie P moy
conv P moy

Z ξ
moy
T

(Ω) (m.s−2) (s) (mW ) (mW ) (mW ) (%)

26.4 1.35 3.4 122.9 32.4 12.8 0.74

67
1.37 4.2 137.2 35.6 13.5 0.75
1.19 8.5 139.3 18.7 8.0 0.68

TAB. 4.5 – Synthèse des résultats expérimentaux pour différents niveaux d’excitation ẍ moy
1 max et

impédances de sortie Z (dans le cas où la sortie du module EH300A se ferme durant le cycle)

Ici nous n’arrivons pas à obtenir un système stabilisé comme Tcycle > T . Cela s’explique par le
fait que la quantité d’énergie sortante (celle dissipée dans Z) est supérieure à celle entrante. Il
faut donc que la sortie se bloque tant que l’accumulateur du module EH300A n’est pas rechargé.
L’amortissement total ξT étant variable, nous avons défini l’amortissement total moyen ξ

moy
T sur

la durée totale du cycle Tcycle :
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ξ
moy
T =

1
2
×

ẍ moy
1 max

2
Tcycle

∫ Tcycle

0
(ẍ2− ẍ1)2 dt

(4.69)

Notons que l’optimum de puissance convertie est obtenu quand ξ
moy
T prend sa valeur maximale.

Ceci semble logique car nous approchons alors du double de l’amortissement en boucle ouverte
(ξ0 = 0.62%). Il n’a pas été possible d’atteindre expérimentalement ξ

moy
T = 2ξ0 sur une structure

non stabilisée en raison des limites mécaniques du système conçu.
Par contre nous avons pu obtenir ces conditions à l’aide du module EH300A en régime stabi-
lisé, c’est à dire lorsque la sortie du dispositif reste en permanence ouverte. Il faut pour cela
que l’énergie sortante soit égale à l’énergie entrante, condition réalisée si la résistance Z est
suffisamment grande (Z ≥ 68 Ω) et permet de garantir VH ≥+V ≥VL.

La figure 4.37 montre comment évoluent les puissances instantanées P inst
f ournie, P inst

conv et P inst
Z

quand Z = 68 Ω. Deux périodes T = 0.016 s sont représentées.

FIG. 4.37 – Mesures dans les cas où la sortie du module EH300A est ouverte en permanence

Les résultats sont ramenés à une force f unitaire afin de pouvoir comparer les valeurs de la puis-
sance convertie quand Z varie. Le système étant stabilisé, nous pouvons utiliser les puissances
moyennes définies à l’équation 4.36. L’amortissement total ξT peut alors être déterminé sur la
période T à l’aide de la formule :

ξT =
1
2
× ẍ1 max

2
T

∫ T

0
(ẍ2− ẍ1)2 dt

(4.70)

La synthèse des résultats est donnée dans le tableau 4.6. Le maximum de puissance est obtenu
quand ξT = 1.18 %. Ce n’est pas la valeur la plus proche de 2ξ0 comme ξ0 = 0.62 %. Notons
néanmoins que pour la valeur la plus proche de l’amortissement théorique optimal (c’est à dire
ξT = 1.25 %), nous trouvons Pconv = 46.9 mW . Cette valeur est à peine inférieure à la valeur
maximale (diminution de 3%) et peut s’expliquer par les incertitudes de mesures qui entraînent
des erreurs sur l’évaluation de ξ0 et de Pconv. En revanche nous retrouvons effectivement que
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Z ẍ1 max Pf ournie Pconv PZ ξT

(Ω) (m.s−2) (mW ) (mW ) (mW ) (%)

68 2.81 69.6 43.5 13.7 1.35

81.4
2.89 72.2 43.6 15.1 1.30
2.47 75.9 46.9 15.3 1.25

99.2 2.28 79.9 48.2 16.3 1.18
149 1.95 87.0 45.6 17.5 1.06
564 1.48 110.1 61.6 13.5 0.79
∞ 1.29 126.7 0 0 0.62

TAB. 4.6 – Synthèse des résultats expérimentaux pour différents couples (ẍ1 max, Z) avec la
sortie du module EH300A ouverte en permanence

si ξT s’écarte de 2ξ0 alors la valeur de Pconv diminue. Cela confirme donc que le maximum
d’énergie est extrait de la structure flexible quand l’amortissement total est proche du double de
l’amortissement sans récupération d’énergie.

4.5.2.4 Synthèse des mesures

Les expérimentations ont montré que toutes les puissances optimales ont été obtenues quand
l’amortissement total est proche de 2ξ0. Cela confirme ce que les simulations avaient annoncé
(dans le cas d’une diode ou d’un pont de diodes) et vient du fait que la structure mécanique ne
s’écarte pas trop du comportement linéaire. Il est alors possible d’estimer (de façon approxi-
mative) la puissance maximale que l’on peut extraire du prototype. D’après le modèle linéaire,
nous pouvons extraire 36 mW si l’on considère un amortissement moyen en boucle ouverte de
ξ0 = 0.64%. Cette puissance estimée est effectivement du même ordre de grandeur que celle
obtenue expérimentalement. Notons que cette dernière varie tout de même un peu en fonction
du type de montage branché en sortie du récupérateur d’énergie. En effet, avec une diode on
obtient au mieux Pconv = 36.2 mW (pour C = 4 mF), avec un pont de diode Pconv = 41.2 mW
(pour C = 1 mF) et avec le module EH300A Pconv = 48.2 mW (pour Z = 99.2 Ω). On peut
expliquer une partie de cette différence par le fait que l’amortissement en boucle ouverte a lé-
gèrement changé. En effet, chaque système crée une dissipation qui lui est propre en boucle
ouverte, ξ0 a donc varié entre 0.62% et 0.66%. Le maximum d’énergie est convertit lorsque ξ0
est minimisée. La variation de ξ0 restant faible, elle n’est pas la seule responsable des variations
observées sur Pconv. Pour l’expliquer, il faut analyser le rendement de la conversion η = Pconv

Pf ournie

quand Pconv est optimisé. Pour une diode on obtient η = 0.51 (en C = 4 mF), pour un pont de
diodes η = 0.53 (en C = 1 mF) et pour le module EH300A η = 0.60 (en Z = 99.2 Ω). Nous
voyons donc que plus nous avons introduit de non linéarités dans le circuit de récupération,
plus nous avons augmenté le rendement à l’optimum. Cela tend à montrer que les non linéarités
permettent d’augmenter la quantité d’énergie récupérée.
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4.6 Synthèse de la récupération d’énergie avec un circuit non
linéaire

Si le but est de produire de fortes puissances instantanées, il faut récupérer rapidement l’éner-
gie mécanique stockée dans la structure mécanique, qui subit alors un régime transitoire. Le
maximum de puissance est obtenu en adaptant la valeur de la capacité de stockage.
Les simulations ont montré qu’il est préférable de choisir une stratégie qui permet d’entretenir
une structure dans un régime stabilisé. Elles ont également montré que l’utilisation d’un switch
crée une augmentation des pertes internes lors du transfert des énergies et n’améliore donc
pas les résultats. En effet pour maximiser la puissance convertie il faut diminuer au maximum
les pertes internes, c’est à dire minimiser l’amortissement en boucle ouverte (comme nous le
suggère le modèle analytique développé au chapitre 3).
Dans le cas où le circuit de récupération d’énergie est non linéaire, nous avons observé que
pour maximiser la puissance extraite il faut satisfaire l’égalité des amortissements électrique
et mécanique (comme cela a été obtenu dans le cas linéaire au chapitre précédent). Le modèle
analytique du chapitre 3 permet de fournir une estimation de la puissance que l’on est capable
d’extraire du récupérateur d’énergie.

Notons également que la récupération d’énergie influence le dispositif excitation (le pot vibrant
LING) comme nous l’avons observé au paragraphe 4.5.2.3. Cela signifie que la source d’énergie
mécanique ne peut pas être considérée comme infinie. Dans le chapitre suivant, nous allons donc
nous intéresser à l’effet de la récupération d’énergie sur la structure porteuse quand celle-ci ne
possède pas une énergie infinie.



Chapitre 5

Conception optimisée d’un système de
récupération d’énergie inertiel accordé

Dans ce chapitre, nous souhaitons étudier l’effet des couplages induits entre notre système de
récupération (étudié au chapitre 4) possédant une dynamique interne et la structure porteuse. Le
générateur n’étant plus directement alimenté par un réservoir d’énergie, nous allons devoir op-
timiser ses paramètres de masse, de pulsation de résonance et d’amortissement pour maximiser
le transfert d’énergie en tenant compte des caractéristiques de la structure support.
Nous commencerons par décrire le montage étudié, ensuite nous testerons différentes straté-
gies pour optimiser la puissance récupérée. Puis nous utiliserons les simulations numériques
pour identifier les paramètres permettant de maximiser la puissance en vue d’en déduire les
paramètres de conception optimaux. Nous terminerons ce chapitre par une synthèse.

5.1 Système étudié

Nous allons d’abord décrire le montage considéré, puis nous développerons sa modélisation.
Celle-ci servira à déterminer l’expression analytique de la puissance récupérée.

5.1.1 Montage du récupérateur d’énergie sur une source d’énergie finie

Nous allons nous intéresser aux transferts d’énergie lorsque le récupérateur d’énergie n’est pas
monté directement sur un réservoir d’énergie. Il est fixé sur une structure porteuse modélisée par
la masse M1, le ressort k1 et l’amortisseur visqueux c1 (figure 5.1). Il est composé d’une masse
m attachée par un ressort de rigidité k2 sur la structure support M1. Les amortisseurs visqueux
ce et cm représentent respectivement les effets du circuit électrique et les pertes mécaniques
internes.
Nous allons uniquement étudier un feed-back de type linéaire. Nous supposerons l’influence
de l’inductance de la bobine du transducteur électromagnétique négligeable car nous ne consi-
dérerons pas de circuits dont la valeur de la résistance est trop faible. Cela implique que la
récupération d’énergie agit comme un amortisseur purement visqueux d’origine électrique.
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FIG. 5.1 – Montage du récupérateur d’énergie sur une structure porteuse d’énergie finie

5.1.2 Mise en équation du problème

Pour connaître les transferts d’énergie qui s’opèrent, il faut déterminer les déplacements x1 et x2
représentés sur la figure 5.1 en fonction de celui imposé à M0. Écrivons le principe fondamental
de la dynamique appliqué aux masses m et M1 :{

mẍ2 + c2(ẋ2− ẋ1)+ k2(x2− x1) = 0

M1ẍ1 + c1(ẋ1− ẋ0)+ k1(x1− x0) = c2(ẋ2− ẋ1)+ k2(x2− x1)
(5.1)

où c2 = cm + ce.

Introduisons la grandeur adimensionnelle liée à la masse µ définie par µ =
m

M1
. En appliquant

la transformée de Laplace et en regroupant les termes, nous obtenons :


X2

X1
=

2 jξ2ω2ω+ω2
2

2 jξ2ω2ω+ω2
2−ω2

X1

X0
=

(2 jξ1ω1ω+ω2
1)× (2 jξ2ω2ω+ω2

2−ω2)
(2 jξ1ω1ω+ω2

1−ω2)× (2 jξ2ω2ω+ω2
2−ω2)−µω2(2 jξ2ω2ω+ω2

2)

(5.2)

avec ω1 =
√

k1
M1

, ω2 =
√

k2
m , ξ1 = c1

2M1ω1
et ξ2 = c2

2mω2
.

Il est alors possible de connaître les déplacements x1 et x2 en fonction de l’entrée x0. Cela nous
permettra de déterminer la puissance récupérée en fonction de la donnée d’entrée x0 (qui est lié
à la densité du puissance Pρ disponible dans le réservoir).



5.1 Système étudié 137

5.1.3 Expression de la puissance moyenne récupérée

Lorsque le système de récupération extrait de l’énergie de la structure porteuse M1, un effort de
réaction fr est créé sur M1. D’après le système d’équation 3.2, on a fr = Ceie (Ce est le coeffi-
cient de couplage du récupérateur d’énergie et ie l’intensité qui circule à travers le transducteur
électromagnétique). En se servant de la deuxième loi de couplage du système et de l’équation
électrique du transducteur bouclé sur une résistance, on arrive à :

Fr = C2
e

jω(X1−X2)
R

(5.3)

R représente la résistance totale de la boucle de rétroaction (incluant la résistance interne de la
bobine). L’inductance de la bobine est négligée. L’expression de la puissance moyenne récupé-
rée (Pr) est donnée par :

Pr =
1
2

ℜ

[
(Ẋ2− Ẋ1)Fr

]
=

1
2

ℜ

[
− jω(X2−X1)C2

e
jω(X2−X1)

R

]
(5.4)

Cette fonction doit être maximisée. Sachant qu’un déplacement x0 (ou bien une accélération)
est imposé sur la masse M0, Pr peut être mis sous la forme :

Pr =
C2

e ‖X0‖2
ω2

1
2R

(4ξ2
1 + r2

1)∥∥(2 jξ1r1 + r2
1−1)(2 jξ2r2 + r2

2−1)−µ(2 jξ2r2 + r2
2)
∥∥2 (5.5)

avec r1 =
ω1

ω
et r2 =

ω2

ω
.

En observant l’équation 5.3, on peut voir que l’effort de réaction Fr est proportionnel à la vitesse
jω(X2−X1). L’amortissement électrique induit sur la structure mécanique peut donc être mis
sous la forme :

ξe =
C2

e
2mω2R

(5.6)

Définissons l’amortissement total (ξ2) du récupérateur par :

ξ2 = ξm +ξe (5.7)

avec ξm = cm
2mω2

(ξm est l’amortissement naturel mécanique du récupérateur d’énergie).
En transformant l’équation 5.5, nous obtenons l’expression de Pr :

Pr =
µr2(ξ2−ξm)(4ξ2

1 + r2
1)r

2
1

(
M1ω3 ‖X0‖2

)
[
(r2

1−1)(r2
2−1)−4ξ1ξ2r1r2−µr2

2
]2 +4(ξ2r2)2

[
r2

1− (1+µ)+
ξ1ω1

ξ2ω2
(r2

2−1)
]2 (5.8)

5.1.4 Présence d’un optimal

Avant de vérifier que Pr possède bien un optimal, vérifions d’abord que cette fonction est bien
continue. Il faut alors vérifier que Pr garde une valeur finie. Pour cela il faut que le dénominateur
de Pr ne soit jamais nul et donc que le système suivant n’admette pas de solution réelle :
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{
(r2

1−1)(r2
2−1)−4ξ1ξ2r1r2−µr2

2 = 0
(ξ2r2)

[
r2

1− (1+µ)
]
+ξ1r1(r2

2−1) = 0
(5.9)

Si r1 < 1, alors la première équation impose r2 > 1 pour que le système admette une solution.
La seconde équation impose r2 < 1. Il n’y a donc pas de solution dans ce cas de figure.
Si r1 = 1, alors le système 5.9 n’admet pas de solution pour les valeurs de r2 et de µ autorisées
(des réels positifs).
Si 1 < r2

1 < 1 + µ, alors la seconde équation de 5.9 impose une solution r2 > 1. D’après les
limites imposée à r1, nous pouvons écrire que µ(r2

2−1) > (r2
1−1)(r2

2−1). Cela implique que
r2 ne peut être que strictement négatif. Le système 5.9 n’admet toujours pas de solution pour
µ > 0.
Si r2

1 ≥ 1 + µ alors la seconde équation impose r2 ≤ 1, mais cela ne vérifie pas la première
équation.

En résumé, le système 5.9 n’admet jamais de solution réelle positive, la fonction Pr est donc
continue et dépend de ξ2, µ et r2. Les autres paramètres r1, ξ1, M1, ω et ‖X0‖ sont imposés.
Si ξ2→ ξm ou µ→ 0 ou r2→ 0, cela entraîne Pr → 0. De même si ces paramètres deviennent
très grands, on trouve que la puissance récupérée devient nulle. La fonction Pr étant continue et
strictement positive, chacun des paramètres (ξ2, µ et r2) peut par conséquent être optimisé.
Pour ne pas trop changer les caractéristiques de la structure porteuse M1, nous limiterons les
analyses au cas µ≤ 0.4.

5.2 Optimisation de la récupération d’énergie dans des cas
particuliers

Pour récupérer le maximum d’énergie, la première idée de stratégie qui vient à l’esprit est
d’accorder la pulsation du récupérateur à celle imposée par l’excitation. Pour cela plusieurs
possibilités s’offrent à nous. La stratégie des amortisseurs de masse accordés et celle du choix
de l’amortissement optimal seront étudiées.

5.2.1 Optimisation de la récupération d’énergie en utilisant les stratégies
des amortisseurs de masse accordés

Nous pouvons constater que le récupérateur d’énergie représenté sur la figure 5.1 a une archi-
tecture semblable à celle d’un amortisseur à masse accordée. De nombreuses études ont porté
sur ces amortisseurs également appelés “Tuned Mass Damper” (TMD). Nous commencerons
par présenter ces systèmes avant d’analyser leurs performances lorsqu’ils sont utilisés pour la
récupération d’énergie.

5.2.1.1 Présentation de la stratégie

Le premier à avoir développé ce type d’amortisseurs est Hermann Frahm [146] en 1909. Il a
d’ailleurs breveté cette idée dont le principe est représenté sur la figure 5.2.
Le concept a été amélioré par Ormondroyd et Den Hartog [147]. Ils ont montré que le meilleur
amortissement est obtenu lorsque la pulsation du TMD (ωT MD) est choisie telle que :
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FIG. 5.2 – Principe du TMD

ωT MD =
ω1

1+µ
(5.10)

où µ est le rapport de la masse mobile du TMD sur celle du support tel que nous l’avons dé-
fini précédemment

(
µ = m

M1

)
et ω1 est la pulsation de résonance de la structure porteuse sans

amortisseur
(

ω1 =
√

k1
M1

)
.

Dans le domaine du génie civil, on choisit souvent µ≤ 0.1 [148]. Cette valeur est la plus grande
généralement employée, mais nous considérerons des valeurs de µ plus élevées pour analyser
l’influence de ce paramètre. Ainsi pour notre étude, nous nous fixons µ≤ 0.4.
Brock [149] a montré que pour optimiser le TMD, il faut également ajuster l’amortissement tel
que :

ξT MD =
cT MD

2µM1ωT MD
=

√
3µ

8(1+µ)
(5.11)

Les simulations réalisées avec les paramètres optimaux du TMD montrent que l’amplitude
maximale du mouvement de la masse M1 est réduit comme on peut le voir sur la figure 5.3. Le
déplacement à la résonance est fortement réduit. Deux maxima apparaissent de part et d’autre
de la pulsation de résonance de la masse M1.
Cette minimisation indique que beaucoup d’énergie a été prélevée par le TMD. Hagood [150]
utilise ces résultats pour optimiser l’amortissement d’une structure à l’aide de transducteurs
piézoélectriques.
En imposant ωT MD comme pulsation de résonance du récupérateur d’énergie et en imposant un
amortissement égal à ξT MD, allons-nous pouvoir maximiser l’énergie extraite de la masse M1 ?

5.2.1.2 Pertinence de la stratégie

Pour déterminer la puissance récupérée Pr utilisons l’équation 5.8, fixons µ = 0.01 (grandeur
caractéristique pour les structures flexibles à amortir en aéronautique) et ω1 = 200 rd.s−1. Les
règles imposées par les TMD nous imposent de choisir ω2 = ωT MD et ξ2 = ξT MD. Comparons
cette puissance à celle que l’on peut obtenir si nous prenons ω2 = ω1. Regardons ce qui se passe
pour deux valeurs de ξ2 différentes (l’une faible et l’autre élevée).
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FIG. 5.3 – Comparaison des déplacements de M1 avec et sans TMD

FIG. 5.4 – Évaluation de la stratégie des TMD (avec µ = 0.01, M1 = 1 kg, ξm = 0.2 %, ω1 =
200 rd.s−1 et ẍ0 = 1 m.s−2)

La figure 5.4 montre l’évolution de Pr quand la pulsation d’excitation ω varie. Accorder le
récupérateur d’énergie en appliquant les règles de conception des TMD ne s’avère pas être une
bonne idée. En effet, en prenant ω1 = ω2 = 200 rd.s−1 nous observons que pour ξ2 = 100 %
nous pouvons récupérer 70 mW en ω = ω1 alors qu’en prenant ξ2 = ξT MD et ω2 = ωT MD
nous ne récupérons que 26 mW . Notons que si la fréquence d’excitation varie, la puissance
récupérée reste convenable sur une largeur de bande importante en appliquant les règles des
TMD. Cette solution est donc intéressante si la pulsation varie autour de celle de résonance. Si
au contraire la fréquence imposée est connue, alors pour optimiser la puissance il faut choisir
un amortissement ξ2 adapté. Si ω = 199 rd.s−1, on peut récupérer 157 mW avec ξ2 = 100 %
et ω2 = ω1. Si nous ne sommes pas à la pulsation de résonance de la structure support, il
est néanmoins possible de récupérer plus d’énergie qu’en utilisant les règles des TMD. En
ω ≈ 190 rd.s−1 ou en ω ≈ 210 rd.s−1, il est intéressant d’imposer ω1 = ω2 et ξ2 = 2ξm (cet
amortissement correspond à l’optimal de récupération d’énergie déterminé au chapitre 4).
Il est logique que les TMD ne soient pas tout à fait adaptés à la récupération d’énergie car leur
objectif est de maximiser la stabilisation de la structure porteuse.
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Pour extraire des puissances élevées il faut adapter l’amortissement en fonction de la pulsation
d’excitation.

5.2.2 Optimisation de la puissance extraite pour un amortissement fixé
En général l’amortissement ξ2 est fixé car l’impédance Z f du circuit de récupération d’énergie
est imposée par l’électronique de stockage.
Nous commencerons par déterminer l’amortissement optimal, puis nous développerons une
stratégie quand ξ2 est choisi faible. Ensuite nous la généraliserons pour des amortissements
plus grands. Nous regarderons également ce qui se passe dans le cas particulier où la structure
porteuse est à la résonance. Nous compléterons cette partie en comparant les performances du
récupérateur d’énergie inertiel à celles d’un récupérateur d’énergie externe et finirons par une
synthèse.

5.2.2.1 Expression de l’amortissement optimal

Nous avons noté au chapitre 3 l’importance de bien choisir l’amortissement ξ2. Durant cette
étude, nous avions trouvé que ξ2 doit être égal à l’amortissement interne ξm pour maximiser la
puissance extraite. Mais ici nous allons devoir mener l’optimisation de la puissance récupérée
en tenant compte des paramètres µ, r1 et r2. Ceux-ci sont fixés, ce qui nous permet de regrouper
les termes de l’équation 5.8 sous la forme :

Pr(ξ2) =
b1(ξ2−ξm)

a0 +a1ξ2 +a2ξ2
2

(5.12)

avec : 

b1 = µM1ω2r2
1ω2

1 ‖X0‖2

a0 =
[
(r2

1−1)(r2
2−1)−µr2

2
]2 +4(ξ1r1)2(r2

2−1)2

a1 = 8µξ1r1r2

a2 = 16ξ2
1r2

1r2
2 +4r2

2
(
r2

1−1−µ
)2

Pr est maximale quand ξ2 = ξm±
√

ξ2
m +

a0 +a1ξm

a2
. La solution ξ2 devant être positive, nous

trouvons donc l’expression de l’amortissement optimal :

ξ2opt = ξm +

√
ξ2

m +
[(r2

1−1)(r2
2−1)−µr2

2]
2 +4(ξ1r1)2(r2

2−1)2 +8µξmξ1r1r2

4r2
2[r

2
1−1−µ]2 +16ξ2

1r2
1r2

2
(5.13)

ξ2opt varie en fonction de r1 comme le montre la figure 5.5. On observe la présence d’un maxi-
mum local de ξ2opt pour une valeur r1 supérieure à 1. Si on se reporte à l’équation 5.13 nous
pouvons constater que cet optimal est situé en r1 =

√
1+µ. La valeur du maximal local de

ξ2 opt peut atteindre des valeurs importantes et dépasser 100 % comme on peut le constater sur
la figure 5.5 pour µ = 0.010.
Pour que la valeur de l’extremum local de ξ2 opt devienne plus faible, nous devons diminuer µ.
Notons que nous avons toujours ξ2 opt ≥ 2ξm car le second membre de la racine carrée de
l’équation 5.13 est positif. Cela implique qu’il faut satisfaire ξ2 ≥ 2ξm pour optimiser la puis-
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FIG. 5.5 – Évolution de l’amortissement optimal ξ2 opt (cf. formule 5.13) quand ω1 = ω2 =
200 rd.s−1

sance extraite. Si µ est choisi suffisamment faible, ξ2 = 2ξm maximise la puissance récupérée
si nous imposons ω2 = ω (accordement de la pulsation d’excitation à celle du récupérateur
d’énergie). À partir de l’équation 5.13, il est facile d’obtenir la condition que doit vérifier µ et
retrouver de le résultat énoncé au chapitre 3. Il suffit que le second membre de la racine carré
soit négligeable devant ξ2

m. Cela se produit si µ� ξ1ξm en r1 = 1. Si |r1−1| � ξ1, alors la
condition µ < ξ1ξm est suffisante. Cela traduit que l’énergie extraite du support M1 reste faible
et qu’il est donc possible de le considérer comme un réservoir d’énergie. Il est donc logique
de revenir aux résultats du chapitre 3. Dans ce cas, µ n’est plus un paramètre à régler mais
simplement à ajuster en fonction de la puissance de sortie désirée.
Au delà de ce cas particulier, il faut régler convenablement les paramètres r2 et µ en fonction de
la valeur de ξ2 fixée par l’électronique de récupération.

5.2.2.2 Cas où le récupérateur d’énergie est faiblement amorti

“(r2
1−1)(r2

2−1)−4ξ1ξ2r1r2−µr2
2” est le terme prépondérant au dénominateur de l’équation

5.8 si ξ2 est choisi faible. Pour maximiser Pr, il faut donc chercher la pulsation qui vérifie :

(r2
1−1)(r2

2−1)−4ξ1ξ2r1r2−µr2
2 = 0 (5.14)

ξ2 étant faible, nous pouvons négliger le terme 4ξ1ξ2r1r2 et obtenir l’expression du rapport r2
le plus adapté :

r2 =

√
r2

1−1
r2

1−1−µ
(5.15)

Il n’est possible de trouver une solution réelle que si r1 < 1 ou si r1 >
√

1+µ. En imposant
la condition 5.15 et en faisant varier µ, nous obtenons l’évolution de la puissance récupérée
représentée sur la figure 5.6. Celle-ci a été comparée à la puissance obtenue en recherchant
numériquement le rapport r2 qui maximise Pr.
La figure 5.6 montre que la stratégie proposée fonctionne bien lorsque µ est choisi faible. Les
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FIG. 5.6 – Comparaison de l’optimum de Pr quand l’amortissement est choisit faible à l’opti-
mum obtenu par simulations (r1 = 0.95 et ξm = 0.2%)

simulations où l’on recherche r2 optimal de façon numérique donnent des puissances légère-
ment plus élevées qu’en appliquant la formule 5.15. Les simulations numériques donnent un
écart sur r2 opt inférieur de 0.1 % à celui déterminé analytiquement comme nous avons négligé
le terme “4ξ1ξ2r1r2”. Cet écart très faible tend à valider cette simplification, mais le décalage
important des puissances représentées sur la figure 5.6 montre la grande sensibilité de ce pa-
ramètre sur Pr. Autrement dit la performance du récupérateur d’énergie va fortement dépendre
de la précision à laquelle sera réglé r2. Notons également qu’une légère modification de la va-
leur de r2 opt entraîne une variation importante du rapport de masse optimal µ. Pr est optimal
si µ = 0.025 lorsque r2 opt est calculé à l’aide de la formule 5.15 alors qu’il vaut µ = 0.032 si
r2 opt est déterminé numériquement.
Le rapport de masse µ = 0.032 est finalement celui qui permet de produire le plus d’énergie
lorsque l’on impose ξ2 = 2ξm et r1 = 0.95. La valeur de µ évolue avec celle de ξ2 et de r1.
Notons que si l’on augmente la valeur imposée de ξ2, la sensibilité sur la puissance Pr diminue.

5.2.2.3 Généralisation de la stratégie

La figure 5.5 a montré que ξ2 opt peut prendre des valeurs élevées. Sur le prototype (développé
au chapitre 4), l’amortissement maximal que nous pouvons obtenir est max(ξ2) = 3.8% en pla-
çant toutes les bobines 11 en court-circuit. Cela veut dire qu’en pratique il n’est pas possible
d’imposer une valeur d’amortissement trop importante. C’est pour cette raison que nous limite-
rons cette valeur en prenant ξ2 ≤ ξ2 max où ξ2 max est la valeur maximale d’amortissement que
l’on peut atteindre ou que l’on s’autorise.
En reprenant l’équation 5.14 pour des valeurs de ξ2 considérées à présent comme élevées, on
obtient :

r2 =
2ξ1ξ2r1

r2
1−1−µ

+

√(
2ξ1ξ2r1

r2
1−1−µ

)2

+
r2

1−1
r2

1−1−µ
(5.16)

Cette expression conduit à l’évolution de la puissance tracée sur la figure 5.7 pour r1 = 1.05 et
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ξ2 = ξ2 max. Notons qu’ici µ ne peut dépasser r2
1−1. Cette valeur devient très faible si r1→ 1+.

Nous étudierons dans le paragraphe 5.2.2.4 ce qui se passe lorsque r1 = 1.

FIG. 5.7 – Comparaison de l’optimum de Pr quand l’amortissement est choisi faible à l’optimum
obtenu par simulations (r1 = 1.05 et ξ2 max = 2%)

On notera la bonne correspondance entre les simulations optimales et celles obtenues en ajustant
r2 selon la formule 5.16. Lorsque µ→ 0.1, la formule fait tendre r2 vers +∞ car (r2

1−1)→ µ.
Cela explique que la puissance analytique soit légèrement supérieure à celle simulée car r2
est limité numériquement. Cette différence reste faible (< 25%) malgré une grande différence
sur r2 opt (supérieure à 100% quand µ→ r2

1− 1). Quand r1 > 1, la grande sensibilité de r2 opt
relevée au paragraphe 5.2.2.2 diminue. En effet les simulations réalisées par exemple en µ =
0.06 permettent de déterminer que la variation sur r2 opt entre simulation et formule donnent une
erreur de l’ordre de 0.5% et n’entraine une variation de la puissance récupérée que de l’ordre
de 1%.

5.2.2.4 Étude quand la structure porteuse entre en résonance

Nous avons notés précédemment que l’équation 5.16 ne peut pas être utilisée si r1 = 1. Dans ce
cas, les simulations numériques montrent que pour r1 = 1, il faut choisir r2 = 1 (cf. figure 5.8).
En reprenant l’équation 5.8 et en fixant r1 = r2 = 1, nous arrivons à :

Pr =
µ(ξ2−ξm)

(
M1ω3 ‖X0‖2

)
[4ξ1ξ2 +µ]2 +4(µξ2)

2 (5.17)

Il est intéressant de choisir ξ2 élevé lorsque r1 = 1, comme le montre l’observation de l’évolu-
tion de ξ2 opt obtenu numériquement (cf. figure 5.9).
Sachant que ξ2 est fixé élevé, nous avons donc une fonction du type g(µ) = a0µ

aµ2+bµ+c . Celle-ci

est maximale en µ =
√ c

a , d’où :

µopt = 4ξ1ξ2 (5.18)
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FIG. 5.8 – r2 optimal obtenu numériquement quand ω1 = 200 rd.s−1

FIG. 5.9 – Évolution de ξ2 optimisant Pr à l’aide de simulations numériques

Nous avons noté sur la figure 5.5 que la valeur de ξ2 opt diminue lorsque l’on diminue la valeur
imposée à µ. Pour que le système accepte comme solution ξ2 = ξ2 max en r1 = r2 = 1, il faut
alors imposer que µmax ≥ 4ξ1ξ2 max. Cette condition n’est pas difficile à remplir si ξ1 � 1 et
ξ2 max < 1. En posant ξ2 = ξ2 max et µ = 4ξ1ξ2 max dans l’équation 5.8, nous obtenons :



146 Conception optimisée d’un système de récupération d’énergie inertiel accordé

Pr =

(
1− ξm

ξ2 max

)
M1ω3 ‖X0‖2

16ξ1(1+ξ2
2 max)

(5.19)

Cette fonction peut être maximisée en choisissant ξ2 max = 3

√
ξm

2
à condition que ξm� 1. Nous

pouvons donc estimer la puissance optimale cette par l’expression :

Pr ≈
M1ω3 ‖X0‖2

16ξ1
(5.20)

Cette formule est une estimation de la puissance la plus élevée que l’on puisse obtenir. Pour
ω2 ‖X0‖ = 1 m.s−2, ξ1 = 0.2 % et M1 = 1 kg, nous obtenons Pr ≈ 156 mW . En prenant la
formule 5.19 nous obtenons au mieux Pr = 141 mW si ξ2 = ξ2 max = 10ξm = 2 % et r2 = 1.
Cela montre que la perte de puissance récupérée est raisonnable (un peu moins de 10 %) en
prenant ξ2 max = 10ξm à condition que l’amortissement interne du récupérateur d’énergie reste
faible ξm� 0.1.

5.2.2.5 Performances du récupérateur inertiel

Pour analyser les performances du récupérateur d’énergie inertiel, comparons la puissance que
l’on peut en extraire à celle que l’on peut obtenir en utilisant un récupérateur d’énergie externe
(tel celui représenté sur la figure 5.10). La puissance que l’on peut extraire de ce dernier est

donnée par l’expression au point B du tableau 3.1 et vaut Pr = (M1ω2
1‖X0‖)2

2M1ξ1ω1
(en posant f =

M1ω2
1 ‖X0‖, a11 = 1

M1
et N = 1). Cette formule est identique à celle obtenue à la résonance de

M1 en montant un récupérateur d’énergie inertiel (cf. équation 5.20).

FIG. 5.10 – Montage du récupérateur d’énergie externe

Rappelons que la puissance du récupérateur d’énergie inertiel a été légèrement surestimée. Cela
signifie qu’il est légèrement moins performant qu’un récupérateur d’énergie externe fixé sur une
structure résonante. Écartons-nous un peu de la résonance en prenant par exemple r1 = 1.05.
Dans ce cas le récupérateur d’énergie inertiel permet d’extraire environ 170 mW (en utilisant
l’équation 5.8) alors que le récupérateur d’énergie externe ne permet pas de récupérer plus de
25 mW quand ẍ1 = 1 m.s−2. Dans la plupart des cas de figure, il est plus donc intéressant
d’utiliser un récupérateur d’énergie inertiel, notamment si la structure sur laquelle l’énergie est
prélevée n’est pas à la résonance ou qu’elle est rigide.
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5.2.2.6 Synthèse

En résumé, lorsque r1 6= 1, nous pouvons utiliser l’équation 5.16 pour trouver le rapport r2 op-
timal. Pour récupérer le maximum d’énergie, il faut aussi choisir l’amortissement ξ2 le plus
adapté. Si ce n’est pas le cas, les performances du récupérateur d’énergie inertiel seront ré-
duites comme le montre la figure 5.11. En fixant ξ2 = 2ξm, nous constatons que le maximum
de puissance que l’on peut récupérer est inférieur de 40 % au cas où ξ2 n’est pas fixé pour
r1 = 0.95. En effet, en ξ2 = 2ξm nous obtenons au mieux Pr = 64 mW (pour µ = 0.03) alors que
si l’on recherche numériquement les paramètres r2 et ξ2, nous arrivons à Pr = 100 mW (pour
µ = 0.20). Nous avons donc gagné 40 % de puissance en ne fixant pas ξ2. Les simulations nu-
mériques indiquent qu’il faut prendre ξ2 = 1.15%. Notons que la puissance Pr maximale évolue
à peine quand 0.1≤ µ≤ 0.3. Cela veut implique que l’on peut obtenir la valeur approximative
de l’amortissement optimal en fixant la valeur de µ de façon arbitraire.

FIG. 5.11 – Comparaison de Pr optimal obtenue numériquement quand ξ2 est fixé ou non (avec
r1 = 0.95 et ξm = 0.2% )

Sur la figure 5.11, nous pouvons voir que les deux courbes de Pr se superposent lorsque µ est
faible. En effet, l’écart reste inférieur à 10 % tant que µ≤ 0.01. Ce résultat se comprend car loin
de la pulsation de résonance de la structure porteuse, il faut avoir ξ2 = 2ξm pour maximiser la
puissance récupérée.

Si r1→ 1, il faut choisir ξ2 grand comme le montre la figure 5.9. Sur celle-ci on retrouve qu’en
s’écartant de la pulsation de résonance de la structure alors il faut choisir ξ2 = 2ξm.
Utiliser un récupérateur d’énergie inertiel accordé est intéressant. Il permet de récupérer presque
autant d’énergie qu’un récupérateur d’énergie externe lorsque la structure M1 est en résonance.
Si nous en sommes écartés, le récupérateur d’énergie inertiel devient une solution très avanta-
geuse. Il permet en effet de faire transiter davantage d’énergie à travers M1 en changeant son
comportement et ainsi augmenter le flux d’énergie absorbé.

5.3 Conception optimale du récupérateur d’énergie inertiel
Les simulations numériques doivent être analysées pour permettre d’améliorer les règles de
conception du récupérateur d’énergie et ainsi déterminer deux stratégies pour optimiser r2, ξ2
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et µ. Les paramètres ainsi identifiés seront comparés à ceux obtenus par simulation pour juger
de l’efficacité de ces stratégies.

5.3.1 Analyse des simulations numériques

L’étude des paramètres optimaux à l’aide des simulations numériques permet d’observer que
le dénominateur de l’équation 5.8 possède un terme prépondérant. Pour bien observer cela, il
suffit de tracer l’évolution des deux termes du dénominateur en fonction de r1 :

- “
[
(r2

1−1)(r2
2−1)−4ξ1ξ2r1r2−µr2

2
]2 ”

- “4
[
ξ2r2(r2

1−1−µ)+ξ1r1(r2
2−1)

]2 ”.

FIG. 5.12 – Comparaison des termes au dénominateur de l’équation 5.8 lorsque les paramètres
sont optimisés

La figure 5.12 montre que pour toutes les valeurs de r1 simulées (0.5 ≤ r1 ≤ 1.5), le terme
“4
[
ξ2r2(r2

1−1−µ)+ξ1r1(r2
2−1)

]2 ” est non nul si r1 6= 1. Nous pouvons également constater

que
[
(r2

1−1)(r2
2−1)−4ξ1ξ2r1r2−µr2

2
]2 ≈ 0 pour chaque valeur de r1, y compris r1 = 1. Nous

allons alors pouvoir développer une stratégie d’optimisation en exprimant µ en fonction de r1
et de r2.

5.3.2 Stratégie 1

La première stratégie considérée (“Stratégie 1”) consiste à exprimer dans un premier temps le
rapport de masse µ le plus adapté en fonction des variables r1 et r2. La seconde phase du calcul
consiste à rechercher r2 maximisant la puissance Pr pour chaque valeur de r1 considérée et ainsi
trouver le rapport optimal r2 opt .
À partir des observations faites au paragraphe 5.3.1, nous pouvons déterminer l’expression du
rapport de masse optimal à l’aide de la formule suivante :

µopt =
(r2

1−1)(r2
2−1)

r2
2

+4ξ1ξ2
r1

r2
(5.21)
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FIG. 5.13 – µ optimal obtenu numériquement quand ω1 = 200 rd.s−1

Les simulations montrent qu’en général à l’optimal nous pouvons négliger le terme 4ξ1ξ2r1r2
(sauf dans le cas où r1 → 1). Cette remarque est importante car elle permet de choisir µ in-
dépendamment de la valeur de ξ2 quand r1 est suffisamment éloigné de 1. Par contre si r1 est
proche de 1, le terme “4ξ1ξ2

r1
r2

” devient prépondérant et par conséquent µ dépend de ξ2. Les
études réalisées précédemment ont montré qu’en r1 = 1, nous devons choisir ξ2 élevé. Nous
allons donc fixer ξ2 = ξ2 max dans l’équation 5.21 pour arriver à :

µopt =
(r2

1−1)(r2
2−1)

r2
2

+4ξ1ξ2 max
r1

r2
(5.22)

Cela nous permet d’attribuer une valeur convenable à µopt en r1 = 1 et de ne plus avoir cet opti-
mal dépendant de ξ2 (qui sera choisi plus tard). Notons que µopt peut prendre de fortes valeurs,
ce qui nécessite la présence d’un test pour vérifier que µopt ≤ µmax lors de la détermination de
cette valeur.

Connaissant µopt(r1,r2) nous pouvons déterminer ξ2 opt qui dépend maintenant uniquement
des variables r1 et r2. Il faut également vérifier que l’on a ξ2 ≤ ξ2 max. Si ce n’est pas le cas
on imposera ξ2 = ξ2 max. En plaçant dans la formule 5.8 les expressions de µopt(r1,r2) et de
ξ2 opt(r1,r2), nous obtenons la puissance récupérée en fonction des variables r1 et r2. Optimiser
Pr revient alors à trouver le paramètre r2 qui optimise la fonction coût Pr opt définie par :

Pr opt = Pr(r1,r2) (5.23)

Cette stratégie nous permet de trouver le rapport r2 opt optimal pour chaque r1 et d’en déduire
les valeurs de ξ2 opt et de µopt . Dans certains cas, il est possible de simplifier la recherche
des paramètres optimisant la puissance récupérée comme nous le verrons en développant la
“Stratégie 2”.
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5.3.3 Stratégie 2
La figure 5.13 montre l’évolution de µopt obtenu numériquement. On peut constater que si r1
prend des valeurs assez faibles ou fortes, alors il faut imposer µopt = µmax. Il est donc possible
de simplifier la “‘stratégie 1” en fixant µopt = µmax quand ω est suffisamment éloigné de ω1.
Comme nous sommes en r1 6= 1, nous pouvons négliger le terme “4ξ1ξ2

r1
r2

” dans l’équation
5.21. Celle-ci nous permet alors d’exprimer le rapport r2 optimal en fonction de r1 et de µmax :

r2 opt =

√
1− r2

1

1+µmax− r2
1

(5.24)

L’amortissement optimal ξ2 opt est toujours choisi à l’aide de la formule 5.13 et ne dépend
maintenant plus que de r1, tout comme l’expression de Pr (cf. équation 5.8).
La stratégie 2 ne nécessite pas la recherche numérique du paramètre r2 optimal, mais encore
faut-il que celui-ci existe. En effet si 1 < r1 <

√
1+µmax, l’équation 5.24 n’admet aucune solu-

tion réelle r2. Il faut donc avoir r1 ≥
√

1+µmax ou r1 ≤ 1 pour pouvoir appliquer la stratégie 2.
Nous pouvons constater, d’après la formule 5.24, que si r1→ 1− alors r2→ 0. En réalité il ne
sera pas possible de descendre en dessous d’un certain rapport r2 que l’on notera r2 min. Il est
donc nécessaire d’imposer :

r1 ≤

√
1− (1+µmax)r2

2 min

1− r2
2 min

(5.25)

Il peut arriver que ξ2 opt dépasse la valeur maximale autorisée quand r1→ 1. Il faut donc ajuster
les limites de r1 tel qu’il réalise également la condition ξ2 opt(r1)≤ ξ2 max. Posons :

r1 min = min

(√
1− (1+µmax)r2

2 min

1− r2
2 min

, max
r1<1

[ξ2 opt(r1)≤ ξ2 max]

)

r1 max = max
(√

1+µmax, min
r1>1

[ξ2 opt(r1)≤ ξ2 max]
) (5.26)

La stratégie 2 est applicable si r1 ≤ r1 min ou r1 ≥ r1 max. Physiquement ces limites traduisent
que µopt a atteint la valeur µmax et/ou ξ2 la valeur ξ2 max. La stratégie 2 ne peut pas s’utiliser en
permanence, mais elle présente l’avantage de donner directement la valeur de r2 opt alors que la
stratégie 1 nécessite une recherche numérique de cet optimum.

5.3.4 Comparaison des différentes stratégies
Les stratégies 1 et 2 donnent les mêmes résultats que l’optimisation numérique comme nous
pouvons le constater sur la figure 5.14. Nous pouvons noter que µopt doit être faible quand on
atteint l’amortissement maximal ξ2 max. La stratégie 1 fonctionne parfaitement pour n’importe
quel rapport r1, alors que la stratégie 2 n’est applicable que quand le rapport r1 est suffisamment
éloigné de 1 comme énoncé à l’équation 5.26.
Nous pouvons également remarquer qu’il est préférable d’être situé en r1 > 1 pour récupérer
le maximum d’énergie. Lorsque µmax = 0.10, pour r1 = 1 nous avons Pr opt = 140 mW et en
r1 = 1.12 la puissance extraite atteint son maximum et vaut Pr opt = 200 mW . Cela représente
une hausse de Pr opt non négligeable (de 40 %) dans le cas où l’accélération de M0 est fixée à
1 m.s−2.
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En fait c’est le rapport de masse µmax qui va déterminer le rapport r1 qui optimise la puissance
récupérée. Plus µmax est choisi élevé, plus r1 optimal croit. Par la même occasion la valeur
maximale de Pr opt augmente aussi. Si on prend µmax = 0.25, les simulations (stratégie 1 ou
simulations numériques) nous indiquent que max(Pr) = 225 mW quand r1 = 1.2.

FIG. 5.14 – Comparaison de Pr opt obtenue par simulations numériques (×), par la stratégie 1
(—) et par la stratégie 2 (�) avec µ ≤ 0.10, ω1 = 200 rd.s−1, ξ1 = ξm = 0.2 % r2 min = 0.5 et
ξ2 ≤ 2 %

Si r1 ≈ 1 la valeur optimale de r2 varie rapidement. Il faut choisir r2 > r1 si r1 est à peine
supérieur à 1 et r2 < r1 si r1 est à peine inférieur à 1. La stratégie 2 n’est pas utilisable quand
r1 min ≤ r1 ≤ r1 max. Cela correspond à la zone où r2 opt croît rapidement. Par contre hors de
cette zone la stratégie 2 fonctionne. Elle est à privilégier car elle permet un important gain de
temps de calcul. En effet, il n’est plus nécessaire de rechercher numériquement la valeur r2 opt
comme cela est le cas dans la stratégie 1, elle est directement donnée par la formule 5.24.

5.4 Synthèse
Utiliser un récupérateur d’énergie inertiel est plus intéressant qu’utiliser un récupérateur d’éner-
gie externe ou interne (tels ceux représentés sur la figure 2.13). En effet, cette solution est utili-
sable même si la structure porteuse n’est pas à la résonance ou si elle est rigide.
Pour que le récupérateur d’énergie inertiel soit efficace, il faut qu’il soit convenablement di-
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mensionné en fonction du rapport des pulsations r1 = ω1
ω

. Les valeurs µmax, ξ2 max, ξ1 et ξm
influencent le choix des paramètres de conception µopt , ξ2 opt et r2 opt . L’évolution de r2 opt tra-
cée sur la figure 5.15a nous montre que l’écart entre ses valeurs extrémales diminue lorsque ξ1
augmente. La figure 5.15b quant à elle nous montre que cet écart se réduit quand µmax diminue.
Notons également qu’en diminuant l’écart entre la valeur minimale et maximale de r2 opt , nous
observons que la puissance maximale extractible Pr diminue. Cela nous amène à la conclusion
qu’il est plus intéressant de récupérer de l’énergie sur une structure faiblement amortie. Par
ailleurs, utiliser un récupérateur dont la masse mobile est très élevée n’est pas forcément bé-
néfique, cela dépend du rapport r1. Si r1 ≤ 1, il n’est pas nécessaire de prendre µmax élevé. Ce
n’est pas la situation à privilégier car l’énergie prélevée est relativement faible. Quand r1 ≈ 1,
nous avons besoin d’un rapport µ faible pour optimiser Pr (comme nous pouvons le voir sur la
figure 5.13). Ceci explique que les puissances maximales extraites ne dépendent pas de µmax
tant que celui-ci prend des valeurs supérieures à 2ξ1ξ2 max.
La maximisation de la récupération d’énergie peut également passer par la modification de la
pulsation de résonance de la structure portant le récupérateur. Changer le rapport r1 peut per-
mettre un gain important comme le montre la figure 5.15. Si le rapport r1 est trop élevé, il faut
le diminuer en ajoutant par exemple de la masse à la base du récupérateur d’énergie. Si celui-ci
est trop petit, il faut agir sur le support du récupérateur d’énergie (si cela est possible) pour aug-
menter sa pulsation de résonance. Pour déterminer le rapport r1 optimal, il faut rechercher celui
qui maximise le rapport de la puissance récupérée Pr (cf. équation 5.8) par rapport à la densité
de puissance de la source Pρ (cf. équation 2.15). Si µmax = 0.25, alors la figure 5.16 montre
qu’il faut choisir r1 = 1.2 pour maximiser Pr. Plus µmax est élevé, plus r1 optimal augmente.
Si aucune modification n’est autorisée sur la structure support, celle-ci est une bonne candidate
à la récupération d’énergie quand la pulsation d’excitation est inférieure à celle de résonance
(c’est à dire pour r1 > 1).
Rappelons que les résultats ont été présentés pour une structure porteuse équivalente à un sys-
tème masse-ressort et une pulsation d’excitation bien identifiée. Les résultats présentés sont
donc valides dans le cas où la structure porteuse est excitée autour de l’un de ses modes isolés.
La stratégie de récupération d’énergie à adopter va dépendre principalement de la fonction de
transfert de la structure porteuse M1 et du mode considéré.

Quand la structure support est excitée sur une bande de fréquence alors les règles des amor-
tisseurs de masse accordés (TMD), rappelées au paragraphe 5.2.1.1, sont à privilégier. Si une
fréquence particulière de la bande est davantage présente dans la source à un instant donné
alors les puissances extraites pourraient être augmentées en adaptant en temps réel la valeur de
l’amortissement préconisé.
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(a)

(b)

FIG. 5.15 – Évolution de Pr opt obtenue par stratégie 1 avec ω1 = 200 rd.s−1, r2 min = 0.5 et :
(a) ξ1, ξm variables et µmax = 0.25 - (b) ξ1 = ξm = 0.2 % et µmax variable
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FIG. 5.16 – Évolution de
Pr opt

Pρ

obtenue par stratégie 1 pour différentes valeurs de µmax



Conclusion générale et perspectives

Ce travail de thèse a porté sur la récupération d’énergie vibratoire. L’état de l’art réalisé montre
que plusieurs possibilités pour convertir l’énergie mécanique sont envisageables (générateur
piézoélectrique, électromagnétique, électrostatique, ...). Les transducteurs du type électroma-
gnétique ont été retenu ici car ils présentent de multiples avantages. Ils ont un très bon rende-
ment (proche de 100 %) et sont facilement réalisables (à partir d’une bobine et d’un aimant).
De plus, les fortes valeurs de champ magnétique obtenues actuellement avec les aimants en
terre rare permettent de faire des convertisseurs assez compacts. Comme nous nous intéressons
aux applications de type appareils portatifs ou capteurs de contrôle, nous avons besoin d’une
puissance fournie de l’ordre du milliwatt. Le dimensionnement est donc réalisé dans ce sens,
mais les paramètres optimaux sont indépendants des puissances considérées. Il suffit d’ajuster
la taille du récupérateur d’énergie à la puissance désirée (à condition que la source puisse la
fournir).

Si le prélèvement d’énergie reste faible et qu’il n’implique pas une diminution de l’amplitude
de la source de façon visible, cette dernière peut alors être considérée comme infinie. Supposons
que cette énergie est fournie à la structure flexible en lui imposant un mouvement ou une force
harmonique. Elle est ensuite extraite par l’intermédiaire d’un transducteur électromagnétique
connecté à une impédance linéaire. Cette boucle de rétroaction crée un amortissement addition-
nel de type visqueux sur la structure flexible. Cela revient à imposer une loi de contrôle sur
la structure du type direct velocity feedback (DVF). Cette stratégie est stable car l’énergie est
prélevée de la structure en permanence et a donc pour effet de l’amortir.
La structure flexible utilisée a été modélisée sans transducteurs sur Comsol Multiphysics R© puis
reprise sous forme de système d’état sur Matlab R©. Une boucle de rétroaction a été modélisée
pour voir l’effet de la récupération d’énergie. L’analyse numérique a montré que pour maximi-
ser la puissance extraite, il faut que la structure flexible soit excitée aux alentours de l’un de ses
modes isolés. Il faut également que l’amortissement électrique créé par le transducteur soit égal
à l’amortissement de la structure flexible en boucle ouverte. Ce résultat a été retrouvé analyti-
quement en simplifiant la structure et revient à appliquer le théorème de Jacobi à un problème
multiphysique.

Le tracé du lieu d’Evans est un outil tout à fait adapté pour déterminer la pulsation et l’amortisse-
ment qui maximisent l’énergie récupérée. Il permet d’identifier facilement les deux impédances
qui vérifient que les amortissements électrique et mécanique (en boucle ouverte) sont égaux.
En imposant une excitation harmonique (en force ou déplacement), il est inutile de maximiser
l’amortissement, comme cela est fait lorsque l’on vise la stabilisation. Une structure très amor-



156 Conclusion générale et perspectives

tie accepte très peu d’énergie et par conséquent il n’est pas possible d’en extraire beaucoup. Les
deux impédances optimales trouvées permettent de prélever 50 % de l’énergie entrante. Elles
maximisent la puissance récupérée car elles “laissent l’énergie entrer” dans la structure flexible.
La puissance extraite vaut alors un quart de la puissance fournie à la structure flexible lorsque
aucun récupérateur d’énergie n’est connecté.
Des mesures expérimentales ont confirmé la présence d’un maximum de puissance récupérée
pour l’une des impédances optimales qui réalise l’égalité des amortissements électriques et mé-
caniques. La présence de la deuxième impédance optimale trouvée numériquement n’a pas pu
être observée car elle est inférieure à la résistance interne de la bobine utilisée. La puissance
maximale extraite mesurée correspond bien a celle annoncée par la théorie et valide la modéli-
sation.
Si on ajoute une inductance dans la boucle de rétroaction, la taille de la boucle du lieu d’Evans
diminue. Tant que l’on peut trouver un amortissement électrique égal à l’amortissement méca-
nique, la puissance maximale récupérable ne chute pas. Si la boucle devient trop petite (l’amor-
tissement électrique ne peut plus atteindre l’amortissement mécanique) et dans ce cas la puis-
sance maximale chute. Il faut alors maximiser l’amortissement.
La taille des boucles sur le lieu d’Evans dépend également du positionnement du récupérateur
d’énergie sur la structure flexible. Il est alors possible de déterminer si un unique récupérateur
permet d’extraire le maximum d’énergie de la structure. Si la boucle est trop petite alors il faut
revoir le positionnement ou bien fixer plusieurs dispositifs jusqu’à ce que l’amortissement élec-
trique atteigne l’amortissement mécanique en boucle ouverte. Dans ce cas, un réseau distribué
de récupérateurs d’énergie est nécessaire.
Si on considère une largeur de bande donnée et non plus uniquement la pulsation de résonance
en boucle ouverte ou en court-circuit, les résultats présentés ne sont plus valides. Il faut alors
mener une analyse numérique sur la largeur de bande pour connaître l’impédance qui maximise
la puissance récupérée. Notons que plus la largeur de bande est importante, plus on a intérêt à
se rapprocher de l’amortissement maximal (que l’on peut déterminer à l’aide du lieu d’Evans)
pour optimiser l’énergie récupérée.

En utilisant un système électronique de stockage de l’énergie électrique récupérée à la sortie du
transducteur, des non linéarités apparaissent dans la boucle de rétroaction. Les simulations réa-
lisées, toujours pour une structure flexible excitée autour d’un de ses modes isolé, montrent que
récupérer de l’énergie à chaque période de la structure flexible permet de fournir une puissance
moyenne plus importante que si elle est récupérée par à-coups. Il n’est donc pas intéressant de
récupérer l’énergie mécanique stockée en une seule fois à moins d’avoir besoin de fortes puis-
sances instantanées. Une stratégie basée sur l’utilisation de switchs (comme cela est pratiqué
pour augmenter la quantité d’énergie récupérée par des transducteurs piézoélectriques dans la
technique du “Synchronized Switch Harvesting”) n’est pas conseillée non plus. Cette technique
n’est pas facile à mettre en œuvre et ne permet pas de gains sur la puissance maximale récupé-
rée. Au contraire, une partie de l’énergie est perdue par dissipation lors des transferts d’énergie.
Les simulations réalisées pour des feed-back non linéaires montrent que les résultats utilisés
pour une boucle de rétroaction linéaire sont toujours valides. Cela s’explique par le fait que
la non linéarité ne s’observe quasiment pas sur le système mécanique. Il est donc normal de
retrouver que l’amortissement électrique créé par le feed-back non linéaire doive égaler l’amor-
tissement mécanique pour que la puissance récupérée soit maximisée. Dans ce cas, on récupère
toujours le quart de l’énergie fournie à la structure flexible en boucle ouverte. L’avantage d’utili-
ser une boucle de rétroaction non linéaire est de pouvoir concevoir un récupérateur d’énergie de
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telle façon que l’impédance de sortie (imposée) soit alimentée par le maximum de puissance.
Cette optimisation peut être effectuée pour presque n’importe quelle impédance (à condition
qu’elle ne soit pas trop grande tout de même) en jouant sur la durée de la récupération d’éner-
gie. Une analyse numérique est nécessaire pour dimensionner le système électronique.
La correspondance entre le critère utilisé pour maximiser la puissance dans le cas d’un feed-
back linéaire et non linéaire a été validée par des mesures expérimentales sur le prototype déve-
loppé. Celles-ci font apparaître qu’en rendant le comportement du récupérateur d’énergie moins
linéaire, nous avons tendance à augmenter la puissance maximale extraite.

Les résultats présentés jusqu’à présent l’ont été pour une source d’énergie infinie, mais ce n’est
pas toujours une hypothèse réaliste. C’est pour cette raison qu’une étude a été menée sur le cas
d’une source d’énergie finie. Les simulations réalisées montrent que pour récupérer le maxi-
mum d’énergie, il faut ajuster la pulsation du récupérateur d’énergie en fonction du rapport
entre la pulsation naturelle de la structure support considérée et celle imposée par l’excitation.
Il faut aussi vérifier que les valeurs optimales de l’amortissement et de la masse mobile du ré-
cupérateur d’énergie ne sont pas trop importantes (il faut fixer des limites raisonnables). Des
simulations numériques sont nécessaires pour savoir quelle pulsation de résonance doit être
choisie pour le récupérateur d’énergie. Si la structure porteuse est excitée à sa pulsation de ré-
sonance, le récupérateur d’énergie doit être accordé sur celle-ci et l’amortissement doit être pris
le plus grand possible. Seule la masse mobile doit alors être optimisée. Notons qu’elle atteint
ici sa valeur minimale.
Les simulations numériques ont montré qu’il est préférable que la pulsation d’excitation soit
inférieure à celle de résonance de la structure support pour optimiser la puissance récupérée
quand l’accélération est imposée. S’il est possible de modifier la structure porteuse pour chan-
ger sa pulsation de résonance, cela peut permettre un gain d’énergie récupérée non négligeable.
Les résultats obtenus sur une source d’énergie finie n’ont pas été validés expérimentalement par
manque de temps. Il faut prévoir des mesures de la puissance récupérée à partir d’une source
d’énergie finie placée entre le pot vibrant (utilisé pour fournir l’énergie) et le prototype conçu.

Il serait intéressant de tester le récupérateur d’énergie sur une structure industrielle vibrante.
Mais une étude préalable sera nécessaire pour déterminer le meilleur placement du récupérateur
d’énergie sur le support vibrant. Il faut également vérifier si un réseau distribué de récupérateurs
d’énergie est nécessaire pour maximiser l’énergie extraite. Le but final est d’arriver à intégrer
directement le dispositif de récupération d’énergie à la structure dès sa conception pour en faire
un matériau “intelligent”. Le placement du ou des récupérateurs d’énergie va essentiellement
dépendre du mode considéré, de la forme et des conditions limites de la structure porteuse. Il
est imaginable de placer des récupérateurs d’énergie en divers endroits stratégiques. Ceux-ci
peuvent être optimisés pour fonctionner chacun à une fréquence d’utilisation différente et ainsi
récupérer de l’énergie à différentes pulsations. Mais cela nécessite de mener une analyse mo-
dale de la structure et d’avoir identifié les modes qui vont être excités.
Dans cette étude, le but n’a pas été de minimiser la taille du récupérateur d’énergie, mais bien de
déterminer la puissance maximale extractible d’une structure donnée. Il reste donc à améliorer
le système de telle façon qu’un maximum de flux traverse les bobines. Cela aura pour consé-
quence d’augmenter la tension de sortie du générateur. Cette tension peut être déterminante,
car certains systèmes de récupération d’énergie (tel le module EH300A décrit à l’annexe D)
ont besoin d’une tension minimale pour pouvoir fonctionner. Une autre conséquence de cette
optimisation est l’augmentation de la densité énergétique. En effet expérimentalement le récu-
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pérateur d’énergie conçu ne permet que de produire 250 µW.cm−3 pour une accélération fixée
à 1 m.s−2 (à 60 Hz) et il semble réaliste de multiplier cette valeur par quatre étant donné les
performances actuelles des aimants. De plus, certaines formes du prototype doivent être reprises
pour l’alléger et réduire son encombrement.

En fonction des tensions nécessaires et des énergies mises en jeu, nous pouvons être amenés à
utiliser un autre type de transducteur ou bien à faire des associations de différents convertisseurs.
Un autre axe de recherche qui peut s’avérer très prometteur est l’utilisation de stratégies semi-
actives. Il faut alors effectuer le bilan entre les énergies dépensées et récupérées pour conclure
quant à l’intérêt de cette approche. De nombreuses choses restent encore à faire et à découvrir
dans le domaine de la récupération d’énergie.
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Annexe A

Evaluation de la puissance moyenne en
mode complexe

Démonstration des formules en utilisant les nombres complexes pour le calcul de la puissance
moyenne.

A.1 Définition de la puissance moyenne

Par définition la puissance mécanique moyenne est définie par :

Pméca =
1
τ

∫
τ

0
Force(t)×Vitesse(t) dt (A.1)

où τ est la période.
De même on définit la puissance électrique moyenne par :

Pélec =
1
τ

∫
τ

0
Intensité(t)×Tension(t) dt (A.2)

A.2 Relation entre grandeurs complexes et puissance réelle

Dans cette partie on ne fera la démonstration que dans le cas de la puissance mécanique. En
effet, il suffit de remplacer la force par l’intensité et la vitesse par la tension pour trouver la
puissance électrique.

Nous ferons l’hypothèse d’être en mode établi et que l’on peut écrire : f(t)= f0 cos(ωt)

v(t)=v0 cos(ωt +φ)
(A.3)
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La période τ peut donc s’écrire sous la forme suivante :

τ =
2π

ω
(A.4)

La puissance moyenne P va donc s’écrire :

P =
ω

2π
f0v0

∫ 2π

ω

0
cos(ωt)× cos(ωt +φ) dt

=
ω

2π
f0v0

∫ 2π

ω

0
cos(ωt)(cosωt cosφ− sinωt sinφ) dt

=
ω

2π
f0v0

{
cosφ

∫ 2π

ω

0
cos2(ωt) dt− sinφ

∫ 2π

ω

0
cosωt sinωt dt

} (A.5)

Nous avons
∫ 2π

ω

0
cos2

ωt dt =
π

ω
(comme cos2 ωt =

1+ cos(2ωt)
2

) et
∫ 2π

ω

0
cosωt sinωt dt = 0.

Cela implique :

P =
1
2

f0v0 cosφ (A.6)

Si a présent nous utilisons la notation complexe : F= f0e jωt

V=v0e jωt+φ
(A.7)

Pour arriver à l’équation A.6 à partir des grandeurs complexes, il faut suffit de remarquer que :

P =
1
2

ℜ
(
F×V

)
(A.8)

où V est le conjugué de la vitesse V .
L’équation A.8 nous permet de calculer simplement la puissance moyenne d’une fonction à
l’aide des notations complexes, sans avoir à faire une intégration. Cette formule est couramment
utilisée pour faire les calculs des puissances moyennes en régime sinusoïdal établi.



Annexe B

Jacobi’s Theorem

Also known as the Maximum Power Transfer Theorem,
misunderstanding of it retarded development of dynamos 1

Professor Moritz von Jacobi of St. Petersburg (1801-1874) is probably often confused with his
younger brother Carl, the eminent mathematician of Königsberg (1804-1851). Among other
things, Moritz experimented with electrical motors, and built an electric boat for excursions on
the River Neva. In the course of these experiments, he considered how much power he could
get out of a battery. A battery can be represented as an electromotive force E in series with an
internal resistance R which are about constant and do not depend much on the current that is
drawn. If the external load is a resistance R’, then the current is I = E / (R + R’). The power
dissipated in the load is I2R′, while the power dissipated in the battery is I2R.

If R’ = 0, there is no external power. If R’ = ∞ there is also no power, since I = 0. Therefore,
for some intermediate value of R’ there must be a maximum power. Calculus gives the result
easily, but a little reasoning also shows that maximum power is attained when R’ = R (imagine
interchanging R and R’). Hence the theorem : Maximum power is transferred when the internal
resistance of the source equals the resistance of the load. We should carefully note the condition
that is seldom added : When the external resistance can be varied, and the internal resistance
is constant.

Jacobi quite correctly concluded that electric motors were uneconomic, considering the high
price of zinc and the 50% loss of energy. The concept of energy was as yet somewhat hazy,
and the fact that mechanical work out was equal to the electrical work done against a counter-
emf was unknown, at the time. However, it was adopted as a maxim that the internal resistance
equaled the load resistance for maximum power.

When one builds a dynamo, the resistance of the armature winding is one part of the internal
resistance. The parts due to iron losses and armature reaction are rather small, and were not

1Copie du document : http :\\mysite.du.edu\~ jcalvert\tech\jacobi.htm
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considered in the first electrical machines. The major part of the internal resistance was simply
the resistance of the winding. Even after Gramme and Siemens showed how to make efficient
dynamos, the armature resistance was made high to match the loads, and this reduced the effi-
ciency of the machines to not much more than 40%. The worst part of this was not the energy
loss, but the excess heat that was produced.

When Edison was designing his lighting system in 1880, the received wisdom was to make the
armature resistance equal to the resistance of the load. Either he, or Upton, his mathematical
advisor, saw that this was quite incorrect. The Z dynamos and the Jumbos were made with very
low armature resistance, and at one step he obtained efficiencies of 90%. He was ridiculed in
the technical press by American "experts" who proved conclusively that he could not have done
what he in fact did. Edison’s inefficient field structures increased the weight of the dynamos,
but did not affect their electrical efficiency.

Let’s look at the theorem again, and ask what is the maximum power that can be obtained when
the load resistance R’ is fixed, and the internal resistance R is variable. For R = ∞ we have I =
0 and so zero power. For R = 0, we have I = E / R’ and power E2/R′, and this is obviously the
maximum value. Hence : When the load resistance is fixed, maximum power transfer occurs for
zero internal resistance.

When this was understood, the “experts” blushed with shame, and the whole affair was swept
under the rug. In fact, Edison is seldom credited with this basic principle of dynamo (and motor)
design, that was very soon seen everywhere, making the age of electrical power possible.

In radio circuits, the internal resistance of a source of power cannot usually be reduced to a
small value, so the load resistance is made equal to it for maximum power transfer. The powers
involved are very small, and losses are unimportant–only the amount that gets through is im-
portant. This is a quite different case from power transmission, when losses are important.

Composed by J. B. Calvert
Created 30 March 2001



Annexe C

Expressions analytiques des puissances
fournies et récupérées

Cette annexe montre comment les formules analytiques des puissances fournies et récupérées
sont obtenues lorsqu’une structure flexible est excitée autour de l’un de ses modes isolé.

C.1 Point E

Le point E correspond à a = 0. L’équation 3.34 peut alors être simplifiée :

s2 +2ξNωNs+ω
2
N +

C2
e a22

b
= 0 (C.1)

Sa solution est :

s =−ξNωN± j
√

ω2
NE
−ω2

Nξ2
N ≈−ξNωN± jωNE (C.2)

L’expression de P1 dans l’équation 3.30 devient :

P1 =
1
2
‖ f1‖2 a112ξNωN

(2ξNωN)2 +
[(

ωNE

ω

)2
−1
]2 (C.3)

La fonction P1 (ω) est maximale quand ω = ωNE . Les expressions de P1, P2 et η sont déduites
des équations 3.30 à 3.32 : 

P1 =
a11 ‖ f1‖2

4ξNωN
P2 = 0
η = 0

(C.4)
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C.2 Point D
Au point D, nous pouvons écrire que a� b‖s‖. Cela implique ω2

NE
� 2ξNωN

a
b

comme ωNE >

2ξNωN . L’équation 3.34 peut être simplifiée :

s3 +(2ξNωN +
a
b
)s2 +ω

2
NE

s+
aω2

N
b

= 0 (C.5)

La solution de l’équation C.5 est :

s =−ξω+ jω (C.6)

Comme ξ� 1, on peut utiliser les approximations suivantes pour s2 et s3 :{
s2 ≈ −ω2−2 jξω2

s3 ≈ 3ξω3− jω3 (C.7)

En résolvant l’équation donnée par la partie imaginaire de l’équation C.5 et en utilisant les
expressions approximées de s2 et s3 on arrive à :

−ω
2−2ξ

(
2ξNωN +

a
b

)
ω+ω

2
NE

= 0 (C.8)

La pulsation du système bouclé est donc ω ≈ ωNE . La solution s0 = −ξNE ωNE ± jωNE (quand
a = 0) combinée à l’équation C.5 donne :

s3− s3
0 +2ξNωN(s2− s2

0)+ω
2
NE

(s− s0)+(s2 +ω
2
N)

a
b

= 0 (C.9)

En prenant la partie réelle on obtient :

2(ξ−ξNE )ω3
NE

+(ω2
N−ω2

NE
)
a
b

= 0 (C.10)

La résolution de cette équation permet d’obtenir la partie réelle de s. Celle-ci vaut :

ξω = ξωNE =
ω2

NE
−ω2

N

2ω2
NE

a
b

+ξNωN (C.11)

Pour obtenir le maximum de la fonction P2 (a), il faut utiliser l’équation 3.31 et résoudre
(

∂P2

∂a

)
(a)

=

0. L’optimum est obtenu pour :

a = bω

√√√√(2ξNωN)2
ω2 +

(
ω2

NE
−ω2)2

(ω2
N−ω2)2 +(2ξNωNω)2

(C.12)

Pour trouver la pulsation qui maximise P2, il faut développer l’équation 3.31 et négliger certains
termes (ξN � 1 et a� bω). On arrive à :

P2 ≈
1
2
‖ f1‖2 C2

e a2
12ω2a

b2(ω4
NE
−2ω2

NE
ω2 +ω4)

(C.13)

Le maximum de P2 (ω) est atteint lorsque ω = ωNE . En combinant cela à l’équation C.12 nous
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en déduisons que :

a≈ b
2ξNωNω2

NE

ω2
NE
−ω2

N
=

2ξNωN

C2
e a22

(bωNE )2 (C.14)

En combinant les équations C.14 et C.11 on arrive à :

ξωNE = 2ξNωN (C.15)

Ceci permet de ré-écrire l’équation C.5 sous la forme :

s≈−2ξNωN± jωNE (C.16)

La puissance extraite est maximale en ω = ωNE . Cela permet d’exprimer les expressions de P1,
P2 et η (à partir des équations 3.30 à 3.32) :

P1 =
a11 ‖ f1‖2

8ξNωN

P2 =
a11 ‖ f1‖2

16ξNωN

η =
1
2

(C.17)

C.3 Point C
Dans le cas où le point de fonctionnement C est choisi, l’amortissement de la structure est maxi-
misé. La structure étant très amortie, peu d’énergie y pénètre. Il n’est donc pas possible d’en
récupérer beaucoup ce qui explique que P2 soit faible. Cela implique également que la puissance
dissipée soit faible. Il est donc logique d’observer que le rendement η(a) soit maximal. Cela ar-
rive lorsque a = bω. Pour obtenir la pulsation optimale ω, il faut se servir de la constatation que

P2 (a) présente un minimum local au point C. En écrivant que
(

∂P2

∂a

)
(a)

= 0 nous obtenons :

ω = ωNC =

√
ω2

NE
+ω2

N

2
(C.18)

Si on suppose que
ωNE −ωN

ωN
� 1, alors :

ωNC ≈
ωNE +ωN

2
(C.19)

L’équation 3.34 du lieu d’Evans peut être simplifiée en utilisant la condition
a
b

= ωNC :

s3 +(2ξNωN +ωNC)s2 +(2ξNωNωNC +ω
2
NE

)s+ωNCω
2
N = 0 (C.20)

Posons s = −ξωNC + jωNC et utilisons les expressions approximées de s2 et s3 définies par les
formules C.7. En gardant la partie réelle de l’équation C.20, on obtient :

3ξω
3
NC
−ω

3
NC
−ω

2
NE

ξωNC +ωNCω
2
N = 0 (C.21)
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D’où :

(ξω)NC =

(
ω2

NE
−ω2

N

3ω2
N +ω2

NE

)
ωNC (C.22)

Quand ω = ωNC la puissance récupérée est maximisée. Il est possible de déduire les expressions
de P1, P2 et η à partir des équations 3.30 à 3.32 :

P1 = ‖ f1‖2 a11

bωNC

C2
e a22[

1−2ξNωN
2bωNC

C2
e a22

]

P2 = ‖ f1‖2 a11

bωNC

C2
e a22[

1−2ξNωN
2bωNC

C2
e a22

]2

η = 1−2ξNωN
2bωNC

C2
e a22

(C.23)

C.4 Point B
Au point B, a est supposé grand par rapport à b‖s‖. L’équation 3.33 peut donc être simplifiée :

a(s2 +2ξNωNs+ω
2
N)+C2

e a22s = 0 (C.24)

La solution de cette équation s’écrit :

s =−ξNω1−
C2

e a22

2a
± jωN

√
1−ξ2

N

(
+

C2
e a22

2ξNωNa

)2

(C.25)

La fonction P2 (a) est maximale quand
(

∂P2

∂a

)
(a)

= 0, d’où la solution :

a =

√√√√(2ξNωNbω2)2 +ω2 (C2
e a22 +b(ω2

N−ω2)
)2

(ω2
N−ω2)2 +(2ξNωNω)2

(C.26)

Pour trouver la pulsation optimisant la puissance P2, il faut développer l’équation 3.31 et négli-
ger certains termes (ξN� 1 et a� bω). Nous arrivons à l’expression de la puissance récupérée :

P2 ≈
1
2
‖ f1‖2 C2

e a2
12ω2

a(ω4
N−2ω2

Nω2 +ω4)
(C.27)

La fonction P2 (ω) est maximale quand ω = ωN . De l’équation C.26, on déduit que :

a =

√
(bωN)2 +

(
C2

e a22

2ξNωN

)2

(C.28)

L’hypothèse a� bω et l’équation C.28 conduisent à
C2

e a22

2ξNωN
� bωN . Finalement nous obte-
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nons :

a≈ C2
e a22

2ξNωN
(C.29)

La solution de l’équation C.25, une fois simplifiée, peut être mise sous la forme :

s≈−2ξNωN± jωN (C.30)

En utilisant les équations 3.30 à 3.32 les expressions de P1, P2 et η deviennent :

P1 =
a11 ‖ f1‖2

8ξNωN

P2 =
a11 ‖ f1‖2

16ξNωN

η =
1
2

(C.31)

C.5 Point A
Le point A correspond à a→∞. L’équation 3.34 peut être divisée par a, il reste donc l’équation
suivante à résoudre :

s2 +2ξNωNs+ω
2
N = 0 (C.32)

Sa solution est :

s =−ξNωN± jωN

√
1−ξ2

N ≈−ξNωN± jωN (C.33)

L’expression 3.30 de la puissance P1 avec la condition a� bω donne :

P1 =
1
2

{
‖ f1‖2 a11ω22ξNωNa2

a2(ω2
N−ω2)2 +ω2(2ξNωN)2a2

}
(C.34)

Dans ce cas, la puissance récupérée est nulle et la puissance fournie P1 (ω) est maximale quand la
pulsation est choisie égale à celle de résonance (ω = ωN). Les équations 3.30 à 3.32 permettent
d’exprimer les formules donnant P1, P2 et η :

P1 =
a11 ‖ f1‖2

4ξNωN
P2 = 0
η = 0

(C.35)

Les expressions montrées dans cette annexe sont reprises dans le tableau de synthèse 3.1.
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Annexe D

Module de stockage d’énergie EH300A

Les modules EPAD ENERGY HARVESTINGTM sont fabriqués par la société Advanced Li-
near Devices. Ils ne sont pas capables de faire la transformation d’un type d’énergie en un
autre. Ils permettent uniquement de stocker de l’électricité. La figure D.1 représente un de ces
systèmes de récupération d’énergie.
De nombreuses sources électriques (transducteurs de type piézoélectrique, thermoélectrique,
cellules photovoltaïques, ...) sont acceptées à l’entrée. L’énergie stockée permet d’alimenter des
circuits conventionnels de 3.3 V ou 5.0 V. Le module EH300A peut fonctionner avec des ten-
sions d’entrée instantanées allant de 4 V jusqu’à ± 500V AC/DC et des intensités de 200 nA à
400 mA. L’énergie accumulée est ensuite restituée façon régulière ou intermittente.

FIG. D.1 – Module de récupération d’énergie Advanced Linear Devices

Le module EH300A a les caractéristiques suivantes :
Tension d’utilisation : 1.8-3.6V
Hauteur :18mm
Largeur (externe) :14mm
Longueur :51mm
Poids :14g
Température d’utilisation : de 0˚C à 70˚C
Energie de sortie : 30 mJ (75msec@150mA)

Les pages suivantes sont extraites de la documentation technique du constructeur.
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FUNCTIONAL DESCRIPTION

EH300/EH301 Series Modules' voltage on the
onboard storage capacitor bank is +V, which is also the
positive supply voltage switched to power the output
power load. Initially, +V voltage on an EH300/EH301
Series Module starts at 0.0V. During the initial charge
period, +V starts charging from 0.0V. The internal circuit
of the Module monitors and detects this +V voltage. When
+V reaches VH, the Module output (VP) is enabled and
turned to the ON state and is then able to supply power

EH300/EH300A/EH301/EH301A

ADVANCED

LINEAR

DEVICES, INC.

© 2007 Advanced Linear Devices, Inc. 415 Tasman Drive, Sunnyvale, California 94089 -1706 Tel: (408) 747-1155 Fax: (408) 747-1286 http://www.aldinc.com

GENERAL DESCRIPTION

EH300/EH301 Series EPAD® ENERGY HARVESTINGTM

Modules can accept energy from many types of electrical
energy sources and store this energy to power conventional
3.3V and 5.0V electrical circuits and systems. EH300/EH301
Series Modules are completely self-powered and always in
the active mode. They are intended for low power intermit-
tent duty cycle sampled data or condition-based monitoring/
extreme lifespan applications. These Modules can accept
instantaneous input voltages ranging from 0.0V to +/-500V
AC or DC, and input currents from 200nA to 400mA from
energy harvesting sources that produce electrical energy in
either a steady or an intermittent and irregular manner with
varying source impedances. EH300/EH301 Series Modules
condition the stored energy to provide power at output volt-
age and current levels that are within the limits of a particu-
lar electronic system power supply specifications. For ex-
ample, 1.8V and 3.6V is a useful voltage range for many
types of I.C. circuits such as microprocessors.

EH300/EH301 Series Modules are designed to continuously
and actively operate to capture, accumulate and conserve
energy from an external energy source. Each individual
EH300/EH301 Series Module is set to operate between two
supply voltage thresholds, +V_low  DC and +V_high  DC,
corresponding to the minimum (VL) and maximum (VH) sup-
ply voltage values for the intended application. When an en-
ergy source starts to inject energy into the inputs of an EH300/
EH301 Series Module in the form of electrical charge im-
pulses, these charge packets are collected, accumulated and
stored onto an internal storage capacitor bank. For most com-
mon energy harvesting applications, the electrical energy
charge packets arrives in the form of input voltage spikes
that are uncontrolled and unpredictable. Often these cover
a wide range of voltages, currents and timing waveforms.
EH300/EH301 Series Modules are designed to accommo-
date such conditions with exceptional efficiency and effec-
tiveness. As an example, EH300 Series Module can cycle
within 4 minutes at an average input current of 10 µA and
within 40 minutes at an average input current of just 1.0 µA.

EH300/EH301 EPAD® ENERGY HARVESTINGTM Modules

SPECIFICATIONS

EH300/EH300A/EH301/EH301A
Input/Output Electrical Specifications @25° C

• Max. Instantaneous Input Voltage:  +/- 500V
• Max. Instantaneous Input Current:  400mA
• Max. Input Power: 500mW
• Min. Input:  0.0V@1nA
• Min. Charging Input (Max. Power Dissipation):

- EH300 4.0V@200nA(800nW)
- EH301 6.0V@300nA(1800nW)
- EH300A 4.0V@500nA(2µW)
- EH301A 6.0V@500nA(3µW)

• Internal Voltage Clamp: 7.0V@10mA
• Max. Output Current:  1 amp
• Operating Life Cycles: Virtually unlimited
• Logic Compatibility:  CMOS

EH300
• VL=1.8V     VH=3.6V
• Useful Energy Output@ 4.6mJ
• Output On-Time Rating: 68msec@25mA

EH300A
• VL=1.8V     VH=3.6V
• Useful Energy Output@ 30mJ
• Output On-Time Rating: 75msec@150mA

EH301
• VL=3.1V     VH=5.2V
• Useful Energy Output@ 8.3mJ
• Output On-Time Rating: 80msec@25mA

EH301A
• VL=3.1V     VH=5.2V
• Useful Energy Output@ 55mJ
• Output On-Time Rating: 88msec@150mA

ORDERING INFORMATION

Part Number Description

EH300 4.6 mJ Module / 1.8V to 3.6V operation
EH300A 30 mJ Module / 1.8V to 3.6V operation

EH301 8.3 mJ Module / 3.1V to 5.2V operation
EH301A 55 mJ Module / 3.1V to 5.2V operation

EHJ1C 6 inch cable / J1connector (Input)
EHJ2C 6 inch cable / J2 connector (Output)

Note: EH300A and EH301A are high energy output versions
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to a power load, such as a microprocessor and/or a sensor
circuit. The amount of useful energy available is a function
of the capacity of the storage capacitor bank. Meanwhile,
an EH300/EH301 Series Module continue to accumulate
any energy generated by external energy sources. If exter-
nal energy input availability is high, output VP remains in an
ON state continuously, until such time that external energy
availability is lower than the power demand required by the
power load. As external energy input exceeds power load-
ing, +V increases until internal voltage clamp circuits limit it
to a maximum clamp voltage.

During normal operation, as power is drawn from an EH300/
EH301  Series Module, +V decreases in voltage. When +V
reaches VL, output VP switches to an OFF state and stops
supplying any further power to the power load. With built-in
hysteresis circuits within the Module, VP now remains in the
OFF state even when the external energy source starts
charging the capacitor bank again by importing fresh new
impulses of electrical energy. Once VH level is reached again,
output VP is then turned to the ON state again. Hence +V
voltage cycles between VH to VL voltage levels and then to
the OFF state. When in the ON state, VP can supply up to
1A of current for a limited time period as determined by the
stored useful energy and the energy demand by the power
load. An optional input/ouput pin VR functions as  VP on/off
control (external input through 1KOhm) or as READY logi-
cal control (output) signal preceeding output VP switching.

Input energy charging times t1 and t2 are limited by input
energy available minus energy loss by an EH300/EH301
Series Module. The energy output time period t3 is deter-
mined by the rate of energy used by the power load as a
function of energy stored. Low input energy hold time t4 is
typically many orders of magnitude greater than the sum of
t1, t2 and t3.

Mechanical Specifications

• Outline Dimensions:
W x L x H : 0.55 in. x 2.00 in. x 0.70 in.

• 4 Mounting Holes:  0.085 in. diameter
• Weight:  0.5 ounce (14 grams) nominal

Module Dimensions

Environmental Specifications

•  Leadfree (ROHS) compliant
•  Operating Temperature Range: 0 to 70° C
• Max. Average Operating Temperature : 50° C
• Storage Temperature: -40 to +85° C
• Humidity: To 90% (no condensation)
• Protection: Conformal and Epoxy coated

Initial Setup & Calibration

EH300/EH301 Series Modules are setup and calibrated at
the factory to standard specifications and settings. No user
setup is required. Optional user control signal and connec-
tion to external capacitor or battery storage banks are avail-
able at the output port. All EH300/EH301 Series Modules
are shipped Ready to Use.

EH300/EH301 Top View

+Input
-Input

Ground

VP (Output)

Energy 
Source

GND

+V

Application 
Module

EH300/EH301 Typical Application

J1
J2

Socket Adapter Cable:
J1:  Hirose Socket, 2 Position P/N : DF13-2S
J2:  Hirose Socket, 4 Position P/N : DF13-4S

+Input
-Input

Ground
VR (Ready)
VP (Output)

+V
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Annexe E

Conception du récupérateur d’énergie

Cette annexe présente les différents éléments constituant le récupérateur d’énergie développé.
Celui-ci est composé d’une succession d’aimants fixés sur l’axe mobile. Ces aimants se dé-
placent à l’intérieur d’un empilement de bobines. L’axe mobile est maintenu en position par
deux ressorts. Ces derniers sont utilisés pour permettre un bon guidage de la masse mobile.

E.1 Aimant
Les aimants utilisés ont été fournis par la société YX Magnetic [30]. Ils sont au nombre de onze
et sont fixés sur l’axe mobile. Ils sont tous identiques et sont de type “anneau”. La figure E.1
représente l’un d’eux.

FIG. E.1 – Aimant anneau utilisé de référence A27-16-5 chez YX Magnetic [30]

Les cotes indiquées ont une tolérance de ± 0.1 mm.
Les aimants en terre rare permettent d’avoir un fort champ magnétique (de l’ordre de 1.3 Teslas)
et explique que l’on utilise le Néodyme (NdFeB). Mais ce matériau a le désavantage d’être sujet
à l’oxydation ce qui explique la nécessité d’avoir un revêtement antioxydant. L’aimant choisi
est de grade N42. La documentation technique indique un champ magnétique de 1.32 Teslas et
qu’il peut être utilisé de façon optimale jusqu’à une température de 80˚C [30].
Plusieurs types de polarisation sont possibles comme le montre la figure E.2. Nous retiendrons
celle axiale. Les aimants doivent alors être montés en opposition pour obtenir des lignes de



176 Conception du récupérateur d’énergie

champ traversant les bobines placées autour d’eux.

FIG. E.2 – Exemple de polarisations possible des aimants cylindriques [30]
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E.2 Ressort plat
Une des pièces les plus délicates du mécanisme est le ressort. Celui-ci est doit avoir un encom-
brement réduit, d’où le choix d’un ressort plat. Il est réalisé en cuivre au béryllium (CuBe 2) car
ce matériau est amagnétique et qu’il possède une limite élastique assez importante. Ce matériau
nécessite d’être durci pour atteindre la valeur élevée de Re = 1 120 MPa. De plus, son module
d’Young relativement élevé (E = 130 000 MPa), permet d’avoir un ressort de faible épaisseur.
Comme la masse mobile minimale est de 300 gr, cela nous amène à choisir une rigidité de res-
sort maximale de k = 250 000 N.m−1 pour pouvoir atteindre une fréquence de résonance de
200 Hz. L’ajustement de la pulsation de résonance va se faire par ajout de masses supplémen-
taires. On se fixe pour objectif d’avoir une résonance vers 60 Hz pour une masse mobile assez
faible (mais non minimale). Si on suppose que l’on monte deux masses additionnelles sur l’axe
mobile on obtient une masse m = 690 gr. Cela implique une rigidité de k≈ 50 000 N.m−1 dans
cette configuration.
Pour la modélisation nous avons choisi de modéliser le ressort plat par une plaque de Mindlin.
Les simulations réalisées sur Comsol R© montrent que pour une épaisseur de 0.8 mm la rigidité
vaut alors k = 50 600 N.m−1. Pour ne pas dépasser la limite élastique il faut que le déplacement
sur le cercle du centre soit limité à 2 mm, comme le montre les simulations représentées sur la
figure E.3. Cela correspond à appliquer un effort de 100 N sur le ressort.

(a) (b)

FIG. E.3 – Simulations par une plaque de Mindlin du ressort en CuBe2 d’épaisseur 0.8 mm

Les simulations numériques confirment la linéarité de l’effort de rappel du ressort : f = k.x (où
x est la distance dont est déformé le ressort).
L’analyse modale de ce ressort montre que sa première fréquence de résonance est située à
1.63 kHz. Nous ne serons donc pas gênés par des phénomènes de résonance de la structure
flexible comme nous allons utiliser ce récupérateur d’énergie à une fréquence d’utilisation in-
férieure à 200 Hz.
Sur la page suivante on trouve la mise en plan du ressort retenu.
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Résumé

Pour optimiser l’énergie vibratoire extraite d’une structure il faut choisir convenablement les
paramètres du transducteur électrodynamique employé. Dans le cas d’une boucle de récupé-
ration d’énergie linéaire, pour maximiser la puissance extraite il faut que les amortissements
électrique (créé par la boucle de rétroaction) et mécanique (dû aux pertes internes de la struc-
ture flexible) soient égaux. Cela revient à choisir le gain permettant de se placer à l’abscisse
égale au double de celle en circuit ouvert sur le tracé du lieu d’Evans. Si la boucle est trop petite
pour obtenir cette condition, alors il faut l’agrandir en changeant le placement du transducteur
ou bien en utiliser plusieurs. Lorsque la boucle de récupération devient non linéaire l’égalité des
amortissements est toujours valide, mais dans ce cas de figure il faut définir un amortissement
électrique équivalent. Des mesures expérimentales ont confirmé que le même critère peut être
utilisé dans le cas linéaire que dans le cas non linéaire.
Pour optimiser la puissance récupérée d’une structure vibrante, même si celle-ci n’est pas ex-
citée à sa pulsation de résonance, utiliser un récupérateur d’énergie inertiel est envisageable.
En choisissant sa masse, sa pulsation de résonance et son amortissement de façon adéquate, la
puissance extraite peut être maximisée.

Mots-clés: Récupération d’énergie, transducteur électromagnétique, optimisation, stratégie de
contrôle, direct velocity feedback (DVF), structure flexible, source d’énergie finie et infinie,
boucle de rétroaction linéaire et non linéaire.

Abstract

To optimize the energy scavenged from a vibrating structure, the parameters of the electrody-
namics transducer have to be adjusted. When the harvesting feedback loop is linear, the maximal
power is scavenged as soon as the electrical damping is chosen equal to the mechanical damp-
ing. This happens when the abscissa of the root locus is equal to twice the open loop abscissa. If
the loop is too small then it has to be increased by moving the energy harvesting device location
or by increasing the number of energy harvesting devices. In the case of a non linear feedback
loop, an equivalent electrical damping has to be defined and adjusted to become equal to the
mechanical damping to maximize the power harvested. Experimental measurements confirm
that the same criteria can be used to maximize the energy scavenged when linear and non linear
feedback loops are considered.
To optimize the power extracted from a vibrating structure, when the imposed frequency is dif-
ferent from its natural frequency, a tuned mass energy harvesting device has to be chosen. By
adjusting its mass, damping and natural frequency tuned to the vibrating structure characteris-
tics, the energy scavenged can be maximized.

Keywords: Energy harvesting, electromagnetic transducer, optimization, control strategy, di-
rect velocity feedback (DVF), flexible structure, finite and infinite source, linear and non linear
feedback loop.
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