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Introduction générale

Dans cette these, nous proposons d’étendre, de deux manieres différentes, les mo-
deles Tweedie, historiquement introduits par Tweedie (1984). Outre I’étude théorique
détaillée faite par Jorgensen (1997), on peut se rendre compte que ces modeles sont
appliqués dans de nombreux domaines comme 1’écologie, les sciences actuarielles, le
contrdle qualité, ou encore la physique. Ceci motive le fait d’étendre en dimension
supérieure ces modeles afin de proposer des outils permettant une modélisation plus
fine des nombreux problemes statistiques que peut rencontrer un praticien.

Avec certaines restrictions, nous donnons également des outils permettant de
conduire a la résolution de certains problemes de caractérisation des familles ex-
ponentielles naturelles (FENs) par la fonction variance généralisée, définie comme
le déterminant de la fonction variance (i.e. ’écriture de la variance en fonction du
parametre de moyenne). Ces problémes de caractérisation apparaissent depuis une
dizaine d’années dans la littérature et ’on se rend compte qu’ils sont liés, lorsque la
famille sous-jacente est indéfiniment divisible, & un probleme d’unicité de solutions
de certaines équations de Monge-Ampere.

Le présent manuscrit est organisé comme suit. Le Chapitre 1 va servir de revue
de I'état de I'art concernant les FENs et les modeles Tweedie. Nous nous concentre-
rons en particulier sur les FENs indéfiniment divisibles et démontrerons ’existence
de la mesure de Lévy modifiée. Nous donnerons également une revue des modeles
Tweedie qui sont des cas particuliers des modeles de dispersion exponentielle. Nous
donnerons également un théoreme de convergence dans lequel les lois Tweedie ap-
paraissent comme lois limites. Dans le Chapitre 2, nous donnons la construction des
vecteurs aléatoires Tweedie. En nous basant sur une méthode de convolution, nous
étendons la notion de modeles de dispersion exponentielle multivariés au cas par-
ticulier des lois Tweedie. Pour une bonne compréhension, nous présentons d’abord
le cas bivarié avant de donner le théoreme d’existence des vecteurs aléatoires Twee-
die de n’importe quelle dimension. Nous remarquerons que ces vecteurs, de par
leur construction, ont quelques propriétés en commun avec les vecteurs gaussiens.
A travers cette construction, nous obtiendrons une matrice de variance-covariance
dont chaque entrée permettra de contrdler la covariance entre les lois marginales.
Ceci menera a une représentation matricielle qui simplifiera 'implémentation d’une



méthode de simulation. Nous en observerons quelques résultats. Nous proposerons
ensuite la construction de vecteurs aléatoires Tweedie dont la covariance entre les
lois marginale est négative. Encore une fois, une représentation matricielle menera
a une méthode de simulation dont les résultats se montreront intéressants. Le Cha-
pitre 3 sera consacré a une autre extension multivariée des lois Tweedie. Les distri-
butions obtenues seront appelées lois stables multiples et nous montrerons qu’elles
engendrent des FENs dont les fonctions variance généralisées sont produits de puis-
sances des composantes du vecteur moyen. Nous donnerons également les mesures
de Lévy modifiées associées a ces FENs. Cela nous permettra de donner un esti-
mateur sans biais et uniformément de variance minimale de la variance généralisée.
Cet estimateur sera comparé numériquement a une autre méthode d’estimation plus
classique. Enfin, le Chapitre 4 sera consacré a des problemes de caractérisation des
FENs par la fonction variance généralisée. Nous verrons que c’est a travers la ré-
solution de certaines équations de Monge-Ampeére que nous pourrons établir cette
caractérisation, d’abord par la mesure de Lévy modifiée, puis par la fonction va-
riance généralisée. Nous commencerons donc par présenter une revue des outils de
résolution de I’équation de Monge-Ampere avant de démontrer que les FENs de
type stables multiples sont en effet caractérisées, a la fois par la mesure de Lévy
modifiée et par la fonction variance généralisée, si 'on admet certaines restrictions
sur I’ensemble des FENs considérées. Nous donnerons enfin une piste de résolution
générale pour n’importe quelle FEN indéfiniment divisible.



Familles exponentielles naturelles et modeles
Tweedie

Résumé

Nous introduisons le cadre des familles exponentielles naturelles, et considérons
en particulier le cas ou ces derniéres sont engendrées par des mesures indéfiniment
divisibles. Nous redonnons alors une preuve de l'existence de la mesure de Lévy
modifiée. Enfin, nous exposons un exemple particulier que constituent les modeéles

Tweedie.
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1.1 Introduction

Les familles exponentielles naturelles (FENs) sont une part importante de la sta-
tistique théorique. Depuis plusieurs décennies, elles sont étudiées et classifiées. L’ou-
vrage de Barndorff-Nielsen (1978) en donne une introduction détaillée. De nombreux
auteurs se sont alors penchés sur leur classification d’apres la forme de leur fonc-
tion variance (i.e. I’écriture de leur variance en fonction du parameétre de moyenne).
On peut par exemple citer Morris (1982), Letac et Mora (1990), Hassairi (1992),
Hassairi (1993), ou encore Casalis (1996) qui a donné une description complete de
toutes les FENs de R? de fonction variance quadratique. Un cas trés particulier de
ces familles, lorsqu’elles génerent un modele de dispersion exponentielle, est celui des
modeles Tweedie. Ces lois, introduites par Tweedie (1984) et étudiées ensuite par
Jorgensen (1997), sont une généralisation des lois a-stables. Leur fonction variance
est bien spécifique et est donnée par

V(m)=m?, (1.1)

avec p €]—o00, 0]U[1, +00[. Les lois Tweedie interviennent dans un nombre important
de champs d’application. Elles sont en effet liées, de par la relation (1.1), a loi de
puissance de Taylor (voir Taylor (1961) pour plus de détails). Cette derniére apparait
aussi bien en biologie qu’en physique et stipule que la variance empirique est donnée
par une puissance de la moyenne. En particulier, les liens entre modeles Tweedie
et loi de puissance de Taylor en science physique sont mis en lumiere par Kendal
et Jorgensen (2011) et une application en est donnée par Kendal (2014). Beaucoup
d’autres applications leur ont été trouvées comme en actuariat (Smyth et Jorgensen
(2002)), en écologie (Foster et Bravington (2013)) ou encore en controle qualité
(Edgeman (1989)). Pour rendre accessibles ces lois aux praticiens, Dunn (2014)
a proposé un package pour le logiciel R (voir R Development Core Team (2014))
permettant de simuler des observations des lois Tweedie. Il s’est basé sur les travaux
de Dunn et Smyth (2008) qui ont proposé une méthode pour évaluer les densités des
lois Tweedie, qui ne sont pas explicitables pour la plupart, par inversion de Fourier.
Nous organisons ce chapitre de la maniere suivante. La Section 1.2 présente une
revue du cadre des FENs et introduit les outils, dont la mesure de Lévy modifiée,
qui seront utiles a la suite du développement. Quant a la Section 1.3, elle donne les
détails des modeles Tweedie sur R et rappelle certains résultats de convergence.

1.2 Familles exponentielles naturelles

Nous présentons ici une revue du cadre des FENs et nous nous focalisons en
particulier a celles générées par des mesures indéfiniment divisibles.

1.2.1 Définition, fonction variance et fonction variance gé-
néralisée

Pour introduire le cadre des FENs, nous suivons les notations utilisées dans
(Kotz et al., 2000, Chap. 54) et (Jorgensen, 1997, Chap. 2). Considérons M (R,
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Iensemble des mesures o-finies définies sur les boréliens de R% et non concentrées
sur un hyperplan. Pour p € M(R?), on définit sa transformée de Laplace, notée L,
par

L(0) = [ exp(6"2)u(da), (1.2)

(o]

et on note D(L,) = {6 € R?, L,(f) < +oo} son domaine. Pour § € ©, = D(L,,),
on définit la fonction cumulante de p par

K, (0) = In L, (6). (1.3)

Définition 1.2.1. On appelle famille exponentielle naturelle générée par n € R,
[’ensemble

F(M) = {P(‘gvu)a 0 € G)H}7 (14)

ot

P(6, 1)(dx) = exple™6 — £, (6)] (o). (L5)

Le parametre 6 est appelé paramétre canonique de la famille. Quant a x, on
lappelle statistique canonique. La fonction génératrice des moments de P(6,u) €
F(u) est donnée par

Loaan(s) = [, " PO.m(d2)
= /Rd explz’ (0 + s)|u(dz) exp[—r,(0)]
— eXp[/ﬁu(e +s) — KM(Q)L

pour tout s € ©, — §. Ainsi, la fonction génératrice des cumulants de P (6, i) s’écrit

kpo.)(8) = ku(0 +s) — Ku(0).

On peut alors remarquer que n ‘importe quel élément P € F en est un générateur.
En effet, considérons la FEN F générée par P. Alors, tout élément de F s'écrit, pour
s€0,—0,
P(s,P)(dz) = exp[z's— kp(s)]P(dx)
— expleTs — k(0 + 5) + K (8)] expla 0 — () ()
= explr' (s +0) — k(0 + s)]u(dz),
qui est bien un élément de F(u) avec 6/ = 6 + s.
Maintenant, si X est un vecteur aléatoire de loi P(6,u), ses cumulants sont

donnés par
Ky = V" /ip(gﬂu)(S)’S:O = V"k,(0).

En particulier, son espérance est donnée par
Eo[X] = Vk,(0). (1.6)

On peut alors facilement montrer que l'application 7, : 6 — 7,(60) = Vk,(8),
appelée application des valeurs moyennes (mean value mapping en anglais), est un
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difféomorphisme de O, dans My = V£,(©,), que I'on appellera le domaine de la

moyenne. On notera par 1, l'inverse de 7. Ainsi, la famille de lois P(m,F) pour

tout m € Mg, est une reparamétrisation de F(u). On peut alors remarquer que le

domaine Mp ne dépend pas du générateur de F, mais seulement de la famille F.
La matrice de variance-covariance de X est quant a elle donnée par

Covg(X) = V2Lp(p,(0) = Vk,(0). (1.7)
En considérant la paramétrisation par m, on peut la réécrire
Covn(X) = V2, (¢,(m)) = Ve(m). (1.8)

On l'appelle alors fonction variance de la FEN F. En prenant le déterminant de
Vk, on obtient la fonction variance généralisée de la FEN F. Il est bien connu que
la fonction variance donne une caractérisation de la FEN sous-jacente. Ce résultat
a d’abord été démontré pour les FENs engendrées par des mesures sur les réels.
C’est I'objet du Théoreme 2.11 de Jgrgensen (1997) qui en présente aussi une dé-
monstration. Dans un cas plus général, le fait que la fonction variance permette de
caractériser la FEN dont elle est issue est donné par la proposition suivante (voir
par exemple Casalis (1996)).

Proposition 1.2.1. Si F; et Fy sont deux FENs dont les fonctions variance coin-
cident sur un sous-ensemble non vide de Mg, N Mp,, alors F1 = Fs.

Pour illustrer la définition des FENs, considérons 'exemple suivant : soit p €
M(R) telle que

400 1
dz) =) gék(dx) Vo € N.
k=0 "

Sa fonction cumulante est alors donnée par x,(#) = exp(#) pour tout § € ©, =
Ainsi, chaque P(0, ) € F(u) s’écrit, pour tout z € N,

(569)

P60, p)(dx) Ze_eXp o) XD ———0k(dx).

On reconnait alors la famille des lois de Poisson. En dérivant successivement la
fonction cumulante on trouve m = exp(f) et Ve, (m) = m. De méme, la mesure
1jo +oof(z)dz va engendrer la famille des lois gamma. Maintenant, p € M(R?) telle
que
pldr) = 3 () (1.9)
keNd
avec k! = kilky! ... kg!, va générer la famille des lois de Poisson multivariées.

Bien que plusieurs résultats récents permettent de caractériser certaines FENs
bien spécifiques par leurs fonctions variance généralisées (voir par exemple Koko-
nendji et Masmoudi (2013), Kokonendji et Masmoudi (2006), Nisa et al. (2015) ou
Ghribi et Masmoudi (2010)), obtenir 1'équivalent de la Proposition 1.2.1 se révele
impossible. En effet, considérons I’exemple suivant, proposé par Ghribi et Masmoudi
(2010).



Exemple 1.2.1 (Ghribi et Masmoudi (2010)). Soit Fy une FEN sur R? générée par
une mesure composée d’une loi binomiale négative et d’une loi gamma comme définie
dans Casalis (1996). Sa fonction variance est donnée, pour tout m € Mg, =|0, +00[?,

par

2

Voo = (" ).

mime ms
Soit maintenant Fy une FEN sur R? générée par le produit indépendant d’une loi de
Poisson et d’une loi gamma. Il est facile de voir que la fonction variance est donnée
par Vg, (m) = diag(my, m3) pour tout m € Mg, =]0, +o00[*. On a bien det Vi, (m) =
det Ve, (m) = mym3 pour m € Mg, = Mp,, mais Fy et Fy sont distinctes.

Pour finir cette introduction sur la notion de FEN, considérons A, I’ensemble
de tout A > 0 tel que Lf; est la transformée de Laplace de la mesure juy = p*.
Cet ensemble est appelé ensemble de Jorgensen et la FEN F(uy) va générer ce
qu’on appelle un modele de dispersion exponentielle ED*(0, A), ou A sera appelé
parametre de dispersion. Ces modeles sont principalement utilisés pour modéliser
Ierreur dans un modele linéaire généralisé. Pour plus de détails, on pourra se référer
a Jorgensen (1997) et a Jorgensen (2013) pour la version multivariée. Ensuite, si
I'on considere la mesure image @, de p par Uapplication ¢ : x — Ax + b avec A
une matrice carrée d’ordre d non singuliere et b € R?, la FEN engendrée par ./,
notée par p(F(u)), est appelée affinité de la FEN F(u). La FEN F(¢.u,) est alors
dite de méme type que la FEN F(u). On pourra également dire que F(p.puy) et
F(u) appartiennent au méme Gg-orbite. La proposition suivante rend compte des
propriétés sur les fonctions variance et de variance généralisée de deux FEN de méme
type (voir Boubacar Mainassara et Kokonendji (2014)).

Proposition 1.2.2. Soient p et i deuxr mesures de M(R?) engendrant respective-
ment les FEN F et F'. Alors

i. s’il existe (d,c) € R? x R tel que p(dz) = expld'x + c|u(dz) alors F = F' et
Op =0,, ky(0) =k, (0 +d)+ c; pour m € Mp = Mg/, Viw(m) = Ve(m) et
det Vi (m) = det Vi(m) ;

it. st p'(dz) = p.u(de) est la mesure image de p par ¢ : x — Az + b alors
Op =AT0, et ,(0) =k, (AT0)+b" ; pour m’ = Am+b € o(My), Vin(m/) =
AVe(o~Hm/))AT et det Viv(m') = (det A)?det Vi(m) ;

iii. si p/(dz) = pa(de) pour A € A, alors ©,y = O, et ky(0) = A&, (8); pour
m' = Am, Vim(m') = AWV (A"Im/) et det Vi (m') = A\ det Vi (m)

La fonction variance généralisée d’'une FEN est donc invariante quelque soit le
générateur et pour n'importe quelle transformation affine ¢ : x — Az + b telle que
det A = +1.

1.2.2 Familles exponentielles naturelles indéfiniment divi-
sibles et mesure de Lévy modifiée

Nous allons maintenant parler des FENs générées par des mesures indéfiniment
divisibles, tous les exemples et résultats développés dans les chapitres suivants ne
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concernant que ces dernieres. Rappelons d’abord la définition d’une mesure indéfi-
niment divisible.

Définition 1.2.2. Une mesure p est dite indéfiniment divisible si pour tout entier
n # 0, il existe une mesure u, telle que

p(dr) = " (de).

On pourra se référer a (Sato, 1999, Chap. 2) pour plus de précisions sur les
mesures indéfiniment divisibles. Une FEN engendrée par une telle mesure sera elle
aussi dite indéfiniment divisible.

La proposition suivante permet de faire le lien entre une FEN indéfiniment divi-
sible et I’ensemble de Jgrgensen de sa mesure génératrice.

Proposition 1.2.3. Une FEN F(u) est indéfiniment divisible si, et seulement si
son ensemble de Jorgensen A, est égal a |0, 4o00[.

Une preuve pour les modeles de dispersion exponentielle sur R est donnée dans
(Jorgensen, 1997, Chap. 3). Il est facile d’adapter cette preuve pour n’importe quelle
FEN sur R%.

En considérant les FENs indéfiniment divisibles, Hassairi (1999) a démontré
I’existence de ma mesure de Lévt modifiée. Ce résultat central est 'objet du théoreme
suivant, dont nous redonnerons la démonstration.

Théoréme 1.2.1 (Hassairi (1999)). Pour une mesure indéfiniment divisible p €
M(R?) générant une FEN F, il existe une mesure positive p(u) sur les boréliens de
R?, appelée mesure de Lévy modifiée, telle que

det V£, (0) = Ly (0), pour tout 6 € ©, = O .

Avant de prouver ce théoreme, nous avons besoin des résultats suivants, que nous
donnons sans démonstration.

Lemme 1.2.1. Soit A et B deux matrices carrées d’ordre d. Si A est diagnonale,
alors
det(A+B)= > det Aredet Br,

Tc{1,2,..,d}

ot Ay est la matrice carrée d’ordre #(T) vérifiant Ap = (ai;) ez et avec det Ay =
1.

Lemme 1.2.2. Soit ' = I} X F5 X --- X Fy un espace vectoriel produit de d espaces
de dimensions finies et B : F' — R une forme linéaire sur F. Si v est une mesure
positive sur les boréliens de F et f = (fi, fa, ..., fa) une application de F dans F
telle que [ f(z)v(dz) < +o0, alors

B< /F f(x)u(dx)) — B( /F Fu(z)v(de), /F Fo(x)v(da),. .. /F fd(x)y(d:p))
t

= [ BIAY () 5 (o) o ()] (0)
v (dx(z)) LoV (dx(d)) )
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Lemme 1.2.3. Soit p une mesure indéfiniment divisible générant une FEN F. Alors
il existe une matrice symétrique définie positive X et une mesure positive v telles
que

Vik,(0) = + /Rd zx' exp(x' 0)v(dx).

Ce dernier résultat est en fait la décomposition d'un processus indéfiniment di-
visible avec ¥ la matrice de diffusion et v la mesure de Lévy associée. Pour une
preuve, ainsi que pour des précisions sur les processus indéfiniment divisibles et les
processus de Lévy, on pourra se référer a Applebaum (2009).

Démonstration du Théoréeme 1.2.1. Commencons par considérer une mesure posi-
tive n sur les boréliens de R?. On veut alors montrer 1’égalité

det zy n(dr, dy) = det [z, 2@ x@] det [yM), y@ ...y @]

1
R xRd ’ dl /(Rdled)d
n (dx(l), dy(l)) n (dx@), dy(2)> .. (dx(d), dy(d)> . (1.10)

Pour obtenir le membre de gauche de (1.10), il suffit d’appliquer le Lemme 1.2.2
avec F; = R? pour i € {1,2,...,d}, F étant 'espace des matrices carrées d’ordre d,
et B = det. Ainsi,

! = W,V 2, @), (d)
det ot zy n(de,dy) = /(]Rded)d det[ y e Yy e Py, }
n (dx(l)’ dy(1)> n (dx@), dy(2)> o (dl,(d), dy(d)) _

()

. . T
En effet, la i®™¢ colonne de la matrice () (y(’)) est donnée par z@y;"”. Le membre

de gauche de (1.10) est donc égal a

y%l)yéz) . .y(d) det |z, 23 .. 2@ n dz™, dy™
(RixRe)* d
n (da:(z), dy(2)> .. (dx(d), dy(d)) . (1.11)

Examinons maintenant membre de droite de (1.10). Notons le S. On a donc succes-
sivement

1 . .
= = @) ) O 4.0

U(dx(”,dy@))... (dx(d) dy(d)>
_ ;'/(Rwd [Zxk L ] (42, dy0)
( dy(2) 0 (de®, dy®)

d
= Z /]Rded H det |:xl(€ ), I?), . ’mlgd)] n (dx(l), dy(l))
kl k‘z ..... kqg=1 -

) o ),




Mais comme det [x,(c ), xf), .. ,x,(ﬁd)}est égal a det [xf,l), z? . ,x((,d)} si(ki, ko, ..., kq)

g

est une permutation de o, et est nul sinon, on peut écrire

S = 0626: /RdXRd ljy((fz det {x W @ ,x((}_d)} n (dx(l),dy(1)>
n(dx ,dy(2)> ...n(dx D dy ) . (1.12)

Considérons alors la permutation 7 = ¢~!. On a donc

y((f&) det [xf,l) 22 }

O'

H:&

]) det {xl 2 x;@), e ,x;(d)] .

<.
I Y
MR

De plus, la mesure 7 (dx(l) dy™ ) (dl’ ,dy ) (dx(d), dy(d)) est invariante par

d
la permutation 7 qui est définie sur (Rd X Rd) par

T[(xm y ), (22, 52) L (2D, )]
= (@0, ®), (7@, @) L (a7, )]

Ainsi, la mesure

d .
11 y;(j) det [1:1(1), 1:;(2), . ,:c;(d)} n (dx(l), dy(l))
=1

n (dx@), dy(z)) 1 (dx(d)’ dy(d))

ne dépend pas de 7. En utilisant (1.12), on remarque que S est égal a (1.11).
Maintenant, comme g est une mesure indéfiniment divisible, elle satisfait, d’apres
le Lemme 1.2.3,

det VZk,(0) = det {Z + /]Rd zx’ exp (xTH) u(daz)} : (1.13)

Mais comme ¥ est symétrique et définie positive, il existe une base orthonormale
de R? dans laquelle elle admet une représentation diagonale, que nous notons A. Et
donc

det V25, (0) = det [A + /]Rd xx' exp (mT9> v(dz)| .

(1.14)

On applique ensuite le Lemme 1.2.1 & I'équation (1.14) avec B = [paxz " exp(z0)
v(dz). Posons alors T' = {iy,ig,...,ix} C {1,2,...,d} avec 1 <iy <ig < -+ < i <
d et considérons 'application 77 : R — R¥ telle que

(X1, Toy ooy g) = (T, Tigy -+, Tige)-
Ainsi, pour = et y deux vecteurs de R?, on a
(2y7), = 7r(@) e (w)]T. (1.15)

Posons alors
n(dz,dy) = exp (GT:U) v(dx)d,(dy).
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On peut donc écrire
B = zy n(dz, dy).

R4 xRd

En utilisant la relation (1.15), il vient

Br= [, r@lre(w)]Tn(dr. dy).

Introduisons maintenant la mesure 7 définie comme la mesure image de n par I'ap-
plication de R? x R? dans R* x R* donnée par (z,y) — (7r(z), 7r(y)) et alors

B :/ Thi(dz, dy).
r= [, ey i(de,dy)

On applique ensuite ’égalité (1.10) & Br et on obtient

dot By = /(kaRk) et [0, 2, o] det [y, 4, y®)]

i (dx(l), dy(l)) ii (dx dy(Q)) ( ®) qy®) )

De la méme fagon, on peut écrire

det By = kll/(Rded)k det {TT (:c(l)> TT (x(z)) e TT (x(k))} det [TT (y(l)) ’

T <y(2)> T (y(k))} n (dx(l), dy(l)) n (dx(2), dy(2)>
n (dx(k), dy(k)) .

Mais comme 7(dz, dy) = exp (HTx) v(dx)d,(dy), on obtient alors

1 1 2 K\ )2
det By = o /(Rd)'“ (det [rr (27) 7 () ... 7 (2)])
exp [(9T zk: x(j)] v (dx(l)) v (dm(z)) 7 (dm(k)> .

=1

Notons alors par T'(v) la mesure image de

;‘ (det |77 (2D) 77 (2@) ... 7r (x(k))}f v (dzM) v (de®) . v (da®)

k
par 'application de (Rd> dans R? définie par
k .
j=1
On peut alors écrire

Br = /]Rd exp (QTx) T(v)(dx)

13



et finalement

det V?k,(0) = det A + /Rd exp (QTx) ( > det ATCT('U)) (dx).

0£TC{1,2,...,d}

La mesure

p(p)(dx) = (det A)do(dz) + ( > det ATCT(U)) (dz)

0£TC{1,2,....d}
est donc telle que det V2x, = L), ce qui termine la preuve. O

Remarquons que la mesure de Lévy modifiée définie par le Théoreme 1.2.1 n’est
en général pas un élément de M(R?). En effet, si I'on reprend I’exemple de la FEN
des lois de Poisson sur R? générée par la mesure (1.9), on a

det ,(0) = exp (zd; 9i>

ce qui implique que p(u)(dz) = 6;(dz) qui est concentrée sur le vecteur (1,1,...,1)7

de R?. De plus, la condition d’infinie divisibilité n’est pas une condition nécessaire
a l'existence de la mesure de Lévy modifiée. Un contre-exemple est présenté dans
(Hassairi, 1999, p. 376). Remarquons ensuite que cette mesure de Lévy modifiée
est intimement liée a la fonction variance généralisée. En effet, si 'on réécrit cette
derniéere en fonction du parameétre canonique 6, elle est égale a la transformée de
Laplace de cette mesure. Il faut cependant faire attention a ne pas les confondre. On
s’en rend bien compte en reprenant 'Exemple 1.2.1 : les deux familles considérées
ont la méme fonction variance généralisée, mais un calcul rapide permet de mon-
trer qu’elles n’ont pas la méme mesure de Lévy modifiée (plus de précisions seront
données dans l'introduction du Chapitre 4). Ainsi, lorsque nous voudrons parler de
caractérisation de la FEN F(u) par sa fonction variance généralisée, il faudra faire
attention a se placer soit en § € ©,,, soit en m € M. Enfin, I’équation que satisfait
la mesure de Lévy modifiée lorsque la FEN sous-jacente est inconnue est appelée
équation de Monge-Ampére. Cette équation a beaucoup été étudiée en théorie des
équations aux dérivées partielles et les résultats la concernant serviront de base a
la résolution de différents problemes de caractérisation des FENs par la fonction
variance généralisée ou par la mesure de Lévy modifiée. Pour une introduction com-
plete de ’équation de Monge-Ampere et des outils utilisés pour sa résolution, on
peut se référer a Gutiérrez (2001).

1.3 Modeéles Tweedie univariés

Nous allons maintenant introduire la famille des lois Tweedie. Cette famille
contient certaines lois bien connues telles que la loi normale, la loi gamma, la loi
de Poisson ou encore la loi inverse gaussienne. Nous nous référerons aux notations
introduites dans (Jgrgensen, 1997, Chap. 4).
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Pour commencer, posons d = 1. On rappelle que pour A > 0, la FEN F(u,)
génere la famille de lois ED*(0, \), appelée modele de dispersion exponentielle et
dont les éléments s’écrivent

exp [0z — Ak, (0)] pa(da).

Cette famille de lois est dite additive. En effet, il est facile de voir que, pour tout

)\1,)\2,...,)\n de Al“

ED* (9, 3 )\i> £ 3 ED*(0, \),
i=1 i=1
ot £ désigne 1'égalité en loi. La famille correspondante ED(m, o?) £ 1/AED*(6, \)
avec m = 7(0) et 02 = 1/ est appelée modele de dispersion exponentielle repro-
ductif. L’application Y + Y/o?, fournissant une dualité entre les modeles additifs
et reproductifs, est appelée transformation duale. La fonction génératrice des cumu-
lants d’'un modele de dispersion exponentielle additif est donnée par

K*(5;0,\) = Nku(0+ s) — k(0)]

pour s € ©, — 0. Quant a la fonction génératrice des cumulants d’'un modele repro-
ductif, elle est donnée par

K(s;0,\) = Aru(0+ s/X) — k(6)]

avec s € A\(©,—0). Notons que le passage d'un modele additif au modele reproductif
correspondant (lorsque cela a un sens) se résume & une reparamétrisation. Enfin, la
fonction variance de la famille exponentielle F(u) sera appelée fonction variance
unitaire du modele de dispersion exponentielle correspondant.
Nous nous intéressons maintenant aux modeles ayant pour fonction variance
unitaire
m — mP, (1.16)

avec p €] — 00, 0] U [1, +o0o[ qui sera lié a un parametre « satisfaisant ’équation

p—1(1—a) =1

Les deux parametres pourront alors étre utilisés indistinctement suivant les besoins.
Les modeles de dispersion exponentielle qui satisfont (1.16) sont appelés modele
Tweedie et les FENs correspondantes sont générés par la mesure p, de fonction
cumulante N

C“T_l (%) pour p#1,2

R (0) = § —log(—0) pour p=2

exp(6) pour p=1,
et 'on note par j, \ la mesure ayant pour fonction cumulante Ar,,, = £, ,. Les fonc-
tions génératrices des cumulants des modeles additifs et reproductifs de dispersion
exponentielle correspondants sont alors respectivement données par

ARy, [(1—}—%)0{—1} pour p#1,2
K;(5;0,A) =4 —Xlog (1 + g) pour p=2 (1.17)
Xel(ef — 1) pour p=1,
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AEp, {(1 + ﬁ)a — 1} pour p#1,2
KP(S; ‘9, )\> = —)\10g (1 + %) pour p = 2
Ae?(es/* —1) pour p=1.

On note par 7w, (6, A) une loi Tweedie additive et par Tw,(m, 0?), une loi Twee-
die reproductive. Ces deux types de lois satisfont la relation

Twi(0,A) = Tuw, (A, (0), A7)
La propriété de reproductivité se traduit sur les lois Tweedie par
2\ £ 2—p 2
cTwy(m,0°) = Twy(ecm, ¢ Po”), pour ¢ > 0.

Le Tableau 1.1 donne un résumé des lois incluses dans les modeles Tweedie.

Lois % a M, Sp
Stables extrémes p<0 l<a<?2 ]0,00f R
Gaussienne p=20 a=2 R R
[N'existe pas] 0<p<l 2<a<
Poisson p=1 a=-00 ]0,00] N
Poisson-composées 1 <p <2 a<0 10,00[ [0, 0]
Gamma décentrée p=3/2 a=-1 ]0,00[ [0,00]
Gamma multivariée — p =2 a=0 10,00[ ]0, 0]
Stables positives p>2 O<a<1l ]0,00] ]0,00]
Inverse gaussienne p=3 a=1/2 ]0,00[ ]0,00]
Stable extréme p =00 a=1 R R
TABLE 1.1 — Lois Tweedie de support S, et de domaine de moyenne M, pour
p € R\J0, 1]

Intéressons-nous maintenant aux résultats de convergence des lois Tweedie. En
particulier, Jorgensen et al. (1994) ont montré que tout modele de dispersion expo-
nentielle converge en loi vers un modele Tweedie. C’est 'objet du théoreme suivant.

Théoréme 1.3.1 (Jorgensen et al. (1994)). Dans un modéle de dispersion expo-
nentielle issu d’une FEN F(u), supposons que la fonction variance unitaire V' est
réquliére a l’ordre p en zéro ou a l'infini, c’est-a-dire qu’elle vérifie

V(m) ~ com?,
quand m tend vers 0 ou +oo avec ¢y > 0. Alors p €]0,1[ et pour tout m et o
¢ 'ED (cm, 0202_p) A Tw,(m, coo?)

lorsque ¢ — 07 ou ¢ — +00, ot la convergence est donnée pour les valeurs de c
telles que cm € Mp(,) et & 2/a? € A,. De plus, le modéle est indéfiniment divisible
i 2P — 4-00.
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On peut alors distinguer trois types de convergence dans le Théoreme 1.3.1. La
premicre, définie lorsque le paramétre de dispersion o?c?> 7P tend vers 0, est dite de
type central limite, en référence au populaire théoreme central limite. La deuxiéme
est dite de type indéfiniment divisible et apparait lorsque le parametre de dispersion
explose. Enfin, la troisiéme est un résultat de convergence de Tauber. On parle de
ce type de convergence lorsque le parametre de dispersion est constant. On pourra
se référer a Feller (1971) pour une présentation de la théorie de Tauber. Notons que
pour approfondir la notion de convergence pour les modeles Tweedie, on pourra se
référer a (Johnson et al., 1997, Chap. 4).
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Vecteurs aléatoires Tweedie

Résumé

A Paide d’une méthode de convolution qui s’appuie sur les propriétés d’additivité
et d’échelle des lois Tweedie univariées, nous donnons une construction des vecteurs
aléatoires Tweedie de marges positivement corrélées. Ces derniers sont paramétrés
par un vecteur de position et une matrice de dispersion, et sont caractérisés par
leurs fonctions génératrices des cumulants. Cela mene a une représentation matricielle
des ces vecteurs aléatoires et facilite leur simulation. Grace a cette représentation,
nous pouvons également simuler un vecteur aléatoire Tweedie dont les marges sont
négativement corrélées.
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2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons la notion de vecteurs aléatoires Tweedie. A
I'instar du cas univarié qui généralise la loi normale, les vecteurs aléatoires Twee-
die peuvent étre vus comme une généralisation du vecteur gaussien et conservent
quelques unes de ses propriétés. Ils sont également un cas particulier de modeles
de dispersion exponentielle multivariés. Les résultats présentés dans ce chapitre ont
donné lieu a la publication de 'article Cuenin et al. (2016b).

Nous avons vu précédemment que les modeles Tweedie univariés jouent un role
tres important dans la modélisation de nombreux phénomeénes dans divers champs
d’application. Cela a récemment mené Dunn (2014) a développer un package R (voir
R Development Core Team (2014) pour plus d’informations sur le logiciel R) qui per-
met de simuler des observations des lois Tweedie de parametre de puissance p > 1,
mais aussi de donner des approximations de leurs fonctions de densité, de leurs
quantiles et de leurs fonctions de répartition. Parallelement, Furman et Landsman
(2010) ont proposé une extension multivariée des lois Tweedie, mais directement
construite pour répondre & une problématique en sciences actuarielles (notons que
Furman et Landsman (2007) ont montré I'importance de la structure de dépendance
en actuariat). Ils ont employé une méthode de réduction multivariée en considé-
rant une transformation linéaire d'un vecteur aléatoire a valeurs dans R%*! dont les
composantes sont indépendantes et suivent chacune une loi Tweedie univariée. Ils
obtiennent alors une distribution de probabilité de dimension d avec d parametres
de position et d parametres de dispersion, dont les distributions marginales sont
dépendantes. Cependant, le controle de la corrélation n’est pas garanti et les lois
obtenues se révelent étre sous-paramétrées. Nous voulons, dans ce qui suit, donner
une construction permettant de paramétrer une loi Tweedie multivariée par un vec-
teur de position m = (mq, mo, ..., my) et une matrice de dispersion A = (\;j)1<; j<da
qui soit symétrique. Ainsi, en plus du fait que chaque loi marginale sera paramé-
trée par un parametre de position et un de dispersion a l'instar des lois Tweedie
univariées, la corrélation entre deux d’entre elles pourra aussi étre contrélée par un
parametre. Il est a noter que, toujours dans le cadre d’une application en assurances,
Shi (2016) a proposé une régression multivariée basée sur un mélange de lois Tweedie
dont la corrélation est gérée par une copule. Dans ce qui suit, nous allons utiliser
une méthode de convolution pour proposer une construction des vecteurs aléatoires
Tweedie. Cette méthode est détaillée dans Joe (1997) et peut se résumer, dans le
cas bivarié, par la décomposition suivante. Considérons trois variables aléatoires X7,
X5 et X3 mutuellement indépendantes et identiquement distribuées. Supposons éga-
lement que leur loi soit stable par addition. Considérons le vecteur aléatoire X tel

- X = (ii) + <§2> + (;;3) : (2.1)

Le vecteur aléatoire X pourra alors étre considéré comme ayant pour loi une exten-
sion bivariée de la loi de X7, X5 et X3. En nous basant sur cette approche et sur le
travail effectué par Jorgensen (2013) et Jorgensen et Martinez (2013), nous propo-
sons, dans la Section 2.2, une construction des vecteurs aléatoires Tweedie que nous
allons définir au moyen de leurs fonctions génératrices des cumulants. Pour bien ap-
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préhender la méthode, une idée de la construction en deux dimensions sera présentée
suivie par les résultats en dimension quelconque. Dans la Section 2.3, nous donne-
rons une représentation matricielle des vecteurs aléatoires Tweedie permettant leur
simulation. Des résultats de simulation en deux dimensions seront alors présentés et
discutés. Nous verrons enfin dans la Section 2.4 comment introduire une corrélation
négative entre les éléments d’un vecteur aléatoires dont les marginales suivent des
lois Tweedie multivariées.

2.2 Vecteurs aléatoires Tweedie : le cas positive-
ment corrélé

Dans cette premiere section nous allons donner les détails nous permettant de
construire des vecteurs aléatoires Tweedie dont les lois marginales sont positivement
corrélées. Une premiere partie sera dédiée a l'exposé détaillé du cas bivarié, ce qui
permettra de bien comprendre la méthode. Une seconde partie présentera la version
multivariée (d > 2) de cette construction ainsi que certaines restrictions des valeurs
que peuvent prendre les différentes corrélations.

2.2.1 Le cas bivarié

Si 'on observe de plus pres la construction donnée par ’équation (2.1), on se
rend compte que la paramétrisation de la loi du vecteur X n’est pas celle que I'on
recherche. En effet, si l'on considére que X; ~ Tw*(m;, \;) pour i = 1,2 et 3,
on s’apercoit que le vecteur de moyenne n’est pas aussi flexible que celui que 'on
cherche a obtenir. En particulier, dans le cas ou X serait tel que ses composantes
soient corrélées au maximum (c’est-a-dire que X5 et X3 seraient toutes deux nulles
presque strement), les marginales seraient égales. Pour plus de flexibilité nous allons
utiliser une variante de cette méthode de convolution en statuant que

= () (8) + ()

ou X9 et Xy partageront le méme parametre de dispersion A;s, mais admettront
un parametre de position chacune, disons m; et my respectivement.

A partir des fonctions génératrices des cumulants données par (1.17), considérons,
pour tout (s1,s2)" € S2, la fonction

vy (es1t52 — 1) pour p=1
K;(Sh 89501, 02,7) = —7log (1 T % tﬁf) pour p =2 (2.2)
7[(14—%—#‘;—5) —1] pour p#1,2.

Définissons alors la fonction génératrice des cumulants d’un vecteur Tweedie de
dimension 2 par la fonction

K;(S;eﬁ) = K;(Sh 59;01,02,712) + K;(Sh 0;01,01,71) + K;(O, 8950, 02,72), (2.3)
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oll les parametres 12, 71 et 7 sont du méme signe que (2 — p)~!. En prenant s; ou
s9 égal a 0, on retrouve bien les fonctions génératrices des cumulants de deux lois
Tweedie univariées chacune paramétrée par 6; et v; = v12 + 5, pour 7 = 1, 2. Pour
obtenir un vecteur aléatoire paramétré par m = (mq,ma)" et A = (N\;j)1<ij<2, On
pose

Yii pour p=1,2
>\z‘i = ii 2.4
{ HMZ(GI') pour p#1,2, (24)
et
Vij pour p=1,2
)\ij == { ij our 1.2 (25)
24;2(6“0]) p p 7& » <
avec P p
kY2(0;,0,) = a-L( b Y :
Hp A7 o a—1 a—1
Pour i = 1,2, la moyenne de la 7™ loi marginale est donnée par
0 Aii pour p=1
5 K (s;0,7) = —)é—i; = \im; pour p =2
5i s=0 )\ii/iup (92)92 = )\”TTLZ pour p # 1, 2,
et sa variance par
o i pour p=1
5207 = o = Xam] pour p =2
% s=0 Niibop, (6’1-)0‘(32_1) = \ym? pour p#1,2.
Quant a la covariance, elle est donnée par
o2 A2 pour p=1
959 K, (s;0,7) =< Apmymsa pour p =2 (2.6)
51052 5=0 Ai2(mymg)P/? pour p#£1,2.

La corrélation entre les deux composantes est alors donnée par

P e
V )\11)\22 .

Au final, si X est un vecteur aléatoire de R? distribué selon une loi Tweedie bivariée
additive Twsy”(m, A) alors son espérance est donnée par

E[X] = diag(A)m,
et sa matrice de variance-covariance par
Var(X) = A ® Vy(m),

ou V,(m) = {(mimj)p/Q}KA _, et © désigne le produit de Hadamard. On peut
YRS

d’ores et déja remarquer qu’en prenant A\ = 0, alors K;( - 36,7) est la fonc-
tion génératrice des cumulants d’un vecteur aléatoire dont les deux composantes
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sont des lois Tweedie indépendantes. Réciproquement, au vu de la covariance (2.6),
en statuant qu’elle est nulle, cela va impliquer A5 = 0 et donc I'indépendance des
composantes. Nous sommes donc face au fait que ’absence de corrélation est équiva-
lente a I'indépendance des deux lois marginales. L’autre cas limite est de considérer
A1 = A9 = A9, ce qui donne un vecteur aléatoire dont les lois marginales sont
completement dépendantes (p12 = 1). On remarque également que lespérance et la
matrice de variance-covariance de X est une généralisation en deux dimensions de
celles obtenues dans le cas univarié. Cette loi bivariée conserve également la propriété
de stabilité par convolution. La démonstration sera donnée dans le cas général qui
sera détaillé plus bas. Enfin, il est possible de définir une version reproductive d’une
loi Tweedie bivariée, qui va conserver la propriété d’échelle, par la transformation

Twh(m, ®) = diag(A)  Twy?(m, A).
L’espérance du cas reproductif sera alors donnée par
E[X] = m,
et sa matrice de variance-covariance
Var(X) = & © Vy(m),

ot ® = diag(A)~*Adiag(A)~t.

2.2.2 Le cas multivarié

Dans cette partie, nous allons donner le résultat général de construction des lois
Tweedie multivariées (d > 2) ainsi que les propriétés qui en découlent. Nous verrons
également que des restrictions s’appliquent sur les différentes corrélations entre les
lois marginales. Le théoreme suivant donne la construction générale des lois Tweedie
multivariées.

Théoréme 2.2.1 (Cuenin et al. (2016b)). Soientd > 1 et p € R\|0, 1[. Considérons
m = (my,ma,...,mg) € RY et A = (\;j)i<ij<a tels que \ym; € M,, Ny > 0 et
Aij > 0 pour tout i,5 = 1,2,...,d. Notons par X = (X1, Xa,...,Xa)" un vecteur
aléatoire de RY. Alors les deuz assertions suivantes sont équivalentes :

i. chaque variable aléatoire X; suit une loi Tw*P(m;, \;;) et Cov(X;, X;) = )\ij(mimj)p/Q
pour tout 1,5 =1,2,...,d;

ii. il existe une loi additive sur R? selon laquelle X est distribuée, notée par
Tw}l(m,A) et ayant pour fonction génératrice des cumulants

d
K;(Sa 8) 7) = Z K;(Sia ) 9i7 6]7 774]) + Z K;(Siu Oa 02'7 01'7 %)a
i<j i=1
avec 8 = (51, 89,...,5q4)" € Sg, Ky( -, -30:,05,7) étant donnée par (2.2) et
Vi = 0% 4 i et tel que N soit défini par (2.4) pour i = j et par (2.5)

pour i # j.
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Démonstration. i. = ii. Fixons i et j dans {1,2,...,d} tels que ¢ < j. Considé-
rons les variables aléatoires X; ~ Tw*™(m;, \;;) et X; ~ Tw™P(m;, \j;) telles que
Cov(X;, X;) = \ij(mym;)P/2. Paramétrons les lois de X; et X; a l'aide des para-
metres canoniques 0; et ;, et v; et ;. De maniere similaire au cas bivarié vu
précédemment, il est possible de décomposer le vecteur aléatoire (X;, X;)" de la

facon suivante :
Xi - Ui,j UZ 0
(%)= ()= (0)(2), e

avec Uy ~ Tw*P(0;,7:5), Uji ~ TwP(0;,7i5), Ui ~ Tw™P(0;,7;) et U; ~ Tw*P(0;,7;).
Comme somme de vecteurs aléatoires indépendants, la fonction cumulante du vec-
teur aléatoire (2.7) sera alors donnée par (2.3). En réalisant cette démarche pour tout
1 et 7 tels que 7 < j, on obtient 'existence d’une loi ayant pour fonction cumulante
K, (s;0,7).

ii. = 1. Pour {1, 2, ..., d}, la fonction génératrice des cumulants de la loi de X;
est égale a I (s0;0,7) ot sy est un vecteur dont la i*™ composante est la seule non
nulle. Il est alors facile de voir que K (s;0,7) = x5 (si; 0i, 7)), avec v = Z?# Yij +Vi-
Ce qui prouve que X; ~ Tw*P(m;, A;). De plus, la covariance entre X; et X; est
donnée pour tout ¢,j =1,2,...,d par

o )\ij pour p=1
95:0 K;(S7 977) = 9 - /\Umlmj pour p =2
%1955 =0 Aijhn 120, 6’])0‘9 = Aij(mim;)P/2 pour p#£1,2.
La preuve est ainsi compléete. O

On peut donc remarquer que, comme dans le cas bivarié vu plus haut, si X ~
Tw}(m, ), alors
E[X] = diag(A)m

et
Var(X) = A © V,(m),

— m... \P/2 o
avec V(m) = {(mim;)"*}i<ij<a.
La corrélation entre les lois marginales est donnée par le corollaire suivant. Celui-
ci donne également certaines restrictions lorsque cette corrélation n’est pas nulle.

Corollaire 2.2.1 (Cuenin et al. (2016b)). Soit X = (X1, Xa, ..., Xa)" ~ Tw}F(m,A).
La corrélation entre X; et X; notée par p;; pour i # j est donnée par

pi; = /\ij(mimj)pm _ )\ij _ |’)/Z]’ .
! 1/)\iim€)\jjm§ m \/ Vii Vi

De plus, p;; € [0,¢€p,;(C [0,1] tel que ep,;; = min{ R, (4, j), Ry(j, i)} avec

,/Q;;(l—;ﬁZAM) sip=1,2

R, (i, j) = f7isd
(i) el

% 1— _ a/(a ) Z )\zé m.mj)a/Q(a Y sip#1,2.
79 Aiim i 04,5
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De plus, en autorisant a prendre \j; = 0 pour i # j, alors p;j = 0 si et seulement si
X; et X; sont indépendantes.

Il est a noté qu'une version bivariée de la loi de Poisson, dont la construction
a été donnée par Holgate (1964), admet la méme borne supérieure pour le para-
metre de corrélation que celle donnée dans le Corollaire 2.2.1. De plus, le fait que
I'indépendance soit équivalente a une corrélation nulle entre les lois marginales est
une premiere propriété que partagent les vecteurs aléatoires Tweedie et les vecteurs
gaussiens.

Démonstration du Corollaire 2.2.1. 11 est facile de voir que

COV(XZ, X ) . >\ij (mimj)p/Z

Pij = .
I \/V&I' Var ) \/ )\mmf)\ﬂmé’

Le résultat est alors obtenu en jouant entre les parametres \;; et 7,;; pour 7,j =
1,2,....,d.

En ce qui concerne les restrictions du parametre de corrélation, considérons déja
que p=1,2. Pour ¢« = 1,2,...,d, le parameétre ~; doit étre positif par définition de
la fonction génératrice des cumulants donnée dans le Théoréme 2.2.1. Comme ici
vij = \ij pour j =1,2,...,d, alors

Xii > > piey) Niidee.

(i

En divisant par \/\;, on obtient

\//\:- > pieﬁ+pijm’

{#4,3

e (A 2 )

N 1
11 “ 1_7 >\l .
Pi S AN, ( N f)

ce qui implique que

et donc

WL, ]
En répétant cette routine pour A;;, on obtient le résultat. Fixons maintenant p #
1,2. Dans ce cas, v;; peut étre positif ou négatif (il a en fait le méme signe que
(2 —p)~'). Pour pouvoir assurer que 7v; — > sz Yie @ le méme signe que ;;, il faut
que |7 soit plus grand que ’Z@éi Yie

[Via| > |20z pigw/’)/ii’}/gg’. Comme piy/Yiiyee > 0 et en divisant par y/|v;/, il vient

VIl > D pi/ el + pis/ 15l

pour tout 7,5 = 1,2,...,d. Cela implique que

0,5
et donc
pij < i (1 —— > fm) .
Vi Vii g2
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En faisant le lien entre 7;; et \;; comme décrit par les équations (2.4) et (2.5), on
obtient finalement

Pij <

m 1 o a/2(a—1
Sy (1 T L g (mimy) )) -

i 0445

Pour terminer la preuve, remarquons que nous pouvons statuer que A;; est nul, ce
qui sera équivalent a une corrélation p;; = 0 et a une indépendance, au vu de la
construction donnée par le Théoréme 2.2.1. O

Les lois Tweedie multivariées Tw,’(m, A) satisfont une extension multivariée de
la propriété d’additivité.

Propriété 2.2.1. Soient X; ~ Twy(m,\1) et Xo ~ Twy’(m,As) deuzx variables
aléatoires indépendantes. Alors

X1+ Xo ~ Tw(m, Ay + Ap)

Démonstration. Comme les vecteurs X; et X5 sont indépendants, la fonction géné-
ratrice des cumulants de X; + X5 est donnée par la somme des fonctions génératrices
des cumulants de X; et X5. Ainsi

d
K;(579a71)+K;<8u9772> = ZK;(Si7Sj;9ia9ja71ij)+ZK;(Si70;9ia9i771i)
i=1

i<j

d
+ > Ko (80,855 05,05, 7245) + > K (50,0305, 05,72;)

i<j i=1
— Z K;(si, 85, 0i, 05,7145 + 72¢j)
i<j

d

+ Z K;<Si7 07 9i7 Qia Y1 + 717,)

i=1
= K;(Sv 67 §i! + 72)7

ce qui termine la preuve. O

A partir d’un vecteur aléatoire X ~ Tw3’(m,A), il est alors possible de définir
une loi Tweedie multivariée respectant une extension de la propriété d’échelle en
considérant le vecteur aléatoire Y = diag(A)~'X. On notera alors Y ~ Twh(m, ®)
avec ® = diag(A)~'Adiag(A)~!. L’espérance de Y sera alors donnée par

E[Y] = diag(A) 'E[X] =m
et la matrice de variance-covariance par
Var(Y) = diag(A) ' Var(X)diag(A) ™' = ® ® V,(m).

Propriété 2.2.2. SoitY ~ Twh(m, ®) et C' une matrice diagonale dont les éléments
sont positifs. Alors
CY ~ Tuh ((Jm, Ol—P/2q>01—P/2) .
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Démonstration. Comme Y ~ Twh(m, ®), le vecteur aléatoire CY est également de
loi Tweedie multivariée. Cela vient du fait que les lois Tweedie multivariées repro-
ductives sont construites a partir des lois multivariées additives. Il reste a donner
les parametres de la loi de CY. 1l est facile de voir que E[CY] = C'm. Pour ce qui
est de la matrice de variance-covariance :

Var(CY) = C® o V,(m)C
CL-r/20P/2g ® %(m)cl—pﬂcp/?
(lep/Zq)lep/?) o (C’p/QVp(m)C’p/z)
(Cr et P2) @ Vo (Cm),

ou {Vo(Cm)} _;icn = (ciicizmim;)P/2. Au final la loi de C'Y" est bien
Twh (Cm, Cl—p%cl-pﬂ). O

Pour résumer, ce qui précéde méne a 1’obtention d’une nouvelle famille de lois
multivariées, dans laquelle on retrouve une version multivariée des lois de Poisson,
gamma, gaussienne, inverse gaussienne et a-stable. Le Tableau 2.1 donne un résumé
de ces lois ainsi que leurs supports et ceux de leurs moyennes.

Lois D a M, q Sp.d
Stables extrémes multivariées p<0 l<a<2 0,00 RY
Gaussienne multivariée p=0 a=2 R¢ R?
[N'existe pas] 0<p<l 2<a<o

Poisson multivariée p=1 a=-o00 0,00 N¢
Poisson-composées multivariées 1 <p <2 a<0 10, 0[¢ [0, o[
Gamma décentrée multivariée p=23/2 a=-1 10,00 [0,00[*
Gamma multivariée p=2 a=0 10, 0[¢ 0, 0o[?
Stables positives multivariées p>2 0<a<1l ]0,00[¢ ]0,00[*
Inverse gaussienne multivariée p=3 a=1/2 ]0,00[* ]0,00[*
Stable extréme multivariée P =00 a=1 R¢ R4

TABLE 2.1 — Lois Tweedie multivariées sur R? de support S, 4 et de domaine de
moyenne M, ; pour p € R\|0, 1]

2.3 Représentation matricielle et simulations

Partant du fait de l'existence des lois Tweedie multivariées, il est maintenant
intéressant de pouvoir les simuler, a I'instar de ce qui a été fait par Dunn (2014) pour
le cas univarié. Nous allons, dans ce qui suit, donner une représentation matricielle
d’un vecteur aléatoire X ~ Tw}’(m, A) qui sera la base d’'un algorithme permettant
de simuler des observations de X.
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2.3.1 Représentation matricielle

La fonction génératrice des cumulants de X donnée dans le Théoreme 2.2.1
permet de dire que X peut se décomposer de la maniére suivante :

d
i=1

1<j

ou X;; et X;; sont des vecteurs aléatoires de R? dont les i®™¢ et j®™¢ composantes de
X;; suivent respectivement les lois Tw*?(m;, \ij) et Tw*P(mj, Ai;), et la i®m° compo-
sante de Xy suit une loi Tw™ (mg, \is — 24z )\ig), leurs autres composantes étant
nulles. Cette représentation ne s’avere pas pratique pour pouvoir simuler des obser-
vations de X. En effet, il faudrait étre en mesure de simuler d(d + 1)/2 vecteurs.
La dimension étant fixée par I'utilisateur, le nombre de vecteurs n’est pas connu a
I’exécution. Nous proposons alors, a travers le théoreme suivant, une représentation
matricielle du vecteur X.

Théoréme 2.3.1 (Cuenin et al. (2016b)). Soient p € R\]0, 1] et X ~ Tw;"(m,A).
Alors
X = diag(m)P U1,

oul=(1,1,....,1)" etU, = (Upii)1<i j<a €St une matrice aléatoire symétrique telle
que o
U Tw*P(1,7:;) pour p=1,2
P Twt (Ly{2 = p)) pour p# 1,2,
pour i # j, et
Tw™ | 1,7 — Z %z) pour p=1,2
Hi
Upsii ~ 7
Tw? |1, |:%'i - Z’m] (2 —p)) pour p#1,2.
Fi

Démonstration. Remarquons premiérement que le vecteur aléatoire U,1 a pour k®™me
composante
Up;kk + Z Up;kf-
£k
Posons alors X;; et X;; de (2.8) tels que les i™¢ et j*m¢ composantes de X;; soient
. ’ N —1 —1 N .

respectivement égales a mj~ Up; et m%~ Ui, et que la i*™ composante de Xj; soit
égale a mp_lUp;ii. Il reste a montrer que les lois des vecteurs X;; et X;; ainsi posés
sont les bonnes. Considérons les cas suivants :

e si p =1, le résultat est immédiat ;

e sip = 2, il faut remarquer que Tw*?(1, \) = Ga(\), une loi gamma de moyenne
et de variance A. Pour m > 0, mGa(\) = Ga(m, \), une loi gamma de moyenne
Am et de variance Am?, c’est-a-dire une loi Tweedie Tw*?(m, \). Le résultat
est, des lors, immédiat ;
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e concernant le cas p # 1,2, on va montrer que pour A > 0 et m > 0, on a
m? T (1,742 — p}) = Tw™(m, ). (2.9)

avec 7y associé a A comme dans I'équation (2.4). La fonction génératrice des
cumulants de Tw*P(1,7{2 — p}) est donnée, pour s € S, par

sHyKuail)a—l}.

Ainsi, la fonction génératrice des cumulants de mP~1Tw*(1,7{2 — p}) est

donnée par
mPs\” s\«
s—=y {1+ -1 :7[<1+> —1],
a—1 0

ce qui prouve ’égalité (2.9). On obtient donc le résultat voulu.

La preuve est ainsi compléte. O

2.3.2 Résultats de simulations

La représentation matricielle donnée dans le Théoreme 2.3.1 permet de créer un
algorithme afin de simuler des observations de X ~ Tw;’(m, A). en nous basant sur
le package R (R Development Core Team (2014)) donné par Dunn (2014), il suffit de
simuler les éléments de la matrice U, a partir des valeurs de d, m, p et A fournies
par I'utilisateur. Notons que, dans un souci de rapidité d’exécution, les lois inverses
gaussiennes univariées seront simulées a 'aide du package « SuppDists » de Wheeler
(2009).

Nous présentons ci-dessous les résultats de simulations de plusieurs lois Tweedie
bivariées. Nous considérons 100 observations des lois suivantes : Poisson (p = 1),
gamma décentrée (p = 3/2), gamma (p = 2), inverse gaussienne (p = 3) et 1/3-
stable (p = 5/2). Nous fixons également m = (1,1)" et A tel que \;; = 4.0, Mgy €
{4.0,4.3,4.9} et A2 tel que p1a = 0.9. Ce choix peut nous donner une idée lorsque la
corrélation entre les lois marginales est importante et lorsque les dispersions entre
les lois ne sont pas les mémes. La Figure 2.1 rend compte des résultats pour la loi
de Poisson bivariée, la corrélation empirique entre les variables étant notée en haut
de chaque graphique. On peut remarquer qu'une forte corrélation positive entre les
variables les force a se distribuer de part et d’autre d’une droite croissante. On
remarque également que, lorsque la dispersion de la seconde variable est bien plus
élevée que celle de la premiere, les observations ont tendance a passer d’un seul
coté de cette droite. Ces remarques restent les mémes dans le cas ot I'on considere
les autres lois (voir Figures 2.2, 2.3, 2.4 et 2.5). Ce comportement est satisfaisant
et est proche du comportement d’un vecteur gaussien dont les lois marginales sont
fortement corrélées positivement.
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0.91927

(a) )\22:4.0

FI1GURE 2.1 — 100 observations
nales corrélées par p;o = 0.9

0.88346

(a) )\22:4.0

FIGURE 2.2 — 100 observations
corrélées par p1o = 0.9

0.93303

(a) )\2224.0

FIGURE 2.3 — 100 observations

0.89159 0.88474

(b) )\22:4.3 (C) /\22:4.9

d’une loi de Poisson bivariée (p = 1) de lois margi-

0.9168 0.91732

(b) )\22:4.3 (C) /\22:4.9

d’une loi gamma bivariée (p = 2) de lois marginales

0.85205 0.91647

(b) /\2224.3 (C) /\22:4.9

d’une loi inverse gaussienne bivariée (p = 3) de lois

marginales corrélées par p;o = 0.9
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0.87115 0.90321 0.91016

(a) )\2224.0 (b) /\2224.3 (C) /\22:4.9

FIGURE 2.4 — 100 observations d’une loi gamma décentrée bivariée (p = 3/2) de lois
marginales corrélées par p1o = 0.9

0.92217 0.94438 0.92771

(a) Ag2=4.0 (b) Ag2=4.3 (c) Aga=4.9

FIGURE 2.5 — 100 observations d'une loi 1/3-stable bivariée (p = 5/2) de lois mar-
ginales corrélées par pjo = 0.9
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2.4 Vecteurs aléatoires Tweedie : une idée du cas
négativement corrélé

Nous nous posons a présent la question de pouvoir construire une famille de lois
Tweedie multivariées dont les corrélations entre les lois marginales sont négatives.
Une construction similaire a la Section 2.3 de ce chapitre se révele impossible. En
effet, pour introduire une corrélation négative I'idée serait de considérer la décom-

position suivante
(X2 X5 0
() () w)

Cette décomposition, qui ne pose aucun probleme si l'on considere des variables
de lois supportées par R, est impossible dans le cas ou les marginales sont de lois
Tweedie, car la plupart de ces dernieres sont a support positif.

2.4.1 Définition et représentation matricielle

Malgré I'impossibilité de donner une construction théorique d'un vecteur aléa-
toire Tweedie dont les lois marginales sont négativement corrélées, nous proposons
une construction permettant de simuler des observations d’un vecteur aléatoire dont
les composantes sont négativement corrélées et de lois Tweedie univariées. Pour se
faire, nous allons suivre une méthode de simulation détaillée dans Devroye (1986) et
qui permet de générer des observations de n’importe quelle loi, en appliquant 'in-
verse généralisé de sa fonction de répartition a des observations d’une loi uniforme
sur |0, 1[.

Théoréme 2.4.1 (Cuenin et al. (2016b)). Soit p € R\]0,1[. Il existe un vecteur
aléatoire X&) dont les lois marginales sont des lois Tweedie univariées négativement
corrélées, X ) étant défini par

X = diag(m)p_lUlg_)]l,

est une matrice aléatoire, non symétrique, telle que UZE;;) =

LU = ()
o UP o (UP?ZJ)1gi,j§d
Up.ii comme dans le Théoreme 2.5.1 et

_ F1(2) pour i < j
ut) = { piig = (2.10)
Pty Fo:(1—=2Z) pour i> j;

la fonction F,; est appelée Uinverse généralisé (i.e. F,i(y) = inf{z € R, Fyy;(z) >

y, y € (0,1)}) de la fonction de répartition F,;; d’une loi Tweedie univariée :
Tw*™(1,;;) pour p=1,2 et Tw™ (1,7;;{2 — p}) pour p #1,2.

Avant de donner la preuve de ce résultat, considérons le lemme suivant qui ga-
rantit la corrélation négative entre les variables aléatoires données par (2.10).

Lemme 2.4.1. Soient f :]0,1[— R une fonction strictement croissante et Z de loi
Ujo, 1[. Alors
Cov[f(2), f(1 = 2)] 0.
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Démonstration. Posonsm = E [f(Z)] = E|[f(1 — Z)] et considérons k tel que f(k) =
m. Alors

Covlf(2), /1= 2)] = [ Q) =mllf (1 =) =mldc+ [ 1£(Q) = mllp(1 =)~ mldc.

Comme f est strictement croissante sur ]0,1[, par le théoréme des valeurs inter-
médiaires, f({) —m est négatif pour ¢ € [0, k] et positif pour ¢ € [k, 1]. De plus,
f(1—=¢) —m est positif pour ¢ € [0, f] et négatif pour ¢ € [k, 1]. Ainsi, les intégrales
sont négatives et le résultat est démontré. O]

Nous avons maintenant tous les outils pour démontrer le Théoreme 2.4.1.

Démonstration du Théoréeme 2.4.1. Pour commencer, il est facile de remarque que le
vecteur X (7) est bien défini. En effet, la matrice UIS*) est bien posée car les variables
aléatoires données par (2.10) sont bien définies : I'inverse généralisé de la fonction
de répartition existe toujours. Pour plus de précisions, voir Devroye (1986). Ainsi,
pour tout 7,7 = 1,2,...,d, on a successivement

Cov (X1, X)) = Cov (z <ﬂg, )
_ ZZCOV(M, )

(=1k=1
= ZZCOV( plf’ pﬂzf)

L#£i k#j
0.

IN

En effet, Cov (Up ”), U;S Z,z) = 0 et Cov (Up M), UIS;])) = 0 par indépendance. De plus,
la négativité des autres covariances est donnée par le Lemme 2.4.1. La preuve est

donc complete. O

Bien que I'on puisse obtenir des observations de lois Tweedie univariées négati-
vement corrélées grace au résultat donné dans le Théoreme 2.4.1, il nous est pour le
moment impossible de connaitre la loi jointe du vecteur X (7). Nous définissons alors
cette derniere comme étant une loi Tweedie multivariée dont les lois marginales sont
négativement corrélées et nous notons X =) ~ Tw’ (_)(m, A).

2.4.2 Résultats de simulations

Dans ce qui suit, nous allons présenter les résultats de simulation d’observations
de X&) ~ Tw;p(f)(m, A),avecd =2 et p=1,2et 5/2. Comme dit plus haut, notre
seule certitude sera d’avoir des observations de deux lois Tweedie univariées négati-
vement corrélées. Au vu des résultats présentés, il faut noter que le contrdle de la
corrélation entre ces deux lois n’est pas possible. Pour garantir des observations suf-
fisamment négativement corrélées, nous allons considérer A telle que Aj; = Ay = 4.0
et Ao = 3.9. Quant au parametre m, nous le fixons encore égal a (1,1)". Les corré-
lations empiriques sont également encore notées au-dessus des différents graphiques.
La Figure 2.6 rend compte des résultats.
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-0.94364 -0.81452 -0.89227

(a) Poisson bivariée (b) Gamma bivariée (c) 1/3-stable bivariée (p =
(p=1) (p=2) 5/2)

FIGURE 2.6 — 100 observations de trois lois Tweedie bivariées (p = 1,p = 2,p = 5/2)
de lois marginales négativement corrélées

On remarque premierement que les corrélations ne sont pas linéaires dans ces trois
cas. Les observations s’appuient en effet sur une courbe décroissante qui n’est pas une
droite. Cette courbe semble étre la méme pour toutes les valeurs de p. En effet, une
régression entre les logarithmes des observations des composantes est donnée par le
Tableau 2.2. Ce comportement différe de celui que peut avoir une loi normale dont

ordonnée a l'origine coefficient directeur
p=2 2.42 —0.93
p=3 247 —0.93
p=23/2 2.64 —1.12
p=>5/2 2.53 —1.00

TABLE 2.2 — Résultats de la régression linéaire entre le logarithme des observations
de X par rapport au logarithme des observations de X,

les corrélations entre composantes sont négatives (voir Figure 2.7). Ceci provient
stirement du fait que les supports sont positifs et donc qu’une décroissance linéaire
entre les deux variables ne semble pas possible. Le fait que les supports soient aussi
infinis joue également un role dans ce comportement. Ensuite, nous remarquons que,
malgré le fait que les deux lois marginales aient une dispersion égale, il semble que
I'une soit plus dispersée que I'autre. Ainsi, les observations sont, en quelque sorte,
contraintes de rester au-dessus de la courbe décroissante. Encore une fois, cela differe
d’avec le cas gaussien. Nous n’avons, pour le moment, aucune explication quant a
ce comportement.

2.5 Conclusions et perspectives

Dans ce chapitre, nous avons construit un vecteur aléatoire Tweedie, noté 7w}’ (m, A),
dont les lois marginales sont des lois Tweedie univariées 7 w*?(m;, \;;) et sont cor-
rélées positivement, avec une certaine restriction donnée par le Corollaire 2.2.1.
Comme nous 'avons vu, les propriétés de stabilité par addition et d’échelle, lorsque
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—-0.96935

-2

FIGURE 2.7 — 100 observations d'une loi gaussienne bivariée (p = 0) négativement
corrélée

I'on considere la bonne transformation pour obtenir un modele reproductif, sont
vérifiées. Nous avons également la possibilité de simuler des observations de ces vec-
teurs aléatoires, et les résultats sont satisfaisants. De plus, nous avons mis en lumiere
le fait de pouvoir simuler des lois Tweedie négativement corrélées. Bien que nous
ne puissions pas controler la corrélation entre les lois marginales et que la loi jointe
reste inconnue, les comportements de ces lois lorsque la corrélation est proche de
—1 s’averent étre intéressants et assez loin de ceux de la loi normale multivariée.
Ces résultats peuvent nous amener a nous poser plusieurs questions et a envisager
plusieurs perspectives, dont voici une liste non exhaustive.

o Si X ~ TwP(m,A) tel que X = (X1, X5)7, oit X; et X, sont chacun des vec-

teurs aléatoires Tweedie de dimensions d; et da, que peut-on dire de E[X;|X5] ?

e Peut-on trouver, a l'instar du vecteur gaussien, une opération entre les lois
marginales suffisamment stable ?

e A-t-on, comme dans le cas univarié, une convergence de tout modele de dis-
persion exponentielle multivarié vers un vecteur aléatoire Tweedie ?

e Quelle est la loi du vecteur aléatoire X () défini dans le Théoreme 2.4.17?

e Pourquoi la dispersion ne semble-t-elle pas équilibrée entre les lois marginales
du vecteur aléatoire X (=) lorsque la corrélation est proche de —1, alors que le
parametre de dispersion de chacune de ces lois est le méme ?

e Enfin, d’un point de vue strictement numérique, quelles améliorations et opti-
misations pouvons-nous apporter pour présenter un package R permettant la
simulation des vecteurs aléatoires Tweedie ?
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Modeles Tweedie stables multiples et fonctions
variance généralisée produits de puissances des
composantes du vecteur moyen

Résumé

Nous introduisons une famille de modeéles multivariés appelés modeéles Tweedie
stables multiples (TSM). Ces modeles TSM sont constitués d’une premiere compo-
sante Tweedie univariée dont le domaine est positif, les autres composantes étant
également des lois Tweedie, indépendantes sachant la premieére, et dont le parametre
de dispersion est égal a une observation de celle-ci. Leur variance généralisée, qui
est un produit de puissances des composantes du vecteur moyen, est estimée par
une méthode plug-in classique ainsi que par une approche non biaisée et de variance
uniformément minimale. Cette seconde approche est obtenue grace aux mesures de
Lévy modifiées des modeles TSM. Nous concluons en discutant de la construction de
processus stochastiques émanant de ces modeles.
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3.1 Introduction

A linstar du chapitre précédent, nous introduisons une extension multivariée des
lois Tweedie. L’approche que nous présentons dans ce chapitre est cependant bien
différente. Les modeles Tweedie stables multiples (TSM) sont en effet constitués
d’une premiére composante Tweedie univariée ayant un support positif (nous consi-
dérerons donc p > 1) et les autres composantes, indépendantes sachant la premiere,
sont des lois Tweedie univariées dons le parametre de dispersion est donné par une
observation de la premiere composante. Les résultats de ce chapitre sont tirés de
'article Cuenin et al. (2016a).

Tout comme la matrice de variance-covariance, la variance généralisée, définie en
considérant le déterminant de cette derniére, est un moyen de donner une mesure
de dispersion dans une analyse statistique multivariée. Les méthodes d’inférence sur
ce parametre ont été introduites par Wilks (1932) pour une population gaussienne
multivariée. Elles ont depuis trouvé leur utilité dans d’autres nombreux domaines
d’application. On peut par exemple citer Arvanitis et Afonja (1971) qui ont utilisé
ces méthodes en théorie des sondages stratifiés multivariés ou Jafari (2012) qui a
proposé de considérer le rapport des variances généralisées de deux populations
gaussiennes indépendantes, puis corrélées. Une autre application est 'emploi de
la variance généralisée en controle qualité pour la détection d’observations hors-
controle. On peut se référer a Alfaro et Ortega (2012) pour un cas non gaussien.

Comme nous l'avons vu précédemment, lorsque 'on se place dans une famille
exponentielle naturelle, la variance généralisée peut s’exprimer en fonction du pa-
rametre de moyenne. On 'appelle alors fonction variance généralisée. Dans Bouba-
car Mainassara et Kokonendji (2014), les auteurs ont ainsi prouvé que les fonctions
variance généralisée des modeles Tweedie stables normaux (TSN) sont de la forme
m = mi, otm = (my,ma,...,my)" est le vecteur moyen de la famille exponentielle
naturelle générée par un modele TSN donné. Ils ont également donné deux méthodes
d’estimation de la variance généralisée. Une caractérisation de ces modeles par des
polynémes orthogonaux a également été donnée par Kokonendji et al. (2015). Enfin,
de récents travaux de Louati et al. (2015) ont permis de donner les mesures de Lévy
des lois normales a-stables, qui sont des cas particuliers des TSN lorsque p > 2.
Notons que les modeles TSM sont une généralisation des modeles TSN. Ces der-
niers sont en effet constitués, comme les modeles TSM, d’une premiére composante
Tweedie mais les composantes restantes sont gaussiennes, indépendantes sachant la
premiere composante, dont la variance est donnée par une observation de celle-ci. La
flexibilité de ces modeles TSN n’est plus a démontrer. Outre les aspects théoriques
donnés par Boubacar Mainassara et Kokonendji (2014), la loi du vecteur aléatoire
privé de la premiere composante, de dimension d — 1 lorsque cette derniere est in-
verse gaussienne (p = 3), appelées normal inverse gaussienne, a beaucoup été étudiée
pour modéliser des processus a volatilité stochastique. On peut par exemple citer
Barndorff-Nielsen (1997) et Barndorff-Nielsen (1998). La loi normale inverse gaus-
sienne est également utile dans la modélisation des processus a queue lourde (voir
Olgéard et al. (2005), par exemple). Une approche similaire a été donnée par Madan
et Seneta (1990) lorsque la premiére composante, toujours non observée, est de loi
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gamma (p = 2).

Dans ce chapitre, nous allons introduire les modeles TSM et en donner plusieurs
propriétés. Dans la Section 3.2, nous montrerons que leurs fonctions variance géné-
ralisée admettent une écriture de la forme

m = m{'m& . ..mi. (3.1)

En généralisant ce qui a déja été fait pour les modeles TSN, nous donnerons éga-
lement la forme des mesures de Lévy modifiées de chaque modele TSM. Cela nous
conduira alors a donner deux approches d’estimation de la variance généralisée :
I'une, classique, se basera sur une méthode plug-in et 'autre sur une approche non
biaisée et uniformément de variance minimale. Ces deux méthodes seront explorées
dans la Section 3.3 et une illustration numérique sera donnée. Nous allons également
donner les détails, dans la Section 3.4, d’'une approche qui permettra de ne considérer
que les lois jointes des d — 1 dernieres composantes sachant la premiere. Il s’agira ici
de donner une extension aux travaux de Barndorff-Nielsen (1997), Barndorff-Nielsen
(1998) et Madan et Seneta (1990). Nous verrons que cela ouvre des possibilités dans
la modélisation de processus financiers.

3.2 Modeles Tweedie stables multiples

Dans cette section, nous introduisons les modeles TSM, d’apres ce qui a été sug-
géré par (Boubacar Mainassara et Kokonendji, 2014, Sec. 5). Nous donnons ensuite
leurs fonctions variance généralisée ainsi que leurs mesures de Lévy modifiées.

3.2.1 Définition et exemples

On se place dans la FEN F,, = F(v,,), avec p = (p1,p2,...,pa) " tel que p; > 1
et t >0, et ou

d
Vpi(dz) = pp, 4(dz1) H lj’pj7$1(dxj)7 (3.2)

j=2
avec = (1, T9,...,%q) €t [y 1, [p; 2, définies comme dans le Chapitre 1, Section

1.3. La fonction génératrice des cumulants de v, est donnée par

K, (0) = ln/Rd QXP(GTI)Vp7t<dI)

d
= In [ exp(0Tw)o(drr) I iy, (day)

=2

d
— ln/Rexp(Hl.icl) H exp [1’1/@“,,], (9]-)} fhp, t(d21)

=2

d
= In LLPI (6’1 + Z K’ij (9]))



avec 0 €0,,, = {0 ERX 0, x O, x-x0, . [0+, k,, 0,)] €6,,}

Outre le fait que 'on a écarté les cas ou p; < 0, car les lois correspondantes ne
sont pas a support positif, il faut aussi prendre garde aux cas ou des observations de
zéros sont possibles pour la premiére composante (1 < p < 2), le parameétre de dis-
persion des lois Tweedie étant positif. Ainsi, si une observation d’un zéro intervient,
le modele TSM correspondant est dégénéré et v, ,(dx) = dp(dz). Nous mettons aussi
de coté les lois extréme-stables (p < 0) qui n’ont pas d’intérét applicatif. Les FENs
générées par ces lois ne sont également pas steep, ce qui peut poser probleme pour
I’établissement de la fonction variance a tous les points de leur domaine de moyenne.
Enfin, remarquons que dans Cuenin et al. (2016a), la construction des modeles TSM
implique de pouvoir permuter la premiere composante avec une autre.

L’expression (3.2) permet de choisir p et d’obtenir plusieurs exemples de modeles
TSM. Considérons les deux exemples suivants :

e on peut poser p = (py,p1,...,p1)" tel que p; > 1. On obtient alors une nouvelle
famille de lois Tweedie multivariées appelées lois Tweedie multiples, dans le
sens ol, comme dans le chapitre précédent, toutes les lois marginales sont
des lois Tweedie dont le parametre de puissance p; est le méme pour chacune
d’entre elles (voir Tableau 3.1) ;

e dans la continuité des modeles TSN de Boubacar Mainassara et Kokonendji
(2014), on peut également poser p = (py,pa,...,p2) avec p; > 1 et py €
{0} U [1,400[. Cette classe de modeles est donnée dans le Tableau 3.2. On
retrouve les modeles TSN dans le cas particulier ou p, = 0. Un autre exemple
peut étre considéré : les modeles Tweedie stables Poisson (T'SP) lorsque py = 1
(voir Tableau 3.3).

Bien d’autres combinaisons peuvent étre imaginées. Des lors, les modeles TSM
peuvent s’avérer étre de forts et flexibles outils pour modéliser un grand nombre
de problemes statistiques.

Loi J3 Support
Poisson multiple pr=1 N?

Poisson-composé multiple l<p <2 |0, —i—oo[d
Gamma décentrée multiple p=3/2 |0, +oo[d
Gamma multiple pm=2 ]0,+oc[’
Positive stable multiple p>2 0, +oc]
Inverse gaussienne multiple — p; = 3 10, 00|

TABLE 3.1 — Quelques modeles TSM sur R? avec p = (py,...,p1)"
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Lois D2 Support

Tweedie stables normal (TSN) pr =0 Sy, x R4t

Tweedie stables Poisson p2=1 Sp, x Nd-1

Tweedie stables Poisson-composé 1 <py, <2 S, x [0, +00[*"
Tweedie stables gamma décentrée p2=3/2 S, x|0, —i—oo[d*1
Tweedie stables gamma pp=2 S, x]0,+00["!
Tweedie stables positive pa>2 S, x]0,+o0["!
Tweedie stables inverse gaussienne P2 =3 Sp, % 10, —i—oo[d*1

TABLE 3.2 — Quelques modeles TSM sur R? avec p = (py,p2...,p2)" tel que p; > 1
et ou S, est le support de la loi Tweedie de parametre p;

Loi D1 Support
Poisson multiple pp=1 N¢
Poisson Poisson composé 1<p <2 [0,+00[xN!
Gamma décentrée Poisson — p; =3/2 [0, +oo[x N1
Gamma Poisson p1= 10, +-00[x N1
Positive stable Poisson p1>2 0, 4oo[xN¢-1
Inverse gaussienne Poisson p1=3 10, +o00[x N¢—1

TABLE 3.3 — Modeles Tweedie stables Possion sur R? avec p = (py,1...,1)"

3.2.2 fonctions variance généralisée et équation de Monge-
Ampere

Dans ce qui suit, on s’intéresse aux fonctions variance et de variance généralisée
des modeles TSM ainsi qu’a leurs mesures de Lévy modifiées.

Théoréme 3.2.1 (Cuenin et al. (2016a)). Soient t > 0, p tel que py > 1 et p; €
{0} U[1, +oo|, pour tout j > 1, et considérons la FEN F),; = F(v,+) générée par une
loi TSM. Alors sa fonction variance généralisée est donnée par

d
d—1+p1—zg~l_ Dj .
1— —oPi P
det Vg, (m) = t77"'my S |
Jj=2

pour tout m = (my,ms...,mq)" € Mg, , == V£, ,(0,,,).

On remarque qu’en considérant ¢ = (q1,q,...,qa)" tel que ¢ = d — 1+ p; —
Z?Zij et ¢j = p; pour j > 1, on obtient la forme décrite par 1'équation (3.1).
Des lors, on peut se poser la question inverse : en considérant une fonction variance
généralisée de la forme (3.1), a-t-on la bonne FEN sous-jacente 7 Ce résultat s’avere
exact pour les modeles TSM, lorsque 'on restreint la famille de NEFs a laquelle ils
appartiennent et sera démontré dans le chapitre suivant.

Le Théoreme 3.2.1 est une conséquence de I’écriture de la fonction variance de
la FEN F,; qui est donnée par le théoréme suivant.
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Théoréme 3.2.2 (Cuenin et al. (2016a)). Soient t > 0, p tel que py > 1 et p; €
{0}U[1, 4o00[, pour tout j > 1, et considérons la FEN F,,; = F(v,,) générée par une
loi TSM. Alors sa fonction variance est donnée par

- —2 1 1- 1-
Ve, (m) = t""Pm mm " + diag(0, mb*my P2, mEmy " L. mbimy )

pour tout m € Mg, ,.

Avant de prouver les théoremes précédents, considérons le résultat bien connu
suivant.

Lemme 3.2.1. Soient f : R — R et g,h : R? = R trois fonctions deuzs fois
différentiables telles que h = f o g. Alors, pour tout x € R?,

Vh(w) = f'(9(2))Vg(x) et Vh(z) = ["(9(2)) V() [Vg(@)]" + f'(9(x)) Vg ().

Démonstration du Théoréme 5.2.2. Premierement, fixons g(6) = 61 + 37, Ky, (0)-
Alors
Vg(0) = (L, (02).K, (03),.... K, (62)
Hpo Hps Hpg
et
V2g(0) = diag (0,17, (02), k7, (03),- ., (0a)) -

On rappelle que m = V&, ,(0) qui est égal a thy, (9(0))Vg(0) d’apres le Lemme
3.2.1. Il s’ensuit que m; = &, _,(9')m1, pour tout j > 2, et donc #; = w#pj (mj/myq).

De plus, comme m; = tx), | (91 + ZJ Y (@)), alors

0 = Yy, <T7;L1) - i:“um (65)

et donc g(0) = v, (mi/t). Ainsi
m = i, (6(0))Ve(0)

o
= m;Vyg(0).
Remarquons également que try (g(0)) = t1=Pimit | ainsi que /in]_ (0;) = (mj/mq)Ps
pour tout j > 2 et donc V3g(0) = diag(0, m;*mb?, mi*mb* ... m"*mh?). Fina-
lement :
Vr,.(m) = '%th(e)

= [t/’mpl (9(0))]"

= try, (9(0)Vg(O)[Vg(O)]" +tr), (9(0)Vg(0)

= tl p1m1 (my'm)(my'm)"

+mydiag(0, my *mb> mPmb® . miPimb?)

= 7P P 4 diag(0, my PP mb my PPmb L my Pimbd),

et la preuve est compléte. O
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On peut maintenant prouver le Théoreme 3.2.1 en utilisant le résultat de calcul
de déterminant suivant (voir Muir (1960) pour une démonstration).

Lemme 3.2.2. Soient A une matrice carrée d’odre d a coefficients réels et a,b deux
vecteurs de R?. Considérons aussi v # 0. Alors

det (70 = det(A —yLab’
4 A= 7de v ab').

Démonstration du Théoreme 3.2.1. 11 s’agit d'une conséquence directe du Lemme

_ _ -1
3.2.2. En effet, en posant v = t!Pml" a = b = t'"Pm* " (ma, ms, ..., mq) " et
_ 1— p1—2 T
A = t7Pml"  (mg,ma, ... myg) (Ma, ms, ..., my)
: 1—p2,_ p2 1—pa, pa
+diag(m; *mb?, ..., my Pimi?)
_ -1 T ; 1-p2, D2 1-p3__ p3 1-pa, pa
= 7 aa’ +diag(m; mg?,my PmE, o my Primgt),
il vient
_ : 1—p2,__p2 1-ps, p3 1-pd,. . Pd
det Vg, ,(m) = ~ydetdiag(m; "m5*,m; "m5®, ... ,m; "'my’)
_  4l-p1,, d=1+p1—p2—+—pg, P2 Pa
= t ™my my? -+ - myt,
ce qui termine la preuve. O

Nous allons maintenant introduire la mesure de Lévy modifiée d’'un modele TSM
donné. Nous avons vu dans le Théoreme 1.2.1 (voir Hassairi (1999)) que si une FEN
est générée par une mesure indéfiniment divisible, alors il existe une mesure, notée
ici p(vp+), satisfaisant

Indet V3, ,(0) = K0, (0), V0 €O, ..

Comme ¢ est strictement positif, la FEN I, , est indéfiniment divisible et 'on peut
utiliser ce dernier résultat pour calculer p(v,,).

Théoréme 3.2.3 (Cuenin et al. (2016a)). Pourt > 0 et p = (p1,pa,...,04) " tel
que py > 1 et p; € {0} U1, 4+o00[ pour tout j > 2, considérons la FEN F,; = F(v,,)
générée par une loi TSM. Alors

t%54(dzy) TI 5 Ay, a(da;) si pr=1
dz) = J=2 "Pj» J i
p(vp.)(dr) { t4(py — 1)1 g o0 () T Ay (d) 58 py > 1,
avec
fp.e(d) si p=0
Ape(da) = § pip,e * 01(dz) st p=1

(p—1)"O 5 oy (dz) si p>1,
etne(p) = (L —1+p)/(p—1).
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Démonstration. Commencons par fixer p; = 1 et p; € {0}U[1, +-00[ pour tout j > 2.
Comme m = V&, ,(0), le Théoréme 3.2.1 implique que

d d P;
det V?k,,,(0) = t {GXP 0+ ”fupj< ] } H “Pa ]
i=2 =2
p d , P;
= t"exp(dby) [ exp [dlﬁupj (Hj)} Riny, (Hj)] :
=2
En passant au logarithme, on obtient
d d »;
KP(Vp,t)(e) =1In td + del + Z K/“Pj,d (8J> + Z In |:ﬁ;%vj (QJ)] ’ (33)
=2 =2
Ainsi, pour tout j > 2, on peut remarque que
/ Pi
e In {liupj (Qj)] = 0, pour p; = 0;
P;
e In {’f;@j,l (Hj)} = 0;, pour p; = 1, qui est la fonction génératrice des cumulants

d’une mesure de Dirac 6 ;

e quant a p; > 1, il vient

@] = I [{(1 = py)o, ]
= In[(p; — 1)(—6;)] —pj/(p;—1)

Dbj bj
= — In(p;, — 1) — In(—0;

= —m(py)In(p; — 1) = m(p;) n(=6),

In |k

qui est la fonction génératrice des cumulants de la mesure
(P = 1) 70D g ()

En écrivant

ip; d(5) sipj=0
)\Pj,d = /lejvd * 51(d$J) si b; = 1
(pj - 1)_n1(pj)ﬂpj7d * :u2,771(17j)<dxj) si pj > 17

la mesure de Lévy modifiée est finalement donnée, pour p; = 1, par

d
p(Vp)(dz) = t404(day) [ Ap,.a(de;).
=2
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Maintenant, considérons p; > 1. Le Théoreme 3.2.1 implique donc

B d (d 1+p1)/(1 pl) d P
det V2, ,(0) = t7](1—p)) (91 3k, (@-))] II [m;pj (ej)]
=2

j=2

r —(d—14p1)/(p1—-1)
= td (pl_1 ( Z/{Np 1 )]

Ky 0]

En passant au logarithme, on obtient

d
11
=2

d—1+ d—1+ d
’fp(Vp,t)(Q) = Int’ - pl—lm In(p; — 1) - pl—lm In <—91 - Z Ry, (93'))

+3m[w, 0)]" (3.1

On peut voir que —(d — 1+ p1)/(p1 — 1) In (—91 >e, Ky, 1(9])) est la fonction
génératrice des cumulants d’une loi TSM particuliere dont la premiere composante
est de loi gamma et dont la mesure de densité est po,, d(pl)(dxl)Hfzz Ip; 2 (d).
De plus, la derniére partie de (3.4) se comporte comme la derniere partie de (3.3).
Finalement, la mesure de Lévy modifiée s’écrit

d
p(Vp)(dz) = td(pl -1)" nd(pl)/@,nd m) (dz1) H D1 dza

avec \p, », défini plus haut. La preuve est ainsi complete. O

3.3 Estimation de la variance généralisée

Nous nous intéressons a présent a ’estimation de la variance généralisée. Dans ce

qui suit, nous con81der0ns le n-échantillon (X1, Xs,...,X,)", avec X; ik P(m,F,,),
et X, —1/n2 = (Xn1, Xn2,---,Xpnq) | sa moyenne.

3.3.1 Deux approches d’estimation

Une premiere approche naturelle pour I'estimation de la variance généralisée est
de considérer une estimation plug-in. Celle-ci est directement donnée par le Théo-
reme 3.2.1 par :

— — a d _
T, = det Vi, , (X)) = 7771 (X )P~ 2= T(X ) (3.5)

=2

Il est évident que cet estimateur est consistant. Néanmoins, il n’est pas optimal. En
effet, il est facile de se rendre compte qu'un biais existe.
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Une approche plus efficiente est de considérer I’estimateur sans biais et uniformé-
ment de variance minimale (abrégé par son acronyme anglais UMVUE pour Uniform
Minimal Variance and Unbiased Estimator). Cet estimateur a été développé ces der-
nieres décennies dans le cadre des FENs dans plusieurs articles. On peut citer, par
exemple, Pommeret (1998), Kokonendji et Pommeret (2001) et Kokonendji et Pom-
meret (2007). Le théoréme suivant, qui est donné comme extension des travaux de
Kokonendji et Seshadri (1996) est une base qui meéne a 'UMVUE.

Théoréme 3.3.1 (Kokonendji et Pommeret (2007)). Soit € M(R?) et F(u) la
FEN générée par p. Alors pour tout entier n > d, il existe une mesure positive v,
sur RY satisfaisant les trois assertions suivantes :

i. vy, est la mesure image de

1 1 1 --- 1 2
det dx dxs) ... p(dx
(d+1)! l (;,;1 Ty - mdﬂﬂ p(dzr)p(des) ... p(dwar)
par Uapplication (x1,2o,...,20,)" = 21 + 29+ -+ 2y ;

1. sa transformée de Laplace est donnée par
L,,(0) = det V5, (0)[L,.(0)]",
pour tout 0 € ©,, ;

iii. il existe une application C,, : R — R telle que

c, = I
d/l,*n
L’estimateur UMVU est alors donné par
Up,t - Cn;p,t(nyn)a (36)

ol Cpp ¢ est définie comme dans le Théoreme 3.3.1 avec 1 = vy, Uy = p(Vpt) * Vpnt
et
dvp s * p(Vpyr)
Cppt = ———F——. (3.7)
D, d
Vp,nt
Le théoréme suivant donne alors les valeurs de I'application C,,.,; suivant les valeurs

de p.

Théoréme 3.3.2. Soientt >0, n € N et x € R*¥. Considérons p tel que py > 1 et
p; € {0} U[1, +oo[ pour tout j > 2. Alors (3.7) s’écrit

xi(zy —1)...(x; —d+1) ﬁ Pz —d * Apj.d(T5) 2 > d
nd j=2 :upj,xl ($]) ’ N
st pp =1
Cn;p’t<x> - td(p1 - 1)_’701(1?1) /x1 ,upl,nt(x1 — yl)uz’”d(m)(yl)
p 0 :upl,nt(xl)
e ¥ g (T4 )
% H /’Lp]7 1—Y1 ngyl( ])dyl si pl > 1’
j=2 Hpj iz (:CJ)
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avec, pour tout p € {0} U [1,4o0[, y >0 et £ >0,

1 st p=0
py—e* Ape(T) )y s
=9 22 LW st p=2
fpy () Fly+2) (=) !
(p— 1)—771(17)% si p €]1,+oo[\{2}.

Dans ce résultat, nous pouvons remarquer que [fip, o, —d * Ap,.a(75)]/[tp; 2 (75)]
ne dépend pas de la valeur de d et que [y, o)y, * Ap, 4, (75)]/[1p; 21 ()] ne dépend
pas de la valeur de y;. Cela implique que cet estimateur est facile a programmer en
considérant un algorithme de calcul intégral efficace.

Démonstration du Théoréeme 3.3.1. Commencons par considérer p; = 1. D’apres
(3.7), on obtient

finme (21— 1) T—g iy - (25 — Y5) Ap,a(y5)

Cn? ,t(x) - td déd(y1>dy2 . dyd
P R4 /1'1 nt(ajl) Hj 2 lupj,xl (x])
_ tdllzl nt $1 / Hpj,z1—d (zj — yj)Apj’d(yj)dy»
f1ne (1) Hpj zq (x]) ’
td#l,nt($1 - d) H Hpj,zi—d * )‘pj,d(%')
,ul,nt(xl) j=2 lupj,d(xj)
Maintenant,
tdﬂl,nt(xl —d) _ (nt)z1—de iy,
/,let(l'l) (IL‘l — d)!(nt)xle_”t
. 7d.7)1<$1—]_>...($1—d+ 1)(1‘1—61)'
= n
= o> ,

ce qui est vrai pour x; > d. De plus, pour p; > 1, on a

Chip t(x) = td(pl — 1)*%(?1) :uphnt(:vlfyl)ﬂlnd(pl)(?/1)

Rd :upl,nt(xl)
d
ai—u (T — YAy, ;
H Hpj 21 y1( J y]) pj’yl(y])dyldyg...dyd
j=2 Hopj,x (]3])
= t4(p, — 1)7malr) / 1 [yt —y1) H2na(m) (Y1)
Iu“pl,nt(x].)
d — Yi) Ap, ,
H (/ Hopj 21— — ( Y;) pg,yl(yj)dyj> dy,
j=2 ,UpJ 21 (%)
_ td(p1 B 1>—nd(p1)/ Mm,nt(m*m)ﬂ?md(m)(?Jl)
/’l’pl,nt(x1>
d Hpj a1 —y1 * /\Pj,yl (xj>
H dyl
j=2 :upj L1 (.CCS)
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Dans ces deux derniers cas, les estimateurs sont composés de la méme partie, a
paramétrisation pres, avec un produit de convolution. On donne donc les détails
lorsque p; > 1 et il est ensuite facile de traiter le cas ou p; = 1. Ainsi, pour p, = 0,
on remarque que

Bpjxi—y * )‘pj,y1(xj) _ Hpjai-n * Upj (l‘])
Hopjy1 (xj ) Hopjy1 (xj )
/"L j 5
= 2 (g)
Pj,T1
= 1.

Ensuite, pour p; = 1 on remarque que

Ip w1 —y1 * Apj () [i1a1—y1 * 1, * 01(5)
Hpj o (CL’j) M1z, (x])
fi1,2, * 01(z;)
H1,24 (‘TJ)
H1,2, (xj — 1)

H1,24 (‘TJ>
Zj

X1

Pour p; = 2,

Hpjari—y * )‘Pj,yl (‘%) _ 2oy K oy X N2,2<xj)
Hpj .y (93]) H2,24 (xj)
H2,21+2(T;)
2,2, (l’])
2 [(xy) '
IT(x1 +2)

Quant & p; > 1, on n’obtient pas d’expression analytique. On peut néanmoins écrire

Fpj o1 -y * Apyn (T5) — (p;— 1>_m(p].)ﬂpj,:c1—y1 % [hp; 0 * 12,1 (py) (T5)
;i (25) ’ [hp; 21 (7)
= (p— 1)—771(;0]-):“1);‘@1 * UZm(pj)(xj)’
Hpj a1 (x])
ce qui termine la preuve. O

3.3.2 Résultats de simulations

Nous donnons ici une comparaison numérique des estimateurs U, et T}, ;. Pour
cela, nous considérons 1000 réplications de deux n-échantillons de dimension d = 2
puis 4, de loi TSM telle que la premiére composante soit de loi gamma et les com-
posantes restantes soient des lois de Poisson (voir Tableau 3.3) et avec
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n = d+ 10,25,60, 100 et 300. Les simulations ont été programmées sous R (R Deve-
lopment Core Team (2014)) et le Tableau 3.4 rend compte des résultats.

my =05 d=2 detVe,, =025 d=4 det Vi, = 0.0625
n Tp71 Up71 Tp71 Up71

d+10  0.3878 (0.3793) 0.2493 (0.1489) 0.2175 (0.3701) 0.0659 (0.0318)
25 0.3156 (0.0791) 0.2519 (0.0477) 0.1236 (0.0474) 0.0603 (0.0104)
60 0.2653 (0.0261) 0.2407 (0.0214) 0.0835 (0.0082) 0.0607 (0.0041)
100 0.2666 (0.0169) 0.2513 (0.0148) 0.0757 (0.0039) 0.0623 (0.0025)
300 0.2526 (0.0046) 0.2477 (0.0045) 0.0659 (0.0009) 0.0616 (0.0008)

TABLE 3.4 — Quelques valeurs (et erreurs quadratiques moyennes) des estimateurs
T, et Uy pour p=(2,1)T et (2,1,1,1)T et t =1

Nous remarquons que les simulations numériques montrent bien le fait que 1’esti-
mateur U, est meilleur que I'estimateur 7}, ;. En effet, sur de petites tailles d’échan-
tillons (d+ 10 et 25), on remarque 'absence de biais de U, ;. Sur des tailles d’échan-
tillons plus grandes, on s’apercoit que les deux estimateurs sont convergents. Néan-
moins, l'estimateur U,; se distingue par une variance plus basse que celle de l'esti-
mateur 7}, ce qui illustre son caractere de variance minimale.

3.4 Lois multiples stables Tweedie et applications
aux processus stochastiques

Dans cette partie, nous allons nous inspirer des FENs TSM pour décrire com-
pletement les loi multiples stables Tweedie. Ces lois peuvent étre vues comme les
lois jointes des d — 1 dernieres composantes d’un vecteur TSM. Ainsi, la variable
aléatoire régissant le parametre de dispersion n’est plus observée. Nous exposerons
le cas particulier ou les dernieres composantes sachant la premiere sont gaussiennes
avant de donner le cas général. Nous montrerons qu’il est possible d’estimer les diffé-
rents parametres des différentes lois par une méthode des moments généralisée. Nous
exposerons aussi le fait que ces lois peuvent se retrouver dans différents processus
stochastiques, modélisant entre autres des séries financieres. Ce travail s’inspire de
cas particuliers qui ont été étudiés ces dernieres années dans la littérature. On peut
par exemple citer les travaux de Barndorff-Nielsen (1997), Barndorff-Nielsen (1998)
et Madan et Seneta (1990) qui ont montré que les lois normal-inverse gaussiennes
et les modeles a variance gamma (qui sont, en fait, des cas particuliers des lois mul-
tiples stables Tweedie, nous allons le voir plus bas) sont a queues lourdes ainsi qu’a
variances aléatoires, des caractéristiques que ’on retrouve dans les séries financiéres.

3.4.1 Définition et propriétés

Pour commencer, considérons le vecteur aléatoire Y = (V,X)T ot V est une
variable aléatoire de loi Tweedie de parametre de puissance de la variance p > 1 et
X un vecteur aléatoire sur R9~! dont on connait la loi jointe sachant V. Notons que
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si nous voulons garantir que la loi de X n’est pas dégénérée (i.e. que le support de
V' est strictement positif), nous pouvons nous restreindre a p > 2.

Nous examinons le cas ot X |V est un vecteur gaussien centré et de variance V'Y
ou ¥ = (0yj)1<i j<d €st une matrice symétrique définie positive. La loi de V' est alors
une loi Tweedie additive d’espérance E[V] = 1 et de variance Var(V) = A7 avec
A > 0, c’est-a-dire V' ~ Tw*P(A~1, \) (voir Chapitre 1, Section 1.3). Ne pouvant pas
donner de forme analytique a la densité de la loi de X, nous pouvons néanmoins
calculer sa fonction génératrice des moments. Pour se faire, considérons la fonction
génératrice des moments conditionnels de X |V donnée par

(3.8)

D>
s € R"— Ly (s) == exp (VS 8) :

La fonction génératrice des cumulants de X est donnée par le calcul de I'espérance
de Lxy. On obtient

Lals) = (15" SLop=2 (3.9)
T ep [tV (14 etz )T 1] s p2, |

pour tout s € Sg ={seR? sT¥s < —pr()\)}. On peut alors déduire les moments
de X. En particulier, le second moment est donné par

EXX'=EE[XX'|V]| =EVE=13. (3.10)

Les moments d’ordres supérieurs sont, quant a eux, difficiles & obtenir. On peut
néanmoins se rendre compte que EX!! = 30 (1+ A7) pouri = 2,...,d. Le kurtosis
est alors égal & 3(1 + A!™P) ce qui implique que les lois gaussiennes-Tweedie sont
leptokurtiques. Notons que l'on retrouve exactement ce type de propriétés dans le
modele de variance gamma de Madan et Seneta (1990).

Ainsi, pour un n-échantillon (XM, X® . X®)T ot X@ est de loi gaussienne-
Tweedie multivariée, I’estimateur de la matrice de variance-covariance est donné par

~ 1 n
5= S xWx® T (3.11)

Pour I'estimation du parametre A, une méthode plug-in donne

d o 1/(-p)
A=d" (Z (35%) Yl - k) : (3.12)

=1

ou

) = 230 (x0)"

ny4

Il s’agit d’estimateurs consistants, mais celui défini par (3.12) est non optimal et
pourrait étre amélioré en utilisant une autre technique d’estimation.
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3.4.2 Processus stochastiques de type gaussien-Tweedie

Nous allons maintenant nous intéresser aux processus stochastiques de type
gaussien-Tweedie (en dimension d = 1). Pour se faire, nous nous appuierons sur les
lois gaussiennes-Tweedie introduites plus haut, sur les travaux de Barndorff-Nielsen
(1997), Barndorff-Nielsen (1998) et Madan et Seneta (1990) ainsi que sur les détails
donnés dans (Applebaum, 2009, Chap. 1) concernant les processus de Lévy. Avant
tout, rappelons la notion de processus Tweedie donnée dans (Jgrgensen, 1997, Chap.
4) : un processus Tweedie (additif) est une suite de variables aléatoires (V;);>o telle
que pour 0 =ty <t; < -+ <t, <400

e V5 =0;
o AV, =V, — Vi, ~ Tw™(&,AAL) ot Aty = t; — t;_y et € = A7, (6).

La loi de V est alors donnée pour tout ¢ > 0 par Tw*?(, t\). Si 'on consideére de plus
que les accroissements sont indépendants (i.e. Vi, — Vi, , Vi, = Viy, ..., Vi, — V4, _, sont
indépendants), c’est aussi un processus de Lévy. On peut alors définir les processus
de type gaussien-Tweedie en considérant un mouvement brownien (By);>o dont le
drift est nul et dont la variance est donnée par o2. Ainsi le processus (X;);>o tel que

X, = By, (3.13)

avec (V;);>0 un processus Tweedie, qui est aussi un processus de Lévy, est appelé
processus gaussien- Tweedie. 11 s’agit alors d'une extension des modeles TSN lorsque
le parametre ¢ joue le role du temps. Le role du processus (V;):>o est donc simplement
un changement de temps d’un mouvement brownien. On I’appelle subordinateur,
c’est-a-dire que c’est un processus de Lévy presque stirement croissant. Les processus
gaussien-Tweedie sont également des processus de Lévy. En effet, la proposition
suivante, donnée dans Applebaum (2009) assure qu'un processus de Lévy dont le
temps est changé par un subordinateur est encore un processus de Lévy.

Proposition 3.4.1 (Applebaum (2009)). Soit X = (X;)i>0 un processus de Léuvy
et T = (T})i>0 un subordinateur indépendant de X. Définissons le processus Z =
(Z4)i<o tel que, pour tout t > 0,

Zy = Xy,

Alors, Z est un processus de Lévy.

3.5 Conclusions et perspectives

Nous avons introduit une famille de modeles TSM comme généralisation des
modeles TSN. Nous avons pu obtenir leurs fonctions variance et fonction variance
généralisée. Nous en avons déduit leurs mesures de Lévy modifiées et cela a mené
a I'obtention d’un estimateur performant pour la variance généralisée, bien que des
problemes d’ordre numérique restent a résoudre. En nous intéressant a la théorie
des processus stochastiques, nous avons pu introduire une idée de ce que serait un
processus de type gaussien-Tweedie.
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Il reste cependant plusieurs interrogations quant a ces modeles :

e une étude approfondie des processus de type gaussien-Tweedie doit étre réali-
sée. De plus, une analyse en matiere d’application a la finance ou a d’autres
phénomenes doit étre envisagée. La flexibilité des lois Tweedie n’étant plus
a démontrer, une famille de processus telle que décrit plus haut pourra étre
appliquée a plusieurs problemes de modélisation ;

e il en est de méme pour les applications des modeles TSM. Le premier point
a mettre en lumiere est le fait que, dans une expérience réelle, la premiere
composante ne peut étre observée. A I'instar des processus qui en découlent, ces
modeles pourront avoir des applications dans de nombreuses problématiques
de modélisation statistique.
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Sur la caractérisation des familles exponentielles
naturelles par la fonction variance généralisée

Résumé

A travers lexemple des familles TSN et TSM, nous étudions la caractérisation
par la fonction variance généralisée et par la mesure de Lévy modifiée des familles
exponentielles naturelles. Ces résultats de caractérisation sont fortement liés a des
résultats d’unicité de solution d’un certain type d’équations de Monge-Ampere. En
étudiant en détail ces équations, nous donnons également un premier résultat plus
général concernant la caractérisation par la mesure de Lévy modifiée pour des FEN
indéfiniment divisibles.
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4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser a des problemes de caractérisation
par la fonction variance généralisée ainsi que par la mesure de Lévy modifiée. Comme
nous 'avons vu précédemment, la fonction variance permet de caractériser la FEN
sous-jacente. Obtenir le méme résultat pour la fonction variance généralisée est
loin d’étre trivial et ce résultat n’est pas vrai en général. En effet, considérons les
deux FENs suivantes sur R? tirées de I'Exemple 1.1 donné par Ghribi et Masmoudi
(2010) : Fy générée par la mesure p; composée d'une loi binomiale négative et d’une
loi gamma comme définie dans Casalis (1996) et Fy générée par po définie par le
produit indépendant d’une loi de Poisson et d’une loi gamma. Les fonctions variance
sont données par

2
m € Mg, =0, +00[*— Vi, (m) = (ml T m1T2>
myms ma,

et
m € Mg, =0, —|—oo[2|—> Vg, (m) = diag(m, m%)

Bien que ces deux FEN soient distinctes, on a det Vi, (m) = det Vi, (m) pour tout
m € My, = Mp,. Cela nous montre qu’il faut alors se restreindre a un ensemble de
FENs plus petit pour pouvoir espérer un résultat de caractérisation par la fonction
variance généralisée. Cependant, il faut noter que les mesures de Lévy modifiées de
F; et F; sont bien différentes. En effet, comme ces deux familles sont indéfiniment
divisibles, d’apres le Théoréme 1.2.1 on peut écrire

— exp(6h)

= 92—|—e—xp(91) pour tout 0 tel que 82 + eXp(Hl) < 0,

L) (0) = det Vr,, (0)

et

L) (8) = det V25, (8) = exgg@

2

Il s’agit donc d'un exemple de familles dont les variances généralisées sont les mémes
si 'on parametre par la moyenne et dont les mesures de Lévy modifiées sont diffé-
rentes. En conséquence, il convient de faire la distinction entre les deux paramétrisa-
tions lorsque 'on veut caractériser la famille. Malgré ce contre exemple, plusieurs cas
particuliers de caractérisation par la fonction variance généralisée (qui s’avere étre
un abus de langage dans le cas ou la FEN est paramétrée par 6) ont été démontrés
ces dernieres années. On peut se référer a Kokonendji et Masmoudi (2006) qui ont
démontré que la mesure de Lévy modifiée caractérise les familles de type Poisson-
gaussien. Le méme résultat a été démontré par Nisa et al. (2015) pour les familles
de type normal-Poisson (un cas particulier des TSN). Ces deux résultats sont basés
sur la théorie de la mesure. De plus, Kokonendji et Masmoudi (2013) et Ghribi et
Masmoudi (2010) ont respectivement démontré que les familles gamma-gaussiennes
(un autre cas particulier des modeles TSN) et multinomiales sont caractérisées par
leurs fonctions variance généralisée respectives, données en fonction du parametre de
la moyenne. Une caractérisation complete des modeles TSN a été récemment donnée
dans par Moypemna Sembona (2016). Outre les résultats concernant les fonctions

V0 € Rx]0, 400l
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variance généralisée et les mesures de Lévy modifiées, on peut citer Koudou et Pom-
meret (2002) et Kokonendji et al. (2015) qui ont respectivement démontré que les
FEN de type Poisson-gaussienne sont caractérisées par stabilité de convolution et
que les FEN TSN le sont par leurs fonctions variance et leurs polynémes orthogonaux
associés.

Dans la suite, nous proposons une nouvelle méthode de résolution de 1’équa-
tion de Monge-Ampere lorsque I'on se restreint aux modeles TSM et qui généralise
les résultats précédents concernant les modeles TSN. Comme vu précédemment,
et d’apres le Théoreme 1.2.1, la fonction cumulante d'une FEN est solution d'une
équation de Monge-Ampere de la forme

det V2u = f,

ol l'inconnue u est au moins de classe C? et f est une fonction donnée. Ces deux
fonctions sont définies sur un ouvert convexe (). Ainsi, lorsqu’on se donne une mesure
de Lévy modifiée p(u), sous réserve que la FEN soit supposée indéfiniment divisible,
caractériser cette famille revient a résoudre un probleme d’unicité de solution dans
un probléme de Monge-Ampere avec f = L.

La littérature concernant les équations aux dérivées partielles (EDPs) elliptiques
du second ordre et non linéaires dont fait partie I’équation de Monge-Ampere est
bien fournie. Par exemple, le livre de Gutiérrez (2001) pose les bases nécessaires a
'existence de solutions des problémes classiques de Dirichlet (i.e. les solutions ad-
mettent une valeur fixée sur la frontiere 0€2). C’est Jorgens (1954) qui le premier a
étudié ce type de probleme en dimension 2 en considérant les cas ou f = 1. Ces ré-
sultats ont été généralisés en dimensions supérieures par Calabi (1958) et ensuite par
Pogorelov (1972). Plus récemment, et en considérant le cas général, Ishii et Lions
(1990) ont développé une théorie tres utile pour I’équation de Monge-Ampere, y
compris pour des domaines non bornés, a travers la notion de solutions de viscosité.
Ils ont en effet noté que cela ne demande pas beaucoup de travail supplémentaire
d’adapter des conditions de Dirichlet au cas ou le domaine est non borné des lors
que l'on impose certaines restrictions a l'infini. Dans Ishii (1984) ou Crandall et
Lions (1987), le cas des équations d’Hamilton-Jacobi est traité sans pour autant que
les résultats soient étendus aux cas difficiles de ’équation de Monge-Ampere. Dans
plusieurs autres articles récents, les problemes de bords singuliers pour I’équation de
Monge-Ampere ont été approfondis par plusieurs auteurs. Plus précisément, dans
Lazer et McKenna (1996), Salani (1998), Guan et Jian (2004) ou Cirstea et Trom-
betti (2008), les problémes liés a I'existence et I'unicité de solution pour ’équation
de Monge-Ampere ont été étudiés pour un domaine convexe et suffisamment lisse
lorsqu’on suppose connu le comportement asymptotique des solutions vers la fron-
tiere de ce dernier. Ces travaux vont nous permettre de développer deux approches
I'une concernant les cas particuliers des modeles TSN et TSM et 'autre permettant
de présenter un résultat préliminaire lié au cas général.

Ce chapitre est organisé comme suit. La Section 4.2 est dédiée aux démonstra-
tions des cas particuliers TSM, aussi bien pour la mesure de Lévy modifiée que pour
la fonction variance généralisée. La Section 4.3 est, elle, consacrée a 1’établissement
de résultats plus généraux en proposant une étude de 1’équation de Monge-Ampeére
avec une certaine condition aux limites donnée.
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4.2 Le cas des familles Tweedie stables multiples

Dans ce qui suit, on cherche a déterminer si la mesure de Lévy modifiée et
la fonction variance généralisée caractérisent un modele TSM, pour peu que l'on
suppose que l'on se trouve dans la famille de tous les modeles TSM. On commen-
cera par donner le résultat pour la mesure de Lévy modifiée puis on pourra en
déduire celui pour la fonction variance généralisée. La méthode proposée, basée sur
un lemme de Cirstea et Trombetti (2008), se veut étre différente et plus analytique
que celle utilisée dans Kokonendji et Masmoudi (2006), Kokonendji et Masmoudi
(2013), Moypemna Sembona (2016) ou Ghribi et Masmoudi (2010). En effet, il s’agit
ici de proposer une résolution directe de I’équation de Monge-Ampere.

4.2.1 Caractérisation par la mesure de Lévy modifiée

On cherche a démontrer le théoréme suivant.

Théoréme 4.2.1. Soit v, une mesure indéfiniment divisible de M(R?) générant
une NEF TSM F, avec p = (p1,pa,...,pa)" firé tel que p; > 1. Considérons une
autre mesure indéfiniment divisible v; € M(R?) générant une FEN TSM Fj; avec
p = (P1,p2,p3,---,pa) et telle que p(v,) = p(v). Alors, F, = F; a des affinités
pres.

Avant de démontrer ce théoréme, nous avons besoin d’établir un lemme a partir
de la Proposition 2.1 de Cirstea et Trombetti (2008) que nous rappelons et dont
nous donnons la démonstration par souci de précision.

Proposition 4.2.1 (Cirstea et Trombetti (2008)). Soit Q un ensemble ouvert de
R? avec d > 2. Si l'on considére les fonctions g : 8 — R de classe C? et h: R — R
également de classe C%, alors Va € €,

det V2h(g() = [(g(@))]*1h"(g(x)) < Co {V2g(x)} Vy(x), Vg(z) >
+H (g(@))]" det V2g(z),
ou Co{-} désigne la comatrice.

Démonstration. Fixons x € (). D’apres le Lemme 3.2.1, on peut écrire

V2h(g(x)) = 1"(g(x))Vg(x) [Vg(x)]" + B (9(x))Vg(z).

Comme le déterminant est linéaire par rapport a chaque colonne, il est possible
d’écrire le déterminent de V2h(g(z)) comme une somme de 2¢ déterminants, pour
lesquels chaque matrice considérée admet pour j*™¢ colonne, soit

9y(x) <ag<x> 9g(x) aq(a:))T, (1.1

h (g(x)) 81']‘ 61‘1 ’ al‘g B 8wd

soit

, g(x) Pg(zx)  Pg(x)\’
h (g(x) <8x18xj’ 8m26xj’ Y 8xd6mj ‘ (42)
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Notons alors par M; les matrices dont la j*™¢ colonne est de la forme (4.1) et dont
les autres colonnes sont de la forme (4.1). En développant le déterminant de M; par
rapport a la j¥™¢ colonne, on obtient

det M; = (1 (g1 (g(a)) 2910 5~ 99W) 0y,

aZL‘j i—1 8901

ot C;; désigne le cofacteur du coefficient (4, 5) de VZg(z). Ainsi,

Z det M; = [/ (g(x))]* " (9(x)) < Co{V’g(x) } Vg(x), Vg(x) > . (4.3)

Maintenant, si M, désigne la matrice dont toutes les colonnes s’écrivent comme
(4.2), alors
det My = [W'(g(z)]? det V3g(x). (4.4)

Comme le déterminant d’une matrice dont deux colonnes sont données par (4.1) est
nul, on peut écrire

d
det V*h(g(z)) = det Mo + > M;.

j=1

On obtient le résultat d’apres (4.3) et (4.4), ce qui termine la preuve. O

Lemme 4.2.1. Soit p = (p1,pa,...,pa) . Considérons v, € M(R*) une mesure
indéfiniment divisible générant une FEN MST F,. Alors, pour tout € ©,,,

d
d—
det V25, (0) = [@pl (g(e))] iy, ( H iy, (0
ol K, désigne la fonction cumulante de F,,, Ko, celle d’'une FEN générée par une
loi Tweedie de paramétre p < 1 et g(0) = 61 + >0, Ky, (05)-
Démonstration. Comme F, est une NEF TSM, sa fonction cumulante s’écrit
Ko, (0) = Ky, (9(0)) VO € O,,.
Le gradient de g est alors donné par
.
Vg(0) = (1,r),, (62),5,, (6s),.... K, ()
et sa matrice hessienne par
v2 (9) = di 0 " 0 " 0 " 0 T
g - 1ag( 7"%@(2)7 Nps( 3)7"'75/@‘1( d))

Sa comatrice admet pour seul élément non nul, le coefficient de la premiere ligne et de
la premiére colonne. Le calcul du déterminant de V?k,, () se fait alors en appliquant
la Proposition 4.2.1 en posant h = k,, . Le lemme est ainsi démontré. ]

Nous pouvons maintenant donner la preuve de notre résultat.
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Démonstration du Théoreme 4.2.1. Commencons par fixer p; = 1. D’apres le Lemme
4.2.1 et le Théoréme 1.2.1, et comme p(v,,) = p(v5,) on a, pour tout § € ©,, = RY,

d
det V?k,,(0) = exp(dg(&))Hmij(Gj)
j=2
L) (0)
= Lpp,)(0)

d—1
K

= [, @] w7, @) T, @)

Le probléme de caractérisation se résume donc a vérifier si I’équation (4.5) suivante,
qui se révele étre une simple équation différentielle ordinaire (EDO) du second ordre,
admet une unique solution :

d—1
(7, (90)]" w7, (9(6)) = exp(dg(6)). (4.5)
Ainsi, en posant x = g(f) on peut écrire, pour tout = € R,
d
/
i [Hﬂm (.T)]
dx d

En intégrant sur | — 0o, y| pour tout y € R, on obtient

= exp(dz).

/

M — lim [KJI‘IH (x)}d _ exp(dy)
d T——00 d d

Comme £, est la fonction génératrice des cumulants d'une loi Tweedie de para-

metre pq, alors
exp(z) sipp=1
o, (¥) = ( z )@—1 sinon.

a—1
Cela implique que lim,, o £, = 0. On peut donc écrire, pour tout y € R,
Kus, (y) = exp(y) + C,
avec C' € R. Au final, la FEN F; admet

0= ki, (9(6))

comme fonction génératrice des cumulants. Les FEN Fj et ), sont, au final, bien du
méme type.

Considérons maintenant p; = 2. Comme p(1,) = p(v3,) on peut écrire, d’apres
le Lemme 4.2.1 et le Théoréme 1.2.1, pour tout 6 € ©,, = {6 € R%, ¢(0) < 0}

det V?k,,(0) = [—9(3)]717611:[2%21%(@)

LP(VP) (9>
= Lywy(0)



Le probleme de caractérisation est traduit ici par la résolution de 'EDO

w9 K (90)) = [~g(0)] .

Posons alors = ¢(f). Ainsi, pour tout < 0, on peut écrire

d
d [Hé%l(m)} —1-d
g
Ensuite, en intégrant sur | — 0o, y] pour tout y < 0, il vient
d d
) A P C2) R
d z——00 d d )

En remarquant encore que r,, est la fonction génératrice des cumulants d’une loi
Tweedie de parametre py, alors lim,_,_ ﬂLﬁl (x) = 0. On en déduit, pour tout y < 0
que

R, () = = In(=y) + C,
avec C' € R, ce qui achéve la démonstration du théoreme pour p; = 2.
Considérons maintenant les cas ou p; est différent de 1 et 2. Comme p(v,,) =

p(v5,) et d’apres le Lemme 4.2.1 et le Théoreme 1.2.1, on peut écrire, pour tout
0eo,,

d
11 ., (65)

_ (a—2)+(a—1)(d—1)
det V25, (0) = [ 9(9)1

1 -« s
Ly, (9)
= Ly, (0)
= [k o]k, 00D TL , (6))

Jj=2
On cherche alors a résoudre

a—2 a—1)(d—1
—g(0) (a=2)+(a—1)(d-1)
1—a

K (g(6)) = [

pour tout § € ©,, = {0 € R%, g(6) < 0}. Il faut préciser ici, que malgré le fait que les
domaines d’existence des transformées de Laplace changent suivant que 1 < p < 2
ou que p > 0, les domaines des fonctions cumulantes sont, eux, égaux, car ouverts.
Ainsi, en posant z = g(f), on peut écrire

Y

dx d

11—«

d
d K, @] ( _z >(a2>+<a1><d1>

pour tout z < 0. Ensuite, en intégrant sur |—oo, y|, pour tout y < 0, et en remarquant
encore que lim,_, /@Lﬁl (x) =0, il vient

0] =5 ()
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Au final, on a bien

@m(w_a—l( 4 )O‘

e
La preuve est ainsi compléete. O

Il est intéressant de remarquer que les outils intervenant dans la preuve pour
montrer 'unicité de la solution de I’équation de Monge-Ampeére sont relativement
simples. L’équation de Monge-Ampere, qui se révele compliquée a étudier en général,
se transforme dans ce cas, et grace au fait que nous nous restreignons aux familles
TSM, en une EDO facile a résoudre. Il est important de noter que cette méthode
nécessite cette derniere restriction et n’est pas transposable dans un cas plus général.
Elle complete donc les méthodes apportées dans la littérature et qui sont destinées
a des résolutions de cas particuliers.

4.2.2 Caractérisation par la fonction variance généralisée

Nous cherchons maintenant a apporter la preuve que la fonction variance généra-
lisée caractérise, encore une fois a quelques affinités pres, les FEN TSM. Ce résultat
est donné pa le théoreme suivant :

Théoréme 4.2.2. Soit v, une mesure indéfiniment divisible de M(R?) générant
une FEN TSM ¥, avec p = (p1,p2, - - - ,pa)" firé tel que py > 1. Considérons une
autre mesure indéfiniment divisible v; € M(R?) générant une FEN TSM Fj; avec
p = (P1,p2,D3,....,pa) et telle que det Vi = det Vg,. Alors, F, = F5 d quelques
affinités pres.

Démonstration. Comme F, est une FEN de type TSM, d’apres le Théoreme 3.2.1
sa fonction variance généralisée est donnée, pour tout m € Mg, par

d-14p -3¢ p; & .
det Vi, (m) = my P2 I1m5.

J
Jj=2

De méme, comme Fj est aussi une FEN TSM, on peut écrire, pour tout m € Mg,

_ _d
N IR DY R )

det Vi, (m) = m, ’ 1175

j=2

Rappelons ensuite que chaque point m € Mg, est donné, pour tout 6 € ©,,,
par 7,,(0) avec 7, = Vk,,. De la méme facon, m € My, est donné par T,,ﬁ(é) pour
g e ©,,. Il faut noter qu’il n’y a, a priori, aucune raison que 6,, = ©,,. En effet,
malgré le fait que Mg, = M, ©,, = ¢, (Mg,) avec ¢, = 7,/ Yet ©,, = 1,,(Mp,)
avec ¢, =7, ! les fonctions Yy, et 1, n’étant, a aucun moment, supposées égales.

Maintenant, comme on suppose que F, et F; ont la méme fonction variance

généralisée, alors pour tout m € My, = Mg,

d-14p -3 o B
det Vi, (m) = m, RERNEL I ™.

J
=2
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Mais pour tout € ©,,, m; = a%i/ﬂl,p(Q), pour chaque ¢ € {1,2,...,d}. Ainsi, comme
v, est aussi indéfiniment divisible, on peut successivement écrire

det Vg, (m) = det V?k,, (1, (m))

P d-31_,pi d D) P
= | =Ky, (0 — K, (0
[391“ ol )1 jHQ [aef 3 ﬂ
= Ly, (0).
De méme, pour tout 0 € O,
det Vi, (m) = det V25, (¥, (m)) = det V2, (9).

De plus, d’apres le Lemme 4.2.1, on peut écrire
2 n 1 =1, ) d "
det V2k,,,(0) = (w7, (9] ., (9(0) TT w7, (0)).

avec g : 0 — 0; +1/2 >9, Ry, (0.

On peut alors remarquer que, quelles que soient les valeurs de p et p, Oy = {0 €
R, g(0) < 0} est inclus a la fois dans 1),,(Mp,) = ©,, et dans ¢, (Mp,) = O,,.
Ainsi, pour tout # € Oy, on peut poser I’équation suivante

5, 0O 5, 00D LT, 4 = L)

Comme nous 'avons vu dans la preuve du Théoreme 4.2.1, cette équation admet
une unique solution sur O, quelle que soit la valeur de p supposée. Cette solution
est a chaque fois donnée par 0 — £, (0) +C avec C € R. Il s’agit donc de la fonction
génératrice des cumulants d’'une FEN Fj dont le domaine du parametre canonique
est donné par ©g. Il faut maintenant vérifier si cette famille est de méme type que
Fp. En dérivant deux fois la fonction cumulante, on trouve, pour m € Mg,

VFO (m) = VFp (m)

Ainsi, Vg, (m) et Vg, (m) coincident sur Mg, N Mg, . Au final, d’apres la Proposition
1.2.1, les deux familles sont de méme type, ce qui acheve la preuve. O

4.3 Le cas général : une histoire de conditions aux
limites et le probleme de Monge-Ampeéere a
domaine non nécessairement borné

Dans cette section, nous allons exposer des outils nécessaires a la résolution du
probléme d’unicité de I’équation de Monge-Ampere lié aux problemes de caractérisa-

tion des FEN indéfiniment divisibles. Cette premiere étape vers un résultat général
solide nécessitera de se restreindre a des familles dont les fonctions génératrices des
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cumulants ont les mémes comportements aux bords des domaines. Notons que nous
nous concentrerons uniquement sur le probleme de caractérisation par la mesure
Lévy modifiée.

Les probléemes de Monge-Ampere présents dans la littérature propre aux EDPs
sont quasiment exclusivement des problemes de Dirichlet, c¢’est-a-dire que le com-
portement de la fonction inconnue sur la frontiere du domaine est connu. En effet,
soit cette derniere explose, soit elle y prend une valeur donnée. De plus, les domaines
considérés sont le plus souvent bornés. La fagon d’adapter les méthodes de résolu-
tion existantes au probleme de caractérisation par la mesure de Lévy modifiée s’avere
étre astucieuse. En effet, les domaines des fonctions génératrices des cumulants des
FEN ne sont pas toujours bornés. Ils sont méme dans certains cas semi-bornés et
les fonctions cumulantes ont des comportements différents suivant les familles. Pour
palier a ces contraintes, on va considérer dans la suite toutes les FENs dont les fonc-
tions cumulantes ont toutes le méme comportement asymptotique. Nous pourrons
alors étendre les résultats concernant les EDPs sur n’importe quel domaine. Pour
bien comprendre la méthode, nous allons considérer plusieurs cas particuliers tirés
des modeles TSM. Nous allons avant tout rappeler et démontrer le lemme suivant,
di a Caffarelli et al. (1985), qui traite du principe du maximum qui intervient sou-
vent dans les questions d’unicité de solutions dans les problémes de Dirichlet (voir
aussi Lazer et McKenna (1996), Salani (1998), Guan et Jian (2004) ou Cirstea et
Trombetti (2008)).

Lemme 4.3.1 (Caffarelli et al. (1985)). Soit Q@ C R? un domaine borné dont la
frontiére 0S) est suffisamment lisse. Supposons que pour toute fonction v telle que
pour chaque x € Q, det V2v(x) < f(x) ou f est une fonction positive. Supposons
également qu’il existe une fonction u telle que det V2u(x) = f(x). Siu < v sur 09,
alors u < v sur ()

Démonstration. Raisonnons par I'absurde. Supposons qu’il existe zo € ) tel que
u(zo) > v(wg) et que u — v atteint son maximum sur Q au point xo. Alors, la
matrice VZv — V2u est semi-définie positive au point z9. D’aprés la caractérisation
variationnelle des valeurs propres d'une matrice symétrique, il vient que si A(V >
A2 > o> A > 0 sont les valeurs propres de V2u(zg) et ALY > A2 > ... > \d) >
0 sont celles de V2u(z), alors A% > A\ pour tout ¢ € {1,2,...,d}. On conclut ainsi
que f(z¢) = det V2u(zo) = ALAR . AD > ADAR) A — det V2u(zy) = f(0),
ce qui est contradictoire. Ceci termine la preuve. O

4.3.1 Retour sur le cas normal-Poisson

Dans cette partie, nous allons considérer un modele normal-Poisson (i.e. un mo-
dele TSN dont la premiere composante est de loi de Poisson). Ce premier exemple
est intéressant car le domaine du probleme de Monge-Ampeére sous-jacent n’est pas
borné. 11 s’agit en effet de RY tout entier. Mais d’aprés Boubacar Mainassara et Ko-
konendji (2014), la mesure de Lévy modifiée d'un modele normal-Poisson est donnée
par

p(vp)(da) = 61 (da1)Nag-1(0, Iz—1)(dxe,dzs . . . dzy), (4.6)
avec v, la mesure générant une FEN de type normal-Poisson, ott p = (1,0,0,...,0)".
La caractérisation de cette famille est alors donnée par la proposition suivante.
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Proposition 4.3.1. Soit u € M(R?) une mesure indéfiniment divisible générant la
FENF = F(u) telle que p(p) soit comme dans (4.6). Alors, dans la classe des FENs
dont les fonctions cumulantes sont équivalentes a l'infini a celle de ¥, il n’existe que
les familles de types normal-Poisson dont p(p) soit la mesure de Lévy modifiée.

Démonstration. Considérons la mesure p(u) définie par (4.6). Sa transformée de
Laplace est alors donnée par

Lyo(®) = [, exp(®"x)p(u)(de)
= expldg(0)]

avec g : 0 — 0 +1/25% 62 pour 6 € O, = O,y = R% Fixons (b,c) € R? x R et
considérons la fonction ug : 0 — exp[g(0)]+b" 6+ c. On peut se rendre compte assez

facilement que ug est une solution de ’équation aux dérivées partielles
det V?u(0) = expldg(0)] V0 € ©,.
Maintenant, considérons le probleme de Monge-Ampere suivant

{ det V2u(0) = expldg(0)] V0 € 6,
im0 gy = 1

(4.7)

On veut alors montrer que ug est 'unique solution du probleme (4.7). Soit u une
autre solution de ce probleme. D’apres les conditions limites, pour tout n € N, il
existe R, tel que pour [|0]| > R,

u, (60) = (1 - 1) w(0) < uo(6) < (1 + 1) w(0) = 7 (0). (4.8)

n n

Les fonctions u,, et u,, sont alors respectivement des sous et sur-solutions du probleme
(4.7). En effet, det V2u,,(0) = (1 — 1/n)%exp|dg(0)] < explkg(0)] et det V?u, (0) =
(1 + 1/n)?expldg()] > explkg(0)]. Notons également que la suite (R,)nen peut
étre choisie croissante. Ainsi, I'inégalité (4.8) est en particulier vraie pour tout § €
0Og,,,, ou O, ., = B(0, R,11) est la boule centrée en 0 et de rayon R, ;. Comme
Or,., est convexe, on peut appliqué le principe du maximum de Caffarelli et al.
(1985), et par le Lemme 4.3.1, I'inégalité (4.8) est également vraie pour tout 6 €
OR,.,- En faisant tendre n vers I'infini, on a donc

“+o00
u = up sur 0, = U Og, -
n=0

Au final, comme p est supposée étre une mesure indéfiniment divisible, ug est la
fonction génératrice des cumulants d’'une mesure générant une FEN de méme type
que F. Ainsi, par le Théoréeme 1.2.1, p(u) caractérise, a affinité pres, la FEN F. La
preuve est ainsi complete. O
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4.3.2 Retour sur le cas normal-gamma

Nous allons traiter ici un autre cas particulier, le cas normal-gamma, permet-
tant de résoudre ’équation de Monge-Ampere sur un domaine semi-borné. Il s’agit
également d’un cas particulier des modeles TSN.

Proposition 4.3.2. Soit u € M(R?) une mesure indéfiniment divisible générant la
FENF =F(u) telle que p(p) soit donnée par

d d
_ aa! 1 2
p(p)(dz) = oy D72 exp (—:cl ~ 52 > :cj) 1,,>0dzidzs ... dxg.

1 j=2

Alors, dans la classe des FENs dont les fonctions cumulantes sont équivalentes au
bord de ©,, a celle de F, il n’existe que les familles de types normal-gamma dont
p(w) soit la mesure de Lévy modifiée.

Démonstration. La transformée de Laplace de p(y) est donnée par L, () = [—g(6)] =@
pour tout § € O, = O,,) = {0 € RY, g(f) < 0} avec g: 0 — 6;+1/23%, 62. Fixons

(b,c) € RY x R et considérons alors la fonction 6 +— ug() = —In(—g(0)) + b0 + c.
On écrire

1 0, 0y 0, \ '
Violf) = (‘gw)"g(e)"g(er'""g<9>> h
et
2 (9) @T(e)
V““@):(Z(m Aw))

avec v(0) = [g(0)]*, a(0) = v(0)(02,0s,...,0a)" et
A0) = v 1(0)a(0)a’ (0)[g(0)] *14_1. En utilisant la représentation de Shur des dé-
terminants, on obtient

det V2ug(0) = (6) det |A(0) — 5 (0)a(0)a’ (0)]
= [~g(9)]" Y

Ainsi, la fonction uy qui est strictement convexe, satisfait pour chaque 8 € 6, =

@p(u)
det V2u(0 = [—g(0)] V.

Considérons maintenant le probleme de Monge-Ampeére

det V2u(0) = [—g(0)]"@*V, Vo € ©,

. 0

limg9,00,)-50 % =1 (4.9)

. ) _

lim g 4oo et €O, 507@ = 1.
Encore une fois, nous voulons montrer que 1'unique solution de (4.9) est donnée par
la fonction ug. Considérons alors une autre solution u. Les conditions aux limites
et le comportement au bord du domaine donnés par le probleme de Monge-Ampeére
donnent 'information suivante : pour tout n > 1, il existe M, et 9, tels que pour
tout 0 € O, satisfaisant d(0,00,,) < 0,, et 6; < —M,,, on peut poser 'inégalité

u,, () = (1 _ 1) w(®) < uo(6) < (1 + 1) w(®) = 7, (6). (4.10)

n n
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Notons Oy, 5, = {6 € ©,, d(0,00,) < 6, et 0; < —M,}. Ainsi, les inégalités
(4.10) sont vraies sur ©,\Oy, 5,. Cependant, pour pouvoir appliquer le principe
du maximum donné par le Lemme 4.3.1, il faut que I'on se place dans un domaine
convexe. Notons alors ©,, un domaine convexe tel que Oy, 5, C 6,, C ©,. La Figure
4.1 montre ces trois ensembles en dimension 2.
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FIGURE 4.1 — Domaines O, (—), ©Ou,.5, (- - -) et le domaine convexe ©,, (-----)

Il faut noter que nous pouvons choisir la suite (d,,),>1 comme étant décroissante
vers 0 et (M,,)n>1 croissante vers +o00. Les inégalités (4.10) sont donc encore vraies
sur la frontiere d'un domaine suffisamment lisse et convexe ©,, inclus dans ©, et
contenant @Mmgn. Comme u,, et U, sont respectivement des sous et sur-solutions
de (4.9), on peut appliquer le principe du maximum donné dans le Lemme 4.3.1 et
donc les inégalités (4.10) sont encore valables sur ©,,. En faisant tendre n vers +o0,
on obtient alors u = ug sur |J,; > © M6, = O

Il existe alors une unique solution uy au probléme de Monge-Ampere donné par
(4.9). D’apres le Théoreme 1.2.1, il s’agit de la fonction cumulante , de la FEN
engendrée par u, et cette famille est de type normal-gamma. O]

4.3.3 Le cas général

Maintenant que nous avons une idée de la démonstration de deux cas particu-
liers dont les domaines sont respectivement non borné et semi-borné, nous pouvons
énoncer le résultat général et en donner la démonstration.

Théoréme 4.3.1. Soit u € M(R?) une mesure indéfiniment divisible générant la
FENF = F(u) de mesure de Lévy modifiée p(p). Alors, F est l'unique FEN, d affi-
nités pres, dans la classe des FENs dont les fonctions cumulantes sont équivalentes
a celle de F au bord du domaine, admettant p(p) pour mesure de Lévy modifiée.
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Démonstration. Considérons L, la transformée de Laplace de la mesure de Lévy
modifiée p(p) définie sur © ) = {0 € RY, L,)(0) < +00}. Comme p est supposée
indéfiniment divisible, d’apres le Théoreme 1.2.1 on peut écrire

det V2I€“(9) = LP(,U) (9)

pour tout § € ©, = 6,(,). Pour (b,¢) € R* x R fixé, posons maintenant ug(f) =
k.(0) +b70 + c. Ainsi, ug satisfait le probleme de Monge-Ampére donné par

det VQU(Q) = LP(#)? Vo € 6'“

lima9,00,) -0 5,7 = 1 (4.11)

. u(f
limyjg 5400 et 0o, uo((G)) =1L

Encore une fois, nous voulons prouver que 'unique solution du probleme (4.11) est
donnée par ug. Considérons alors une autre solution u. Comme nous ’avons vu dans
les preuves des propositions 4.3.1 et 4.3.2, les conditions au bord du domaine et la
condition aux limites nous permettent de trouver une suite croissante (0,,),>1 de
domaines convexes et bornés telle que pour chaque n, ©,, C ©, et ©, = U/ O,,.
Ces conditions nous permettent également d’affirmer que pour tout 6 € ©,\0,,, on
peut écrire

uf0)= (1= ) u(®) < uo(®) < (14 ) u(6) =7, 6).
Ces inégalités restent donc vraies sur la frontiere d’'un domaine convexe et suffisam-
ment lisse (on peut par exemple prendre ©,,41) inclus dans ©,,. Comme u,, et u, sont
respectivement des sous et sur-solutions du probléme (4.11), on peut appliquer le
principe du maximum donné par le Lemme 4.3.1 et les inégalités sont encore vraies
sur ©,; tout entier. En faisant tendre n vers 400, on obtient que u = g sur 6,,.
Ainsi, la FEN F est caractérisée par p(u), ce qui acheve la preuve. O

4.4 Conclusions et perspectives

Nous avons montré dans ce chapitre que les problemes de caractérisation par la
mesure de Lévy modifiée ou par la fonction variance généralisée sont liés a certains
types de problemes de Monge-Ampere. Ces derniers demandent, au cas par cas,
une méthode de résolution spécifique. Dans le cas des modeles TSM, nous avons vu
que la méthode proposée est relativement simple et se révele étre la résolution d’une
équation différentielle ordinaire du second ordre. Cependant, pour pouvoir appliquer
cette méthode, il faut se restreindre a une famille de FENs suffisamment petite. La
seconde méthode, donnée pour le cas général, demande elle aussi une restriction.
Il s’agit de supposer le comportement des fonctions génératrices des cumulants au
bord du domaine pour pouvoir étendre les méthodes proposées dans la littérature
concernant I’équation de Monge-Ampere. Mais faire une telle supposition est, pour
le moment, complétement arbitraire. A ce stade, il est donc possible de dire que la
fonction variance généralisée ne caractérise pas n’importe quelle FEN indéfiniment
divisible. La caractérisation par la mesure de Lévy modifiée de n’importe quelle FEN
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indéfiniment divisible reste une question ouverte. Il faut également noté que si I'on
arrive a répondre a cette question, cela n’impliquera pas le résultat pour la fonction
variance généralisée. On peut émettre d’autres interrogations :

e Quelles restrictions doit-on appliquer a une famille de FENs pour pouvoir
donner un résultat de caractérisation par la fonction variance généralisée ?

e Comment justifier les bonnes conditions aux limites et aux bords des domaines
du probléeme de Monge-Ampere ? Et ensuite, comment adapter les outils ana-
lytiques ou algébriques de la littérature concernant ce type d’équations a ces
conditions ?

e Quel est le lien entre la caractérisation par la mesure de Lévy modifiée des
FENSs et la caractérisation des processus de Lévy sous-jacents ?
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Conclusion générale

Ce travail de these aura permis de construire deux extensions multivariées des
modeles Tweedie. L’étude théorique de ces modeles, en particulier du second, nous
aura interrogés sur des problemes de caractérisation par la fonction variance généra-
lisée. Une méthode a ainsi été trouvée concernant la caractérisation des FENs TSM,
et un premier pas vers une méthode permettant de caractériser n’importe quelle FEN
par la mesure de Lévy modifiée a été réalisé. On se rend compte a travers cette étude
du role central de I’équation de Monge-Ampere et des nombreux outils la concernant,
qu’il faut adapter. Concernant les résultats pratiques, ceux-ci ont mis en lumiere un
nouveau comportement lorsque les vecteurs Tweedie sont négativement corrélés et
définis sur le premier cadran de R?. De plus, ces deux extensions pourront servir
au praticien en étant des candidats pour modéliser de nombreux problémes statis-
tiques. Néanmoins, il reste plusieurs interrogations auxquelles il conviendra d’essayer
d’apporter des réponses.

e Concernant les vecteurs aléatoires Tweedie.

— Si X ~ Twi(m,A) tel que X = (X1, X»)", ott X; et X5 sont chacun des
vecteurs aléatoires Tweedie de dimensions d; et ds, que peut-on dire de
E[X1]X5] 7

— Peut-on trouver, a l'instar du vecteur gaussien, une opération entre les
lois marginales suffisamment stable ?

— a-t-on, comme dans le cas univarié, une convergence de tout modele de
dispersion exponentielle multivarié vers un vecteur aléatoire Tweedie ?

— Quelle est la loi du vecteur aléatoire X (-) défini dans le Théoréme 2.4.1 7

— Pourquoi la dispersion ne semble-t-elle pas équilibrée entre les lois mar-
ginales du vecteur aléatoire X lorsque la corrélation est proche de —1,
alors que le parametre de dispersion de chacune de ces lois est le méme ?

— Enfin, d’un point de vue strictement numérique, quelles améliorations et
optimisations pouvons-nous apporter pour présenter un package R per-
mettant la simulation des vecteurs aléatoires Tweedie ?
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e Concernant les modeles TSM.

— Une étude approfondie des processus de type gaussien-Tweedie doit étre
réalisée. De plus, une analyse en termes d’application a la finance ou a
d’autres phénomenes doit étre envisagée. La flexibilité des lois Tweedie
n’étant plus a démontrer, une famille de processus telle que décrite plus
haut pourra étre appliquée a plusieurs problemes de modélisation ;

— il en est de méme pour les applications des modeles TSM. Le premier
point a mettre en lumiere est le fait que, dans une expérience réelle,
la premiére composante ne peut étre observée. A l'instar des processus
qui en découlent, ces modeles pourront avoir des applications dans de
nombreuses problématiques de modélisation statistique.

e Concernant les problemes de caractérisation :
— Quelles restrictions doit-on appliquer a une famille de FENs pour pouvoir

donner un résultat de caractérisation par la fonction variance généralisée ?

— Comment justifier les bonnes conditions aux limites et aux bords des
domaines du probleme de Monge-Ampere ? Et ensuite, comment adapter
les outils analytiques ou algébriques de la littérature concernant ce type
d’équations a ces conditions ?

— Quel est le lien entre la caractérisation par la mesure de Lévy modifiée
des FENSs et la caractérisation des processus de Lévy sous-jacents ?

70



Bibliographie

ALFARO, J. et ORTEGA, J. (2012). Robust Hotelling’s T2 control charts under non-

normality: the case of t-Student distribution. Journal of Statistical Computation
and Simulation, 82:1437-1447.

APPLEBAUM, D. (2009). Lévy Processes and Stochastic Calculus. Cambridge Uni-
versity Press, New York.

ARVANITIS, L. G. et AFONJA, B. (1971). Use of the generalized variance and the

gradient projection method in multivariate stratified sampling. Biometrics, 27:
119-127.

BARNDORFF-NIELSEN, O. E. (1978). Information and Ezponential Families in Sta-
tistical Theory. Wiley, New York.

BARNDORFF-NIELSEN, O. E. (1997). Normal inverse Gaussian distribution and
stochastic volatility modelling. Scandinavian Journal of Statistics, 24:1-13.

BARNDORFF-NIELSEN, O. E. (1998). Processes of normal inverse Gaussian type.
Finance and Stochastics, 2:41-68.

BOUBACAR MAINASSARA, Y. et KOKONENDJI, C. C. (2014). On normal stable

Tweedie models and power-generalized variance functions of only one component.
TEST, 23:585-606.

CAFFARELLI, L., NIRENBERG, L. et SPRUCK, J. (1985). The Dirichlet problem for

nonlinear second order elliptic equations, III: Functions of the eigenvalues of the
Hessian. Acta Mathematica, 155:261-301.

CALABI, E. (1958). Improper affine hyperspheres of convex type and a generalization
of a theorem by K. Jorgens. The Michigan Mathematical Journal, 5:105-126.

CasALis, M. (1996). The 2d + 4 simple quadratic natural exponential families on
R?. The Annals of Statistics, 24:1828-1854.

71



CIRSTEA, F. C. et TROMBETTI, C. (2008). On the Monge-Ampeére equation with
boundary blow-up : existence, uniqueness and asymptotics. Calculus of Variations
and Partial Differential Equations, 2:167—-186.

CRANDALL, M. G. et L1ONS, P.-L. (1987). Remarks on the existence and uniqueness

of unbounded viscosity solutions of Hamilton-Jacobi equations. Illinois Journal
of Mathematics, 31:665-688.

CUENIN, J., FAIVRE, A. et KOKONENDJI, C. C. (2016a). On generalized variance
of product of powered components and multiple stable Tweedie models. Commu-
nications in Statistics — Theory and Methods. In press.

CUENIN, J., JORGENSEN, B. et KOKONENDJI, C. C. (2016b). Simulations of full

multivariate Tweedie with flexible dependence structure. Computational Statis-
tics, 31:1477-1492.

DEVROYE, L. (1986). Non-uniform Random Variate Generation. Springer, New
York.

Dunn, P. K. (2014). R package 'tweedie’. Rapport technique. http://cran.r-
project.org/web/packages/tweedie/tweedie.pdf.

Dunn, P. K. et SMmYTH, G. K. (2008). Evaluation of Tweedie exponential dispersion
model densities by Fourier inversion. Statistics and Computing, 18:73-86.

EDGEMAN, R. L. (1989). Inverse Gaussian control charts. Austin Journal of Statis-
tics, 31:78-84.

FELLER, W. (1971). An Introduction to Probability Theory and its Applications, 2nd
ed. Wiley, New York.

FOSTER, S. D. et BRAVINGTON, M. V. (2013). A Poisson-gamma model for ana-
lysis of ecological non-negative continuous data. FEnvironmental and FEcological

Statistics, 20:533-552.

FURMAN, E. et LANDSMAN, Z. (2007). Economic capital allocations for non-negative
portfolios of dependent risks. Austin Bulletin, 38:601-619.

FURMAN, E. et LANDSMAN, Z. (2010). Multivariate Tweedie distributions and some

related capital-at-risk analyses. Insurance: Mathematics and Economics, 46:351—
361.

GHRIBIL, A. et MAsMoUDI, A. (2010). Characterization of multinomial exponential
families by generalized variance. Statistics and Probability Letters, 80:939-944.

GuAN, B. et JiaN, H.-Y. (2004). The Monge-Ampere equation with infinite boun-
dary value. Pacific Journal of Mathematics, 216:77-94.

GUTIERREZ, C. E. (2001). The Monge-Ampére Equation. Birkhauser, Boston.

72



HassAIRrI, A. (1992). La classification des familles exponentielles naturelles sur
R” par 'action du groupe linéaire de R*™!. Comptes-Rendus de I’Académice des
Sciences de Paris, 315:207-210.

HAssAIRI, A. (1993). Les (d 4 3) G-orbites de la classe de Morris-Mora de familles
exponentielles de R?. Comptes-Rendus de I’Académie des Sciences de Paris, 317:
887-890.

HASSAIRI, A. (1999). Generalized variance and exponential families. The Annals of
Statistics, 27:374-385.

HOLGATE, P. (1964). Estimation for the bivariate Poisson distribution. Biometrika,
51:241-287.

Isuir, H. (1984). Uniqueness of unbounded viscosity solution of Hamilton-Jacobi
equations. Indiana University Mathematics Journal, 33:721-748.

Isuir, H. et Lions, P.-L. (1990). Viscosity solutions of fully nonlinear second-order
elliptic partial differential equations. Journal of Differential Equations, 83:26—-78.

JAFARI, A. A. (2012). Inferences on the ratio of two generalized variances: inde-
pendent and correlated cases. Statistical Methods and Applications, 21:297-314.

JOE, H. (1997). Multivariate Models and Dependence Concepts. Chapman & Hall,
London.

JOHNSON, N. L., KoTz, S. et BALAKRISHNAN, N. (1997). Discrete Multivariate
Distributions. Wiley, New York.

JORGENS, K. (1954). Uber die Losungen der Differentialgleichung rt — s? = 1.
Mathematische Annalen, 127:130-134.

JORGENSEN, B. (1997). The Theory of Dispersion Models. Chapman & Hall, Lon-
don.

JORGENSEN, B. (2013). Construction of multivariate dispersion models. Brazilian
Journal of Probability and Statistics, 27:285-309.

JORGENSEN, B. et MARTINEZ, J. R. (2013). Multivariate exponential dispersion
models. In KoLLo, T., éditeur : Multivariate Statistics: Theory and Applications,
pages 73-98, Singapore. Proceedings of the IX Tartu Conference on Multivariate
Statistics & XX International Workshop on Matrices and Statistics, World Scien-
tific Publishing.

JORGENSEN, B., MARTINEZ, J. R. et Tsao, M. (1994). Asymptotic behaviour of
the variance function. Scandinavian Journal of Statistics, 21:223-243.

KENDAL, W. S. (2014). Multifractality attributed to dual central limit-like conver-
gence effects. Physica A: Statistical Mechanics and its Applications, 401:22-23.

73



KENDAL, W. S. et JORGENSEN, B. (2011). Tweedie convergence : a mathematical
basis for taylor’s power law, 1/f noise and multifractality. Physical Review E,

84:066120.

KokoONENDJI, C. C. et MAsmouDI, A. (2006). A characterization of Poisson-
Gaussian families by generalized variance. Bernoulli, 12:371-379.

KokONENDJI, C. C. et MasmouDpi, A. (2013). On the Monge-Ampére equation
for characterizing gamma-Gaussian model. Statistics and Probability Letters, 83:
1692-1698.

KOKONENDJI, C. C., MOYPEMNA-SEMBONA, C. C. et SIOKE RAINALDY, J. (2015).
A characterization of multivariate normal stable Tweedie models and their asso-
ciated polynomials. Journal of Computational and Applied Mathematics, 288:159—
168.

KokoNENDJI, C. C. et POMMERET, D. (2001). Estimateurs de la variance gé-

néralisée pour des familles exponentielles non gaussiennes. Comptes-Rendus de
I’Académie des Sciences de Paris, 332:351-356.

KokoNENDJI, C. C. et POMMERET, D. (2007). Comparing UMVU and ML es-
timators of the generalized variance for natural exponential families. Statistics,
41:547-558.

KokONENDJI, C. C. et SESHADRI, V. (1996). On the determinant of the second
derivative of Laplace transform. The Annals of Statistics, 24:1813-1827.

Koz, S., BALAKRISHNAN, N. et JOHNSON, N. L. (2000). Continuous Multivariate
Distributions. Vol. 1: Models and Applications, 2nd ed. Wiley, New York.

Koupou, A. E. et POMMERET, D. (2002). A characterization of Poisson-Gaussian
families by convolution-stability. Journal of Multivariate Analysis, 81:120-127.

LAZER, A. C. et MCKENNA, P. J. (1996). On singular boundary value problems for
the Monge-Ampeére operator. Journal of Mathematical Analysis and Applications,
197:341-362.

LETAC, G. et MORA, M. (1990). Natural exponential families with cubic variance
functions. The Annals of Statistics, 18:1-37.

Louati, M., MasmouDpI, A. et MseLmr, F. (2015). Multivariate normal a-stable
exponential families. Mediterranean Journal of Mathematics. In press.

MADAN, D. B. et SENETA, E. (1990). The variance gamma (V.G.) model for share
market returns. The Jounrnal of Business, 63:511-524.

MoRreris, C. N. (1982). Natural exponential families with quadratic variance func-
tions. The Annals of Statistics, 10:65-80.

MOYPEMNA SEMBONA, C. C. (2016). Caractérisations des modéles multivariées de
stables- Tweedie multiples. These de doctorat.

74



MUIR, T. (1960). A Treatise on the Theory of Determinants. Dover, New York.

Nisa, K., KOkONENDJI, C. C. et SAEFUDDIN, A. (2015). Characterizations of

multivariate normal-Poisson model. Journal of the Iranian Statistical Society,
14:37-52.

POGORELOV, A. V. (1972). On the improper convex affine hyperspheres. Geometriae
Dedicata, 1:33—46.

PoMMERET, D. (1998). Estimateur de variance minimum et familles exponentielles
naturelles. Comptes-Rendus de I’Académie des Sciences de Paris, 326:619-623.

SALANI, P. (1998). Boundary blow-up problems for Hessian equations. Manuscripta
Mathematica, 96:281-294.

SATO, K.-1. (1999). Lévy Processes and Infinitely Divisible Distributions. University
Press, Cambridge.

SHI, P. (2016). Insurance ratemaking using a copula-based multivariate Tweedie
model. Scandinavian Actuarial Journal, 2016:198-215.

SMYTH, G. K. et JORGENSEN, B. (2002). Fitting Tweedie’s compound Poisson
model to insurance claims data : dispersion modelling. Austin Bulletin, 32:143—
157.

TAYLOR, L. R. (1961). Aggregation, variance and the mean. Nature, 189:732-735.

R DEVELOPMENT CORE TEAM (2014). R: a language and environment for statistical
computing. Rapport technique, R Foundation for Statistical Computing, Vienna.

TweeDIE, M. C. K. (1984). An index which distinguishes between some important
exponential families. In GOsH, J. K. et ROy, J., éditeurs : Statistics: applications
and new directions, pages 579-604, Calcutta. Proceedings of the Indian Statistical
Golden Jubilee International Conference.

WHEELER, B. (2009). R package ’suppdists’. Rapport technique. http://cran.r-
project.org/web /packages/SuppDists/SuppDists.pdf.

WILKS, S. S. (1932). Certain generalizations in the analysis of variance. Biometrika,
24:471-494.

DLGARD, T. A., HANSSEN, A., HANSEN, R. E. et GODTLIEBSEN, F. (2005). EM-
estimation and modelling of heavy-tailed processes with the multivariate normal
inverse Gaussian distribution. Signal Processing, 85:1655-1673.

75



	Introduction générale
	Familles exponentielles naturelles et modèles Tweedie
	Introduction
	Familles exponentielles naturelles
	Définition, fonction variance et fonction variance généralisée
	Familles exponentielles naturelles indéfiniment divisibles et mesure de Lévy modifiée

	Modèles Tweedie univariés

	Vecteurs aléatoires Tweedie
	Introduction
	Vecteurs aléatoires Tweedie : le cas positivement corrélé
	Le cas bivarié
	Le cas multivarié

	Représentation matricielle et simulations
	Représentation matricielle
	Résultats de simulations

	Vecteurs aléatoires Tweedie : une idée du cas négativement corrélé
	Définition et représentation matricielle
	Résultats de simulations

	Conclusions et perspectives

	Modèles Tweedie stables multiples et fonctions variance généralisée produits de puissances des composantes du vecteur moyen
	Introduction
	Modèles Tweedie stables multiples
	Définition et exemples
	fonctions variance généralisée et équation de Monge-Ampère

	Estimation de la variance généralisée
	Deux approches d'estimation
	Résultats de simulations

	Lois multiples stables Tweedie et applications aux processus stochastiques
	Définition et propriétés
	Processus stochastiques de type gaussien-Tweedie

	Conclusions et perspectives

	Sur la caractérisation des familles exponentielles naturelles par la fonction variance généralisée
	Introduction
	Le cas des familles Tweedie stables multiples
	Caractérisation par la mesure de Lévy modifiée
	Caractérisation par la fonction variance généralisée

	Le cas général : une histoire de conditions aux limites et le problème de Monge-Ampère à domaine non nécessairement borné
	Retour sur le cas normal-Poisson
	Retour sur le cas normal-gamma
	Le cas général

	Conclusions et perspectives

	Conclusion générale
	Bibliographie

