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IntrodutionEn 1637, Fermat énonça le élèbre théorème qui porte aujourd'hui sonnom :Théorème (Fermat-Wiles,1994). Pour tout entier naturel, n ≥ 3, l'équation
Xn + Y n = Zn ne possède pas de solutions entières non-triviales.Ce théorème a été l'objet de nombreuses reherhes depuis sa formulationjusqu'à sa démonstration en 1994 par Taylor-Wiles.En marge de e théorème, Fermat aurait laissé une appréiation laissantentendre qu'il disposait d'une preuve merveilleuse de e résultat.Si quelques preuves relativement simples existent pour des valeurspartiulières de n, omme n = 3 (Euler, 1770) ou n = 5 (Dirihlet etLegendre, 1825), l'étude de e théorème dans un adre général s'est avéréeêtre un problème très ardu. La première avanée signi�ative a été faite parKummer en 1847. Il démontre en e�et le théorème de Fermat pour tous lesnombres premiers p pour lesquels l'anneau des entiers de Q(ζp) est fatoriel.La fatorialité de l'anneau des entiers de Q(ζp) onstitue la lé de voûte desa preuve et 'est probablement en herhant à généraliser sa démonstrationqu'il déouvre le premier exemple d'anneau d'entiers ylotomiques, qui nesoit pas fatoriel : Z[ζ23].Dedekind, qui renontre Kummer en 1859 à Berlin, formalisa en 1871 lanotion d'idéal premier et introduisit la notion d'anneau de Dedekind. Cettenotion généralise en un ertain sens elle d'anneau fatoriel. En e�et dansun anneau de Dedekind, à l'instar de e qui se passe dans le as fatoriel,tout idéal se déompose de façon unique en produit d'idéaux premiers.Cherhant à mesurer le �défaut de prinipalité� des anneaux d'entiers desorps de nombres, Kummer introduisit la notion de groupe des lasses.Rappelons brièvement, en termes modernes, omment dé�nir e groupe deslasses : la multipliation induit sur l'ensemble des idéaux de OK , anneau desentiers d'un orps de nombres K une loi de omposition interne. Symétrisantette loi, on obtient un groupe, appelé groupe des idéaux frationnaires deK.Les idéaux prinipaux engendrent naturellement un sous-groupe P du groupedes idéaux frationnaires Id de K. Le quotient Id/P est appelé groupe deslasses d'idéaux assoié au orps K. Le groupe des lasses d'idéaux Cl(K),qui est trivial si et seulement si l'anneau OK est prinipal, permet don de7



quanti�er le défaut de prinipalité de OK . Utilisant e onept, Kummer putalors généraliser la démonstration qu'il avait élaborré en 1847 aux nombrespremiers p pour lesquels l'ordre de Cl(Z[ζp]) n'est pas divisible par p, ommepar exemple p = 23. Cette démonstration, datant de 1857, fut primée parl'aadémie des sienes de Paris.Les travaux de Kummer relatifs au théorème de Fermat l'amenèrentégalement à étudier l'existene de lois de réiproité d'ordre quelonque,dé�nies sur les anneaux d'entiers ylotomiques. Cette quête l'amena àl'étude des extensions abéliennes de Q. Dans le même temps Eisensteins'intéressa aux extensions abélienne de Q(i).Dans un artile paru en 1897, Hilbert �t d'une part la synthèse des travauxde Kummer et d'Eisenstein sur les extensions abéliennes, qu'il relia à eux deKroneker-Weber et d'autre part introduisit ses propres idées. Il onjeturapuis démontra l'existene de e que l'on appelle aujourd'hui le orps deHilbert d'un orps de nombre K :Théorème (Hilbert,1907). Étant donné un orps de nombre K, dont legroupe des lasses est noté Cl(K), il existe une unique extension abélienne
HK de K telle que :1. HK/K soit non rami�ée.2. toute extension abélienne non-rami�ée de K est ontenue dans HK3. Gal(HK/K) ≃ Cl(K)Il faudra par suite attendre 1920 et les travaux d'Artin et de Takagi pourobtenir une généralisation de la loi de réiproité quadratique à un orps denombres quelonque. Ces travaux sont le fondement de e que l'on appelleaujourd'hui la théorie du Corps de Classe. Comme le disait Chevalley en1940, L'objet de la théorie du Corps de Classes est de montrer ommentles extensions abéliennes d'un orps de nombres algébriques K peuvent êtredéterminées par des éléments tirés de la onnaissane de K lui même ; ou,si l'on veut présenter les hoses en termes dialetiques, omment un orpspossède en soi les éléments de son propre dépassement.Lors d'un séjour à Prineton en 1952, Artin renontra Iwasawa et poussa edernier à s'intéresser à la théorie algébrique des nombres. Iwasawa adaptaà la théorie des nombres de nombreuses idées venues de l'étude des variétésalgébriques.Iwasawa, qui s'intéressera entre autre au groupe des lasses d'idéaux d'unorps de nombres K, développa une théorie qui aujourd'hui porte son nom.L'un des objetifs de ette théorie est l'étude de modules d'Iwasawa, objetsarithmétiques assoiés à une Zp-extension K∞ d'un orps de nombres K.L'étude de es modules permet d'obtenir des informations sur l'arithmétiquede K0, informations jusque là inaessibles. C'est en e sens que la théoried'Iwasawa fut onsidérée omme révolutionnaire.Un des prinipaux module d'Iwasawa est le module X∞, qui est le groupe de8



Galois de la pro-p-extension abélienne non-rami�ée maximale de K∞ et peutdon être onsidéré omme une généralisation au niveau in�ni du groupe delasses d'idéaux. Ce module, omme tous les modules d'Iwasawa, possède unestruture de Λ-module de type �ni, Λ désignant l'anneau des séries formellesà une indéterminée à oe�ients dans Zp. On peut par onséquent dé�nirles invariants λ, µ et ρ, assoiés au Λ-module X∞.Ces invariants furent étudiés par de nombreux mathématiiens, dontGreenberg, qui fut l'élève d'Iwasawa en 1967. Ce dernier onjetura dans[8℄ la nullité de l'invariant λ assoié au module X∞, dans le as où le orps
K est totalement réel. Cette onjeture enore ouverte à l'heure atuelle estle point de départ de la présente thèse et en onstitue l'arrière plan.Préisons maintenant le adre théorique de ette thèse. Initialement onse donne un premier impair p et un orps de nombres K0, ontenant uneraine primitive p-ième de l'unité, ζp.Le n-ième étage de la Zp-extension ylotomique de K0 sera noté Kn et ondé�nit les extensions L∞ et M∞ de K∞ omme étant les pro-p-extensionsabéliennes de K∞, qui sont respetivement non-rami�ées et non-rami�éesen dehors de p et maximales pour es propriétés. Les groupes de Galoissur K∞ des extensions L∞ et M∞, notés respetivement X∞ et X∞, sontnaturellement munis d'une struture de Λ-module, l'anneau Λ étant l'anneaudes séries formelles à oe�ients dans Zp.L'invariant µ de X∞ est onjeturalement nul, ette onjeture a étédémontrée en 1979 par Ferrero et Washington ([5℄) dans le as où l'extension
K0/Q est abélienne. Le module X∞ étant de Λ-torsion, son invariant ρ estnul. L'invariant λ quant à lui est en général non-nul, même si sa nullité futonjeturée par Greenberg dans le as où le orps K0 est totalement réel.En�n, on dé�nit N∞ omme le ompositum des extensions deK∞ de la forme
K∞(u

1
pa ) ave u unité de K∞ et a entier naturel, de sorte que le radialkummérien assoié à l'extension N∞/K∞ n'est autre que UK∞ ⊗Qp/Zp.Les extensions N∞, L∞ et M∞ sont reliées entre elles de la façon suivante :

M∞

N∞ N∞L∞

K∞

X∞

X∞

N∞ ∩ L∞ L∞

K0Dans [8℄, Greenberg montre en outre que la nullité de l'invariant λ de X+
∞est équivalente à la apitulation des groupes de lasse d'idéaux de K+

n , i.e.9



à la trivialité de la limite indutive A+
∞ = lim−→A+

n , An désignant la p-partiede Cl(Kn).L'extension N∞ est fortement reliée à l'extension L∞. En e�et dans [13℄,Iwasawa démontre que Gal(M∞/N∞) ≃ Hom(A∞, µp∞). Cet isomorphismepermet de donner une interprétation kummérienne de la onjeture deGreenberg, la véraité de ette onjeture impliquant la trivialité de la partie
− de Gal(M∞/N∞).H. Ihimura s'est dans ses travaux beauoup intéressé au problème del'existene d'une base normale d'entiers pour une extension de degré p non-rami�ée, L d'un orps de nombres K, ontenant ζp. Il montre dans [11℄que l'existene d'une telle base est équivalente au fait que l'extension L soitengendrée par un élément de la forme u

1
p ave u ∈ UK , groupe des unitésde K. Ce problème d'existene de base normale d'entiers se traduit donégalement de façon kummérienne.Par suite, dans [10℄, il étudie l'existene de base normales d'entiers pour desextensions non-rami�ées de degré p de Kn, n-ième étage de la Zp-extensionylotomique deK et montre que dans le as semi-simple, l'existene de tellesbases pour n >> 0 est fortement reliée à l'invariant λ de X+

∞. En partiulierla véraité de la onjeture de Greenberg implique que pour tout entier
n >> 0, les extensions de degré p de Kn sont engendrées par des raines
p-ièmes d'unités et par onséquent possèdent des bases normales d'entiers.On se propose dans le premier hapitre de ette thèse d'essayer degénéraliser les résultats obtenus par Ihimura dans le as non-semi-simple.Pour n entier, notons Hn(p) l'extension abélienne non-rami�ée d'exposant pmaximale de Kn et Nn l'extension de Kn engendrée par des raines p-ièmesd'unités. Le résultat initial d'Ihimura relie pour n >> 0, le Fp-rang de la
Φ∗-partie du radial kummérien assoié à l'extension Hn(p)/Hn(p)∩Nn à λΦ,invariant λ de la Φ-partie de X∞, Φ désignant un aratère de Gal(K0/Q).En partiulier e Fp-rang est nul si et seulement si λΦ = 0.Le premier éueil renontré lors de la tentative de généralisation du théorèmepréédent a été la dé�nition de la notion de Φ-partie au as non-semi-simple.Même s'il existe une dé�nition ommunément admise de la notion de Φ-partie et de elle de Φ-quotient dans le as non-semi-simple, les résultatsalgébriques relatifs à es notions, même s'ils sont bien onnus de tous lesspéialistes, n'apparaissent que de façon éparse dans la littérature et nesont pas systématiquement démontrés. Ce hapitre ommene don par unreueil des résultats algébriques onnus sur les notions de Φ-partie et de
Φ-quotient, résultats que nous avons hoisis de redémontrer en utilisant uneapprohe aussi élémentaire que possible. Ces préliminaires aquis, nous avonsgénéralisé au as non-semi-simple ertains des résultats obtenus par Ihimuradans [10℄. Nous obtenons dans le as non-semi-simple un résultat au niveauin�ni, analogue à elui obtenu par Ihimura au niveau �ni. Plus préisément,10



nous démontrons le théorème suivant :Théorème. Soit Φ un aratère pair de Gal(K0/Q). On note λΦ l'invariant
λ du Λ-module X∞(K0) et deg(Φ) le degré de l'extension Qp(Φ(G))/Qp.Alors :

CorangZp
(H∞/E∞)Φ = λφ.deg(Φ).Le point lé de la démonstration étant la trivialité de la Φ-partie dumodule Gal(M∞/N∞L∞)Φ pour tout aratère impair Φ.Au préalable, il a fallu généraliser la notion de Φ-partie au as non-semi-simple. Etant donné un Zp-module M , on peut naturellement dé�nir la Φ-partie MΦ de M en utilisant l'idempotent eΦ = 1

|G|

∑
g∈GΦ(g)g−1 ∈ Qp[G]de la façon suivante :

• MΦ = eΦ(M ⊗ Zp) si M est de type �ni,
• MΦ = eΦ(Div(M) si M est de torsion, Div(M) désignant le sous-module divisible maximale de M .Nous avons hoisi une approhe di�érente et dé�ni la notion de Φ-partie defaçon fontorielle. Les deux prinipaux avantages d'une telle démarhe sontd'une part que l'on obtient une dé�nition uni�ée de la notion de Φ-partie etd'autre part que ette dé�nition peut être utilisée dans le as oùM est un Zp-module de torsion de type �ni. Le résultat que l'on obtient, sur la trivialitéde la partie − de Gal(M∞/N∞L∞) permet de traduire la onjeture deGreenberg en termes kummériens. Plus préisément, la �nitude de la partie

+ deX∞ implique que la partie − deX∞ oïnide ave Gal(L∞∪N∞/K∞)−.En d'autres termes, toute p-extension ylique deK∞, non-rami�ée ontenuedans L−
∞, est engendrée par une raine p-primaire d'unités. Ce qui onstituebien une généralisation au niveau in�ni du résultat obtenu par Ihimura auniveau �ni.Dans le seond hapitre de ette thèse, nous avons regardé e qui sepassait au niveau �ni. Reprenant les travaux e�etués par G. Gras dans[6℄, nous dérivons une méthode permettant de aluler expliitement leradial kummérien assoié au orps de Hilbert d'un orps de nombre K0,ontenant ζp. Cette méthode une fois implémentée ave le logiiel pari-gpnous permet d'observer dans une famille de orps K0 donnée, eux pourlesquels il existe des unités dont les raines p-primaires engendrent desextensions non-rami�ées. Malheureusement, nous n'avons pu e�etuer esaluls que pour un nombre relativement petit de orps et ela pour desraisons inhérentes au logiiel utilisé. Les résultats obtenus laissent toutefoispenser que, dans la famille onsidérée, la densité de orps possédant desunités dont les raines p-primaires engendrent des extensions non-rami�éesest non-nulle. On obtient par ailleurs, dans le as non-semi-simple, uneversion faible du résultat d'Ihimura. En e�et, dans e as la véraité dela onjeture de Greenberg implique que toute extension non-rami�ée dedegré p de Kn est engendrée par un élément de la forme u

1
p ave u ∈ UKm11



pour m ≥ n.La onjeture de Greenberg s'énonçant en termes de apitulation degroupe de lasses d'idéaux, de nombreux auteurs s'intéressant à etteonjeture ont don étudié l'appliation naturelle jn : An → AΓn
∞ etplus partiulièrement ses noyaux et onoyaux. Dans [19℄, M. Le-Floh,C. Movaheddi et T. Nguyen-Quang-Do s'intéressent au onoyau de etteappliation et montre que elui i est galoisiennement isomorphe au groupede Galois d'une ertaine extension de K∞, onvenablement tordue. Parailleurs dans [11℄, H. Ihimura relie, dans le as semi-simple, la partie

+ de e onoyau de apitulation à la Zp-torsion du module d'Iwasawa
Y −
∞ := Gal(N∞ ∩L∞/K∞)−. L'objetif du troisième hapitre de ette thèseest de généraliser e dernier résultat au as non semi-simple en utilisant lestehniques développées par M. Le-Floh, C. Movaheddi et T. Nguyen-Quang-Do dans [19℄.Dans le dernier hapitre de ette thèse, qui se situe au niveau �ni,on s'intéresse à la pro-p-extension abélienne non-rami�ée en dehors de pmaximale de K0, notée M0 et l'on expose dans une méthode permettant dealuler e�etivement la Zp-torsion du groupe de Galois X0 := Gal(M0/K0).La détermination expliite de torZp(X0) permet entre autres d'obtenir desinformations sur la p-rationalité du orps K0, ainsi que sur la Λ-liberté de

X∞, sous réserve que le orps K0 véri�e la onjeture de Leopoldt. Une foisla méthode justi�ée du point de vue théorique, nous l'implémentons utilisantle logiiel pari-gp et déterminons e�etivement torZp(X0) lorsque le orps K0varie dans di�érentes familles de orps. Après avoir rappelé les heuristiquesde Cohen-Lenstra, nous onfrontons les résultats numériques obtenus auxrésultats théoriques prédits par es heuristiques. Pour �nir, un ensemble de
p-plaes S étant donné, nous nous sommes intéressés à la struture de Zp-module de XS := Gal(MS/K0), où MS désigne la pro-p-extension abéliennenon-rami�ée en dehors de S de K0. De nombreuses formules théoriquespermettant de aluler le Zp-rang de XS existent, notamment dans [7℄ et[17℄. Cependant l'implémentation de es formules en langage pari-gp est peuaisée. Nous verrons à la �n de e hapitre qu'en utilisant les tehniquesdéveloppées pour le alul e�etif de la Zp-torsion de X0, on obtient uneméthode permettant de aluler e�etivement la torsion du Zp-module de
XS , sous réserve que l'on onnaisse son Zp-rang.
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Chapitre 1
Φ-partie d'un modulenon-semi-simple.1.1 IntrodutionSoit p un nombre premier impair. Considérons une extension abéliennetotalement réelle F de Q, modérément rami�ée en p, et notons K0 = F (ζp),
ζp désignant une raine primitive p-ième de l'unité. Pour n ∈ N, on note
Fn (respetivement Kn) le n-ième étage de la Zp-extension ylotomique de
F (respetivement K0). Du fait que ζp ∈ K0, on a Kn = K0(ζpn+1), ζpn+1désignant une raine primitive pn+1-ième de l'unité.Le orps Kn ontenant les raines pn+1-ièmes de l'unité, la théoriede Kummer permet d'établir une orrespondane bi-univoque entre lesextensions de Kn d'exposant pn+1 et les sous-groupes de K∗

n ⊗ Zp/p
n+1Zp.A toute extension de Kn d'exposant pn+1, on peut don assoier un sousgroupe de K∗

n⊗Zp/p
n+1Zp, appelé radial kummérien. De même, au niveauin�ni, la théorie de Kummer permet d'établir l'existene d'un aouplementnon dégénéré entre K∗
∞ ⊗ Qp/Zp et l'abélianisé du groupe de Galois de lapro-p-extension maximale de K∞ à valeurs dans le groupe des raines p-primaires de l'unité, noté µp∞ . Les relations entre radiaux kummériens etextensions galoisiennes sont étudiées par exemple dans [11℄ et [19℄.La onnaissane du radial Kummérien R, assoié à une extension R de

K∞, permet d'obtenir des informations sur la rami�ation dans l'extension
R/K∞. Par exemple si R = (u ⊗ 1

pn ) pour une ertaine p-unité u de K∞,alors l'extension R/K∞ est non-rami�ée en dehors de p. D'un autre �té,si l'on se donne une p-extension R de K∞, non-rami�ée en dehors de p, lathéorie de Kummer a�rme l'existene d'éléments du type u
1

pni

i engendrantette extension. Cependant, en général, il est très di�ile d'expliiter les uiet il n'existe auune raison pour que es éléments ui soient des p-unités.En d'autres termes, la onnaissane d'une extension n'apporte que très peud'informations sur le radial Kummérien assoié.13



Un des objets entraux en théorie d'Iwasawa est le module d'Iwasawa
X∞(K0), que l'on peut interpréter omme le groupe de Galois de la pro-
p-extension abélienne non-rami�ée maximale de K∞, notée L∞. Le module
X∞(K0) est un Zp-module sur lequel le groupe Γ := Gal(K∞/K0) agit,il est don muni d'une struture de Zp[[T ]]-module. L'anneau Zp[[T ]] esthabituellement noté Λ.Ces généralités rappelées, on peut maintenant introduire les notations etdé�nitions des prinipaux objets que l'on va étudier dans e hapitre, lesrelations entre es di�érents objets étant résumées dans le diagramme i-dessous :

M∞

N∞L∞

N∞

ssssssssss

L∞

KKKKKKKKKK

N∞ ∩ L∞

ssssssssss

KKKKKKKKKK

K∞

H∞

E∞� L∞ désigne la pro-p-extension abélienne non-rami�ée maximale de
K∞.� M∞ désigne la pro-p-extension abélienne non-rami�ée en dehors de pmaximale de K∞.� N∞ est l'extension de K∞ engendrée par des éléments du type u

1
pnave u unité de K∞.Le fait que u soit inversible assure que ette extension est non-rami�éeen dehors de p. Les extensions N∞ et L∞ sont don toutes deuxontenues dans la pro-p-extension abélienne, non-rami�ée en dehorsde p, M∞.� E∞ et H∞ désignent les radiaux kummériens respetivement assoiésaux extensions N∞ ∩ L∞ et L∞.Le fait que p soit modérément rami�é dans F , et don dans K0,implique que le groupe de Galois Gal(K∞/Q) est produit diret de Γ :=Gal(K∞/K0) et de G = Gal(K0/Q). Le groupe G s'identi�e don à unsous-groupe de Gal(K∞/Q) et on peut le faire opérer sur les modulesd'Iwasawa Gal(L∞/K∞) et Gal(M∞/K∞), qui sont par onséquent munisd'une struture de Λ[G]-module. Un aratère Φ de G étant �xé, on peutparler de la Φ-partie de es modules. La première partie de e hapitre apour but de dé�nir les notions de Φ-partie et de Φ-quotient d'un Zp[G]-14



module et d'étudier les propriétés algébriques de es notions dans le as où
G est un groupe abélien, d'ordre quelonque.Dans [11℄, Ihimura montre que dans le as semi-simple (p ne divise pas
[F : Q]), les modules ((E∞/H∞)Φ)∨ et X∞(K0)

Φ ont même Zp rang.L'objetif de e hapitre est de généraliser au as non semi-simple e résultatd'Ihimura. Plus préisément, on démontre le théorème suivant :Théorème. Soit Φ un aratère pair de Gal(K0/Q). On note λΦ l'invariant
λ du Λ-module X∞(K0) et deg(Φ) le degré de l'extension Qp(Φ(G))/Qp.Alors :

CorangZp
(H∞/E∞)Φ = λφ.deg(Φ).La théorie de Kummer permet de ramener la démonstration de ethéorème à l'étude de la Φ∗-partie d'un ertain groupe de Galois, Φ∗désignant le aratère miroir de Φ.En e�et, l'extension assoiée au radial kummérien H∞/E∞ est

L∞/N∞ ∩ L∞. Le groupe de Galois de ette extension est isomorpheà Gal(N∞L∞/N∞). Par ailleurs, la théorie de Kummer permet d'établirl'existene d'un pseudo-isomorphisme entre Gal(M∞/N∞) et X∞(K0). Legroupe de Galois Gal(M∞/N∞L∞) représente en quelque sorte la di�éreneentre le radial kummérien H∞/E∞ et X∞(K0). La démonstration del'égalité des rangs annonée se ramène don à la démonstration de la trivialitéde la Φ∗-partie de e groupe de Galois, pour un aratère pair Φ de G. Pourdémontrer ette trivialité, on adoptera la démarhe suivante :Le groupe de Galois Gal(M∞/N∞L∞), que l'on onsidère, est muni d'unestruture de Λ-module, omme sous Λ-module de Gal(M∞/K∞). Pourmontrer la trivialité de la Φ∗-partie de e module, on va montrer que sasérie aratéristique est triviale. Notons U∞ la limite projetive relativementà la norme des UKn , pro-p-omplété des unités de Kn et U∞ =
∏

v U∞,v,
v parourant l'ensemble des p-plaes de K∞ et U∞,v désignant le pro-p-omplété du groupe des unités de K∞,v, v-omplété de K∞. La suite exatede la théorie du Corps de Classes au niveau in�ni :

1 // U∞
// U∞ // Gal(M∞/L∞) // 1,permet d'obtenir des informations sur la série aratéristique deGal(M∞/N∞L∞), onnaissant elle de U∞. On verra que pour un aratèrepair Φ, on peut e�etivement aluler la série aratéristique de la Λ-torsionde UΦ∗

∞ , le aratère Φ∗ désignant le aratère miroir de Φ. L'ingrédientprinipal néessaire pour e alul est la suite exate de Coleman.Pour �nir, on verra que les résultats obtenus permettent de reformulerla onjeture de Greenberg ([8℄), qui prédit la �nitude de la partie + de
X∞(K0).Corollaire. Les invariants λφ des modules X∞(K0)

Φ sont nuls pour toutaratère pair Φ de G si et seulement si Gal(L∞/N∞ ∩ L∞) est �ni.15



Notons en�n, que les résultats que nous obtenons peuvent être obtenusen utilisant une approhe totalement di�érente. En e�et, les idempotentsétant dans le as non-semi-simple des éléments de Qp[G], on peut dé�nir la
Φ-partie en utilisant es idempotents de la façon suivante :� Pour un Zp[G]-module M , de type �ni qui n'est pas de Zp-torsion, ondé�nit la Φ-partie de M en posant MΦ = eΦ(M ⊗Qp).� Pour un Zp[G]-module M de Zp-torsion, on dé�nit la Φ-partie de M enposant MΦ = eΦ(Div(M)), Div(M) désignant le sous-module divisiblemaximal de M .L'intérêt de la démarhe que nous avons hoisie est de proposer unedé�nition uni�ée de la notion de Φ-partie, plus générale que elle exposéepréédemment dans le sens ou elle peut s'appliquer aux modules de type�ni et de Zp-torsion. Qui plus est, les résultats relatifs aux Φ-parties et Φ-quotients que nous utilisons apparaissent fréquemment dans la litératture,mais ne sont démontrés que rarement et de façon éparse. Nous avons donhoisi de les redémontrer en utilisant une approhe aussi élémentaire quepossible.Dans toute la suite, les produits tensoriels, sauf mention expresse duontraire, sont relatifs à Zp.1.2 Propriétés algébriques de la Φ-partieDans ette setion, on onsidère un groupe abélien �ni G, M un Zp[G]-module de type �ni et Φ un aratère Cp-irrédutible de G. On va dansette partie dé�nir la Φ-partie et le Φ-quotient d'un module dans le as nonsemi-simple (p divise l'ordre de G). Bien évidemment, les dé�nitions quel'on va introduire restent valable dans le as semi-simple et oïnident avela dé�nition usuelle de la Φ-partie.Par analogie ave le as semi-simple, on va dé�nir la Φ-partie de M omme�la plus grande partie� deM sur laquelle G agit via Φ. De même le Φ-quotientde M sera �le plus grand quotient� de M sur lequel G agit via Φ.Une fois es notions dé�nies, on étudiera ertaines de leurs propriétésalgébriques, dans le but de pouvoir utiliser es notions dans le ontexte quinous intéresse.Les prinipaux résultats de ette setion sont bien onnus des spéialistes etpar exemple sont énonés dans [25℄.Si Φ désigne un aratère de G, i.e. un morphisme de groupe de G dans C∗

p,on notera Zp[Φ] l'anneau des entiers de Qp(Φ(G)).Dé�nition 1.2.1. Soit M un Zp[Φ][G]-module. On dit que G agit sur Mvia Φ si l'on a g.m = Φ(g)m pour tout (g,m) ∈ G×M .On va voir dans un premier temps qu'il existe plusieurs dé�nitionséquivalentes de la Φ-partie. Pour alléger les démonstrations, on supposera16



dans un premier temps que le groupe G est ylique, puis on verra que lespropriétés obtenues se généralisent sans peine au as où G est abélien.1.2.1 Dé�nitions équivalentes de la Φ-partieRappelons dans un premier temps, la dé�nition de la Φ-partie d'un
Zp[G]-module dans le as semi-simple. Dans le as où l'ordre de G estpremier à p, tout Zp[G]-module M possède une déomposition de la forme
⊕ΦM

Φ, Φ parourant l'ensemble des aratères Cp-irrédutible de G. Pluspréisément, le module MΦ est l'image du module M par la multipliationpar l'idempotent eΦ = 1
|G|

∑
g∈GΦ(g)−1g. Le fait que l'ordre de G soitpremier à p implique que eΦ ∈ Zp[G].Dans le as non semi-simple, l'idempotent eΦ est dans Qp[G]. Si l'on veututiliser es idempotents, on doit don onsidérer le module M ⊗Qp, qui esttrivial dans le as où le module M est de torsion et de type �ni.On doit don, dans le as non semi-simple, utiliser une autre approhe si l'ondésire dé�nir la notion de Φ-partie pour un Zp-module quelonque.A priori M est un Zp module, si l'on veut munir M d'une struture de Zp[Φ]-module, il faut onsidérer le produit tensoriel M ⊗ Zp[Φ]. L'ation de G sur

M ⊗Zp Zp[Φ], peut être dé�nie de deux façons (au moins) :� En posant pour g ∈ G et m⊗ z ∈M ⊗ Zp[Φ] :
g ⋆ (m⊗ z) = (gm)⊗ (Φ(g)−1z) (Ation ⋆).� En posant pour g ∈ G et m⊗ z ∈M ⊗ Zp[Φ] :

g.(m⊗ z) = (gm)⊗ z (Ation ⊙).L'ation de G sur HomZp(Zp[Φ],M) est dé�nie lassiquement de la façonsuivante :� On dé�nit pour (g, f) ∈ G × HomZp(Zp[Φ],M), l'élément g ∗ f ∈HomZp(Zp[Φ],M) par
g ∗ f(z) = gf(g−1z) (ation ∗).De sorte que HomZp(Zp[Φ],M)G = HomZp[G](Zp[Φ],M).Par ailleurs, on peut naturellement dé�nir une ation de G surHomZp[G](Zp[Φ],M), en dé�nissant pour (g, f) ∈ G × HomZp[G](Zp[Φ],M),l'élément g.f ∈ HomZp[G](Zp[Φ],M) par

g.f(z) = gf(z) (ation naturelle).On a alors g.f(z) = g.f(Φ(g−1)Φ(g)z) = f(Φ(g)z), de sorte que G agit surHomZp[G](Zp[Φ],M) via Φ, ave la struture naturelle de Zp[Φ]-module surHom(Zp[Φ],M) : g.f(z) = f(Φ(g)z).De façon générale, si A et B sont deux Zp[G]-modules, l'ation naturelle17



de G sur HomZp(A,B) sera l'ation ∗, dé�nie de la façon suivante : pour
(g, h) ∈ G×HomZp(A,B), on dé�nit :

g ∗ h : A → B
a 7→ gh(g−1a)Cas où G est yliqueSupposons que G est un groupe ylique et �xons un générateur g de

G. Notons Zp[Φ] l'anneau des entiers de Qp(Φ(G)), n = |Φ(G)| et Pn(X) le
n-ième polyn�me ylotomique.Proposition 1.2.2. Soit M un Zp[G]-module et Φ un aratère de G. Alorsles trois modules suivants peuvent être munis d'une struture de Zp[Φ]-moduleet sont Zp[G]-isomorphes.i) (M ⊗ Zp[Φ])

G, les invariants étant pris relativement à l'ation ⋆ ;ii) MPn := {m ∈M tels que Pn(g)m = 0} ;iii) HomZp[G](Zp[Φ],M).Démonstration. Au préalable, remarquons que (M ⊗Zp[Φ])
G est l'ensembledes éléments ∑i mi ⊗ zi ∈ M ⊗ Zp[Φ] tels que ∀g ∈ G,
∑

i(gmi) ⊗ zi =∑
imi ⊗ (Φ(g)zi).On va dans un premier temps onstruire un morphisme de Zp[G]-module

F1 : (M ⊗ Zp[Φ])
G →MPn .Posons n′ = ϕ(n)− 1. Alors {Φ(gi), 0 ≤ i ≤ n′} est une Zp-base de Zp[Φ]. Ils'ensuit que M ⊗ Zp[Φ] = ⊕n′

i=0M ⊗ Φ(gi).Soit don m =
∑n′

i=0mi⊗Φ(gi) ∈M⊗Zp[Φ]. Par dé�nition de (M⊗Zp[Φ])
G,on a

m ∈ (M ⊗ Zp[Φ])
G ⇔

n′∑

i=0

(gmi)⊗ Φ(gi) =

n′∑

i=0

mi ⊗ Φ(gi+1).Si l'on érit Pn(X) sous la forme Pn(X) = Xn′+1−∑n′

i=0 aiX
i, on en déduitle système suivant :

m ∈ (M ⊗ Zp[Φ])
G ⇔





gm0 = a0mn′

m0 + a1mn′ = gm1

m1 + a2mn′ = gm2... ...
mn′−1 + an′mn′ = gmn′

(1.1)Ce système omporte n′ + 1 équations. On peut utiliser les n′ premièreséquations pour exprimer m1 · · · ,mn′ en fontion de m0, la dernière équation18



donnera une ontrainte sur m0. On obtient don :
mn′ = g.m0

a0
(En′)

m1 = g−1

a0
(a0m0 + a1g.m0) (E1)

m2 = g−2

a0
(a0m0 + a1g.m0 + a2g

2.m0) (E2)... =
...

mi = g−i

a0
(a0m0 + a1g.m0 + · · · aig

i.m0) (Ei)... =
...

m0 = g−(n′+1)(
∑n′

i=0 aig
im0) (C)Or il est lair que (C)⇔ Pn(g)m0 = 0. On peut don dé�nir un morphismede Zp-modules F1 : (M ⊗ Zp[Φ])

G → MPn , en posant F (m) = m0.Ce morphisme est lairement injetif. De plus les équations (E1, · · · , En′)permettent de aluler expliitement l'image réiproque d'un élément m0 ∈
MPn par F1. Ce morphisme est don surjetif. On en déduit don que lesmodules i) et ii) sont Zp-isomorphes. Par ailleurs, il est lair que F1 est Glinéaire. En e�et, soit m =

∑n′

i=0mi ⊗ Φ(gi) ∈ (M ⊗ Zp[Φ])
G. On a alors

F1(gm) = F1(
∑n′

i=0(gmi)⊗Φ(gi)) = gm0 = gF1(m). Finalement F1 est bien
Zp[G]-linéaire (l'ation de G sur (M ⊗ Zp[Φ])

G étant l'ation ⊙ ).Donnons nous maintenant un élément m0 ∈ MPn et dé�nissons f ∈HomZp(Zp[Φ],M) en posant
f(Φ(gi)) = gi.m0pour 0 ≤ i ≤ n′. Nous devons montrer que f est Zp[G]-linéaire. Par Zp-linéarité de f et par yliité de G, il su�t de véri�er que f(Φ(gi+1)) =

gi+1.m0 pour i ∈ {0, · · · , n′}. Ces égalités déoulent de la dé�nition de fpour i = 0, · · · , n′ − 1. De plus
f(Φ(gn

′+1)) = f(
∑n′

i=0 aig
i)

= aif(
∑n′

i=0 g
i)

=
∑n′

i=0 aig
im0

= gn
′+1m0 ( du fait que m0 ∈MPn)

= gf(Φ(gn
′
)).Le morphisme f est don bien Zp[G]-linéaire. Par ailleurs, le alul préédentmontre que l'élément f ∈ HomZp(Zp[Φ],M) est Zp[G]-linéaire du fait que

f(1) ∈ MPn . On peut don dé�nir de façon évidente un Zp-morphisme
F2 : MPn → HomZp[G](Zp[Φ],M), qui est lairement injetif. De plus, étantdonné f ∈ HomZp[G](Zp[Φ],M), on a par Zp[G]-linéarité de f , Pn(g)f(1) = 0.Il est alors lair que f = F2(f(1)). Le morphisme F2 est don surjetif.Les modules ii) et iii) sont don bien Zp-isomorphes. Par ailleurs F2 estlairement G-linéaire, l'ation de G sur HomZp[G](Zp[Φ],M) étant l'ationnaturelle dé�nie préédemment. 19



Dé�nition 1.2.3. Soit M un Zp[G]-module et Φ un aratère de G. Ondé�nit la Φ-partie de M , que l'on note MΦ, par :
MΦ = (M ⊗ Zp[Φ])

G,les invariants étant pris relativement à l'ation ⋆.Exemple 1.2.4. Considérons M = Z3
p et G = Z/3Z. Si g désigne ungénérateur de G, on dé�nit l'ation de G sur M en posant

ρ(g) =



1 0 0
0 0 −1
0 1 −1


 .Considérons le aratère Φ de G, dé�ni par Φ(g) = j.Si on veut déterminer MΦ en utilisant la dé�nition ii), il su�t de aluler lenoyau de id+ρ(g)+ρ(g)2 =



3 0 0
0 0 0
0 0 0


, alors que si l'on utilise la dé�nition

i), on doit aluler le noyau de j2ρ(g) − id =



j2 − 1 0 0

0 −1 −j2
0 j2 −j2 − 1


. Ladé�nition ii) permet don, dans le as où G est ylique, de déterminer Mφave des aluls plus simples.Par ailleurs, de la dé�nition ii) de la Φ-partie, on déduit les orollairessuivants :Corollaire 1.2.5. Soit M un Zp[G]-module et Φ un aratère Cp-irrédutiblede G, groupe ylique �ni. Alors MΦ s'injete de façon naturelle dans M .Corollaire 1.2.6. Soit M un Zp[G]-module, Φ et Φ′ deux aratères Cp-irrédutible de G, groupe ylique �ni, tels qu'il existe σ ∈ Gal(Qp(Φ(G))/Qp)véri�ant Φ′ = σ ◦ Φ. Alors MΦ et MΦ′ sont anoniquement isomorphes.Cas où G est abélienOn a vu omment dé�nir la Φ-partie d'un Zp[G]-module, lorsque G estun groupe ylique.On va maintenant généraliser les dé�nitions préédentes, dans le as où G estabélien. Soit don G un groupe abélien, Φ un aratère Cp-irrédutible de Get G1 = ker(Φ), de sorte que : Φ(G) ≃ G/G1. Le groupe G/G1 est ylique,ar isomorphe à un groupe de raines de l'unité. Rappelons aussi que tout

G-module sur lequel G1 agit trivialement peut être muni d'une struturenaturelle de Zp[Φ(G)]-module.Lemme 1.2.7. Soit M un Zp[G]-module, on munit M ⊗ Zp[Φ] de l'ation
⋆. Alors : 20



i) (M ⊗ Zp[Φ])
G = (MG1 ⊗ Zp[Φ])

G/G1 ,ii) HomZp[G](Zp[Φ],M) = HomZp[G/G1](Zp[Φ],M
G1).Démonstration. Soit m =

∑n′

i=0 mi ⊗ Φ(gi) ∈ (M ⊗ Zp[Φ])
G. Le fait que msoit G-invariant relativement à l'ation ⋆ et le fait que G1 agisse trivialementsur Zp[Φ] impliquent que ∑n′

i=0 gmi ⊗ Φ(gi) =
∑n′

i=0mi ⊗ Φ(gi),∀g ∈ G1. Ils'ensuit que mi ∈ MG1 ,∀i ∈ {0, · · · , n′}. Pour l'ation ⋆ des deux �tés, ononstate aussi des égalités :
(M ⊗ Zp[Φ])

G = (MG1 ⊗ Zp[Φ])
G = (MG1 ⊗ Zp[Φ])

G/G1 .Soit maintenant f ∈ HomZp[G](Zp[Φ],M). L'ation de G1 sur Zp[Φ] étanttriviale, on a pour g ∈ G1, gf(z) = f(z) et don f(Zp[Φ]) ⊂MG1 . On peutalors dé�nir de façon naturelle un Zp-isomorphismeHomZp[G](Zp[Φ],M)→ HomZp[G/G1](Zp[Φ],M
G1),qui est lairement G-linéaire. (A priori le module de gauhe est un Zp[G]-module et elui de droite un Zp[G/G1]-module, ependant l'ation de G1étant triviale sur le module de gauhe, il est naturellement muni d'unestruture de Zp[G/G1]-module.)Proposition 1.2.8. Soient M un Zp[G]-module, Φ un aratère de G,

G1 = ker(Φ) et n l'ordre de G/G1. Alors les trois modules suivants sont
Zp[G]-isomorphes :i) (M ⊗ Zp[Φ])

G, les invariants étant pris relativement à l'ation ⋆,ii) (MG1)Pn := {m ∈MG1 tels que Pn(g)m = 0},iii) HomZp[G](Zp[Φ],M).Démonstration. D'après le lemme préédent, on dispose de Zp[G]-isomorphismes
(M ⊗ Zp[Φ])

G → (MG1 ⊗ Zp[Φ])
G/G1et HomZp[G](Zp[Φ],M)→ HomZp[G/G1](Zp[Φ],M

G1).Or d'après la proposition 1.2.2,
(MG1 ⊗ Zp[Φ])

G/G1 ≃ (MG1)Pn ≃ HomZp[G/G1](Zp[Φ],M
G1),les isomorphismes étant Zp[G/G1]-linéaires. On en déduit l'existened'isomorphismes (M⊗Zp[Φ])

G ≃ (MG1)Pn ≃ HomZp[G](Zp[Φ],M). Ces troismodules sont des Zp[G]-modules, sur lesquels G1 agit trivialement, e sontdon des Zp[G/G1]-modules et les isomorphismes onsidérés sont lairement
Zp[G/G1]-linéaires et don Zp[G]-linéaires.On déduit de ette propriété le orollaire suivant :Corollaire 1.2.9. Soit G un groupe abélien et M un Zp[G]-module, alors
MΦ s'injete anoniquement dans M .21



1.2.2 Dé�nition du Φ-quotientOn a vu que la Φ-partie d'un module M pouvait être dé�nie ommel'ensemble des éléments de M ⊗ Zp[Φ], qui sont G-invariants, l'ation de Gétant l'ation ⋆. On va voir que (M ⊗Zp[Φ])G peut être onsidéré omme le
Φ-quotient deM , dans le sens où 'est le plus grand quotient deM⊗Zp[Φ] surlequel G agit via Φ. Par ailleurs, il existe aussi dans e as, deux dé�nitionséquivalentes du Φ-quotient, le Φ-quotient d'un Zp[G]-module M étant dé�ninaturellement de la façon suivante :Dé�nition 1.2.10. Soit M un Zp[G]-module et Φ un aratère de G. Le
Φ-quotient de M , que l'on note MΦ, est par dé�nition :

MΦ = (M ⊗ Zp[Φ])G,les oinvariants étant pris relativement à l'ation ⋆.Proposition 1.2.11. Soit M un Zp[G]-module. Les modules suivants sont
Zp[G]-isomorphes :1. (M ⊗ Zp[Φ])G, l'ation de G sur M ⊗ Zp[Φ] étant l'ation ⋆,2. M ⊗Zp[G] Zp[Φ].Démonstration. Une fois que l'on a pris les G-oinvariants, l'ation de G sur
(M ⊗Zp[Φ])G induite par l'ation ⋆ est triviale. Cependant l'ation ⊙ induitégalement une ation de G sur (M ⊗ Zp[Φ])G. Dans la suite, on onsidéreraque ette ation est l'ation naturelle de G sur (M ⊗ Zp[Φ])G.Considérons le diagramme suivant, dans lequel la projetion p2 est lairementsurjetive :

0

��
ker(p2)

��
0 // IG(M ⊗ Zp[Φ]) // M ⊗ Zp[Φ]

p2
��

p1 // MΦ
// 0

M ⊗Zp[G] Zp[Φ]

��
0Montrons que ker(p1) = ker(p2).Soit m = (g − 1) ⋆ (

∑
i mi ⊗ zi) ∈ IG(M ⊗ Zp[Φ]). On a alors dans22



M ⊗Zp[G] Zp[Φ] :
p2(m) =

∑
i(gmi)⊗ Φ(g−1)zi −

∑
i mi ⊗ zi

=
∑

i mi ⊗ zi −
∑

i mi ⊗ zi par Zp[G]− linéarité
= 0Don ker(p1) ⊂ ker(p2).Réiproquement, soit m ∈ ker(p2). On peut érire m sous la forme m =∑

imi ⊗ Φ(gi). On a p2(m) = 0 ⇔ ∑
imi ⊗ Φ(gi) = 0 ⇔ ∑

i gimi ⊗ 1 = 0(es aluls étant e�etués dans M ⊗Zp[G] Zp[Φ]), on a par onséquent∑
i gimi = 0. Or

∑
imi ⊗ Φ(gi) =

∑
imi ⊗ Φ(gi)−

∑
i gimi ⊗ 1

=
∑

imi ⊗ Φ(gi)−
∑

i gi ⋆ (mi ⊗ Φ(gi))
=

∑
i(1− gi) ⋆ (mi ⊗ Φ(gi)).On a don m ∈ IG(M ⊗ Zp[Φ]) = ker(p2) et �nalement ker(p2) ⊂ ker(p1).On déduit don de la surjetivité de p2 et de l'égalité ker(p1) = ker(p2),l'existene d'un Zp-isomorphisme anonique entre MΦ et M ⊗Zp[G]Zp[Φ]. Deplus et isomorphisme est lairement G-linéaire pour l'ation ⊙.1.2.3 Interprétation ohomologique des Φ-parties et Φ-quotients.Étant donné un Zp[G]-module M et un aratère Cp-irrédutible Φ de

G, on a vu que MΦ et MΦ étaient respetivement dé�nis omme les G-invariants et G-oinvariants du module M ⊗ Zp[Φ], muni de l'ation ⋆. End'autres termes MΦ = H0(G,M ⊗ Zp[Φ]) et MΦ = H0(G,M ⊗ Zp[Φ]). Paronséquent, on dispose d'un morphisme naturel MΦ →MΦ, dont les noyauxet onoyaux sont tués par l'ordre de G. On va voir que dans le as où Mest un Λ[G]-module et sous ertaines hypothèses, e morphisme réalise unquasi-isomorphisme entre MΦ et MΦ. Ces Λ[Φ]-modules auront alors mêmeinvariants.Pour alléger les notations, introduisons la dé�nition suivante :Dé�nition 1.2.12. Soit M un Zp[G]-module et Φ un aratère de G. Onnote M• le module M ⊗ Zp[Φ], muni de l'ation ⋆.On dispose alors d'une suite exate :
1 // Ĥ−1(G,M•) // H0(G,M•)

NG // H0(G,M•) // Ĥ0(G,M•) // 1 ,(1.2)où NG =
∑

g∈G g ∈ Zp[G]. En onséquene, ker(NG) et oker(NG) sont tuéspar l'ordre de G. 23



Appliation aux Λ-modulesNotons Λ l'anneau Zp[[T ]]. On va voir que la suite exate 1.2 permetd'établir quelques résultats relatifs aux Φ-parties et Φ-quotients d'un Λ-module M . Rappelons que si deux Λ-modules M et N sont pseudo-isomorphes, on note M ∼ N . Le théorème suivant donne alors la strutured'un Λ-module de type �ni.Théorème 1.2.13. Soit M un Λ-module de type �ni. Il existe alors desentiers mi et des polyn�mes distingués fj tels que :
M ∼ Λr ⊕ (⊕iΛ/p

mi)⊕ (⊕jΛ/fj).Les nombres µ =
∑

imi et λ =
∑

j deg(fj) ne dépendent que du module M ,on les appelle invariants λ et µ du module M .La série aratéristique de M est par dé�nition f =
∏

j fj, elle est dé�nieau produit par un élément de Λ∗ près et est notée sc(M).Proposition 1.2.14. Soit M un Λ[G]-module de type �ni et de Λ-torsion,dont l'invariant µ est nul. Alors MΦ et MΦ sont pseudo-isomorphes.Démonstration. Compte tenu de la suite exate 1.2, il su�t de véri�er que
Ĥ−1(G,M•) et Ĥ0(G,M•) sont �nis. Or le fait que M soit de type �ni, de
Λ-torsion et que µ(M) = 0 implique que MΦ et MΦ sont de type �ni, de
Λ-torsion et que leurs invariants µ sont nuls. Par onséquent Ĥ−1(G,M•)et Ĥ0(G,M•) sont des Λ-modules de torsion, de type �ni et leurs invariants
µ sont nuls. Comme ils sont tués par l'ordre de G, ils sont néessairement�nis. L'appliation NG apparaissant dans la suite exate 1.2 est don unquasi-isomorphisme entre MΦ et MΦ.Corollaire 1.2.15. Soit M un Zp-module de type �ni, alors MΦ et MΦ ontmême Zp-rang.Démonstration. Si on fait agir Γ de façon triviale sur M , on le munitd'une struture de Λ-module. D'après la proposition préédente, MΦ et MΦsont quasi-isomorphes. Le orollaire déoule du fait que le Zp-rang de MΦ(respetivement MΦ) n'est autre que l'invariant λ de MΦ (respetivement
MΦ).1.3 Caratères et dualité de KummerLorsque l'on utilise la théorie de Kummer, on obtient en général desaouplements non-dégénérés G × H → µp∞, où G désigne le groupe deGalois d'une pro-p- extension de K∞, H le radial Kummérien assoié et
µp∞ , le groupe des raines p-primaires de l'unité. De es aouplements, ondéduit un isomorphisme entre G et Hom(H, µp∞). Or Hom(H, µp∞) est le24



dual de Pontryagin de H, sur lequel l'ation de Γ a été tordu une fois àla Tate via le aratère ylotomique (la dé�nition de l'ation tordue estdonnée dé�nition 1.3.5). Si l'on veut pouvoir utiliser les outils algébriquesintroduits préédemment (Φ-partie et Φ-quotient), dans le adre de la théoriede Kummer, il est naturel d'une part de s'intéresser aux relations existantentre Φ-partie et dual de Pontryagin et d'autre part de omprendre la Φ-partie d'un module tordu.1.3.1 Φ-partie, Φ-quotient et dual de PontryaginDans ette partie, G désigne un groupe abélien et M désigne un Zp[G]-module, qui est ompat ou disret. Le but de ette partie est d'expliiter la
Φ-partie et le Φ-quotient de M∨ := Hom(M,Qp/Zp). L'ation de G sur M∨est l'ation ∗, le groupe G agissant trivialement sur Qp/Zp.On sait que la dualité de Pontryagin transforme les invariants en oinvariantset réiproquement, plus préisément :Proposition 1.3.1. Soit M un Zp[G]-module, alors (M∨)G = (MG)

∨ et
(M∨)G = (MG)∨, l'ation de G sur M∨ étant l'ation ∗.Compte tenu des dé�nitions des Φ-parties et Φ-quotients, une premièreétape pour omprendre es interations va être de omparer Zp[Φ]⊗M∨ etHom(Zp[Φ],M), le groupe G agissant diagonalement sur Zp[Φ]⊗M∨ et via
∗ sur Hom(Zp[Φ],M).Fixons g ∈ G tel que Φ(g) engendre Φ(G). Le degré de l'extension
Qp(Φ(G)/Qp est alors ϕ(n), n désignant l'ordre de Φ(G). On dispose alorsd'une Zp-base (1,Φ(g), · · · ,Φ(gn′

) de Zp[Φ], ave n′ = ϕ(n)−1. Tout élémentde f ∈ Zp[Φ]⊗M∨ s'érit de façon unique sous la forme f =
∑n′

i=0 Φ(g
i)⊗fi,ave fi ∈M∨. Dé�nissons alors l'élément θ(f) ∈ Hom(Zp[Φ],M)∨ en posantpour h ∈ Hom(Zp[Φ],M) :

θ(f)(h) =
n′∑

i=1

fi(h(Φ(g
i))). (1.3)Proposition 1.3.2. Le Zp-morphisme θ : Zp[Φ]⊗M∨ → Hom(Zp[Φ],M)∨,dé�ni en 1.3, est un isomorphisme de Zp[G]-modules.Démonstration. Nous devons véri�er d'une part que θ est un Zp-isomorphisme et d'autre part que 'est un isomorphisme de Zp[G]-modules.Montrons tout d'abord que θ est injetif. Soit f =

∑n′

i=0 Φ(g
i)fi tel que

θ(f) = 0. On a alors θ(f)(h) = 0 pour tout h ∈ HomZp(Zp[Φ],M).Dé�nissons pour i ∈ {0, · · · , n′} l'élément hm,i ∈ HomZp(Zp[Φ],M) par
hm,i(Φ(g

j)) = mδi,j . 25



On a alors pour i0 ∈ {0, · · · , n′} et m ∈ M , θ(f)(hm,i0) = 0 ⇔∑n′

i=0 fi(δi,i0m) = 0 ⇔ fi0(m) = 0. On a don fi0 = 0 quel que soit i0et par suite f = 0. Le morphisme θ est don bien injetif.Montrons que θ est surjetif. Soit don F ∈ HomZp(Zp[Φ],M)∨. Ona pour h ∈ HomZp(Zp[Φ],M), F (h) =
∑n′

i=0 F (hi), ave hi = h ◦ πi,
πi désignant la projetion de Zp[Φ] sur Φ(gi)Zp et dans la diretion
⊕j 6=iΦ(g

j)Zp. Nous allons onstruire un antéédent de F .Soit m ∈M . On dé�nit him ∈ HomZp(Zp[Φ],M) par him(Φ(gj)) = mδi,j pour
1 ≤ i, j ≤ n′, puis un élément fi de M∨ en posant fi(m) = F (him).On a alors θ(∑n′

i=0Φ(g
i)⊗ fi)(h) =

∑n′

i=0 fi(h(Φ(g
i))). Or par dé�nition de

fi, on a fi(h(Φ(g
i))) = F (hi). On en déduit que ∑n′

i=0Φ(g
i)⊗ fi est bien unantéédent de F et don θ est bien surjetif.On doit maintenant étudier la G-linéarité de θ. Rappelons au préalable lafaçon dont G agit sur les divers modules que l'on utilise :� l'ation de G sur les modules du type HomZp(A,B) est l'ation ∗.� l'ation de G sur Zp[Φ] ⊗M∨ est l'ation diagonale, G agissant sur

Zp[Φ] via Φ et sur M∨ via ∗. On la notera abusivement ∗.Remarquons que tout élément de G s'érit sous la forme kga ave
k ∈ ker(Φ) et a ∈ N, où g est un élément de G tel que Φ(g) engendre Φ(G).Pour montrer que θ estG-linéaire, on doit don montrer que θ(g∗f) = g∗θ(f)et que θ(k ∗ f) = k ∗ θ(f), pour tout k ∈ ker(Φ).Soit f =

∑n′

i=0 Φ(g
i)⊗ fi ∈ Zp[Φ]⊗M∨.On va dans un premier temps montrer que θ(g ∗ f) = g ∗ θ(f). Pour ela,notons n l'ordre de Φ(G) et érivons Pn(X), n-ième polyn�me ylotomique,sous la forme Pn(X) = Xn′+1−∑n′

i=0 aiX
i. On a alors g∗f =

∑n′

i=0Φ(g
i+1)⊗

g ∗ fi =
∑n′−1

i=0 Φ(gi+1)⊗ g ∗ fi +
∑n′

i=0 aiΦ(g
i)⊗ g ∗ fn′ .D'une part

θ(g ∗ f)(h) =
∑n′−1

i=0 g ∗ fi(h(Φ(gi+1))) +
∑n′

i=0 g ∗ fn′(h(aiΦ(g
i)))

=
∑n′−1

i=0 g ∗ fi(h(Φ(gi+1))) + g ∗ fn′(h(
∑n′

i=0 aiΦ(g
i)))

=
∑n′

i=0 g ∗ fi(h(Φ(gi+1)))d'autre part
g ∗ θ(f)(h) = θ(f)(g−1 ∗ h)

=
∑n′

i=0 fi(g
−1 ∗ h(Φ(gi)))

=
∑n′

i=0 fi(g
−1h(Φ(gi+1)))

=
∑n′

i=0 g ∗ fi(h(Φ(gi+1))).On a don bien g ∗ θ(f) = θ(g ∗ f). 26



Par ailleurs k ∗ f =
∑n′

i=0Φ(g
i)⊗ k ∗ fi, par onséquent :

k ∗ (θ(f))(h) = θ(f)(k−1 ∗ h)
=

∑n′

i=0 fi(k
−1h(Φ(k)Φ(gi)))

=
∑n′

i=0 fi(k
−1h(Φ(gi)))

=
∑n′

i=0 k ∗ fi(h(Φ(gi)))
= θ(

∑n′

i=0 Φ(g
i)⊗ k ∗ fi)(h)

= θ(k ∗ f)(h).Il s'ensuit que l'on a bien θ(g′ ∗ f) = g′ ∗ θ(f) pour tout g′ ∈ G.Remarque. La proposition préédente apparaît dans un adre plus généraldans [21℄ (or. 5.2.9 page 232).Proposition 1.3.3. Soit M un Zp[G]-module, ompat ou disret, et Φ unaratère de G. Alors :i) (M∨)Φ = (MΦ−1
)∨,ii) (M∨)Φ = (MΦ−1)∨.Démonstration. Notons Z̃p[Φ] le module Zp[Φ] sur lequel l'opération de Gest dé�nie par :
G× Zp[Φ] → Zp[Φ]

(g, z) 7→ Φ(g−1).z
.Rappelons que MΦ = (Zp[Φ] ⊗M)G, les G-oinvariants étant relatifs àl'ation ⋆. En d'autres termes, MΦ = (Z̃p[Φ]⊗M)G, les G-oinvariants étantrelatifs à l'ation diagonale de G sur Z̃p[Φ]⊗M .De plus si G agit sur HomZp(Z̃p[Φ],M) via l'ation ∗, alorsHomZp(Z̃p[Φ],M)G = HomZp[G](Z̃p[Φ],M). Utilisant le lemme préédent,on obtient alors :

(M∨)Φ = (Z̃p[Φ]⊗Zp M
∨)G

= (HomZp(Z̃p[Φ],M)∨)G

= (HomZp(Z̃p[Φ],M)G)∨

= HomZp[G](Z̃p[Φ],M)∨

= (MΦ−1
)∨.La partie i) du orollaire est don démontrée. Pour la partie ii), il su�td'appliquer la partie i) au module M∨ et d'utiliser le fait que (M∨)∨ = M ,

M étant ompat ou disret. 27



1.3.2 Φ partie d'un module torduOn a déjà étudié les relations entre Φ-partie et dual de Pontryagin. Orles modules apparaissant lorsque on utilise la dualité de Kummer sont desduaux de Pontryagin sur lesquels l'ation de G a été tordu, via le aratèreylotomique. Nous devons don omprendre les relations entre Φ-partie d'unmodule tordu et tordu de la Φ-partie. Pour ela on doit préiser un peule adre dans lequel on travaille. Rappelons au préalable la dé�nition duaratère ylotomique κ :Proposition 1.3.4. L'appliation κ : Gal(Q(ζp∞)/Q) → Z∗
p, qui a unélément g ∈ Gal(Q(ζp∞)/Q) assoie l'unique élément κ(g) ∈ Zp tel que

g(ζpn) = ζ
κ(g)
pn ,∀n ∈ N, est un isomorphisme de groupe appelé aratèreylotomique.Rappelons que F/Q est une extension abélienne totalement réelle de Q,qui est supposée modérément rami�ée.Par onséquent l'extension K0/Q est également modérément rami�ée,de sorte que Gal(K∞/Q) ≃ Gal(K∞/K0) × Gal(K0/Q). Notons Γ =Gal(K∞/K0) et G = Gal(K0/Q). Le aratère ylotomique κ est dé�nisur Gal(K∞/Q), ar K∞ ontient les raines p-primaires de l'unité. On peutpar onséquent onsidérer la restrition de κ à Γ et G, qui sont des sousgroupes de Gal(K∞/Q).Donnons nous maintenant un Zp[Γ×G]-module M .Dé�nition 1.3.5. Le module M(i) est le module M sur lequel l'ation de

Γ×G est dé�nie de la façon suivante :
(Γ×G)×M(i) → M(i)

(γg,m) 7→ κ(γg)iγgm
(1.4)On dit que M(i) est le module M , sur lequel l'ation de G a été tordue i-foispar le aratère ylotomique κ.On peut alors énoner la propriété suivante :Proposition 1.3.6. Soit M un Zp[Γ × G]-module, M(i) le module M surlequel l'ation de Γ×G a été tordue i fois via le aratère ylotomique. Alorspour tout aratère Φ de G, on a :

(M(i))Φ ≃ (Mω−iΦ)(i) et (M(i))Φ ≃ (Mω−iΦ)(i),où ω désigne la restrition de κ à G.Démonstration. Notons M• = M ⊗ Zp[Φ]. Par dé�nition MΦ = (M•)G,l'ation de G surM• étant l'ation ⋆. Soit maintenant∑j mj⊗zj ∈ (M(i))Φ,28



on a alors pour g ∈ G

g ⋆
∑

j mj ⊗ zj =
∑

j mj ⊗ zj
⇔ ∑

j(ω
i(g)g.mj)⊗ (Φ(g(−1)zj) =

∑
j mj ⊗ zj

⇔ ∑
j(g.mj)⊗ (ωi(g)Φ(g(−1)zj) =

∑
j mj ⊗ zj

⇔ ∑
j(g.mj)⊗ (ω−iΦ(g(−1)zj) =

∑
j mj ⊗ zj .On en déduit un isomorphisme naturel (M(i))Φ → Mω−iΦ. On obtient demême un isomorphisme entre (M(i))Φ et Mω−iΦ.Cependant les isomorphismes que l'on obtient ne sont a priori que des

Zp-isomorphismes. Examinons de plus près l'ation de G sur haun de esmodules. L'ation naturelle de G sur MΦ est l'ation ⊙. Par onséquent,on a pour m =
∑

j mj ⊗ zj ∈ (M(i))Φ et γg ∈ Γ × G : γg.m =∑
j(κ(γg)

iγgmj)⊗ zj .Par onséquent le Zp-isomorphisme anonique onsidéré préédemment,réalise un Zp[Γ×G]-isomorphisme entre M(i)Φ et Mω−iΦ(i).1.3.3 Φ-partie, Φ-quotient et modules induitsPour une p-plae v de K0, on note U∞,v = lim←−Un,v la limite projetiverelativement à la norme des groupes Un,v, qui sont les pro-p-omplétés desgroupe des unités de Kn,v. Le module des unités semi-loales U∞ =
∏

v U∞,vest un module apparaissant fréquemment en théorie d'Iwasawa. Si l'onregarde de plus près, on voit que la struture de Zp[G]-module est induitepar la struture de Zp[Gv]-module de Gv, groupe de déomposition dans Gd'une p-plae v. On sera par la suite amené à onsidérer la Φ∗-partie de emodule.Il est naturel de déterminer la relation entre Φ-partie d'un module induit etle module induit de la Φ-partie. Rappelons au préalable la dé�nition d'unmodule induit :Dé�nition 1.3.7. Soit H un sous groupe de G, M un Zp[H]-module, alors
IndHGM = M ⊗Zp[H] Zp[G] ·Le module induit IndHGM est le plus petit Zp[G]-module ontenant M ,omme sous Zp[H]-module.Le problème qui nous intéresse est le suivant : onsidérons un sous groupe Hde G, M un Zp[H]-module, Φ un aratère de G et φ = Φ|H , quelles relationsexiste-t-il entre (IndHGM)Φ et IndHG (Mφ) ? Pour ela, on va supposer dansun premier temps que le groupe G est ylique, puis on verra que le résultatobtenu se généralise au as où G est supposé seulement abélien.29



Proposition 1.3.8. Soient G un groupe ylique, H un sous groupe de G,
M un Zp[H]-module, ompat ou disret, Φ un aratère de G et φ = Φ|H.On dispose d'un isomorphisme de Zp[G]-modules :
Θ : HomZp[H](Zp[φ],M) ⊗Zp[φ] Zp[Φ]→ HomZp[G](Zp[Φ],M ⊗Zp[H] Zp[G]).Démonstration. Posons r = [G : H].Remarquons que HomZp[H](Zp[φ],M) ⊗Zp[φ] Zp[Φ] = Mφ ⊗Zp[φ] Zp[Φ]. Deplus HomZp[G](Zp[Φ],M ⊗Zp[H] Zp[G]) = (IndHGM)φ est un Zp[Φ]-moduleontenant M omme sous Zp[φ]-module.Par dé�nition de la φ-partie, on a Mφ = (M ⊗Zp Zp[φ])

H , l'ation d'unélément h ∈ H sur un tenseur élémentaire m⊗z étant dé�nie par h⋆(m⊗z) =
(h.m) ⊗ (φ(h)−1m). Par onséquent, Mφ ⊗Zp[φ] Zp[Φ] ≃ (M ⊗ Zp[Φ])

H . Ondéduit don du lemme de Shapiro que Mφ⊗Zp[φ]Zp[Φ] ≃ IndHG (M⊗Zp[Φ])
G.On doit don montrer que IndHG (M ⊗ Zp[Φ])

G ≃ (IndHG (M)⊗ Zp[Φ])
G.A ette �n, omparons les ations de G sur IndHG (M ⊗ Zp[Φ]) et sur

IndHG (M)⊗Zp[Φ]. Il est lair qu'il existe un Zp-isomorphisme anonique entre
IndHG (M)⊗ Zp[Φ] et IndHG (M ⊗ Zp[Φ]). L'ation de G sur IndHG (M ⊗ Zp[Φ])dé�nit alors une représentation de G, que l'on notera ρ1, à valeur dansGL(IndHG (M) ⊗ Zp[Φ]). De même l'ation de G sur (IndHG (M) ⊗ Zp[Φ])dé�nie une représentation ρ2 à valeurs dans GL(IndHG (M) ⊗ Zp[Φ]). Fixonsun générateur g de G, alors ρ1(g) et ρ2(g) peuvent être représentés par unematrie r × r à oe�ients dans HomZp(M ⊗ Zp[Φ]). Plus préisément, ona :

M(ρ1(g)) =




0 · · · 0 ζ−rgr

1
. . . 0. . . . . . ...

(0) 1 0


et

M(ρ2(g)) =




0 · · · 0 ζ−1gr

ζ−1 . . . 0. . . . . . ...
(0) ζ−1 0




.Notant Ri le Zp[G]-module IndHGM ⊗ Zp[Φ], sur lequel l'ation de G estdé�nie via ρi. On doit démontrer que RG
1 ≃ RG

2 . Par dé�nition de l'induit,tout élément de m ∈ IndHGM ⊗ Zp[Φ] s'érit de façon unique sous la forme
m =

∑r
i=1 mi, ave mi ∈ gi−1M ⊗ Zp[Φ]. Soit don m = (m1, · · · ,mr) ∈

IndHGM ⊗ Zp[Φ]. En utilisant les représentations matriielles de ρ1(g) et de30



ρ2(g), il vient d'une part :
m ∈ RG

1 ⇔





ζ−rgrmr = m1

m1 = m2... ...
mr−1 = mr

⇔ m1 = · · · = mr et grmr = ζrmret d'autre part
m ∈ RG

2 ⇔





ζ−1grmr = m1

ζ−1m1 = m2... ...
ζ−1mr−1 = mr

⇔ mi = ζ−imr et grmr = ζrmr.Posons alors pour m = (m1, · · · ,mr) ∈ RG
1 :

f(m) = (ζr−1mr, ζ
r−2mr, · · · , ζmr,mr).L'appliation f est lairement à valeurs dans RG

2 , de plus il s'agit lairementd'un isomorphisme de Zp-modules. On en déduit don que RG
1 ≃ RG

2 .Remarque. Dans la démonstration préédente, l'hypothèse G est ylique,permet de ramener le alul des G-invariants au alul du noyau de lamultipliation par g − 1, g étant un générateur de G. Il semble don peuprobable que ette démonstration puisse s'adapter si l'on suppose uniquement
G abélien. Toutefois on va voir que la proposition préédente reste vraie pourun groupe abélien G.Proposition 1.3.9. Soit G un groupe abélien, H un sous groupe de G, Mun Zp[H]-module, Φ un aratère de G et φ = Φ|H. Alors

Mφ ⊗Zp[φ] Zp[Φ] ≃ IndHG (M)Φ ·Démonstration. Les groupes Φ(G) et Φ(H) étant des sous groupes �nis dugroupe des raines de l'unité, ils sont yliques. Notons G1 et H1 les noyauxrespetifs des projetions anoniques de G→ Φ(G) et de H → Φ(H).On a d'une part Mφ ⊗Zp[φ] Zp[Φ] = (M ⊗ Zp[Φ])
H = (MH1 ⊗ Zp[Φ])

Φ(H) etd'autre part IndHG (M)Φ = (IndHGM ⊗ Zp[Φ])
G = ((IndHGM)G1 ⊗ Zp[Φ])

Φ(G).Les groupes Φ(G) et Φ(H) étant yliques, on en déduit que Mφ ⊗Zp[φ]

Zp[Φ] = (Ind
Φ(H)
Φ(G) (M

H1)⊗Zp[Φ])
Φ(G). La démonstration de la proposition seramène don à la démonstration du lemme suivantLemme 1.3.10. IndΦ(H)

Φ(G) (M
H1) ≃ (IndHGM)G1 .31



Démonstration. Remarquons pour ommener que (IndHGM)G1 étant un G-module sur lequel G1 agit trivialement, 'est naturellement un Φ(G)-module.Soient maintenant (x1, · · · , xs) un système de représentants de G1/H1 dans
G1 et (y1, · · · , yt) un système de représentants de Φ(G)/Φ(H) dans G. Lafamille (xiyj, 1 ≤ i ≤ s, 1 ≤ j ≤ t) est un système de représentants de
G/H dans G. En e�et xiyj ≡ xi′yj′( mod H) implique que Φ(yj) ≡ Φ(yj′)(
mod Φ(H)) et don que j = j′. Il s'ensuit que xi ≡ xi′( mod H), xi et xi′étant des éléments de G1, on a en fait xi ≡ xi′( mod H1)⇒ i = i′. De plus
G/H est lairement d'ordre st. On a alors IndHGM = ⊕i,jxiyjM .Dé�nissons l'appliation f : MH1 → (IndHGM)G1 en posant f(m) =

∑
i xim.Il s'agit d'un morphisme injetif de Zp[Φ(H)]-modules, qui s'étend don defaçon naturelle en un morphisme injetif de Zp[Φ(G)]-modules :

f̃ : IndΦ(H)
Φ(G)M

H1 → (IndHGM)G1 .Soit m ∈ (IndHGM)G1 . On a alors m =
∑

i,j xiyjmi,j . Le groupe H1 opérantdiagonalement on a mi,j ∈ MH1 . Par ailleurs les éléments de G1 permutentles xi. Le fait que M soit G1 invariant implique don quemi,j = mi′,j . Quitteà poser mj = mi,j , on peut alors érire m =
∑

i,j xiyjmj =
∑

j yj
∑

i ximj .En d'autres termesm = f̃(
∑

j mj⊗yj). Le morphisme f̃ dé�ni préédemmentest don surjetif.La démonstration du lemme ahève aussi elle de la proposition.1.4 Étude de la Φ∗-omposante de quelquesmodules galoisiensRappelons le adre arithmétique dans lequel on évolue. On dispose d'uneextension F/Q modérément rami�ée. L'extension K0 = F (ζp) est donégalement modérément rami�ée. On supposera en outre que l'extension
K0/Q véri�e la onjeture de Leopoldt. Les extensions M∞ et N∞ de K∞,
Zp-extension ylotomique de K0, sont dé�nies de la façon suivante :� L∞ désigne la pro-p-extension abélienne maximale non-rami�ée de

K∞.� M∞ désigne la pro-p-extension abélienne maximale non-rami�ée endehors des p-plaes de K∞.� N∞ désigne l'extension obtenue en ajoutant à K∞ les raines de pn-ièmes d'unités.De plus, de l'hypothèse de rami�ation, on déduit que le groupe G :=Gal(K0/Q), peut être onsidéré omme un sous groupe de Gal(K∞/Q). Paronséquent, on peut faire agir G sur le Λ-module Gal(M∞/K∞), ses sous
Λ-modules et ses Λ-modules quotients. Il est don liite de parler de la Φ-partie du module Gal(M∞/K∞), pour un aratère Φ de G.32



A partir de maintenant, �xons un aratère pair Cp-irrédutible Φ de G etdé�nissons le aratère miroir de Φ :Dé�nition 1.4.1. Soit Φ un aratère de G. Le aratère miroir de Φ est learaère Φ∗ dé�ni par
Φ∗ = Φ−1ω,où ω désigne la restrition du aratère ylotomique κ à G.Les outils algébriques néessaires étant maintenant en plae, on peutétudier la Φ∗-partie de Gal(M∞/N∞L∞), le but étant de montrer que lorsque

Φ est pair, Gal(M∞/N∞L∞)Φ
∗ est triviale. Pour ela, on va aluler la sériearatéristique de Gal(M∞/N∞L∞)Φ

∗ . L'idée est de plonger e module dansdeux modules, Gal(M∞/L∞)Φ
∗ et Gal(M∞/N∞)Φ

∗ , pour lesquels on est enmesure d'obtenir des informations sur la série aratéristique.1.4.1 Étude de la Φ∗-omposante de Gal(M∞/N∞)Le but de ette setion est d'obtenir des informations sur la sériearatéristique de Gal(M∞/N∞)Φ
∗ . La théorie de Kummer permet deramener l'étude de Gal(M∞/N∞) à elle du module d'Iwasawa X∞(K0).Or la onjeture de Leopoldt, qui est véri�ée dans le as d'une extensionabélienne, nous donne des informations sur la série aratéristique de

X∞(K0).Notons µp∞ le groupe des raines p-primaires de l'unité et A∞ la limiteindutive des An, où An désigne la p-partie du groupe des lasses de Kn.Le fait que G s'identi�e à un sous groupe de Gal(K∞/F ) permet de munirles modules Gal(L∞/K∞), Gal(M∞/K∞) et Gal(N∞/K∞) d'une struturede Zp[Γ × G]-module et par onséquent on peut onsidérer les Φ-parties et
Φ-quotients de es modules.Par dé�nition de N∞, on dispose, via la théorie de Kummer, d'unaouplement de Zp[G]-modules non dégénéré :Gal(M∞/N∞)×A∞ → µp∞.Il s'ensuit que Gal(M∞/N∞) et Hom(A∞, µp∞) sont Zp[G]-isomorphes.(Voirpar exemple [26℄ ou [13℄).Proposition 1.4.2. Le Λ-module Gal(M∞/N∞)Φ

∗ est de Λ-torsion et sasérie aratéristique est étrangère à Ṫ .Démonstration. Rappelons que Φ∗ = Φ(−1)ω. Notons pour f(T ) ∈ Λ,
f(T )• = f(Ṫ ), ave Ṫ = T − (κ(γ) − 1).Le groupe Γ ×G agit sur Hom(A∞, µp∞) via l'ation ∗. Par ailleurs µp∞ =
Qp/Zp(1). Si l'on fait agir Γ × G de façon triviale sur Qp/Zp et via ∗33



sur Hom(A∞,Qp/Zp), on a alors Hom(A∞, µp∞) = Hom(A∞,Qp/Zp)(1) =
(A∨

∞)(1). Il s'ensuit que :Gal(M∞/N∞)Φ
∗

= ((A∨
∞)(1))Φ

∗

= ((A∨
∞)Φ

∗ω(−1)
)(1)

= ((A∨
∞)Φ

−1
)(1)

= (((A∞)Φ)
∨)(1)

= Hom((A∞)Φ, µp∞).On obtient de même Gal(M∞/N∞)Φ∗ ≃ Hom((A∞)Φ, µp∞). Il s'ensuitque la série aratéristique de Gal(M∞/N∞)Φ∗ est égale à elle deHom((A∞)Φ, µp∞). Or sc(Hom((A∞)Φ, µp∞)) = sc((AΦ
∞)∨)• = sc(XΦ

∞)•. Learatère Φ étant pair, la série aratéristique de XΦ
∞ est étrangère à T ('estune onséquene de la onjeture de Leopoldt), elle de Gal(M∞/N∞)Φ∗ estdon bien étrangère à Ṫ .1.4.2 Étude de la Φ∗-omposante de Gal(M∞/N∞L∞)Le alul de la série aratéristique de Gal(M∞/N∞L∞) est plus déliat.Il nééssite l'utilisation de la théorie du Corps de Classe, ainsi que de la suiteexate de Coleman.Théorème 1.4.3. La Φ∗-partie de Gal(M∞/N∞L∞) est triviale.Démonstration. Remarquons tout d'abord queGal(M∞/N∞L∞) ⊂ Gal(M∞/K∞).Le Λ-module Gal(M∞/K∞) ne possédant pas de sous module �ni, il enest de même de Gal(M∞/N∞L∞). De plus omme Gal(M∞/N∞L∞)Φ

∗ →֒Gal(M∞/N∞L∞), il su�t pour montrer la trivialité de Gal(M∞/N∞L∞)Φ
∗de prouver que sa série aratéristique est 1. Compte tenu de e qui préède,il su�t de démontrer que ette série est une puissane de Ṫ .Notons Un le groupe des unités de Kn, U∞ la limite projetive relativementà la norme des Un.Si v est une p-plae de K∞, Un,v désigne le groupe des unités de Kn, v-omplété de Kn et U∞,v est la limite projetive des Un,v relativement à lanorme.On note en�n U∞ =

∏
v|p U∞,v.Considérons la suite exate du orps de lasse

1 // U∞
// U∞ // Gal(M∞/L∞) // 1 .34



On en déduit
1 // (U∞)Φ

∗ // (U∞)Φ
∗ f // (Gal(M∞/L∞))Φ

∗ // H1(G,U∞ ⊗ Zp(Φ]) .Le fait que Φ∗ est impair assure que (U∞)Φ
∗ est de Λ-torsion, on a don unesuite exate :

1 // (U∞)Φ
∗ // tΛ((U∞)Φ

∗
)

f // tΛ(Im(f)) // 1 . (1.5)Par ailleurs d'après le théorème de Ferrero-Washington ([5℄), ommel'invariant µ de Gal(M∞/K∞) est nul, il en est de même deelui de Gal(M∞/L∞). Le onoyau de l'injetion naturelle Im(f) →֒Gal(M∞/L∞)Φ
∗ , étant tué par l'ordre de G, il est don néessairement �niet les Λ-modules Im(f) et Gal(M∞/L∞)Φ

∗ sont pseudo-isomorphes. Il enest don de même de leurs Λ-torsions. On déduit alors de ette remarque etde la suite (1.5) que la série aratéristique de tΛ(Gal(M∞/L∞)Φ
∗
) diviseelle de tΛ((U∞)Φ

∗
). On est don amener à aluler la série aratéristiquede tΛ((U∞)Φ

∗
).Fixons une p-plae v de K0. Le prinipal ingrédient du alul de la sériearatéristique de tΛ((U∞)Φ

∗
) est la suite exate de Coleman ([3℄) :

1 // Zp(1) // U∞,v
Col // Zp[Gal(K∞,v/Qp)] // Zp(1) // 1 .(1.6)Notons V l'image de U∞,v par l'appliation de Coleman Col. On disposealors de deux suites exates ourtes :

1 // Zp(1) // U∞,v
Col // V // 1 (1.7)et

1 // V // Zp[Gal(K∞,v/Qp)] // Zp(1) // 1 . (1.8)Notons Φ∗
v la restrition de Φ∗ à Gv groupe de déomposition de v.Prenant la Φ∗
v-partie de la suite exate (1.7). Il vient :

1 // (Zp(1))
Φ∗

v // (U∞,v)
Φ∗

v
Col // V Φ∗

v . (1.9)Or (Zp(1))
Φ∗

v = (Zp)
Φ∗

vω
−1
(1). Il s'ensuit que (Zp)

Φ∗
vω

−1
(1) = 0 dès que

Φ∗
vω

−1 6= 1. Or par dé�nition de Φ∗, on a Φ∗ = Φ−1ω et don Φ∗
vω

−1 =
Φ−1
v ωω−1 = Φ−1

v . Il s'ensuit que Φ∗
vω

−1 = 1 ⇔ Φ−1
v = 1 ⇔ Φv = 1, où Φvdésigne la restrition de Φ à Gv .Dans le as où Φv 6= 1, on a don une injetion (U∞,v)

Φ∗
v →֒ V Φ∗

v .Par ailleurs, onsidérant la suite exate (1.8), on obtient une injetion
V Φ∗

v →֒ Zp[Gal(K∞,v/Qp)]
Φ∗

v . Par omposition, on en déduit une injetion :
(U∞,v)

Φ∗
v →֒ Zp[Gal(K∞,v/Qp)]

Φ∗
v . (1.10)35



Revenons au problème initial, qui était de déterminer la Λ-torsion desunités semi-loales U∞. Pour ela, on a besoin des deux lemmes suivants :Lemme 1.4.4. Soit M un Λ[G]-module de type �ni et Φ ∈ Ĝ. Alors on a
(tΛM)Φ = tΛ(M

Φ).Preuve du lemme. On sait que MΦ = HomZp[G](Zp[Φ],M). Proédons pardouble inlusion.On a tΛ(M) ⊂M ⇒ tΛ(M)Φ ⊂MΦ ⇒ tΛ(M)Φ ⊂ tΛ(M
Φ).Par ailleurs, si f est un élément de MΦ de Λ-torsion, il est lair, f(Zp[Φ])étant de type �ni, que f(Zp[Φ]) ⊂ tΛ(M) et don tΛ(M
Φ) ⊂ (tΛM)Φ.Lemme 1.4.5. Soit M un Λ[H]-module de type �ni. Alors IndHG tΛ(M) =

tΛ(Ind
H
GM).Preuve du lemme. Notons r l'indie [G : H] et donnons nous un systèmede représentants de G/H dans G, {g1, · · · , gr}. Par dé�nition, IndHGM =

M ⊗Zp[H] Zp[G]. Tout repose sur le fait que G/H est �ni et que Λ agitdiagonalement sur IndHGM . En e�et soit m =
∑r

i=1 gimi ∈ tΛ(Ind
H
GM),alors il existe f(T ) ∈ Λ telle que f(T ).m = 0 ⇒ f(T ).mi = 0,∀i. On peutdon dé�nir de façon naturelle une injetion tΛ(Ind

H
GM) → IndHG tΛ(M).Par ailleurs si m =

∑r
i=1 gi.mi ∈ IndHG tΛ(M), alors ∀i, il existe fi(T ) ∈ Λtel que fi(T ).mi = 0, il s'ensuit que ∏r

i=1 fi(T )m = 0, l'injetion dé�niepréédemment est don bien un isomorphisme.On déduit alors de es deux lemmes et de la proposition 1.3.8, que
tΛ(U∞)Φ

∗

= tΛ(UΦ∗

∞ ) = tΛ((Ind
Gv

G U∞,v)
Φ∗

) = tΛ((Ind
Gv

G ((U∞,v)
Φ∗

v))⊗Zp[Φ]).Or ompte tenu de l'injetion (1.10) et du fait que Zp[Gal(K∞,v/Qp)]
Φ∗

v =
Zp[Φ

∗
v][Γ] = ΛΦ∗

v
, la Λ-torsion de U∞,v est don triviale, lorsque Φv 6= 1 etpar onséquent tΛ(UΨ∗

∞ ) = 0 dès que Φv 6= 1.Supposons don maintenant que Φv = 1. Dans e as Zp(1)
Φ∗

v = Zp(1).Les suites exates (1.7) et (1.8) donnent alors :
1 // Zp(1) // (U∞,v)

Φ∗
v // V Φ∗

v (1.11)et
1 // V Φ∗

v
// ΛΦv

// Zp(1) .Par onséquent la Λ-torsion de V Φ∗
v est triviale, il s'ensuit que la Λ-torsionde l'image de la �èhe de droite dans la suite (1.11) est également triviale.Par ailleurs, le module Zp(1) étant de Λ-torsion, on a pour Φv = 1⇔ Φ∗

v =
ω :

tΛ((U∞,v)
Φ∗

v) = Zp(1) = Λ/Ṫ .36



Et �nalement, lorsque Φ|Gv
= 1, on a

tΛ(U∞)Φ
∗

= (Λ/Ṫ )⊗ Zp[Φ] = ΛΦ/Ṫ .On a don montré que sc(tΛ((U∞)Φ
∗
) = Ṫ a ave a = deg(Φ) ou 0 selon que

Φv = 1 ou non.Corollaire 1.4.6. Notons F l'ensemble des aratères Cp-irrédutibles Φ ∈
Ĝ tels que ΦGv = 1. Alors la série aratéristique de (U∞)− est égale à Ṫ nave n =

∑
Φ∈F [Zp[Φ] : Zp].Démonstration. En e�et sc(U∞)− =

∑
Φ impair UΦ

∞. Or sc(UΦ
∞) = 0 si

Φ|Gv
6= 1 et sc(UΦ

∞) =
∏

Φ∈Ĝ sc(UΦ
∞) =

∏
Φ∈F Ṫ nΦ si Φ|Gv

= 1.Du orollaire, on déduit que la série aratéristique deGal(M∞/N∞L∞)Φ
∗ est une puissane de Ṫ . Or on a vu dans la setionpréédente, qu'elle était étrangère à Ṫ . Cette série est don triviale et lemodule Gal(M∞/N∞L∞)Φ

∗ , qui s'injete dans Gal(M∞/K∞) également.
1.5 Lien ave la théorie de KummerLa théorie de Kummer permet d'établir une orrespondane entre lesextensions de K∞ d'exposant p-primaire et les sous groupes de (lim−→Un) ⊗
Qp/Zp. Notons H∞ le radial Kummérien assoié à la pro-p-extensionabélienne non-rami�ée maximale de K∞, notée L∞ et E∞ le radialKummérien assoié à l'extension N∞ ∩ L∞. Le radial Kummérien H∞ estdon onstitué des éléments de la forme u⊗ 1

pn ave u unité de K∞, tel que
u1/p

n engendre une extension non-rami�ée. Le but de ette partie est de relierl'invariant λΦ de l'extension K0, qui est onjeturalement nul, aux radiauxKummériens introduits préédemment et d'observer les onséquenes de laonjeture de Greenberg.Les relations entre les diverses extensions sont résumées dans le treillis i-37



dessous :
M∞

N∞L∞

N∞

ssssssssss

L∞

KKKKKKKKKK

N∞ ∩ L∞

ssssssssss

KKKKKKKKKK

K∞On dispose don d'une suite exateGal(L∞/N∞ ∩ L∞) � � // Gal(L∞/K∞) // // Gal(N∞ ∩ L∞/K∞) .Utilisant la dualité de Kummer, on en déduit
E∞ � � // H∞

// // Gal(L∞/N∞ ∩ L∞)∨(1) .Par onséquent
(H∞/E∞)Φ = Gal(L∞/N∞ ∩ L∞)∨(1)Φ = (Gal(L∞/N∞ ∩ L∞)Φ

∗

)∨(1).Or Gal(L∞/N∞∩L∞) ≃ Gal(N∞L∞/N∞), les Φ∗-parties de es modulessont don égales. Considérons alors la suite exate :
1 // Gal(M∞/N∞L∞) // Gal(M∞/N∞) // Gal(N∞L∞/N∞) // 1 .On en déduit, ompte tenu de la trivialité de Gal(M∞/N∞L∞)Φ

∗ ,Gal(M∞/N∞)Φ
∗ � � // Gal(N∞L∞/N∞)Φ

∗ // H1(G,Gal(M∞/N∞L∞)•) .D'une part les groupes Gal(M∞/L∞),Gal(M∞/N∞L∞) et Gal(N∞L∞/L∞), onsidérés omme Λ-modules, sontde torsion et de type �ni. D'autre part l'extension K0/Q étant abélienne,l'invariant µ de Gal(M∞/K∞) est nul. Par onséquent les invariants µ desmodules onsidérés préédemment sont également nuls.Il s'ensuit que H1(G,Gal(M∞/N∞L∞)•) est �ni. Les modulesGal(M∞/N∞)Φ
∗ et Gal(N∞L∞/N∞)Φ

∗ sont don pseudo-isomorphes.Par onséquent :
(H∞/E∞)Φ ∼ (Gal(M∞/N∞)Φ

∗

)∨(1) .Or d'une part (Gal(M∞/N∞)Φ
∗
)∨(1) ≃ Gal(M∞/N∞)∨(1)Φ et d'autre partGal(M∞/N∞) ≃ A∨

∞(1). On en déduit don que (H∞/E∞)Φ ∼ (A∞)Φ. Ona don démontré le résultat suivant :38



Théorème 1.5.1. Notons H∞, le radial kummérien assoié à l'extension
L∞/K∞, E∞ elui assoié à l'extension N ∩ L∞/K∞. Alors pour toutaratère pair Cp-irrédutible Φ de G, on a :CorangZp

(H∞/E∞)Φ = λΦdeg(Φ).Démonstration. En e�et, on a vu que H∞/E∞ ∼ (A∞)Φ. Par onséquentCorangZp
H∞/E∞ = RangZp

((A∞)Φ)
∨. De plus, du fait de l'existene d'unquasi-isomorphisme f : A∨

∞ → X, on déduit ((A∞)Φ)
∨ ∼ XΦ.La onjeture de Greenberg prédit la nullité des invariants λ de (X∞)Φpour Φ pair. Dans le adre que nous venons d'étudier elle se reformule de lafaçon suivante.Corollaire 1.5.2. Les invariants λφ des modules X∞(K0)

Φ sont nuls pourtout aratère pair Φ de G si et seulement si Gal(L∞/N∞ ∩ L∞) est �ni.Démonstration. Pour montrer la �nitude de Gal(L∞/N∞ ∩ L∞) il su�t demontrer la nullité des Zp-rangs de Gal(L∞/N∞∩L∞)Φ pour tout aratère Φ.Si Φ est pair, ela déoule de l'hypothèse λΦ = 0. Pour Φ-impair, remarquonsque :Gal(L∞/N∞ ∩ L∞)Φ = Gal(N∞L∞/N∞)Φ ∼ Gal(M∞/N∞)Φ = (AΦ∗

∞ )∨(1).Or Φ impair implique Φ∗ pair. Par hypothèse AΦ∗

∞ est �ni et donGal(L∞/N∞ ∩ L∞)Φ également.Finalement on a bien Gal(L∞/N∞ ∩ L∞) ∼ 0.Réiproquement, la �nitude de Gal(L∞/N∞ ∩ L∞) est équivalente àelle de Gal(N∞L∞/N∞). Or pour un aratère pair Φ, on a vu queGal(M∞/N∞L∞)Φ
∗ était trivial, la �nitude de Gal(N∞L∞/N∞)Φ

∗ entraînedon elle de Gal(M∞/N∞)Φ
∗et don elle de X∞(K0).Corollaire 1.5.3. La onjeture de Greenberg est véri�ée pour le orps K0si et seulement su Gal(L∞ ∩N∞/K∞)− = X−

∞.Démonstration. L'impliation direte déoule tout simplement du orollairepréédent et du fait que le module X−
∞ est Zp-libre (prop. 13.28 de [26℄).La réiproque déoule du fait que Gal(L∞/L∞ ∩ N∞)− ∼ X+

∞, e pseudo-isomorphisme étant une onséquene direte du théorème 1.4.3.
39
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Chapitre 2Radial Kummérien du orpsde Hilbert : quelquesobservations.2.1 IntrodutionEtant donné un premier impair p et un orps de nombres K0 ontenant
ζp, raine primitive p-ième de l'unité, on onsidère alors la p-extensionélémentaire abélienne non-rami�ée maximale de K0, que l'on note H0(p).Le orps K0 ontenant ζp, on sait, par la théorie de Kummer qu'il existe deséléments x1, · · · , xr de K0 tels que l'extension H0(p) soit engendrée par lesraines p-ièmes de es éléments. Le sous-groupe de K∗

0 ⊗Z/pZ engendré parde tels éléments est appelé radial kummérien assoié à l'extension H0(p).Le but de e hapitre est de déterminer une méthode permettant de alulere�etivement e radial à l'aide du logiiel pari-gp .Connaissant un sous-groupe de K∗
0 ⊗ Z/pZ, il est faile de déterminer lesplaes se rami�ant dans l'extension orrespondante. Ce problème a été traitéen détail dans [6℄. Si on se donne un ensemble de plaes S et une S-unité u,on sait que l'extension K0(u

1
p )/K0 est non-rami�ée en dehors de S ∪ Sp, Spdésignant l'ensemble des p-plaes de K0. En partiulier, l'extension assoiéeà une unité est non-rami�ée en dehors de p.Cependant le problème inverse, i.e. déterminer e�etivement le radialkummérien assoié à une extension donnée, est nettement plus di�ile. Ene�et, rien ne garantit que le radial kummérien assoié à une extension non-rami�ée de K0 est engendré par des unités. Dans un premier temps, nousallons voir que dans le as modérément rami�é, ertains ritères relatifs à larami�ation d'une extension kummérienne engendrée par une unité, énonésdans [6℄, se simpli�ent et se ramènent à des aluls de valuations dans leorps K0.Nous verrons ensuite que toute extension non-rami�ée de K0 peut être41



engendrée par une S-unité, S désignant un ensemble de plaes engendrantle groupe des lasses d'idéaux de K0.Pour �nir, on montrera omment l'on peut aluler e�etivement le radialkummérien assoié à H0(p) lorsque le degré de [K0 : Q] est relativementpetit.2.2 Critères de non-rami�ation d'une extensionkummérienne engendrée par des raines p-ièmes d'unitésNotons Kv, le omplété de K0 relativement à une plae v et OKv l'anneaudes entiers de Kv. Rappelons que pour une p-plae v de K, on munit Kv del'unique valuation v prolongeant elle de Qp, on a don dans Kv : v(p) = 1et pour une uniformisante πv de Kv : v(πv) = 1
ev
, ev désignant l'indie derami�ation de Kv/Qp.Théorème 2.2.1. (Voir par exemple [6℄) Soit x ∈ K0 et v une p-plae de

K0, alors l'extension K0(x
1
p )/K0 est non-rami�ée en v si et seulement si ilexiste xv ∈ K∗

v et ηv ∈ OKv tels que :
x = xpv(1 + p(ζp − 1)ηv).Si l'on note q le ardinal du orps résiduel de Kv, q − 1 est premier à pet pour tout élément x de K0, les extensions K0(x

1
p )/K0 et K0(x

q−1
p )/K0oïnident.Le théorème préédent peut dans le as partiulier des unités s'énonerde la façon suivante :Proposition 2.2.2. Donnons nous une p-plae v de K0 telle que l'extension

Kv/Qp soit modérément rami�ée. Soit u ∈ UK0, alors l'extension K0(u
1
p )/K0est non-rami�ée en v si et seulement si

v(uq−1 − 1) ≥ p

p− 1
.Démonstration. Il est lair que ette ondition est su�sante, montronsqu'elle est également néessaire.Raisonnons par ontraposé. Soit don u ∈ UK0 tel que v(uq−1 − 1) < p

p−1 etmontrons que l'extension K0(u
1
p )/K0 est rami�ée en v.Si l'extension K0(u

1
p )/K0 était non-rami�ée en v, on aurait alors u =

xpv(1 + p(ζp − 1)ηv) ave xv ∈ K∗
v et ηv ∈ OKv . Or u étant une unité, onaurait néessairement xv ∈ Uv et du fait que q−1 ∈ Z∗

p, on peut supposer que42



xv ∈ U1
v . En d'autres termes, si l'extension K0(u

1
p )/K0 était non-rami�ée,on aurait pour une ertaine unité prinipale xv : v(uxpv − 1) ≥ p

p−1 .Les extensions engendrées par les raines p-ièmes de u et uq−1 oinidant, onpeut toujours supposer, quitte à remplaer u par uq−1, que v(u− 1) < p
p−1 .En vertu de e qui préède, montrer que l'extension K0(u

1
p )/K0 est rami�éeen v revient à montrer que v(xpvu− 1) < p

p−1 pour tout xv dans U1
v .Notons πv, une uniformisante deKv. On a alors u = 1+πa

vηu et xv = 1+πb
vηxave ηu et ηx unités de Kv. Ave es notations v(u− 1) = a

p−1 et v(x− 1) =
b

p−1 . L'hypothèse v(u− 1) < p
p−1 se traduit alors par a < p.Expliitons xpv. On a xpv = (1 + πb

vηx)
p = 1 +

∑p
k=1C

k
pπ

kb
v ηp−k

x . Or pour kentier, 1 ≤ k ≤ p−1, on a v(Ck
pπ

kb
v ηp−k

x ) = 1+ bk
p−1 et v(πpb

v ) = pb
p−1 = b+ b

p−1 .Par onséquent
v(xpv − 1) ≥ Min{1 + bk

p− 1
, 1 ≤ k ≤ p− 1} ∪ {b+ b

p− 1
} ≥ 1 +

1

p− 1
.Finalement v(xpv − 1) > v(u− 1). Or on dispose du lemme suivant :Lemme 2.2.3. Soient a, b ∈ U1

v tels que v(a − 1) 6= v(b − 1), alors
v(ab− 1) = Min{v(a− 1), v(b − 1)}.Démonstration. On a a = 1 + πα

v xa et b = 1 + πβ
v xb ave α = v(a − 1),

β = v(b− 1), xa, xb ∈ OKv . Par hypothèse α 6= β, or
ab = (1 + πα

v xa)(1 + πβ
v xb)

= 1 + πα
v xa + πβ

v xb + πα+β
v xaxbDu fait que α 6= β, on a néessairement v(ab− 1) = Min(α, β).On a don v(xpvu− 1) = Min{v(u− 1), v(xpv − 1)} = v(u− 1) < p

p−1 .Ce résultat ne se généralise malheureusement pas au as où l'extension
K0/Q est sauvagement rami�ée : on peut trouver des exemples de orps K0,sauvagement rami�és, pour lesquels il existe des unités u tels queK0(u

1
p )/K0soit non-rami�ée et v(u− 1) < p

p−1 .On peut toutefois, dans le as sauvagement rami�é, obtenir une version faiblede e résultat, donnant une ondition su�sante portant sur v(u − 1) pourque l'extension K0(u
1
p )/K0 soit rami�ée en v.Proposition 2.2.4. Soit v une p-plae de K0, K0/Q une extensionsauvagement rami�ée en v. On note e (respetivement es) l'indie derami�ation (respetivement rami�ation sauvage) de ette extension. Soit

u une unité prinipale de K0 telle que u ≡ 1 [πv], πv désignant uneuniformisante de Kv. Alors : 43



1. Si v(u− 1) ≥ p
p−1 , l'extension K0(u

1
p )/K0 est non-rami�ée en v.2. Si v(u− 1) < p

p−1 et si ev(u− 1) 6≡ 0 [p], l'extension K0(u
1
p )/K0 estrami�ée en v.Remarque. La ondition 2, même si elle n'est que su�sante, est très utilelorsque l'on e�etue des aluls dans le as sauvagement rami�é. En e�et, sil'on veut déterminer, ave le logiiel pari-gp , si une extension du type K0(u

1
p )est non-rami�ée, il faut a priori utiliser la ommande rn�nit. La ondition2 permet dans de nombreux as, de onlure en e�etuant uniquement desaluls sur les valuations et de e fait d'aélérer le alul.Démonstration. Le 1) déoule diretement du théorème 2.2.1.Soit u une unité de K0, prinipale dans Kv telle que v(u − 1) < p

p−1 et
ev(u− 1) 6≡ 0 [p]. Supposons qu'il existe x ∈ U1

v tel que v(xpu− 1) ≥ p
p−1 ,i.e. que l'extension K0(u

1
p )/K0 soit non-rami�ée.Si l'on désigne par πv une uniformisante de Kv, on a alors u = 1 + πa

vηu et
x = 1 + πb

vηx ave ηu et ηx unités de Kv. Par hypothèse, on a a 6≡ 0 [p].Si es désigne l'indie de rami�ation sauvage, l'indie de rami�ation e del'extension Kv/Qp est alors e = es(p− 1).On a alors v(u− 1) = a
e . De plus, un alul similaire à elui e�etué dans ladémonstration de la proposition 2.2.2, montre que v(xp−1) ≥ Min(1+ b

e ,
pb
e ).On a plus préisément :

v(xp − 1)

{
= bp

e si b < es(⇔ pb
e < 1 + b

e)
≥ p

p−1 si b ≥ esDans le as ou b ≥ es, on a en vertu du lemme 2.2.3, v(u−1) = v(xpu−1)⇒
v(xpu − 1) < p

p−1 . Or on a supposé que v(xpu − 1) ≥ p
p−1 , néessairement,

b < es et v(xp − 1) = bp
e < p

p−1 .Pour que v(xpu− 1) ≥ p
p−1 , il est don néessaire que v(xp − 1) = v(u− 1).En e�et, v(xp − 1) 6= v(u − 1) ⇒ v(xpu − 1) = Min(v(xp − 1), v(u − 1)) ⇒

v(xpu−1) < p
p−1 . On a don néessairement v(xp−1) = v(u−1)⇔ a = bp⇒

a ≡ 0 [p]. On obtient alors une ontradition et l'extension K0(u
1
p )/K0 estnéessairement rami�ée lorsque v(u− 1) < p

p−1 et ev(u − 1) 6≡ 0 [p].2.3 Étude du radial kummérien de H0(p)Notons Cl(K0) le groupe des lasses d'idéaux de K0 et A0 la p-partie de
Cl(K0). La théorie du orps de lasse permet d'identi�er H0(p), l'extensionabélienne non-rami�ée d'exposant p maximale de K0, au groupe A0/p.Utilisant le théorème de struture des groupes abéliens, on obtient l'existened'un isomorphisme de groupe abélien entre Cl(K0) et ∏r

i=1 Z/niZ.44



Par onséquent, il existe des idéaux P1, · · · ,Pr tels que le sous groupede Cl(K0) engendré par la lasse de Pi soit isomorphe à Z/niZ. Notons
SCl(K0) l'ensemble des plaes divisant les Pi. Nous allons voir que le radialkummérien de H0(p)/p est engendré par des SCl(K0)-unités.Dé�nition 2.3.1. Une famille d'idéaux {Pi, 1 ≤ i ≤ r} est une base de
Cl(K0) si :1. pour haque i, le sous-groupe Gi de Cl(K0) engendré par Pi, estylique non trivial ;2. le groupe Cl(K0) est produit diret des Gi.Dans toute ette setion, on �xe une base {Pi, 1 ≤ i ≤ r} de Cl(K0) eton note SCl(K0) l'ensemble des plaes divisant les Pi.Théorème 2.3.2. Il existe des SCl(K0)-unités u1, · · · , ur telles que H0(p) =

K0(u
1
p

1 , · · · , u
1
p
r ).Démonstration. Soit x un élément de K∗

0 engendrant une extension non-rami�ée. L'extension K0(x
1
p )/K0 étant non-rami�ée, on a pour toute plae

p, vp(x) ≡ 0 [p].Notons ni l'ordre du sous groupe ylique de Cl(K0) engendré par la lassedePi. On a alors Cl(K0) = ⊕r
i=1Z/niZ.On a

(x) =
∏

p

pvp(x) =
∏

p

ppap .Or pour tout idéal p, on a :
p = (yp)

∏

i

P
bp,i
i ,ave yp ∈ OKp et don

(x) =
∏

p

(yp)
pap
∏

i

P

∑
p bp,ipap

i = (y)p
∏

i

P
pmi

i ,ave y =
∏

p y
ap
p et mi =

∑
p apbp,i.L'idéal P =

∏
iP

pmi

i est prinipal et don ni|pmi. Si l'on note z un élémentde K∗
0 tel que P = (z), on a alors pour une ertaine unité u de K0 :

x = uypz.Les raines p-ièmes de x et uz engendrent don la même extension et uz estbien une SCl(K0)-unité. 45



Remarque. Le résultat que l'on obtient préédemment peut être a�né, dansle sens suivant : si l'on note Xi un élément de K0 tel que P
ni

i = (Xi), on aalors x = u
∏r

i=1X
ai
i ave ai ∈ {0, 1, · · · , p− 1}.C'est d'ailleurs ette remarque que l'on utilisera pour aluler e�etivementdes générateurs du radial Kummérien assoié à H0(p), le logiiel pari-gp permettant de aluler e�etivement les Xi.Si l'on observe la preuve préédente, on voit que l'on peut l'adapter auas d'une extension p-élémentaire S-rami�ée : dans e as, toute extension

S-rami�ée p-élémentaire peut être obtenue en extrayant des raines p-ièmesde S ∪ SCl(K0)-unités. La dualité n'étant pas parfaite dans le sens où des
S ∪ SCl(K0)-unités peuvent engendrer des extensions, qui sont rami�ées enertaines plaes de S ∪ SCl(K0).Théorème 2.3.3. Etant donné S un ensemble �ni de plaes de K0, on note
H0(p)

S l'extension abélienne de K0, non rami�ée en dehors de S, d'exposant
p, maximale pour es propriétés de K0. Alors le radial Kummérien assoiéà l'extension H0(p)

S est engendré par des S ∪ SCl(K0)-unités.Démonstration. Soit don x ∈ K0 telle que l'extension K0(x
1
p )/K0 soit nonrami�ée en dehors de S.L'idéal (x) se déompose de la façon suivante :

(x) =
∏

p

pap ,ave ap ≡ 0 [p] lorsque p 6∈ S. On a alors, dans la base (Pi), pour tout idéal
p :

p = (yp)
∏

i

P
bp,i
i .On a alors

(x) =
∏

p6∈S

(yp)
ap
∏

i

P

∑
p6∈S apbp,i

i

∏

p∈S

(yp)
ap
∏

i

P

∑
p∈S apbp,i

i .Or pour p ∈ S, l'élément yp dé�ni préédemment est une S ∪SCl(K0)-unité :il existe alors y ∈ K0, z une S ∪ SCl(K0)-unité et des entiers ci tels que :
(x) = (z)(y)p

∏

i

Pi
ci .L'idéal ∏i Pi

ci est alors prinipal (don ci ≡ 0[ni]) et est engendré par uneertaine SCl(K0)-unité z′. Finalement, il existe une unité u telle que x s'érivesous la forme suivante :
x = uzz′yp.L'extension K0(x

1
p ) est don également engendrée par la raine p-ième de

uzz′, qui est une S ∪ SCl(K0)-unité. 46



2.4 Radial kummérien, partie + et partie −Supposons dans ette setion que p 6= 2 et que K0 est un orps CM . Ondé�nit alors K+
0 omme le sous orps totalement réel maximal de K0.L'extension H0(p) est une extension abélienne de K0, dont le groupe deGalois est muni d'une struture de Fp-espae vetoriel. L'extension H0(p)est une extension galoisienne de K0, omme sous-extension de H0, qui estgaloisienne et abélienne surK0. De plus l'extensionH0(p)/K

+
0 est galoisiennepar maximalité de H0(p), on peut don parler de la partie + et de la partie

− de Gal(H0(p)/K0). On notera H0(p)
+ et H0(p)

− les extensions de K0de groupes de Galois respetifs Gal(H0(p)/K0)
+ et Gal(H0(p)/K0)

−. Nousallons dans ette setion étudier les radiaux kummériens respetifs de esextensions.Proposition 2.4.1. Soit x ∈ K+
0 , telle que l'extension K0(x

1
p ) soit non-rami�ée. Alors K0(x

1
p ) est ontenue dans H0(p)

−.Démonstration. Le groupe de Galois Gal(K0(x
1
p )/K0) est isomorphe à Z/pZ.Pour i ∈ Z/pZ, on désigne par φi l'élément de Gal(K0(x

1
p )/K0) dé�ni par

φi(x
1
p ) = ζ ipx

1
p .Notons τ la onjugaison omplexe. Nous allons dans un premier tempsmontrer que l'extension K0(x

1
p ) est galoisienne sur K+

0 . Soit don un K+
0 -plongement φ : K0(x

1
p )→ C. Montrons que K0(x

1
p ) est stable par φ.Si la restrition de φ à K0 est l'identité, du fait que K0(x

1
p )/K0 estgaloisienne, on déduit que K0(x

1
p ) est stable par φ.Si la restrition de φ à K0 est la onjugaison omplexe, on a alors φ(x 1

p )p =

φ(x) = x ar x ∈ K+
0 et don φ(x

1
p ) est une raine p-ième de x et est bienun élément de K0(x

1
p ). Ce orps est don bien stable par φ.Soit maintenant φi ∈ Gal(K0(x

1
p )/K0). Remarquons pour ommener que

τ(x
1
p ) est une raine p-ième de x, on a par onséquent τ(x

1
p ) = ζapx

1
p ave

a ∈ {0, · · · , p − 1}. Montrons que τ ◦ φi ◦ τ = φ−i :
τ ◦ φi ◦ τ(x

1
p ) = τ ◦ φi(ζ

a
px

1
p )

= τ ◦ (ζ ipζapx
1
p )

= ζ−i
p ζ−a

p ζapx
1
p

= ζ−i
p x

1
p

= φ−i(x
1
p ).On a don bien �nalement K0(x

1
p ) ⊂ H0(p)

−.Proposition 2.4.2. Soit x ∈ K0 tel que xτ(x) = 1 et tel que l'extension
K0(x

1
p ) soit non-rami�ée. Alors K0(x

1
p ) est ontenue dans H0(p)

+.47



Démonstration. Commençons par véri�er que K0(x
1
p ) est galoisienne sur

K+
0 . Il su�t pour ela de véri�er que ette extension est stabilisée par τ .Or τ(x

1
p )p = τ(x) = x−1. Par onséquent τ(x

1
p ) est une raine p-ième de

x−1 et est don bien un élément de K0(x
1
p ). On a de plus τ(x 1

p ) = ζapx
−1
p .Considérons maintenant un élément φi ∈ Gal(K0(x

1
p )/K0) et montrons que

τ ◦ φi ◦ τ = φi.
τ ◦ φi ◦ τ(x

1
p ) = τ ◦ φi(ζ

a
px

−1
p )

= τ ◦ (ζ−i
p ζapx

−1
p )

= ζ ipζ
a
p ζ

−a
p x

1
p

= ζ ipx
1
p

= φi(x
1
p ).Et �nalement, on a bien K0(x

1
p ) ⊂ H0(p)

+.Il nous reste maintenant à étudier la réiproque des propositions quipréèdent.Proposition 2.4.3. Le radial kummérien de (H0(p))
− est engendré par deséléments de K+

0 ⊗ Z/pZ.Démonstration. Notons tout d'abord que l'extension (H0(p))
− estgaloisienne sur K+

0 . En e�et, d'une part la onjugaison omplexe agittrivialement sur Gal(H0(p)/H0(p)
−) = Gal(H0(p)/K

+
0 )+ et d'autrepart le groupe Gal(H0(p)/K0) est abélien. Ces deux faits assurent queGal(H0(p)/H0(p)

−) est un sous groupe distingué de Gal(H0(p)/K
+
0 ).L'extension (H0(p))

− est don bien galoisienne sur K+
0 .Soit maintenant K0(x

1
p )/K0 une sous-extension de H0(p)

−. Cette extensionn'est pas néessairement galoisienne surK+
0 , ependant la l�ture galoisiennede ette extension sur K+

0 est K0(x
1
p , τ(x)

1
p ), ette l�ture étant bienévidemment ontenue dans H0(p)

−.Deux phénomènes peuvent se produire : ou bien K0(x
1
p ) = K0(τ(x)

1
p ), oubien K0(x

1
p ) 6= K0(τ(x)

1
p ).Si K0(x

1
p ) 6= K0(τ(x)

1
p ), alors Gal(K0(x

1
p , τ(x)

1
p )/K0) ≃ (Z/pZ)2. Or danse as, K0(x

1
p , τ(x)

1
p ) ontiendrait omme sous-extension K0((

x
τ(x) )

1
p ). Cettesous-extension est non triviale, en e�et x

τ(x) ∈ Kp
0 ⇒ K0(x

1
p ) = K0(τ(x)

1
p ),et est ontenue dans la partie + de H0(p) (Cf prop 2.4.2). On a donnéessairement K0(x

1
p ) = K0(τ(x)

1
p ), l'égalité de es extensions impliquantque τ(x) = xαyp ave α ∈ {1, · · · , p−1}. Il s'ensuit que τ(x) 1

p = x
α
p yζap ave48



a ∈ {0, · · · , p − 1}. Nous allons montrer que α ≡ 1 [p]. En e�et,
τ ◦ φi ◦ τ(x

1
p ) = τ ◦ φi(x

α
p yζap )

= τ ◦ φi(x
1
p )αyζap

= τ [ζαip x
α
p yζap ]

= ζ−αi
p τ(x

α
p )τ(y)ζ−a

p .Or τ(x 1
p ) = x

α
p yζap ⇔ x

1
p = τ(x

α
p )τ(y)ζ−a

p et par onséquent
τ ◦ φi ◦ τ(x

1
p ) = ζ−αi

p x
1
p .Or, omme K0(x

1
p ) ⊂ H0(p)

−, on a τ ◦ φi ◦ τ = φ−i et néessairement
α ≡ 1 [p].On a don �nalement τ(x) = xyp ⇒ xτ(x) = x2yp. Les extensions K0(x

1
p )et K0((xτ(x))

1
p ) oïnident don bien et l'on a ainsi trouvé un élément de

K+
0 engendrant K0(x

1
p ).Proposition 2.4.4. Le radial kummérien de H0(p)

+ est engendré par deséléments de module 1 (i.e. des éléments x tels que xτ(x) = 1).Démonstration. Soit x ∈ K0 tel que K0(x
1
p ) ⊂ H0(p)

+. Si K0(x
1
p , τ(x)

1
p )était de degré p2 sur K0, elle ontiendrait omme sous-extension non-triviale

K0((xτ(x))
1
p ), e qui ontredirait le fait que K0(x

1
p ) ⊂ H0(p)

+. L'extension
K0(x

1
p ) est don galoisienne sur K+

0 .Du fait que K0(x
1
p ) = K0(τ(x)

1
p ), on a τ(x) = xαyp ave α ∈ {1, · · · , p− 1}et y ∈ K0. Il s'ensuit que τ(x)
1
p = x

α
p yζap . Un alul en tout point similaireà elui e�etué dans la démonstration de la proposition 2.4.3 montre alorsque l'on a néessairement α ≡ −1 [p] et don xτ(x) = yp ⇒ τ(x)

x = x−2yp.Par onséquent, l'élément x
τ(x) est un omplexe de module 1 et une de sesraines p-ième engendre bien l'extension K0(x

1
p ).2.5 Radiaux kummériens et apitulationLa onjeture de Greenberg prédit la nullité de l'invariant λ assoié aumodule d'Iwasawa non-rami�é X∞ d'un orps de nombres totalement réel

F .Relativement au adre dans lequel nous évoluons, elle prédit don la nullité del'invariant λ assoié à la partie + du module d'Iwasawa non-rami�é X∞(K0),qui n'est autre que le module d'Iwasawa non-rami�é assoié à K+
0 .Cette onjeture peut être reformulée en termes d'idéaux. En e�et, dans[8℄ l'auteur montre que la nullité de l'invariant λ assoié à X∞(K0)

+ estéquivalente au fait que tous les idéaux de K+
n sont prinipaux dans K+

m,49



pour m su�samment grand. De façon formelle, la onjeture de Greenbergpeut don s'énoner de la façon suivante :Conjeture 1 (Greenberg). La restrition à A+
n de l'appliation jn,m : An →

Am, induite par l'inlusion naturelle Kn → Km, est triviale pour m >> n.On sait par ailleurs que ette onjeture est également équivalente àl'égalité des modules X−
∞ et Gal(L∞ ∩ N∞/K∞)− (Il s'agit du orollaire1.5.3 �gurant au premier hapitre) . En d'autres termes, toute p-extensionnon-rami�ée de K∞, sur laquelle la onjugaison omplexe agit via lamultipliation par -1, est engendrée par des raines p-primaires d'unités.Nous allons dans ette setion étudier la relation entre la apitulation de la

p-partie de A+
0 et le radial Kummérien assoié à l'extension H0(p)Kn/Knpour n >> 0.Théorème 2.5.1. Supposons l'appliation A+

0 → A+
n triviale. Alors il existedes unités u1, · · · , us de Kn telle que KnH0(p)

− = Kn(u
1
p

i , 1 ≤ i ≤ s).Démonstration. Soit x tel que K0(x
1
p ) ⊂ H0(p)

−. En vertu de la proposition2.4.3, on peut supposer que x ∈ K+
0 .Déomposant dans K+

0 l'idéal prinipal engendré par x en produit d'idéauxpremiers, on obtient :
(x) =

∏

p

pap .L'hypothèse de non-rami�ation implique que ap ≡ 0 [p]. Or parhypothèse A+
0 → A+

n est triviale, les idéaux premiers p sont don prinipauxdans K+
n et a fortiori dans Kn, de sorte que l'on peut érire p = (yp) ave

yp ∈ Kn.On a don dans Kn :
(x) =

∏

p

(yp)
ap ,e qui implique ompte tenu du fait que ap ≡ 0 [p] qu'il existe une unité

un de Kn :
x = ypun.Finalement l'extension Kn(x

1
p ) est également engendrée par u 1

p
n .2.6 Cas de l'extension non-rami�ée en dehors de pNotons M0 la pro-p-extension abélienne non-rami�ée en dehors de pmaximale de K0 et onsidérons l'extension de K0 dont le groupe de Galoisest isomorphe à X0/p. Que peut-on dire du radial kummérien de etteextension ? Si l'on se donne une p-unité u de K0, il est lair que l'extension

K0(u
1
p )/K0 est non-rami�ée en dehors de p. Une première onséquene de50



e fait est que le Fp-rang de M0/p est supérieur ou égal à r + s + 1, ave
r = r1 + r2 − 1 et s désignant le nombre de p-plaes.Réiproquement, donnons nous un élément x tel que x ⊗ 1

p appartienne auradial kummérien de l'extension M0/p et désignons par Sp l'ensemble des
p-plaes de K0. On a alors :

(x) =
∏

p6∈Sp

ppbp
∏

p∈Sp

pap = (y)p
∏

i

P
p
∑

p6∈Sp
bp

i

∏

p∈Sp

pap .Les éléments x⊗ 1
p et xy−p⊗ 1

p engendrant la même extension, on en déduitque l'extension K0(x
1
p )/K0 est également engendrée par la raine p-ièmed'une S′-unité, où S′ := SCl(K0) ∪ Sp.Réiproquement, pour que la raine p-ième d'une S′-unité engendre uneextension non-rami�ée en dehors de p, il est néessaire et su�sant que lavaluation de ette S′-unité en toute plae ne divisant pas p soit divisible par

p. Cela signi�e que dans le as non-rami�é en dehors de p, la déterminationdu radial Kummérien assoié à l'extension de K0 de groupe de Galois M0/pse ramène à un simple alul de valuations.Avant d'énoner le prinipal résultat de ette setion, introduisons quelquesnotations. Soient u1, · · · , ur, y1, · · · , ys une base des S′-unités telle que
u1, · · · , ur soit une base des unités, y1, · · · , ys soit une base des S′-unitésmodulo les unités (l'extistene d'une telle base déoule du théorème deDirihlet, �gurant par exemple dans [21℄).Toute S′-unité x s'érit alors sous la forme x = µuy ave u =

∏
i u

ai
i , v =∏

j y
bj
j et µ raine de l'unité. De plus la valuation en un plae quelonque de

x est égale à elle de v.Notons p1, · · · , pt les non-p-plaes de S′ et dé�nissons alors la matrie
V = (vi,j) ∈Mt,s(Z) par

vi,j = vpi(yj).Proposition 2.6.1. Soit x = u
∏

j y
bj
j une S′-unité. Notons B le veteurolonne dont les omposantes sont les bj . Alors l'extension K0(x

1
p ) est non-rami�ée en dehors de p si et seulement si

V B ≡ 0 [p].Démonstration. En e�et les omposantes du veteur olonne V B ne sontautre que les valuations de x en les non-p-plaes.Corollaire 2.6.2. Notons k la dimension du noyau de V , onsidéré ommeélément de Mt,s(Fp), alors :
RangFp

X0/p = r + k.51



2.7 Approhe numériqueNous avons vu que le radial kummérien assoié à l'extension abéliennenon-rami�ée d'exposant p maximale d'un orps de nombres K0, ontenant
ζp, était engendré par des S-unités. Or, la onjeture de Greenberg prédit la�nitude du module Gal(L∞/N∞ ∩ L∞). En d'autres termes, presque toutesles p-extensions non-rami�ées abéliennes de K∞, sont obtenues en extrayantdes raines p-primaires d'unités.Une question se pose alors naturellement : que se passe-t-il au niveau �ni ?Plus préisément, si l'on onsidère un ensemble �ni FN onstitué de orps
K0 ontenant ζp, que peut on dire du rapport

f(FN , p) =
#{K0 ∈ FN/∃u ∈ UK0 t.q. K0(u

1
p )/K0 soit n.r.}

#{K0 ∈ FN/A0(K0) 6= 1} ?Nous nous intéressons aux deux as partiuliers suivants :1) FN est onstitué de orps du type Q(
√
d, j), j désignant une raineprimitive troisième de l'unité et p étant égal à 3.2) FN est onstitué de orps du type F (j) ave F/Q extension ylique dedegré 3 et p = 3.2.7.1 Méthode du alulSoit S un ensemble quelonque de plaes et u une S-unité. Pourdéterminer si l'extension de K0 engendrée par u

1
p est non-rami�ée nousutilisons la méthode suivante :1. On étudie la rami�ation en les non-p-plaes, e qui se ramène à unalul de valuation. Si l'extension étudiée est rami�ée en une non-p-plae, le alul s'arrête.2. Sinon, on étudie la rami�ation en les p-plaes. Pour une p-plae vdonnée :(a) On alule v(u), si v(u) 6≡ 0 [p], alors l'extension estnéessairement rami�ée et le alul s'arrête.(b) Sinon, on distingue deux as, suivant que l'extension Kv/Qp soitmodérément rami�ée ou non.i. Si l'extension Kv/Qp est modérément rami�ée, on utilise laproposition 2.2.2 qui permet de onlure.ii. Si l'extension Kv/Qp est sauvagement rami�ée, on utilisela seonde partie de la proposition 2.2.4, qui donne uneondition su�sante de rami�ation. Si ette onditionn'est pas véri�ée, on alule alors expliitement l'extension

K0(u
1
p )/K0 utilisant la ommande rnfinit.52



Cette méthode est implémentée dans le programme look.gp, �gurant enannexe de la thèse.Utilisant le logiiel pari-gp, nous obtenons les résultats suivants.2.7.2 Cas des orps quadratiques réelsL'ensemble FN est dans e as onstitué de l'ensemble des orpsquadratiques totalement réels dont le disriminant est inférieur ou égal à
N , auxquels on a adjoint j, raine primitive troisième de l'unité.

N f(FN , 3)100 0.98500 0.901000 0.862000 0.835000 0.822.7.3 Cas des extensions yliques de degré 3L'ensemble FN est dans e as onstitué de l'ensemble des orps yliquesde degré 3, ontenus dans Q(ζn) pour n ≤ N , auxquels on a adjoint j, raineprimitive troisième de l'unité.
N f(FN , 3)10 120 0.830 0.7640 0.6850 0.6360 0.6870 0.6680 0.6090 0.63100 0.63110 0.64120 0.65130 0.63140 0.64150 0.67200 0.65Bien évidemment, il serait intéressant d'e�etuer e type de alul pourde grandes valeurs deN . Cependant, lorsque l'on essaye des valeurs deN plusgrandes le alul n'aboutit pas pour des raisons inhérentes au logiiel pari-gp .53



En e�et, nous avons vu que dans le as d'une extension K0/Q sauvagementrami�ée l'étude de la rami�ation d'une extension du type K0(u
1
p ) néessitede aluler e�etivement ette extension (i.e. ave rn�nit). Or l'utilisationde ette ommande semble problématique.
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Chapitre 3Module d'Iwasawa et onoyauxde apitulation.3.1 IntrodutionDonnons-nous un orps totalement réel F et onsidérons pour p nombrepremier impair le orps K0 = F (ζp). On notera K∞ la Zp-extensionylotomique de K0. Les orps L∞, L′
∞ et M∞ désigneront les pro-p-extensions abéliennes maximales de K∞, qui sont respetivement non-rami�ée, non-rami�ée et totalement déomposée en les p-plaes, non-rami�éeen dehors de p. Les groupes de Galois X∞ = Gal(L∞/K∞),X ′

∞ =Gal(L′
∞/K∞) et X∞ = Gal(M∞/K∞) sont naturellement munis d'unestruture de Λ-module, où Λ est l'algèbre d'Iwasawa usuelle.On supposera en outre que tous les étages de K∞ véri�ent la onjeture deGross. Cette onjeture, qui prédit pour tout entier n la �nitude du quotient

(X ′
∞)Γn , est démontrée dans le as abélien (voir [15℄).Le orps K∞ ontenant les raines p-primaires de l'unité, on peut utiliserla théorie de Kummer pour dérire les extensions d'exposant p-primairesde K∞. On notera N∞ et N ′

∞ les extensions obtenues en ajoutant à K∞respetivement les raines p-primaires d'unités et de p-unités. Les extensions
N∞ et N ′

∞ sont toutes deux ontenues dans M∞. Dans [13℄, Iwasawadémontre que les Λ-modules Gal(M∞/N∞) et Gal(M∞/N ′
∞) sont de Λ-torsion. Les extensions N∞ et N ′

∞ ontiennent don toutes deux l'extension
T∞ deK∞, dé�nie par Gal(M∞/T∞) = torΛ(X∞), et l'on dispose ainsi d'unetour d'extensions K∞ ⊂ T∞ ⊂ N∞ ⊂ N ′

∞ ⊂M∞.En�n désignons par KBP
∞ l'extension de K∞ dont le groupe de Galois sur

K∞ est le module de Bertrandias-Payan de K∞. Le module de Bertrandias-Payan a notamment été dé�ni et étudié dans [19℄, [22℄ et [1℄.Désignons par An la p-partie du groupe des lasses d'idéaux de Kn et par
A∞ la limite indutive des An. Dans [12℄, Ihimura démontre le théorèmesuivant : 55



Théorème (Ihimura). Si le degré de F sur Q est étranger à p, alors la Zp-torsion du Λ-module Gal(N∞ ∩ L∞/K∞)− est isomorphe, en tant que quegroupe abélien, à la partie + du onoyau de apitulation oker(A0 → AΓ
∞)+.Dans sa démonstration, Ihimura déompose le Λ-module Gal(N∞ ∩

L∞/K∞)− en somme direte de ses Φ-omposantes, Φ parourant l'ensembledes aratères impairs du groupe de Galois G de K0 sur Q. Le point essentielde sa démonstration est le fait que dans le as semi-simple les Φ-partiesdu module des unités semi-loales sont isomorphes à ΛΦ ou à ΛΦ ⊕ Zp(1),suivant que Φ(p) 6= 1 ou que Φ(p) = 1. En partiulier, lorsque Φ(p) 6= 1, le
ΛΦ-module U∞(Φ) est monogène. Or l'on sait (voir par exemple [25℄ prop.5.2) que U∞(Φ) n'est plus monogène dans le as non semi-simple. Il sembledon di�ile d'adapter au as non-semi-simple la démonstration d'Ihimura.De plus, le résultat qu'il obtient ne prend pas en ompte la struturegaloisienne des modules onsidérés.Si les noyaux de apitulation (ker(An → A∞)+) ont été abondammentétudiés, ar reliés à la onjeture de Greenberg (voir [8℄), les onoyaux deapitulation n'ont fait l'objet pour l'instant que de peu de publiations. Laprinipale référene sur le sujet est l'artile [19℄, dans lequel les auteursétudient les onoyaux de apitulation assoiés à A′

∞ = lim−→A′
n, où A′

n estle quotient du groupe des lasses d'idéaux An par le sous groupe de An,engendré par les p-plaes de Kn. Les auteurs montrent sans se restreindreau as semi-simple le théorème suivant, qui prend en ompte la struturegaloisienne des modules :Théorème (Le Flo'h,Movahhedi,Nguyen). Pour n >> 0, le onoyaude apitulation oker(A′
n → (A′

∞)Γn) est galoisiennement isomorphe à
Hom(Gal(N ′

∞ ∩KBP
∞ /T∞), µp∞).A�n de généraliser le résultat d'Ihimura, on se propose dans e hapitrede démontrer que les parties − des modules Gal(N∞∩L∞/K∞) et Gal(N ′

∞∩
KBP

∞ /T∞) sont galoisiennement isomorphes et l'on en déduira le théorèmesuivant :Théorème. La Zp-torsion du Λ-module Gal(N∞∩L∞/K∞)− est isomorpheau dual de Kummer du onoyau de apitulation :
Hom((oker(An → (A∞)Γn)+), µp∞) pour n >> 0.Pour arriver à e résultat, nous ommençons par étudier un sous-modulede Gal(N ′

∞ ∩ L′
∞/K∞), dont la Zp-torsion est isomorphe au onoyau deapitulation. On véri�e ensuite que le quotient de Gal(N ′

∞∩L′
∞/K∞) par esous-module est sans Zp-torsion. On se ramène au as non-rami�é en utilisantle fait que les modules (X∞)+ et (X ′

∞)+ sont pseudo-isomorphes.La setion 2 expose le ontexte du problème que nous étudions. Aprèsavoir préisé les di�érentes ations galoisiennes que nous utiliserons dans e56



hapitre, nous montrerons la Λ-liberté de la limite projetive desMn,v/µn,oùMn,v est le pro-p-omplété deK∗
n,v et µn le groupe des raines p-primairesde l'unité ontenus dans K∗

n,v. S'en suivront quelques propriétés élémentairesrelatives au module de Bertrandias-Payan et nous rappellerons pour �nirertains résultats de la théorie de Kummer relatifs aux modules d'Iwasawaétudiés dans e hapitre.La setion 3 reprend de nombreux résultats de [19℄, qui seront utilisés par lasuite et propose pour ertains d'entre eux des démonstrations alternatives.La setion 4 fait le lien entre les travaux d'Ihimura et eux de Le Flo'h,Movahhedi, Nguyen-Quang-Do, travaux �gurant respetivement dans [11℄et [19℄. On verra en outre que les méthodes de Le Flo'h, Movahhedi etNguyen-Quang-Do permettent de généraliser les résultats d'Ihimura, d'unepart pare qu'elles permettent de se passer de l'hypothèse de semi-simpliitéet d'autre part pare qu'elles prennent en ompte le aratère galoisien desmodules onsidérés.La setion 5 étudie quelques impliations de la onjeture de Greenberg dansle ontexte que nous avons étudié.3.2 Contexte du problèmeDans ette setion et dans elle qui suit, nous survolons des résultatsonnus, �gurant notamment dans [11℄, [13℄ ou [19℄. Pour le ommodité duleteur, nous redémontrons ertains de es résultats.Avant d'entrer dans le vif du sujet, nous allons préiser les diverses ationsgaloisiennes que nous utiliserons. On désignera par Γ le groupe de Galoisde K∞/K0. Le groupe des raines p-primaires de l'unité µp∞ étant ontenudans K∞, le groupe Γ opère sur µp∞ et le aratère ylotomique κ est dé�nisur Γ.3.2.1 Ations galoisiennesUn Zp[[Γ]]-module M étant donné, on dispose d'une ation de Γ sur M ,i.e. d'un morphisme de groupe Γ → Aut(M). Un morphisme de Zp[[Γ]]-module est alors un morphisme de Zp-module, ompatible ave l'ation de
Γ. Cependant, il arrive assez fréquemment lorsque on étudie les relationsentre deux Zp[[Γ]]-modules que l'on ait a�aire à des morphismes qui sontuniquement des Zp-morphismes et ne respetent a priori pas l'ation de Γ.Dans e as, il est fréquent que l'on modi�e l'ation de Γ sur l'un des deuxmodules a�n que le morphisme onsidéré devienne un morphisme de Zp[Γ]-module.L'ation de Γ sur le module M peut être tordue de di�érentes façons. Toutd'abord en utilisant le aratère ylotomique κ :57



Dé�nition 3.2.1. Le module M(i) est le module M sur lequel l'ation de Γa été tordu i fois par le aratère ylotomique, l'ation de Γ sur M(i) estalors dé�ni par le morphisme qui suit :
Γ → Aut(M)
γ 7→ (m 7→ κ(γ)iγ.m)Il déoule alors immédiatement de la dé�nition de κ queQp/Zp(1) = µp∞ ,l'ation initiale de Γ sur Qp/Zp étant l'ation triviale.Par ailleurs, dans l'étude de la théorie de l'adjoint d'un module d'Iwasawa�gurant dans [26℄ (hapitre 15), l'auteur dé�nit le module M̃ , omme lemodule M sur lequel l'ation de Γ a été inversée. Plus préisément :Dé�nition 3.2.2. Étant donné un Zp[[Γ]]-module M , on note M̃ le module

M sur lequel l'ation de Γ est dé�nie par le morphisme qui suit :
Γ → Aut(M̃)
γ 7→ (m 7→ γ−1.m).Remarque. L'ation dé�nie en 3.2.2 est plus générale dans le sens oùelle peut être dé�nie pour un Λ-module quelonque. Tandis que pour dé�nirl'ation tordue (dé�nition 3.2.1), il est néessaire de disposer d'une ationde Γ sur µp∞.En�n, si M désigne un Zp-module, le dual de Pontryagin de M ,

HomZp(M,Qp/Zp), est noté M∨. Si Γ agit sur M , on fait usuellement agir
Γ sur M∨ de la façon suivante :

Γ → Aut(M∨)
γ 7→ (φ 7→ (m 7→ φ(γ−1m)).Citons en�n une propriété bien onnue, déoulant immédiatement de ladé�nition de module tordu, que nous utiliserons fréquemment :Proposition 3.2.3. Soit M un Zp[[Γ]]-module, alors HomZp(M,µp∞) =

M∨(1).On sait par ailleurs que l'anneau Zp[[Γ]] est isomorphe à l'anneau deséries formelles à une indéterminée à oe�ients dans Zp, usuellement noté
Λ. Dans toute la suite de e hapitre, nous identi�erons don Zp[[Γ]] et Λ,de sorte que l'on onsidère impliitement que l'on dispose d'une ation de Λsur µp∞ .Utilisant l'ation dé�nie en 3.2.2, la théorie de l'adjoint permet de relier
A∞ au module d'Iwasawa non-rami�ée X∞ de la façon suivante :Proposition 3.2.4. Le dual de Pontryagin de la limite indutive A∞ =
lim−→An est pseudo-isomorphe à X̃∞. 58



Remarque. Le leteur désirant une démonstration détaillée de e résultatpeut onsulter [26℄ page 359. Rappelons toutefois le shéma de ette preuve :utilisant les propriétés de desente de X∞, on montre que A∨
∞ est pseudoisomorphe à l'adjoint α(X∞) de X∞ sur lequel l'ation galoisienne a étéinversée, on a don A∨

∞ ∼ α̃(X∞). Le résultat déoule alors du fait quel'adjoint de X∞, qui est un Λ-module de torsion, est pseudo-isomorphe à
X∞.3.2.2 Λ-liberté de N∞,vFixons une p-plae v de K∞ et notonsMn,v le pro-p-omplété du groupemultipliatif K∗

n,v. La limite projetive relativement à la norme des Mn,vsera notée M∞,v. Le groupe des raines de l'unité p-primaires µn de Kn,vest exatement la Zp-torsion deMn,v. Notons Nn,v le quotient deMn,v par
µn, et N∞,v la limite projetive des Nn,v.Nous allons voir ii que le module N∞,v est Λ-libre. Ce résultat est bienonnu et �gure par exemple dans [13℄ ou dans [21℄, nous le redémontronsii par une méthode plus ohérente ave la ligne générale de e hapitre. La
Λ-liberté de N∞,v est équivalente à la trivialité de N Γ

∞,v et à la Zp-liberté de
(N∞,v)Γ (voir prop. 5.3.19 de [21℄).Proposition 3.2.5. Le module (N∞,v)Γ est Zp-libre.Démonstration. De la suite exate

1 // Zp(1) //M∞,v // N∞,v // 1 ,on déduit le diagramme suivant :
Zp(1)Γ //

��

(M∞,v)Γ //

��

(N∞,v)Γ //

��

1

1 // torZp(M0,v) //M0,v // N0,v // 1.Commençons par remarquer que Zp(1)Γ ≃ Zp/(κ(γ)− 1)Zp ≃ µp∞(M0,v) =
torZp(M0,v). La �èhe vertiale de gauhe, qui est surjetive, est donun isomorphisme. On en déduit en partiulier que Zp(1)Γ s'injete dans
(M∞,v)Γ.La �èhe vertiale du milieu est injetive. En e�et par la théorie loale duCorps de Classes, M0,v est isomorphe via l'appliation d'Artin à la pro-p-extension abélienne maximale de K0,v, tandis que (M∞,v)Γ orrespond à lapro-p-extension abélienne maximale de K∞,v, qui soit abélienne sur K0,v.59



Ces deux extensions oïnidant, on a :
K∞,v

(M∞,v)Γ
Kab

0,v Kab
∞,v

K0,v

(M0,v)On en déduit don que la �èhe vertiale du milieu est une injetion, dont leonoyau est isomorphe à Zp.Finalement, l'appliation du lemme du serpent montre que (N∞,v)Γ s'injetedans N0,v. Le module N0,v étant Zp-libre par dé�nition, on en déduit la
Zp-liberté de (N∞,v)Γ.Proposition 3.2.6. On a N Γ

∞,v = 1.Démonstration. Partons de la suite exate suivante, dé�nissant le module
N∞,v :

1 // Zp(1) //M∞,v // N∞,v // 1.On en déduit :
1 // Zp(1)

Γ //MΓ
∞,v

// N Γ
∞,v

// Zp(1)Γ // (M∞,v)Γ.Or d'une part MΓ
∞,v = 1 : en e�et soit x = (xn) ∈ MΓ

∞,v, on a alors
γ(xn) = xn pour tout entier n. Il s'ensuit que xn ∈ K0,v pour tout entier
n, or par dé�nition de M∞,v, on a x0 = Nn,0(xn) = xp

n

n , l'élément x0 de
K0,v est don in�niment p-divisible et néessairement x0 = 1. On montre demême que xn = 1 quel que soit l'entier n et don que x = 1.Et d'autre part, on a vu que Zp(1)Γ s'injetait dans (M∞,v)Γ, il s'ensuit quel'appliation naturelleMΓ

∞,v → N Γ
∞,v est surjetive et don N Γ

∞,v = 1.Corollaire 3.2.7. Le module N∞,v est Λ-libre.3.2.3 Le module de Bertrandias-PayanL'extension KBP
∞ de K∞ est aratérisée par la suite exate suivante :

1 // Zp(1) // IndGGv
Zp(1)

A // Gal(M∞/K∞) // Gal(KBP
∞ /K∞) // 1.Le groupe de Galois Gal(KBP

∞ /K∞) est appelé module de Bertrandias-Payande K∞ (pour plus de détails voir [23℄).Notons W∞ = Gal(M∞/KBP
∞ ) = A(IndGGv

Zp(1)) et V∞ = Gal(M∞/L′
∞).Le module W∞ est lairement de Λ-torsion. Notons M∞ = IndGGv

M∞,v,
N∞ = IndGGv

N∞,v et U
′
∞ la limite projetive relativement à la norme des

U
′
Kn

. Les modules V∞ et W∞ sont reliés par le diagramme qui suit :60



1 // Zp(1) //
� _

��

IndGGv
Zp(1) //
� _

��

W∞
//

� _

��

1

1 // U
′
∞

//M∞
// V∞

// 1

(3.1)
La �èhe de gauhe est injetive du fait de l'inlusion triviale L′

∞ ⊂ KBP
∞ .Commençons par énoner un résultat utile pour la suite relatif à la partiemoins du module quotient V∞/W∞ :Proposition 3.2.8. La partie − de V∞/W∞ est Λ-libre.Démonstration. Étant donné un Λ-module M , on notera FrΛ(M) le modulequotient M/torΛ(M).L'appliation du lemme du serpent au diagramme (3.1) donne

1 // FrΛ(U
′
∞) // FrΛ(M∞) // V∞/W∞

// 1.Or la partie − de U
′
∞ est de Λ-torsion, par onséquent FrΛ(U

′
∞)− = 1 et

(V∞/W∞)− = FrΛ(M∞)− = (N∞)−. Or le module N∞ est Λ-libre, de pluson a (N Γ
∞)− = (N−

∞)Γ et ((N∞)Γ)
− = ((N∞)Γ)

−, la Λ-liberté de N−
∞ déouledon de elle de N∞.Pour de plus amples informations sur le module de Bertrandias-Payan,le leteur intéressé peut onsulter [22℄ ou enore [19℄.3.2.4 La onjeture de GrossDésignons par X ′

∞ = Gal(L′
∞/K∞), qui est naturellement muni d'unestruture de Λ-module. Ce module est de type �ni et de Λ-torsion, onpeut don dé�nir sa série aratéristique. La onjeture de Gross prédit queette série aratéristique est étrangère à T , e qui revient à dire que lequotient (X ′

∞)Γ est �ni. Signalons en�n que ette onjeture, tout omme laonjeture de Leopoldt, a été démontrée dans le as abélien (voir par exemple[15℄).3.2.5 Dualité de Kummer et théorie d'IwasawaLe orps K∞ ontenant les raines p-primaires de l'unité, on peut luiappliquer la théorie de Kummer, qui établit une dualité entre les p-extensionsde K∞ et les sous groupes de K∗
∞ ⊗Qp/Zp.Par dé�nition, les radiaux kummériens assoiés aux extensions N∞ et N ′

∞sont respetivement UK∞ ⊗ Qp/Zp et U ′
K∞
⊗ Qp/Zp. Le résultat qui suit,�gurant dans [13℄ et dans [26℄, permet de dérire le radial kummérien assoiéà M∞, onsidéré respetivement omme extension de N∞ et de N ′

∞.61



Proposition 3.2.9. Les radiaux kummériens des extensions M∞/N∞ et
M∞/N ′

∞ sont respetivement isomorphes aux limites indutives A∞ =
lim−→An et A′

∞ = lim−→A′
n. En d'autres termes Gal(M∞/N∞)∨(1) = A∞et Gal(M∞/N ′

∞)∨(1) = A′
∞. De plus les Λ-modules Gal(M∞/N∞) etGal(M∞/N ′

∞) sont de torsion et respetivement pseudo-isomorphes à X̃∞(1)et X̃ ′
∞(1).Si l'on note T∞ l'extension deK∞ dé�nie par Gal(M∞/T∞) = torΛ(X∞),on a alors T∞ ⊂ N∞ ⊂ N ′

∞.3.3 Étude de la Zp-torsion de Gal(N ′∞ ∩ L′∞/K∞)L'objetif de ette partie est de relier la Zp-torsion de Gal(N ′
∞∩L′

∞/K∞)au onoyau de apitulation oker(A′
n → (A′

∞)Γn).A ette �n, désignons par N ′′
∞ = N ′

∞ ∩KBP
∞ . Du fait que L′

∞ ⊂ KBP
∞ , on aimmédiatement N ′′

∞ ∩ L′
∞ = N ′

∞ ∩KBP
∞ ∩ L′

∞ = N ′
∞ ∩ L′

∞. Rappelons enoutre que T∞ est la sous-extension de M∞ �xée par torΛ(X∞).Proposition 3.3.1. La �èhe naturelle Gal(N ′′
∞/T∞)→ Gal(N ′

∞∩L′
∞/T∞∩

L′
∞) induit un isomorphisme entre les parties − de es modules, qui sont�nies.Démonstration. Compte tenu de la proposition 3.2.9, les extensions N∞ et

N ′
∞ ontiennent toutes deux T∞.Désignons par θ∞ la �èhe naturelle Gal(KBP

∞ /T∞) → Gal(L′
∞/K∞).Comme indiqué par le diagramme i-dessous, on a ker(θ∞) =Gal(KBP

∞ /T∞L′
∞) et Im(θ∞) = Gal(L′

∞/T∞ ∩ L′
∞) :

T∞ T∞L′
∞

ker(θ∞)
KBP

∞

T∞ ∩ L′
∞

Im(θ∞)
L′
∞

V∞/W∞

K∞Par ailleurs, par dé�nition de N ′′
∞, on a N ′′

∞ = N ′
∞ ∩KBP

∞ ; il déoule alorsimmédiatement de l'inlusion L′
∞ ⊂ KBP

∞ , que N ′′
∞ ∩ L′

∞ = N ′
∞ ∩ L′

∞.Les relations entre es di�érentes extensions étant représentées dans lediagramme qui suit :
N ′′

∞ N ′′
∞L′

∞ KBP
∞

N ′
∞ ∩ L′

∞ L′
∞62



En d'autres termes l'image par θ∞ de Gal(KBP
∞ /N ′′

∞) est Gal(L′
∞/L′

∞∩N ′
∞).On en déduit don que θ∞ réalise une surjetion de Gal(N ′′

∞/T∞) surGal(L′
∞ ∩N ′

∞/L′
∞ ∩ T∞).Par dé�nition de θ∞, on a ker(θ∞) ⊂ Gal(KBP

∞ /L′
∞) = V∞/W∞. Comme

ker(θ∞) ⊂ Gal(KBP
∞ /T∞), le noyau de θ∞ est de Λ-torsion. De plus on avu proposition 3.2.8 que torΛ(V∞/W∞)− = 1. La partie − du noyau de

θ∞ est don triviale et θ∞ réalise néessairement un isomorphisme entreGal(N ′′
∞/T∞)− et Gal(L′

∞ ∩N ′
∞/L′

∞ ∩ T∞)−.En�n, il est onnu ([19℄, th. 2.4) que le module Gal(L′
∞ ∩N ′

∞/L′
∞ ∩T∞) est�ni.La proposition préédente apparaît dans [19℄ (prop. 2.4) et y estdémontrée plus généralement et de façon di�érente. Dans leur démonstrationles auteurs utilisent notamment le fait que W∞(−1) = torΛ(X∞(−1))Γn ,résultat démontré dans [27℄. La démonstration que nous proposons, qui selimite à la partie −, n'utilise pas e résultat.La proposition qui suit est largement inspirée de elle du orollaire 2.7 de[19℄ et en onstitue d'ailleurs le point lé.Proposition 3.3.2. Le Λ-module Gal(T∞ ∩L′

∞/K∞)− est sans Zp-torsion.Démonstration. On a vu que Gal(KBP
∞ /T∞L′

∞)− = 1 et que (V∞/W∞)−.Considérons maintenant la suite exate
1 // Gal(T∞/T∞ ∩ L′

∞) // Gal(T∞/K∞) // Gal(L′
∞ ∩ T∞/K∞) // 1.On en déduit :

(Gal(T∞/T∞ ∩ L′
∞)−)Γ

� � // (Gal(T∞/K∞)−)Γ // (Gal(L′
∞ ∩ T∞/K∞)−)Γ

��
(Gal(T∞/T∞ ∩ L′

∞)−)ΓComme le module Gal(T∞/K∞)− est sans Λ-torsion, (Gal(T∞/K∞)−)Γ = 1.Par onséquent la �èhe de (Gal(L′
∞ ∩ T∞/K∞)−)Γ → (Gal(T∞/T∞ ∩

L′
∞)−)Γ est injetive.Par ailleurs, on a vu que Gal(T∞/T∞ ∩L′

∞)− = (V∞/W∞)− = FrΛ(M∞)−.Par onséquent, Gal(T∞/T∞ ∩ L′
∞)−Γ = FrΛ(M∞)−Γ . Or le module

FrΛ(M∞) est Λ-libre, omme induit de modules Λv-libres, on en déduit la
Zp-liberté de FrΛ(M∞)Γ et don elle de Gal(T∞/T∞ ∩ L′

∞)−Γ . De plus K0véri�ant la onjeture de Gross, la série aratéristique de X ′
∞ est étrangèreà T , elle de Gal(L′

∞∩T∞/K∞)− l'est également et (Gal(L′
∞∩T∞/K∞)−)Γest �ni.On a don néessairement (Gal(L′

∞ ∩ T∞/K∞)−)Γ = 1. Les étages de la
Zp-extension ylotomique de K0 véri�ant également la onjeture de Gross,63



on a de même (Gal(L′
∞ ∩ T∞/K∞)−)Γn = 1 pour tout entier n. Le sous

Λ-module �ni maximal de Gal(L′
∞∩T∞/K∞)− est don trivial et e moduleest don sans Zp-torsion.Proposition 3.3.3. La Zp-torsion de Gal(N ′

∞ ∩ L′
∞/K∞)− est isomorpheà Gal(L′

∞ ∩N ′
∞/L′

∞ ∩ T∞)−.Démonstration. Considérons la suite exate tautologiqueGal(L′
∞ ∩N ′

∞/T∞ ∩ L′
∞) � � // Gal(L′

∞ ∩N ′
∞/K∞) // // Gal(L′

∞ ∩ T∞/K∞).Le Λ-module Gal(L′
∞ ∩ T∞/K∞)− étant sans Zp-torsion, il ne possède pasde sous Λ-module �ni. De plus, il est de type �ni sur Zp ar son invariant µest nul (voir [5℄), sa Zp-torsion est don triviale et il est Zp-libre.On en déduit immédiatement, en tenant ompte de la prop. 3.3.1, queGal(L′

∞ ∩N ′
∞/T∞ ∩ L′

∞)− = torZp(Gal(L′
∞ ∩N ′

∞/T∞ ∩ L′
∞)−)

= torZp(Gal(L′
∞ ∩N ′

∞/K∞)−)Nous sommes maintenant en mesure de donner une démonstrationalternative du théorème suivant, qui n'est autre que le orollaire 2.8 de [19℄ :Théorème 3.3.4. Pour n >> 0, on a :
torZp(Gal(L′

∞ ∩N ′
∞/K∞))− ≃ (oker(A′

n → A′Γn
∞ )+)∨(1)Démonstration. Le théorème 2.4 de [19℄ montre queoker(A′

n → A′Γn
∞ )∨(1) ≃ Gal(N ′′

∞/T∞).On en déduit immédiatement queGal(N ′′
∞/T∞)− = (coker(A′

n → A′Γn
∞ )∨(1))−

= (coker(A′
n → A′Γn

∞ )∨)+(1)
= (coker(A′

n → A′Γn
∞ )+)∨(1)Or nous avons vu respetivement dans les propositions 3.3.1 et 3.3.3 queGal(N ′′

∞/T∞)− = Gal(L′
∞ ∩N ′

∞/L′
∞ ∩ T∞)−et que

torZp(Gal(N∞ ∩ L′
∞/K∞)−) ≃ Gal(L′

∞ ∩N ′
∞/L′

∞ ∩ T∞)−.On déduit de es isomorphismes le résultat annoné, à savoir :
torZp(Gal(L′

∞ ∩N ′
∞/K∞)− ≃ (coker(A′

n → A′Γn
∞ )+)∨(1).64



Corollaire 3.3.5. S'il n'y a qu'une seule p-plae dans K0, alors le moduleGal(N ′
∞ ∩ L′

∞/K∞) est Zp-libre.Démonstration. En e�et, le fait qu'il n'y ait qu'une seule p-plae assure quela �èhe naturelle lim−→X ′
Γn
→ A′

∞ est un isomorphisme. Or on sait que leonoyau de apitulation oker(A′
n → (A′

∞)Γn) est le noyau de ette �èhe(voir par exemple [19℄).3.4 Cas du module non-rami�éNous allons voir dans ette setion que si l'on onsidère le moduled'Iwasawa non rami�é X∞, on obtient des résultats en tous points similaires.On suppose dans ette setion que tous les étages de Kn véri�ent laonjeture de Leopoldt. Notons N0
∞ = N∞ ∩KBP

∞ , qui est l'analogue dansle as non-rami�é du module N ′′
∞.Comparons dans un premier temps Gal(N ′′

∞/T∞) et Gal(N0
∞/T∞).Proposition 3.4.1. La partie − du Λ-module Gal(N ′′

∞/N0
∞) est triviale.Démonstration. Cette preuve omporte deux ingrédients prinipaux : d'unepart la �nitude de la partie − de Gal(N ′

∞/N∞) et d'autre part le fait queGal(N ′
∞/K∞) ne possède pas de sous module de Zp-torsion.Commençons par véri�er que la partie − du Λ-module Gal(N ′

∞/N∞) est�nie. Considérons la suite exate :
1 // Gal(M∞/N ′

∞)− // Gal(M∞/N∞)− // Gal(N ′
∞/N∞)− // 1.D'après la proposition 3.2.9, les modules Gal(M∞/N∞)− et Gal(M∞/N ′

∞)−sont respetivement isomorphes à (A+
∞)∨(−1) et ((A′

∞)+)∨(−1). Or
(A+

∞)∨(−1) et ((A′
∞)+)∨(−1) sont respetivement pseudo-isomorphes à

X̃+
∞(1) et ˜(X ′

∞)+(1). Les invariants λ de es deux modules étant égaux (prop.11.4.7 de [21℄), les deux termes initiaux de la suite exate onsidérée sont des
Zp-modules de même rang et le troisième terme de la suite est néessairement�ni.Par ailleurs Gal(N ′

∞/K∞) ne possède pas de sous module de Zp-torsion(une preuve détaillée de e résultat est donnée dans [13℄, th. 15, nousnous ontenterons d'en donner l'idée : de l'isomorphisme Gal(N ′
∞/K∞) ≃

A∨
∞(−1), on déduit que Gal(N ′

∞/K∞) est l'adjoint d'un ertain moduled'Iwasawa et omme tel ne possède pas de sous module �ni ), le moduleGal(N ′
∞/N∞)− est don néessairement trivial.Corollaire 3.4.2. La surjetion anonique A∞ ։ A′

∞ induit unisomorphisme entre les parties + de es modules et les onoyaux deapitulation oker(An → (A∞)Γn)+ et oker(A′
n → (A′

∞)Γn)+ sontnaturellement isomorphes. 65



Démonstration. En e�et, on a vu dans la démonstration de la proposition3.4.1 que Gal(N ′
∞/N∞)− = 1. Par onséquent les modules Gal(M∞/N∞)− etGal(M∞/N ′

∞)− sont galoisiennement isomorphes. Les radiaux kummériensassoiés à es modules, qui sont respetivement (A∞)+ et (A′
∞)+ sont donégalement isomorphes.La seonde partie du orollaire déoule de l'appliation du lemme du serpentau diagramme qui suit :

1 // ker(An → A′
n)

+ //

��

(An)
+ //

��

(A′
n)

+ //

��

1

1 = lim−→ ker(An → A′
n)

+ // (A+
∞)Γn // ((A′

∞)+)Γn // 1Remarque. Le résultat qui préède est bien onnu des spéialistes et �gurepar exemple dans [26℄ ou [21℄.On déduit immédiatement de la proposition 3.4.1 le orollaire suivant :Corollaire 3.4.3. La surjetion naturelle Gal(N ′′
∞/T∞) → Gal(N0

∞/T∞)induit un isomorphisme entre les parties − de es modules.Finalement, la onjontion des orollaires 3.4.2 et 3.4.3 et du théorème3.3.4 permet de relier le onoyau de apitulation oker(An → AΓn
∞ )+ aumodule Gal(N0

∞/T∞)− de la façon suivante :Corollaire 3.4.4. Pour n >> 0, on a :
(oker(An → AΓn

∞ )+)∨(1) ≃ Gal(N0
∞/T∞)−Pour généraliser le théorème 3.3.4, nous devons maintenant relier la Zp-torsion du module Gal(N∞ ∩ L∞/K∞)− au module Gal(N0

∞/T∞)−. On al'analogue de la proposition 3.3.3.Proposition 3.4.5. Le Λ-module Gal(T∞ ∩L∞/K∞)− est sans Zp-torsion.Démonstration. Notons α∞ l'appliation de restrition naturelle
α∞ : Gal(KBP

∞ /K∞)→ Gal(T∞/K∞).L'image de Gal(L∞/L′
∞) par α∞ est alors Gal(T∞∩L∞/T∞ ∩L′

∞). De plus
ker(α∞) = Gal(KBP

∞ /T∞).Considérons le diagramme suivant, où les �èhes vertiales sont induites par
α∞ :Gal(KBP

∞ /L∞)
� � //

����

Gal(KBP
∞ /L′

∞) // //

����

Gal(L∞/L′
∞)

����Gal(T∞/T∞ ∩ L∞) � � // Gal(T∞/T∞ ∩ L′
∞) // // Gal(T∞ ∩ L∞/T∞ ∩ L′

∞)66



Le morphisme α∞ induit un morphisme Gal(L∞/L′
∞)→ Gal(T∞∩L∞/T∞∩

L′
∞). L'appliation du lemme du serpent au diagramme préédent montrealors que le noyau de e morphisme est Gal(T∞L∞/T∞L′

∞). Par ailleurs, onsait que Gal(KBP
∞ /T∞L′

∞)− = 1 ('est la trivialité de ker(θ∞)−, vue à laproposition 3.3.1), il s'ensuit que Gal(T∞L∞/T∞L′
∞)− = 1. Le morphisme

α∞ induit alors un isomorphisme entre Gal(L∞/L′
∞)− et Gal(T∞∩L∞/T∞∩

L′
∞)−. Or le module Gal(L∞/L′

∞)− est Zp-libre (prop. 13.28 de [26℄), lemodule Gal(T∞ ∩ L∞/T∞ ∩ L′
∞)− l'est don également. On en déduit queGal(T∞ ∩ L∞/T∞ ∩ L′

∞)− est Zp-libre.Pour �nir, onsidérons la suite exate :Gal(T∞ ∩ L∞/T∞ ∩ L′
∞)−

� � // Gal(T∞ ∩ L∞/K∞)− // // Gal(T∞ ∩ L′
∞/K∞)−.On vient de voir Gal(T∞ ∩ L∞/T∞ ∩ L′

∞)− est Zp-libre, par ailleurs on avu (proposition 3.3.2) que Gal(T∞ ∩ L′
∞/K∞) était également Zp-libre. Lestermes extrémaux de ette suite sont don sans Zp-torsion, on en déduit queGal(T∞ ∩ L∞/K∞)− l'est également.Théorème 3.4.6. Pour n >> 0,

torZp(Gal(L∞ ∩N∞/K∞)−) = (oker(An → A∞)Γn)+)∨(1)Démonstration. En e�et, on vient de voir que Gal(T∞∩L∞/K∞)− était sans
Zp-torsion. On en déduit immédiatement de la suite exateGal(L∞ ∩N∞/T∞ ∩ L∞)− � � // Gal(L∞ ∩N∞/K∞)− // // Gal(T∞ ∩ L∞/K∞)−que

torZp(Gal(L∞ ∩N∞/K∞)−) = torZp(Gal(L∞ ∩N∞/L∞ ∩ T∞)−) (3.2)On sait (orollaire 3.4.4) que
(oker(An → AΓn

∞ )+)∨(1) ≃ Gal(N0
∞/T∞)−,il su�t don pour démontrer le théorème, de montrer que les parties − desmodules Gal(N0

∞/T∞) et Gal(L∞ ∩N∞/L∞ ∩ T∞) sont isomorphes.Notons β∞ le morphisme de restrition Gal(KBP
∞ /T∞)→ Gal(L∞/K∞).

T∞ T∞L∞
ker(β∞)

KBP
∞

T∞ ∩ L∞
Im(β∞)

L∞

K∞ 67



On a vu proposition 3.3.1, que ker(θ∞)− était trivial. Or ker(β∞) =Gal(KBP
∞ /T∞L∞) s'injete dans ker(θ∞) = Gal(K∞/T∞L′

∞). La trivialitéde ker(θ∞)− implique don elle de ker(β∞)−. Par suite le morphisme β∞induit un isomorphisme entre les parties − des modules Gal(KBP
∞ /T∞) etGal(L∞/T∞ ∩ L∞). De l'appliation du lemme du serpent au diagrammesuivant :Gal(KBP

∞ /N0
∞)

� � //

����

Gal(KBP
∞ /T∞) // //

β∞
����

Gal(N0
∞/T∞)

����Gal(L∞/L∞ ∩N∞) � � // Gal(L∞/L∞ ∩ T∞) // // Gal(L∞ ∩N∞/T∞ ∩ L∞),on déduit que Gal(N0
∞/T∞)− = Gal(L∞ ∩ N∞/T∞ ∩ L∞)−. Le résultatannoné déoule immédiatement de et isomorphisme et de (3.2).3.5 Conséquenes de la onjeture de GreenbergLa onjeture de Greenberg prédit sous sa forme la plus onnue, la nullitéde l'invariant λ du Λ-module X+

∞. Dans [8℄, l'auteur montre entre autreque la nullité de et invariant est équivalente au fait que les appliationsnaturelles A+
n → A+

m sont triviales pour m >> n. En d'autres termes, laonjeture de Greenberg est véri�ée si et seulement si la limite indutive
A+

∞ est triviale, ette onjeture implique don a fortiori la trivialité desonoyaux de apitulation oker(An → A∞)+. On en déduit immédiatementque :Proposition 3.5.1. Si le orps K0 véri�e la onjeture de Greenberg, alorsle module Gal(L∞ ∩N∞/K∞)− est Zp-libre.Démonstration. Ce module est de type �ni omme Zp-module, la Zp-torsionde sa partie − est triviale en vertu du théorème 3.4.6.Par ailleurs, on sait ([13℄), que Gal(M∞/N∞) ≃ (A∞)∨(1). Paronséquent, la onjeture de Greenberg est équivalente à la trivialité de lapartie − de Gal(M∞/N∞). Or Gal(M∞/N∞) ։ Gal(L∞/N∞ ∩L∞) ; on endéduit le résultat suivant :Proposition 3.5.2. Le orps K0 véri�e la onjeture de Greenberg si etseulement si le module Gal(L∞/L∞ ∩N∞) est �ni.Démonstration. D'après e que l'on vient de rappeler, la onjeture deGreenberg implique la trivialité de Gal(L∞/L∞ ∩ N∞)− et la �nitude deGal(L∞/L∞ ∩N∞)+.Réiproquement, si Gal(L∞/L∞∩N∞) est �ni, sa partie− est triviale et donGal(N∞L∞/N∞)− = 1. Or, on sait que la partie − de Gal(M∞/N∞L∞) est68



triviale (Il s'agit du théorème 1.4.3 �gurant dans le premier hapitre.) Orla trivialité de Gal(N∞L∞/N∞)− implique elle de Gal(M∞/N∞)− et donelle de A+
∞.Notons que dans [23℄, Nguyen-Quang-Do démontre que la onjeture deGreenberg implique la trivialité de Gal(L′

∞/L′
∞ ∩N ′

∞).Dans [18℄, les auteurs donnent une méthode permettant de déterminersi un orps quadratique totalement réel donné, véri�e e�etivement laonjeture de Greenberg. S'inspirant des résultats énonés dans e hapitre,on peut ébauher une démarhe pour véri�er numériquement la onjeturede Greenberg pour des orps de degré 3.En e�et, dans le as où le orps K0 ne ontient qu'une seule p-plae,on sait que les onoyaux de apitulation sont triviaux. Dans e as, lemodule Gal(L∞ ∩ N∞/K∞) est Zp-libre. On peut don en déterminant,à l'étage n de la Zp-extension ylotomique de K0, des systèmes d'unitésmultipliativement indépendantes engendrant des extensions non-rami�éesde Kn, obtenir une minoration de l'invariant λ du module Gal(L∞ ∩
N∞/K∞). Par ailleurs, la formule de Riemann-Hurwitz (Corollaire 11.4.11 de[21℄), permet de aluler e�etivement l'invariant λ− de X∞. Si l'on disposede su�samment d'unités, on pourrait don démontrer l'égalité des invariants
λ des modules Gal(L∞ ∩N∞/K∞) et Gal(L∞/K∞)− et don en déduire latrivialité de Gal(L∞/L∞∩N∞)−, qui implique elle de A+

∞. On dispose dond'une méthode algorithmique permettant de déterminer si un orps donnévéri�e la onjeture de Greenberg.Malheureusement, et algorithme à l'heure atuelle n'est pas e�etif. Ene�et, les invariants λ− peuvent être relativement grands et l'utilisation deet algorithme néessiterait de faire des aluls dans des étages trop élevésde la Zp-extension ylotomique.
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Chapitre 4Calul expliite de la Zptorsion de X0.4.1 IntrodutionFixons un nombre premier p et un orps de nombres K0 véri�ant laonjeture de Leopoldt. Désignons par M0 la pro-p-extension abélienne non-rami�ée en dehors de p, maximale de K0. L'objetif de e hapitre estd'étudier le Zp-module X0 = Gal(M0/K0) et de déterminer une méthodepermettant de aluler e�etivement la struture de e Zp-module. Ce moduleest dérit par la suite exate suivante, issue de la théorie du Corps de Classes :
1 // UK0

//
∏

v|p U
1
v

// X0
// Gal(H0/K0) // 1 (4.1)On déduit immédiatement de ette suite exate que le Zp-rang de X0 est égalà r2 + 1, r2 désignant le nombre de plongements omplexes, à onjugaisonprès de K0. Le théorème de struture des Zp-modules de type �ni, nousdit alors que X0 est produit diret d'une partie libre, Zr2+1

p et d'une partiede torsion, que l'on notera Tp. Nous nous intéresserons dans e hapitre aualul expliite de e module de torsion.A�n d'éviter toute ambiguïté, préisons d'emblée que par alul expliite,nous entendons érire un programme pari-gp alulant Tp, un orps K0 et unpremier p étant donné.Dans son livre ([7℄), G. Gras étudie le module Tp. Son approhe est lasuivante : notons K̃0 le ompositum de toutes les Zp-extensions de K0 et H0la p-extension abélienne non-rami�ée maximale de K0. On sait, via la théoriedu Corps de Classes, que le groupe d'inertie Gal(M0/H0) est isomorphe auquotient U :=
∏

v|p U
1
v /UK0 . Le module de torsion Tp est alors dérit par lasuite exate suivante :

1 // torZp(U) // Tp // Gal(H0K̃0/K̃0) // 1. (4.2)71



La situation entre les di�érentes extensions apparaissant dans la suite exate(4.2) étant résumée par le diagramme suivant :
K̃0

Tp

K̃0H0

torZp (U)

M0

K̃0 ∩H0 H0

U

K0

(4.3)
Une première idée pour déterminer expliitement Tp est de aluler les termesextrémaux de la suite exate (4.2). Le alul pratique de torZp(U) peut sefaire aisément dans le as où l'extension K0/Q est non-rami�ée en p. Ene�et, dans e as là, le groupe des unités prinipales U1

v est ontenu dansle disque de onvergene de la fontion logp et ette fontion permet deramener le alul de torZp(U) à elui d'une base adaptée d'un Zp-module.Malheureusement le proédé utilisé dans le as non-rami�é peut di�ilementêtre généralisé à une extension quelonque. Qui plus est, hormis dans leas où l'extension K0 est totalement réelle, la détermination expliite deGal(H0/K̃0∩H0) est loin d'être aisée, même si ette détermination est traitéedans le as théorique dans [7℄ (th. 2.6).Nous avons don abordé le problème sous un autre angle. Partant du fait quele Zp-module X0 est la limite projetive des p-parties des groupes de lassede rayon pn, Clpn(K0), nous avons étudié les propriétés de stabilisation dees groupes, ainsi que le omportement des fateurs invariants de Clpn(K0)lorsque n roit. De ette étude, nous avons déduit une méthode permettantde déterminer expliitement Tp.Avant d'aborder la partie tehnique de e hapitre, à savoir le alul e�etifde Tp, nous allons voir que la onnaissane de Tp permet d'obtenir denombreuses informations sur le orps K0. Ces motivations étant exposées,nous rappellerons la dé�nition ainsi que quelques propriétés élémentaires dugroupe de lasse de rayon pn.Une fois la méthode de alul théoriquement justi�ée, nous l'utiliserons dansquelques as partiuliers et tenterons de donner une expliation heuristiqueaux phénomènes observés.Pour �nir nous verrons que la méthode utilisée pour le alul de Tp permet dedéterminer expliitement la torsion du Zp-module de XS , groupe de Galoisde MS , pro-p-extension abélienne non-rami�ée en dehors de S maximale de
K0 et ela pour un ensemble de p-plaes quelonque S, sous réserve que l'ononnaisse le Zp-rang de e module. 72



4.2 Motivation du problèmeNous allons voir, dans ette partie, que bien qu'intéressant de façonintrinsèque, le alul de Tp permet d'obtenir des informations d'une partsur la p-rationalité du orps K0 et d'autre part sur la Λ-liberté du moduled'Iwasawa non-rami�é en dehors de p, X∞ assoié au orps K0.Rappelons au préalable que nous nous sommes plaés dans le adre où leorps K0 véri�e la onjeture de Leopoldt.4.2.1 Corps p-rationnelsNotons GSp , le groupe de Galois de la pro-p-extension, non-rami�ée endehors de p, maximale de K0, de sorte que Gab
Sp

= X0.Dé�nition 4.2.1. On dit que le orps K0 est p-rationnel si et seulement sile groupe GSp est libre.Les orps p-rationnels ont été étudiés par de nombreux auteurs (voir parexemple [14℄). Déterminer si un orps donné est p-rationnel revient donà étudier la liberté du groupe GSp , qui est aratérisée par la propositionsuivante (pour plus d'informations sur l'étude de GSp on pourra onsulter[17℄) :Proposition 4.2.2. Le groupe GSp est libre si et seulement si




H2(GSp ,Qp/Zp) = 1
et

H2
cont(GSp ,Zp) = 1La trivialité du groupe de ohomologie H2(GSp ,Qp/Zp) est équivalenteà la onjeture de Leopoldt (ette équivalene est traitée en détail dans [21℄ou dans [24℄). Dans le as abélien, où ette onjeture est démontrée (voir[5℄), la liberté de GSp est don équivalente à la trivialité de H2

cont(GSp ,Zp).Or e groupe de ohomologie ontinue est relié au module X0 de la façonsuivante :Proposition 4.2.3. Soit K0 un orps véri�ant la onjeture de Leopoldt.Alors la Zp-torsion du module d'Iwasawa X0 est isomorphe au dual dePontryagin du groupe de ohomologie ontinue H2
cont(GSp ,Zp).Démonstration. Faisons agir GSp trivialement sur Qp/Zp et onsidérons lasuite exate :

1 // Z/pnZ // Qp/Zp
pn // Qp/Zp

// 1.On obtient par passage à la ohomologie et tenant ompte de la onjeturede Leopoldt :
H1(GSp ,Qp/Zp)

pn // H1(GSp ,Qp/Zp) // H2(GSp ,Z/p
nZ) // 1.73



L'ation de Gs sur Qp/Zp étant triviale, on a
H1(GSp ,Qp/Zp) = Hom(GSp ,Qp/Zp) = Hom(Gab

Sp
,Qp/Zp) = (Gab

Sp
)∨,la dernière égalité étant l'objet du orollaire 2.7.6 de [21℄. On obtient donen onsidérant la suite duale de la suite préédente :

1 // H2(GSp ,Z/p
nZ)∨ // Gab

Sp

pn // Gab
Sp
.Par onséquent (H2(GSp ,Z/p

nZ))∨ = Gab
Sp
[pn], on en déduit que

torZp(G
ab
Sp
) = lim−→(H2(GSp ,Z/p

nZ))∨ = (lim←−H2(GSp ,Z/p
nZ))∨ =

H2
cont(GSp ,Zp)

∨. On a don bien
H2

cont(GSp ,Zp)
∨ = Tp.En onséquene, pour un orps K0 donné, véri�ant la onjeture deLeopoldt, le alul de la Zp-torsion du groupe de Galois X0, permet dedéterminer si le orps onsidéré est p-rationnel.4.2.2 Λ-liberté de X∞Rappelons brièvement une onstrution de X∞. Pour n ∈ N, on note

Kn le n-ième étage de la Zp-extension ylotomique de K0 et Mn la pro-p-extension abélienne non-rami�ée en dehors de p maximale de Kn. La limiteindutive des Mn, notée M∞, orrespond à la pro-p-extension abélienne non-rami�ée en dehors de p maximale de K∞. Notons X∞ = Gal(M∞/K∞), lalimite projetive relativement à la norme des Xn = Gal(Mn/Kn). Le groupede Galois X∞ est un Zp-module sur lequel Γ := Gal(K∞/K0) opère. Il estdon naturellement muni d'une struture de Λ-module, où Λ désigne l'anneau
Zp[[T ]] des séries formelles en T à oe�ients dans Zp.La onjeture de Leopoldt, dont nous avons donné préédemment une versionohomologique, s'énone également relativement à la série aratéristique du
Λ-module X∞ (pour ette équivalene, on peut onsulter [21℄ ou [26℄) :Proposition 4.2.4. Le orps K0 véri�e la onjeture de Leopoldt si etseulement si la série aratéristique de la Λ-torsion de X∞ est étrangèreà T .On sait par ailleurs (voir par exemple [21℄ ou [26℄) que la dimension
Λ-projetive de X∞ est inférieure ou égale à 1. En d'autre termes, X∞ nepossède pas de sous Λ-module �ni. On en déduit immédiatement le orollairesuivant :Corollaire 4.2.5. Soit K0 un orps de nombres véri�ant la onjeture deLeopoldt, alors XΓ

∞ = 1. 74



Par ailleurs, on sait aratériser la Λ-liberté d'un module de type �nien termes d'invariants et de o-invariants relativement à l'ation de Γ. Pluspréisément, on dispose du résultat suivant (voir [21℄, prop. 5.3.19) :Proposition 4.2.6. Soit M un Λ-module de type �ni. Alors M est Λ-libresi et seulement si : 



MΓ = 1et
MΓ est Zp libre .En onséquene, pour un orps K0 véri�ant la onjeture de Leopoldt,étudier la Λ-liberté de X∞ revient à étudier la Zp-liberté de (X∞)Γ. Nousallons maintenant voir que la Zp-liberté de (X∞)Γ est équivalente à elle de

X0 et don à la trivialité de Tp.Proposition 4.2.7. Soit K0 un orps de nombres. Alors (X∞)Γ est Zp-libresi et seulement si X0 est Zp-libre.Démonstration. En e�et, la sous-extension de M∞, ayant pour groupe deGalois sur K∞ le quotient (X∞)Γ, est la pro-p-extension non rami�ée endehors de p deK∞, abélienne surK0 et qui soit maximale pour es propriétés.En d'autres termes, on a (X∞)Γ = Gal(M0/K∞). On dispose don d'unesuite exate :
1 // (X∞)Γ // X0

// Γ // 1.Considérant la Zp-liberté de Γ, on déduit que torZp((X∞)Γ) = torZp(X0) etle résultat annoné en déoule.Finalement, pour un orpsK0 véri�ant la onjeture de Leopoldt, alulere�etivement torZp(X0) permet de déterminer si le module X∞ est Λ-libre.4.3 Groupe de lasses de rayon pnNous rappelons dans ette setion la dé�nition du groupe de lasses derayon pn, via la théorie du Corps de Classes. Notons que omme le orps deHilbert, le groupe de lasses de rayon pn peut être onsidéré omme quotientd'un ertain groupe d'idéaux (Cf [7℄).Introduisons pour ommener quelques notations générales. Dans OK0 ,anneau des entiers de K0, l'idéal engendré par p, s'érit omme produitd'idéaux premiers :
(p) =

∏

v|p

pevv .Pour haque p-plae v de K0, �xons une uniformisante πv dans Kv, v-omplété de K. On munit Kv de l'unique valuation prolongeant elle de
Qp, de sorte que v(p) = 1 dans Kv et v(πv) = 1

ev
. On notera en outre75



e = Max{ev , v|p}.La théorie globale du Corps de Classes dérit les extensions abéliennesd'un orps de nombres K0. Or nous ne onsidérons ii que des p-extensionsabéliennes, qui sont dérites par la théorie p-adique du Corps de Classes([16℄). Cette théorie est en tous points similaire à la théorie globale danslaquelle les orps loaux K∗
v seraient remplaés par leurs pro-p-omplétés.Sur les pro-p-omplétés.Par dé�nition, le pro-p-omplété d'un Z-moduleM est la limite projetivedes quotiens M/pn. Dans le as où M est de type �ni sur Z, ette limiteprojetive est isomorphe au produit tensoriel sur Z de M par Zp.On onviendra de noter M le pro-p-omplété d'un Z-module M .Pour une plae v quelonque, Uv désignera don le pro-p-omplété du groupedes unités Uv de Kv. On a par onséquent :

Uv =

{
U1
v si v|p

µp∞(Kv) si v ∤ p
,où µp∞(Kv) est le groupe des raines p-primaires de l'unité ontenues dans

Kv.Pour une p-plae v et n entier naturel non nul, Un
v désigne le groupe desunités u de Kv tels que u ≡ 1[πn

v ] (ompte tenu du fait que v(p) = 1,on a u ∈ Un
v ⇔ v(u − 1) ≥ n

ev
). Le groupe, Un

v est naturellement munid'une struture de Zp-module et est don pro-p-omplet, en d'autres termes
U

n
v = Un

v .La notion de groupe de lasses de rayon est fortement liée à elle deonduteur d'une extension, nous ommenerons don ette partie par debrefs rappels sur la notion de onduteur.4.3.1 Conduteur d'une extensionLa notion de onduteur est une notion loale dans le sens où elle estdé�nie initialement pour une extension loale.Dé�nition 4.3.1. Le onduteur d'une extension abélienne de orps loaux
Lv/Kv est le minimum des entiers n tels que Un

v ⊂ NLv/Kv
(L∗

v).Remarque. En partiulier une extension abélienne Lv/Kv est non-rami�éesi et seulement si son onduteur est nul.Dé�nition 4.3.2. Le onduteur d'une extension abélienne de orps globaux
L/K est l'idéal m =

∏
pv
pnv
v , où pv parourt l'ensemble des idéaux premiersde K et où nv est le onduteur de l'extension Lv/Kv.76



Notons que la dé�niton préédente ne prend pas en ompte une éventuellerami�ation des plaes à l'in�ni.La proposition suivante déoule immédiatement de es dé�nitions :Proposition 4.3.3. Soit K ⊂ L ⊂M une tour d'extensions de degrés �nis,telle que M/K soit abélienne. Alors le onduteur de l'extension L/K divisele onduteur de l'extension M/K.Démonstration. Cela déoule tout simplement du fait que pour toute plae
v de M , on a NMv/Kv

(M∗
v ) ⊂ NLv/Kv

(L∗
v).Énonçons pour �nir un lemme, qui nous sera fort utile dans la suite :Lemme 4.3.4. Soit Kv ⊂ Lv ⊂ Mv une tour d'extensions de Qp telle quel'extension Mv/Kv soit abélienne et l'extension Mv/Lv de degré p. Notons

nM et nL les onduteurs respetifs des extensions Mv/Kv et Lv/Kv. Alors,si nL > ev
p−1 , où ev désigne l'indie de rami�ation de p dans l'extension

Kv/Qp, on a :
nM ≤ nL + ev.Démonstration. Par dé�nition nL est le plus petit entier n tel que Un

v ⊂
NLv/KV

(L∗
v).De la théorie loale du Corps de Classes, on déduit le diagramme suivant :
1 // NMv/Kv

(M∗
v ) //

� _

��

K∗
v

// Gal(Mv/Kv) //

����

1

1 // NLv/Kv
(L∗

v) // K∗
v

// Gal(Lv/Kv) // 1L'appliation du lemme du serpent au diagramme préédent donne alorsimmédiatement la suite exate suivante :
1 // NMv/Kv

(M∗
v ) // NLv/Kv

(L∗
v) // Gal(Mv/Lv) = Z/pZ // 1.Par onséquent NMv/Kv

(M∗
v ) est un sous-groupe d'indie p de NLv/Kv

(L∗
v).Soient n ∈ N, n ≥ nL + ev et x ∈ Un

v . On va montrer que x ∈ NMv/Kv
(M∗

v ).On a x = 1 + πn
v y ave v(y) ≥ 0, par onséquent v(x − 1) ≥ nv(πv) =

n
ev
.Or n ≥ nL + ev ⇒ n

ev
≥ nL

ev
+ 1 > 1

p−1 , la fontion logarithme p-adiqueréalise don un isomorphisme de groupes entre (Un
v ,×) et (πn

vOKv ,+).Par onséquent 1
p logp(x) ∈ πn−ev

v OKv . Or par hypothèse, nL

ev
> 1

p−1 ,on peut dé�nir à l'aide de la fontion expp, l'élément x
1
p ∈ Un−ev

v . Or
n − ev ≥ nL ⇒ x

1
p ∈ NLv/Kv

(L∗
v). Pour �nir, omme NMv/Kv

(M∗
v ) estd'indie p dans NLv/Kv

(L∗
v), on en déduit que x ∈ NMv/Kv

(M∗
v ). On a don

Un
v ⊂ NMv/Kv

(M∗
v ) pour tout entier n tel que n ≥ nL + ev. On en déduiten partiulier que UnL+ev

v ⊂ NMv/Kv
(M∗

v ) et, par dé�nition du onduteur,que nM ≤ nL + ev . 77



4.3.2 Dé�nition du groupe de lasses de rayon pnUne façon de dé�nir le Corps de Classes de rayon pn est d'utiliser lathéorie globale du Corps de Classes.La théorie du Corps de Classes loale établit l'existene d'une orrespondaneentre les sous-groupes d'indie �ni de K∗
v et les extensions abéliennes de Kv.Dans la théorie globale, le groupe des idéles de K0 joue un r�le analogue àelui joué par K∗

v dans le as loal. Ce groupe des idéles, noté IK0 , est leproduit restreient des K∗
v , v parourant l'ensemble des p-plaes de K0. Unélément de x ∈ IK0 est la donnée d'un élement xv ∈

∏
v K

∗
v tel que xv soitune unité pour toutes les plaes, exepté peut être un nombre �ni.La théorie globale du Corps de Classes permet don de dérire les extensionsabéliennes d'un orps de nombres K0 en termes de suites exates.Dé�nition 4.3.5. On désignera par :� H̃0 l'extension abélienne non-rami�ée maximale de K0,� H̃pn

0 le ompositum de toutes les extensions abéliennes de K0, dont leonduteur divise pn,� H0 la pro-p-extension abélienne non-rami�ée maximale de K0,� Hpn

0 le ompositum de toutes les p-extensions de K0, dont le onduteurdivise pn.De sorte que les groupes de Galois Gal(H0/K0) et Gal(Hpn

0 /K0)sont isomorphes aux p-parties respetives des groupes Gal(H̃0/K0) etGal(H̃pn

0 /K0).Proposition 4.3.6. Les suites exates suivantes, issues de la théorie globaledu Corps de Classes, permettent de aratériser les orps H̃pn

0 et H̃0 :
1 // K∗

∏
v∤p Uv

∏
v|p U

nev
v

// IK0
// Gal(H̃pn

0 /K0)
// 1

1 // K∗
∏

v Uv
// IK0

// Gal(H̃0/K0) // 1Le groupe de Galois Gal(Hpn

0 /K0) sera noté Clpn(K0) et est la p-partiedu groupe de Galois Gal(H̃pn

0 /K0), groupe de lasses de rayon pn de K0.On déduit quasi immédiatement de la dé�nition de Hpn

0 les propriétéssuivantes :Proposition 4.3.7. Soit n un entier non-nul :i) On dispose d'une inlusion naturelle Hpn

0 ⊂ Hpn+1

0 .ii) La limite indutive lim−→Hpn

0 est égale à M0.iii) La limite projetive lim←−Clpn(K0) est égale à X0.78



La suite exate dé�nissant le Corps de Classes de rayon pn fait intervenirle groupe des idèles IK0. Or e groupe étant un produit in�ni, il est très peuommode à utiliser dès que l'on veut étudier numériquement le orps Hpn

0 .Pour pallier ette di�ulté, nous allons voir que le orps Hpn

0 peut être dé�nipar une suite exate analogue à la suite exate (4.1), dé�nissant le module
X0.Proposition 4.3.8. Pour n, entier non nul, les extensions M̃0 et H̃pn

0 de
K0 sont reliées entre elles par la suite exate suivante :
1 // U

(pn)
K0

//
∏

v|p U
nev
v

// Gal(M̃0/K0) // Gal(H̃pn

0 /K0) // 1,où U
(pn)
K0

= {u ∈ UK0 telle que u ∈ Unev
v ,∀v, v|p}.Démonstration. De la dé�nition des extensions M̃0 et H̃pn

0 , on déduit lediagramme
1 // K∗

0

∏
v∤p Uv

∏
v|p U

nev
v

//
OO

� ?

IK0
// Gal(H̃pn

0 /K0)
// 1

1 // K∗
0

∏
v∤p Uv

∏
v|p 1 // IK0

// Gal(M̃0/K0) //

OOOO

1Il déoule immédiatement du lemme du serpent que :
ker(Gal(M̃0/K0)→ Gal(H̃pn

0 /K0)) = (K∗
∏

v∤p

Uv

∏

v|p

Unev
v )/(K∗

∏

v∤p

Uv

∏

v|p

1).Dé�nissons alors l'appliation :
θ : (K∗

∏

v∤p

Uv

∏

v|p

Unev
v )→

∏

v|p

Unev
v /U

(pn)
K0

,en posant pour k(uv) ∈ K∗
∏

v∤p Uv
∏

v|p U
nev
v : θ(k(uv)) = (uv)v|p, où

(uv)v|p désigne la lasse de (uv)v|p dans ∏v|p U
nev
v /U

(pn)
K0

.Commençons par véri�er que l'appliation θ est bien dé�nie, i.e. quesi k(uv) = k′(u′v) dans K∗
∏

v∤p Uv
∏

v|p U
nev
v , alors θ(k(uv)) = θ(k′(u′v)).Par dé�nition, k(uv) = k′(u′v) ⇔ iv(k)uv = iv(k

′)u′v,∀v, où iv désigne leplongement de K dans Kv . On en déduit que iv(k
′k−1) ∈ Uv,∀v et que

iv(k
′k−1) ∈ Unev

v ,∀v, v|p. On a don k′k−1 ∈ U
(pn)
K0

et (uv)v|p = (u′v)v|p.L'appliation θ est don bien dé�nie.Il est lair que (K∗
∏

v∤p Uv
∏

v|p 1) ⊂ ker(θ) et que l'appliation θ estsurjetive. Nous allons montrer que (K∗
∏

v∤p Uv
∏

v|p 1) = ker(θ). Soit don79



k(uv) ∈ ker(θ), il existe x ∈ U
(pn)
K0

tel que uv = iv(x),∀v, v|p. Considéronsalors l'élément x(u′v), où u′v = 1, si v|p et u′v = iv(x)
−1uv, si v ∤ p. On a alors

x(u′v) = (uv)⇒ k(uv) = kx(u′v) et omme kx(u′v) ∈ (K∗
∏

v∤p Uv
∏

v|p 1), onen déduit que l'on a bien (K∗
∏

v∤p Uv
∏

v|p 1) ⊂ ker(θ) et �nalement
(K∗

∏

v∤p

Uv

∏

v|p

Unev
v )/(K∗

∏

v∤p

Uv

∏

v|p

1) ≃
∏

v|p

Unev
v /U

(pn)
K0

.La suite exate
1 // U

(pn)
K0

//
∏

v|p U
nev
v

// Gal(M̃0/K0) // Gal(H̃pn

0 /K0)
// 1(4.4)en déoule.Corollaire 4.3.9. Les extensions Hpn

0 et M0 sont reliées entre elle via lasuite exate suivante :
1 // U

(pn)
K0

//
∏

v|p U
nev
v

// X0
// Clpn(K0) // 1,où U

(pn)
K0

désgine le pro-p-omplété de U
(pn)
K0

.Démonstration. Cette suite exate s'obtient en onsidérant la suite pro-p-omplétée de la suite exate de la proposition 4.3.8, reliant H̃pn

0 et M̃0.4.4 Calul expliite de torZp
(X0)Le but de ette setion est d'exposer une méthode permettant dealuler e�etivement Tp. Après la présentation d'un exemple générique,nous donnerons des arguments théoriques justi�ant ette méthode empirique.L'idée prinipale de ette méthode est que la onnaissane de Clpn(K0) pour

n >> 0 permet de déterminer la struture de Tp.Notons K̃0, le ompositum de toutes les Zp-extensions de K0. Les extensions
Hpn

0 ,M0 et K̃0 sont reliées entre elles suivant le diagramme d'extensionssuivant :
K̃0 K̃0H

pn

0 M0

K̃0 ∩Hpn

0 Hpn

0

K0S'il est lair que pour n >> 0, Gal(Hpn

0 /K̃0 ∩Hpn

0 ) ≃ Tp, la déterminationexpliite d'un entier n0 tel que Gal(Hpn0

0 /K̃0∩Hpn0

0 ) ≃ Tp est a priori di�ile.80



Après avoir exposé une méthode permettant de déterminer expliitementun tel entier, nous verrons que la onnaissane pour n ≥ n0, des fateursinvariants des groupes Clpn(K0) et Clpn+1(K0) permet de déterminer euxde Tp.Par ommodité , nous allons ommener par donner un exemple génériquea�n d'expliiter les raisons qui nous ont onduites à étudier les propriétés destabilisation de Clpn(K0).4.4.1 Un exemple générique dans le as p = 3Considérons le orps K = Q(
√
−129). Utilisant le logiiel pari-gp ,on voit que les 3-parties des groupes de lasse de rayon 3n de K pour

n = 0, 1, 2, 3, 4, 5 sont respetivement :
n Clpn(K0)0 Z/3Z1 Z/9Z2 Z/9Z × (Z/3Z)23 Z/27Z × Z/9Z× Z/3Z4 Z/81Z × Z/27Z × Z/3Z5 Z/243Z × Z/81Z × Z/3ZCet exemple générique inite à penser que la Zp-torsion de X0 estisomorphe à Z/3Z et que pour déterminer ette p-torsion, il su�t dealuler Hpn

0 pour n su�samment grand. A partir de et exemple, on peutlégitimement se poser la question suivante :Question 1. Pour n >> 0, le noyau de la surjetion anonique
Clpn+1(K0) ։ Clpn(K0) est-il toujours isomorphe à (Z/pZ)r2+1 ?Par ailleurs, si l'on regarde un peu plus préisément les relationsexistantes entre les extensions Hpn

0 et Hpn+1

0 , résumées dans le diagrammesuivant :
K̃0 K̃0H

pn

0 K̃0H
pn+1

0
M0

K̃0 ∩Hpn+1

0 Hpn

0 (K̃0 ∩Hpn+1

0 ) Hpn+1

0

K̃0 ∩Hpn

0 Hpn

0

K0

, (4.5)

l'exemple étudié nous amène à nous poser la question suivante :81



Question 2. Supposons que le noyau de la surjetion anonique
Clpn+1(K0) ։ Clpn(K0) soit isomorphe à (Z/pZ)r2+1. A-t-on

Tp ≃ Gal(Hpn

0 /Hpn

0 ∩ K̃0) ?Relativement au diagramme qui préède, notons que du fait que X0 estun Zp-module abélien de type �ni, il est produit diret de sa partie libre, parsa partie de torsion. En d'autres termes, il existe une extension �nie M ′
0 de

K0 telle que K̃0M
′
0 = M0 et Gal(M ′

0/K0) ≃ Tp. L'extension M ′
0 étant non-rami�ée en dehors de p, on a pour n >> 0 : M ′

0 ⊂ Hpn

0 , et par onséquent
K̃0H

pn

0 = M0.4.4.2 Propriétés de stabilisation de Clpn(K0)L'objetif est ii de démontrer la proposition suivante, qui répond à lapremière question posée.Proposition 4.4.1. Pour tout entier n tel que pn > e
p−1 , le noyau de lasurjetion anonique

Clpn+1(K0)→ Clpn(K0)se surjete sur (Z/pZ)r2+1.Démonstration. Considérons le diagramme suivant :
K̃0 ∩Hpn+1

0 Hpn

0 (K̃0 ∩Hpn+1

0 ) Hpn+1

0

K̃0 ∩Hpn

0 Hpn

0

K0

(4.6)
Notons tout d'abord que K0 véri�ant la onjeture de Leopoldt,Gal(K̃0/K0) = Zr2+1

p .Il est lair que ker(Clpn+1(K0)→ Clpn(K0)) ։ Gal(K̃0 ∩Hpn+1

0 /K̃0 ∩Hpn

0 ).Or Gal(K̃0/K̃0 ∩ Hpn

0 ) est un sous Zp-module de Gal(K̃0/K0) = Zr2+1
p deorang nul, il est don isomorphe à Zr2+1

p . Il existe don r2 + 1 extensions,disons M1,M2, · · · ,Mr2+1 de K̃0 ∩ Hpn

0 , ontenues dans K̃0 telles queGal(Mi/K̃0 ∩Hpn

0 ) ≃ Z/pZ et Gal(M1 · · ·Mr2+1/K̃0 ∩Hpn

0 ) ≃ (Z/pZ)r2+1.Or le onduteur de l'extension K̃0 ∩Hpn

0 /K0 divise pn =
∏

v|p p
nev
v . De plusl'hypothèse pn > e

p−1 assure que l'on peut utiliser le lemme 4.3.4 et paronséquent le onduteur de l'extension Mi/K0 divise ∏v|p p
nev+ev
v = pn+1.En d'autres termes, Mi ⊂ Hpn+1

0 pour tout i ∈ {1, · · · , r2+1}. La surjetionannonée en déoule. 82



On en déduit immédiatement le orollaire suivant :Corollaire 4.4.2. Supposons que pour un entier n tel que pn > e
p−1 ,le ardinal de ker(Clpn+1(K0) → Clpn(K0)) soit exatement pr2+1. Alors

ker(Clpn+1(K0)→ Clpn(K0)) ≃ Gal(K̃0 ∩Hpn+1

0 /K̃0 ∩Hpn

0 ).Démonstration. En e�et d'après le diagramme (4.6), on dispose d'unesurjetion ker(Clpn+1(K0) → Clpn(K0)) ։ Gal(K̃0 ∩Hpn+1

0 /K̃0 ∩Hpn

0 ). Oron vient de voir que Gal(K̃0 ∩Hpn+1

0 /K̃0 ∩Hpn

0 ) ։ (Z/pZ)r2+1. Ces groupesétant �nis et par hypothèse équipotents, les surjetions onsidérées sont desisomorphismes.Il nous reste maintenant à véri�er que si ker(Clpn0+1(K0) →
Clpn0 (K0)) ≃ (Z/pZ)r2+1 pour un ertain n0, alors ker(Clpn+1(K0) →
Clpn(K0)) ≃ (Z/pZ)r2+1 pour tout entier n ≥ n0. A ette �n, onsidérons lasuite exate dé�nissant la p-partie du groupe de lasse de rayon pn :

1 // U
(pn)
K0

//
∏

v|p U
nev
v

// X0
// Clpn(K0) // 1,et notons Qn =

∏
v|p U

nev
v /U

(pn)
K0

. On a alors Qn = Gal(M0/H
pn

0 ). Paronséquent Qn/Qn+1 = ker(Clpn+1(K0) → Clpn(K0)) ≃ Gal(Hpn+1

0 /Hpn

0 ).Les relations entre toutes es extensions étant rappelées dans le diagrammequi suit :
M0

Hpn+1

0

Qn+1

Hpn

0

Qn

ker(Cl
pn+1 (K0)→Clpn (K0))

K0Proposition 4.4.3. L'élévation à la puissane p induit, via l'appliationd'Artin, une surjetion ker(Clpn+2(K0) → Clpn+1(K0)) sur
ker(Clpn+1(K0)→ Clpn(K0)).Démonstration. Rappelons que Qn =

∏
v|p U

nev
v /U

(pn)
K0

= ker(X0 →
Clpn(K0)) et onsidérons le diagramme suivant :

1 // Qn+1
//

� _

��

X0
// Clpn+1(K0)

����

// 1

1 // Qn
// X0

// Clpn(K0) // 183



On en déduit que ker(Clpn+1(K0) → Clpn(K0)) = Qn/Qn+1. Or, n non-nulimplique trivialement que n > 1
p−1 , l'élévation à la puissane p réalise unisomorphisme de ∏v|p U

nev
v sur ∏v|p U

nev+ev
v . Cet isomorphisme induit donune surjetion Qn sur Qn+1. Considérons �nalement le diagramme suivant :

1 // Qn+1

(.)p

����

// Qn

(.)p

����

// Qn/Qn+1

(.)p

��

// 1

1 // Qn+2
// Qn+1

// Qn+1/Qn+2
// 1On déduit du lemme du serpent que la �èhe vertiale de droite est unesurjetion de Qn/Qn+1 sur Qn+1/Qn+2, i.e. de ker(Clpn+1(K0)→ Clpn(K0))sur ker(Clpn+2(K0)→ Clpn+1(K0)).On déduit trivialement de ette proposition, le orollaire suivant :Corollaire 4.4.4. Notons qn = #ker(Clpn+1(K0) → Clpn(K0)). La suite

(qn) est déroissante et don asymptotiquement onstante.Nous sommes maintenant en mesure de répondre à la première questionposée :Théorème 4.4.5. Il existe un entier n0 tel que ker(Clpn0+1(K0) →
Clpn0 (K0)) ≃ (Z/pZ)r2+1. De plus pour tout entier n ≥ n0, le module
Qn = Gal(M0/H

pn

0 ) est Zp-libre de rang r2 + 1 et :
ker(Clpn+1(K0)→ Clpn(K0)) ≃ (Z/pZ)r2+1.Démonstration. Le Zp-module de type �ni X0 est isomorphe au produitdiret de sa torsion et de Zr2+1

p . Un isomorphisme étant �xé, on peut identi�er
Zr2+1
p à un sous groupe de X0 et don dé�nir, via la théorie de Galois,une extension M ′

0 de K0 telle que Gal(M ′
0/K0) ≃ Tp et K̃0M

′
0 = M0.Cette extension étant non-rami�ée en dehors de p, il existe un entier n1tel que M ′

0 ⊂ Hpn1

0 et par onséquent Hpn1

0 K̃0 = M0. De plus pourtout entier n ≥ n1, Gal(M0/H
pn

0 ) est un sous-module de orang nul deGal(M0/M
′
0) = Zr2+1

p , par onséquent Qn = Gal(M0/H
pn

0 ) ≃ Zr2+1
p . Le Zp-module Qn est don libre de rang r2 + 1.Par ailleurs, on sait qu'il existe un entier n2 tel que ker(Clpn+1(K0) →

Clpn(K0)) se surjete sur (Z/pZ)r2+1 pour tout entier n ≥ n2 (on peut hoisirpour n2 le minimum des entiers n tels que les onduteurs des extensions
K̃0 ∩Hpn

0 /K0 soit supérieurs ou égaux à e
p−1 et ela pour toute p-plae v).En�n remarquons que du fait que l'élévation à la puissane p réalise unisomorphisme entre Unev

v et Unev+ev
v , le quotient Qn/Qn+1, qui est isomorpheà ker(Clpn+1(K0)→ Clpn(K0)), est tué par p.Posons n0 = Max(n1, n2) et donnons nous maintenant un entier n ≥ n0.Le noyau ker(Clpn+1(K0) → Clpn(K0)) est don un quotient de Zr2+1

p , qui84



se surjete sur (Z/pZ)r2+1 et qui est tué par p. On a alors néessairement
ker(Clpn+1(K0)→ Clpn(K0)) = (Z/pZ)r2+1. Il s'ensuit que pour tout entier
n, n ≥ n0, on a :

ker(Clpn+1(K0)→ Clpn(K0)) ≃ (Z/pZ)r2+1.4.4.3 Comportement asymptotique des fateurs invariantsde Clpn(K0)Commençons par rappeler la dé�nition des fateurs invariants d'ungroupe abélien G :Dé�nition 4.4.6. Étant donné un groupe abélien �ni G, on sait qu'il existeune unique suite a1, · · · , at telle que :� G ≃∏t
i=1 Z/aiZ� ai+1|ai pour i ∈ {1, · · · , t− 1}Les ai sont appelés fateurs invariants du groupe G et ne dépendent que dela lasse d'isomorphisme de G.Notons que ontrairement à l'usage, nous avons hoisi d'utiliser laonvention ai+1|ai pour des raisons pratiques. C'est en e�et ette forme,qui est utilisée par le logiiel pari-gp .Si G est un p-groupe, ses fateurs invariants sont des puissanes de p. Pouralléger la rédation de la suite du paragraphe, introduisons la notationsuivante :Notation : Si les fateurs invariants d'un groupe G sont a1, · · · , an, onnotera FI(G) = [a1, · · · , at].En pratique, nous sommes en mesure de déterminer les fateurs invariants de

Clpn(K0). Nous allons voir dans ette sous-setion que la onnaissane desfateurs invariants de Clpn(K0) pour n >> 0, ombinée à l'utilisation despropriétés de stabilisation de Clpn(K0), permet de déterminer expliitementles fateurs invariants et don la struture de Tp.Rappelons que pour n >> 0, Clpn(K0) est isomorphe au produit diret deGal(K̃0 ∩ Hpn

0 /K0) et de Gal(Hpn

0 /K̃0 ∩ Hpn

0 ) = Tp. Nous allons don aupréalable étudier un peu plus �nement la struture de Gal(K̃0 ∩Hpn

0 /K0).Proposition 4.4.7. Soit n0 tel que pn0 > e
p−1 et

ker(Clpn0+1(K0)→ Clpn0 (K0)) ≃ (Z/pZ)r2+1.Alors pour tout entier n ≥ n0,Gal(K̃0/K̃0 ∩Hpn+1

0 ) = pGal(K̃0/K̃0 ∩Hpn

0 ).85



Démonstration. En vertu du théorème 4.4.5, d'une part le module Qn est
Zp-libre de rang r2 + 1 et d'autre part ker(Clpn+1(K0) → Clpn(K0)) =
Qn/Qn+1 ≃ (Z/pZ)r2+1. On a alors néessairement Qn+1 = pQn.Considérant alors le digramme suivant,

K̃0 M0

K̃0 ∩Hpn+1

0 Hpn+1

0

Qn+1

K̃0 ∩Hpn

0 Hpn

0

Qn

K0on en déduit l'isomorphisme annoné.Corollaire 4.4.8. Soit n0 entier tel que pn0 > e
p−1 et ker(Clpn0+1(K0) →

Clpn0 (K0)) ≃ (Z/pZ)r2+1. Alors pour tout entier n ≥ n0, les fateursinvariants de Gal(K̃0 ∩ Hpn+1

0 /K0) sont égaux aux fateurs invariants deGal(K̃0 ∩Hpn

0 /K0), multipliés par p.Démonstration. En e�et, onsidérons une Zp-base (e1, · · · , er) deGal(K̃0/K0) adaptée au sous Zp-module Gal(K̃0/K̃0 ∩Hpn

0 ). Il existe alors
pa1 , · · · , par2+1 tels que (paiei) soit une Zp-base de Gal(K̃0/K̃0 ∩Hpn

0 ). Les
pai sont alors exatement les fateurs invariants de Gal(K̃0 ∩Hpn

0 /K0). OrGal(K̃0/K̃0∩Hpn+1

0 ) = pGal(K̃0/K̃0∩Hpn

0 ), on en déduit don que (pai+1ei)est une Zp-base de Gal(K̃0/K̃0 ∩ Hpn+1

0 ) et don les fateurs invariants deGal(K̃0 ∩Hpn+1

0 /K0) sont exatement les pai+1.Or, du fait que X0 ≃ Zr2+1
p × Tp, le groupe de lasse de rayon pn,Gal(Hpn

0 /K0), est isomorphe au produit diret des deux p-groupes Gal(K̃0∩
Hpn

0 /K0) et de Gal(Hpn

0 /K̃0∩Hpn

0 ). Les fateurs invariants de Gal(Hpn

0 /K0)s'obtiennent don en onaténant les fateurs invariants des deux groupesomposant e produit diret.Nous sommes maintenant en mesure d'énoner le résultat permettant dedéterminer expliitement la struture du p-groupe Tp :Théorème 4.4.9. Soit n tel que ker(Clpn+1(K0) → Clpn(K0)) =
(Z/pZ)r2+1 et pn > e

p−1 . On suppose d'une part que
FI(Clpn(K0)) = [a1, · · · , ar2+1, b1, · · · , bt]86



ave Min(vp(ai)) > Max(vp(bi)) + 1, et d'autre part que :
FI(Clpn+1(K0)) = [pa1, · · · , par2+1, b1, · · · , bt].Alors, on a :

FI(Tp) = [b1, · · · , bt].Démonstration. En e�et, du fait que
ker(Clpn+1(K0)→ Clpn(K0)) ≃ (Z/pZ)r2+1,on a Clpn(K0) ≃ torZp(X0)×Gal(K̃0∩Hpn

0 /K0) et Clpn+1(K0) ≃ torZp(X0)×Gal(K̃0 ∩ Hpn+1

0 /K0). Or on a vu que les fateurs invariants de Gal(K̃0 ∩
Hpn+1

0 /K0) étaient exatement égaux à p fois eux de Gal(K̃0 ∩ Hpn

0 /K0).Par onséquent, si a est un fateur invariant de Gal(K̃0 ∩Hpn+1

0 /K0), on anéessairement a = pai ou a = pbi. Or ommeMin(vp(ai)) > Max(vp(bi))+1,auun des fateurs invariants de Gal(K̃0 ∩ Hpn+1

0 /K0) n'est de la forme
pbi. Les fateurs invariants de Gal(K̃0 ∩ Hpn+1

0 /K0) sont don exatementles pa1, · · · , par2+1. Le résultat déoule alors du fait que Clpn+1(K0) estisomorphe au produit diret de Tp et de Gal(K̃0 ∩Hpn+1

0 /K0).Exemple 4.4.10. Pour le orps Q(
√
−129), on a Clp3(K0) = [27, 9, 3]et Clp4(K0) = [81, 18, 3]. On en déduit don que la Zp-torsion de X0 estexatement Z/3Z.4.5 Approhe heuristiqueNous sommes maintenant en mesure de aluler Tp. L'idée de ette setionest d'essayer de donner une expliation heuristique des résultats numériquesque l'on obtient. Bien évidemment, la prinipale référene sur le sujet est [2℄,mais on on pourra aussi regarder [4℄.L'idée prinipale des heuristiques de Cohen-Lenstra peut se vulgariser de lafaçon suivante : �plus un groupeG possède un gros groupe d'automorphismes,moins il apparaît dans la nature�. Commençons par rappeler les prinipauxrésultats que nous utiliserons.4.5.1 Rappels sur les heuristiques de Cohen-LenstraLa Zp-torsion de X0 est le groupe de Galois d'une ertaine extension de

K0. Si l'on suppose l'extension K0/Q galoisienne, le module Tp est alors munid'une struture de Z[∆]-module, où ∆ := Gal(K0/Q).Cependant, si l'on note N∆ =
∑

δ∈∆ δ, on a N∆(Tp) = 1, par onséquent Tpest en fait un Zp[∆]/(N∆)-module. 87



Dans le as où le groupe ∆ est ylique d'ordre premier l, Zp[∆]/(1 + δ +
· · · δo(∆)−1) est isomorphe à l'anneau des entiers de Q(ζl), que l'on notera
Ol.Dans ette setion, nous supposerons don que K0 est une extension yliquede degré premier l de Q. La Zp-torsion de X0 est alors naturellement munied'une struture de Ol-module.D'une façon générale, on sait que tout Ol-module G peut s'érire de façonnon anonique sous la forme ⊕q

i=1Ol/ai, où les ai sont des idéaux de Ol.Cependant l'idéal a =
∏q

i=1 ai ne dépend lui que de la lasse d'isomorphiede G, onsidéré omme Ol-module. Cet invariant, noté a(G), peut êtreonsidéré omme une généralisation de la notion de ardinal. On a d'ailleurs
NQ(ζl)(a(G)) = #G.Pour alléger les notations on notera :� ∑G,N =

∑
G,N(a(G))≤N , la somme portant sur les lasses d'isomorphiede G.� ∑a,N =

∑
a,N(a)≤N .� ∑a′,N =

∑
a′,N(a′)≤N et a′∧p=1.� ∑p,N =

∑
p,N(p)≤N et p∈Sp

, où Sp désigne l'ensemble des p-plaes de
Ol.Nous allons maintenant dé�nir la notion de ardinalité asymptotiquepour un ensemble de Ol-module donné. Pour ela, onsidérons une fontion f ,dé�nie sur l'ensemble des lasses d'isomorphies de Ol-modules (typiquement

f sera une fontion aratéristique). On pose alors
SN (f) =

∑
G,N

f(G)
#AutOl

(G)

SN =
∑

G,N
1

#AutOl
(G)Dé�nition 4.5.1. La moyenne de f est si elle existe la limite lorsque

N →∞ du quotient
SN (f)

SNElle sera notée Ml(f).Dans le as où f est la fontion aratéristique d'une ertaine propriété, lequotient SN (f)
SN

peut s'interpréter de la façon suivante : onsidérons l'ensembledes lasses d'isomorphie des groupes de ardinal inférieur ou égal à N ,le quotient SN (f)
SN

peut être onsidéré omme le rapport du ardinal del'ensemble des groupes véri�ant la propriété f sur le ardinal de l'ensembletotal des groupes onsidérés initialement, haque lasse d'isomorphie étantompté ave la pondération 1
#AutOl

(G) .Suivant [2℄, introduisons la notation suivante :88



Notation : Étant donné un idéal a de Ol, on note
w(a) =

∑

G,a(G)=a

1

#AutOl
(G)Dans [2℄, Cohen et Lenstra donnent une relation permettant de alulere�etivement w(a) :Proposition 4.5.2. Soit n ∈ N, alors :

w(a) =
1

NQ(ζl)(a)


∏

pα||a

α∏

k=1

(1− 1

NOl
(p)k

)




−1

.La notation pα||a signi�ant que pα|a et que pα+1 ∤ a.Par onséquent la fontion w, dé�nie sur l'ensemble des idéaux de Ol, estmultipliative.Notation : Notons Fp la fontion aratéristique de l'ensemble deslasses d'isomorphies de groupe, dont la p-partie est non-triviale.Proposition 4.5.3. Notons p1, · · · , pg les p-plaes de Ol, la moyenne de Fpexiste et on a :
Ml(Fp) = 1−

g∏

i=1

∏

k≥1

1− 1

pkfi
,où les fi désignent les degrés des extensions résiduelles Ol/pi sur Fp.Démonstration. Notons tout d'abord que e résultat peut être démontré defaçon plus rapide en utilisant les fontions ζ, nous avons toutefois pris leparti d'en donner une démonstration élémentaire.Par dé�nition de Fp, on a Fp(G) = 1 si et seulement si a(G) est divisible parune p-plae, il s'ensuit que :

SN (Fp) =
∑

G,#G≤N et p|#G
1

#AutOl
(G)

=
∑

G,N
1

#AutOl
(G) −

∑
a′,N

1
#AutOl

(G)

.Ainsi
SN (f)

SN
= 1−

∑
a′,N

1
#AutOl

(G)∑
G,N

1
#AutOl

(G)

.L'idée pour déterminer la limite du quotient SN (f)
SN

est d'utiliser lamultipliativité de la fontion w. Remarquons pour ommener que∑
G,N

1
#AutOl

(G) =
∑

a,N w(a). 89



Notons QN (Fp) =
∑

a′,N w(a′)
∑

a,N w(a) , de sorte que SN (Fp)
SN

= 1−Qn(Fp).Par multipliativité de w, on a :
∑

a,N

w(a) ≤
∑

a′,N

w(a′)
∑

p,N

w(p),il s'ensuit que
QN (Fp) ≥

1∑
p,N w(p)

. (4.7)Par ailleurs, donnons nous un ǫ > 0 :
Qn(Fp) =

∑
a′,N w(a′)

∑
a,N w(a)

=
∑

a′,N w(a′)
∑

p,Nǫ w(p)
∑

a,N w(a)
∑

p,Nǫ w(p) .On a alors :
Qn(Fp) ≤

∑
a,N1+ǫ w(a)∑

a,N w(a)
∑

p,Nǫ w(p)
. (4.8)Or lorsque x → +∞, ∑a,xw(a) ≃ C∞ log(x) (lemme 5.3 de [2℄), ave

C∞ = κ
∏

s≥2 ζQ(ζl)(s), κ désignant le résidu en s = 1 de la fontion ζQ(ζl).Il en déoule que
lim

N→+∞

∑
a,N1+ǫ w(a)∑
a,N w(a)

= 1 + ǫ.Par onséquent, pour déterminer la limite lorsque N → +∞ de Qn(Fp), ilsu�t de déterminer la limite lorsque N → +∞ de ∑p,N w(p), e qui estl'objet du lemme qui suit :Lemme 4.5.4. La suite de terme général ∑p,N w(p) est onvergente.Démonstration. Notons p1, · · · , pg les p-plaes de Ol et onsidérons la sériede terme général w(pki ). Désignons par fi, le degré de l'extension résiduelle
Ol/pi sur Fp. On a d'après la proposition 4.5.2 :

w(pki ) =
1

pfik

(
k∏

a=1

(1− 1

pfia
)

)−1

.Or il déoule d'une identité d'Euler, ité dans [9℄, que :
∑

k≥0

w(pki ) =
1∏

k≥1 1− 1
pkfi

.Notons li =∑k≥0w(p
k
i ), nous allons montrer que la limite lorsque N → +∞de ∑p,N w(p) =

∏g
i=1 li. D'une part, par multipliativité de w, on a∑

p,N w(p) ≤ ∏g
i=1 li. On en déduit don la onvergene lorsque N → +∞90



de ∑p,N w(p). D'autre part ∑p,N w(p) ≥ ∏g
i=1

∑
k=0,Ni

w(pi
k), où Ni =

E( log(N)
gfi log(p)

) (onrètement N(pki ) ≤ N
1
g ⇔ k ≤ Ni). On en déduit don�nalement que

g∏

i=1

∑

k≥0

w(pki ) ≥
∑

p,N

w(p) ≥
g∏

i=1

∑

k=0,Ni

w(pi
k)et on a bien

lim
N→+∞

∑

p,N

w(p) =

g∏

i=1

li.

Notons αp la limite en +∞ de ∑p,N w(p).Des invégalités 4.7 et 4.8,on déduit que lim supQN (Fp) ≤ (1 + ǫ) 1
αp
, ∀ǫ > 0. Ce qui implique que

lim supQN (Fp) ≤ 1
αp
. De plus lim inf QN (Fp) ≥ 1

αp
. On en déduit don que

limQN (Fp) =
1
αp

et don que Ml(Fp) = 1− 1
αp
. Plus préisément :

Ml(Fp) = 1−
g∏

i=1

∏

k≥1

1− 1

pkfi
.Dans le as où l'extension K0 est galoisienne, tous les degrés résiduels sontégaux à f et dans e as

Ml(Fp) = 1−


∏

k≥1

1− 1

pkf




g

.

Remarque. Le réel Ml(Fp) lorsque il existe est ouramment appelé 0-moyenne de Fp. La notion de 0-moyenne se généralise en elle de u-moyenne. Les formules permettant de aluler e�etivement la u-moyennede Fp s'obtiennent en substituant k + u à k dans les formules relativesà la 0-moyenne. Pour de plus amples informations sur la notion de u-moyenne, il onviendra de onsulter [2℄ ou [4℄. Nous donnons i-dessousles valeurs approhées des u-moyennes de Fp pour u = 1, 2, 3 et p ∈
{2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19}. 91



Valeurs théoriques des u-moyennes :
p 1-moyenne 2 -moyenne 3-moyenne3 0.1598 0.0547 0.01845 0.0495 0.0099 0.00207 0.0237 0.0033 0.000511 0.0090 0.0008 0.000113 0.0064 0.0004 0.000017 0.003 0.0002 0.000019 0.0029 0.0001 0.00004.5.2 Comparaison ave les résultats numériques obtenusPour aluler e�etivement la Zp-torsion du module X0, il su�t d'utiliserle théorème 4.4.9 de la façon suivante :1. On alule les p-parties des groupes de lasses de rayon pn et pn+1,dont les ardinaux respetifs sont notés qn et qn+1.2. Si le quotient qn+1

qn
vaut pr2+1, on est en mesure d'utiliser le théorème4.4.9 et don de déterminer la struture de la Zp-torsion du module

X0.3. Sinon, on inrémente la valeur de n, le orollaire 4.4.4 assurantl'existene d'un entier n pour lequel le quotient qn+1

qn
vaudrae�etivement pr2+1.Cette méthode est implémentée dans le sript torlass.gp �gurant en annexede la thèse.Cas des orps quadratiques réelsDans e as Ol = Z et don l = 2.Prinipe du alul : Étant donné un entier N , on onsidère tous les orpsquadratiques du type Q(

√
d) ave d entier naturel sans fateur arré et

d ≤ N . On obtient ainsi un ensemble KN de orps quadratiques. Ensuite,on alule la proportion de orps appartenant à KN , pour lesquels la Zp-torsion de X0 est non triviale. Cette proportion est notée fexp. L'éart absolu
|fexp −M2(Fp)| entre fexp et M2(Fp) est noté δ. On donne i-dessous, lestables omportant les résultats obtenus pour N = 104 et N = 105.Notons que si l'on onsidère omme ensemble KN l'ensemble des orps dutype Q(

√
d), dont le disriminant est inférieur ou égal à N , on obtient desrésultats en tous points similaires.

N = 10492



p M2(Fp) fexp δ(Éart)3 0.43987 0.43933 0.000545 0.23967 0.21210 0.027577 0.16320 0.14683 0.0163711 0.09916 0.08796 0.0112013 0.08284 0.07498 0.0078617 0.06228 0.05788 0.0044019 .05540 0.05508 0.00032
N = 105

p M2(Fp) fexp δ(Éart)3 0.43987 0.46619 0.026325 0.23967 0.22244 0.017237 0.16320 0.15632 0.0068811 0.09916 0.09238 0.0067813 0.08284 0.08045 0.0023917 0.06228 0.05930 0.0029819 0.05540 0.05413 0.00126Cas des orps ubiquesDans e as Ol = Z[j] et l = 3.Prinipe du premier alul : Étant donné un entier N , on onsidèretous les sous-orps yliques de degré 3 de Q(ζn) pour 1 ≤ n ≤ N . On obtientainsi un ensemble KN de orps ubiques.Ensuite, on alule la proportion de orps appartenant à KN , pour lesquelsla Zp-torsion de X0 est non triviale. Cette proportion est notée fexp. L'éartrelatif |fexp − M3(Fp)| entre fexp et M3(Fp) est noté δ. On obtient pour
N = 20000, un ensemble KN de ardinal 3165, omprenant tous les orpsyliques de degré 3 dont le disriminant est inférieur ou égal à 399960001.De plus :

p M3(Fp) fexp δ(Éart)2 0.3115 0.4088 0.09735 0.04160 0.04202 0.000427 0.29977 0.29953 0.0002411 0.00833 0.00758 0.0007513 0.15881 0.16114 0.002317 0.00347 0.00190 0.0015719 0.10773 0.11438 0.0066593



Prinipe du seond alul : Nous avons ii utilisé les tables de orpsde nombres disponibles sur le site dédié au logiiel pari-gp . Nous avonsonsidéré les 10000 premiers orps de nombres de degré 3 (non néessairementyliques) de signature (3, 0) �gurant dans es tables. Dans e as, la Zp-torsion du module X0 n'est a priori muni que d'une struture de Z-moduleet les résultats que l'on obtient qui semblent être en adéquation ave lesheuristiques énonées préédemment.
p M2(Fp) fexp δ(Éart)2 0.7112 0.3644 0.3475 0.23967 0.23244 0.017237 0.16320 0.15896 0.0068811 0.09916 0.0980 0.0067813 0.08284 0.0817 0.0023917 0.06228 0.06214 0.0029819 0.05540 0.05671 0.00126Extensions yliques de degré 5Prinipe du premier alul : Dans e as, Ol = Z[ζ5] et l = 5. Leprinipe du alul est identique à elui utilisé pour les extensions yliquesde degré 3, dans le sens ou l'on a dans un premier temps examiner toutes lesextensions yliques de degré 5, qui sont des sous extensions de Q(ζn) pour

n ≤ 20000. On obtient dans e as les résultats suivants, que l'on ompareaux fréquenes expérimentales attendues pour un Z[ζ5]-module.
p M5(Fp) fexp δ(Éart)2 0.0664 0.2137 0.14733 0.01250 0.01430 0.001807 0.00042 0.00091 0.0004911 0.34147 0.33830 0.0031713 0.00003 0 0.0000317 0.00001 0 0.0000119 0.00555 0.00639 0.00084Prinipe du seond alul : Nous avons ii utilisé les tables de orps denombres disponibles sur le site dédié au logiiel pari-gp . Nous avons onsidéréles 10.000 premiers orps de nombres de degré 5, de signature (5, 0) �gurantdans es tables. Ii enore, la Zp-torsion du module X0 n'est a priori munieque d'une struture de Z-module et les résultats que l'on obtient semblentêtre en adéquation ave les heuristiques énonées préédemment.94



p M2(Fp) fexp δ(Éart)2 0.7112 0.35910 0.35213 0.43987 0.4027 0.026327 0.16320 0.1609 0.0068811 0.09916 0.0990 0.0067813 0.08284 0.0878 0.0023917 0.06228 0.0636 0.0029819 0.05540 0.0549 0.001264.5.3 Inidene de la signature du orpsPour l'instant, nous n'avons e�etué que des aluls pour des orps designatures onstantes. Dans ette setion, nous étudions l'inidene de lasignature du orps sur la fréquene d'apparition du module Tp. Nous avons,utilisant les tables de nombres disponibles sur le site dédié à pari-gp , aluléles fréquenes d'apparition de Tp pour des orps de nombres de degré 3et 5, dont les signatures sont respetivement (1, 1) et (3, 0) d'une part et
(1, 2), (3, 1) et (5, 0) d'autre part.Nous tentons ensuite d'interpréter les résultats obtenus en termes de u-moyennes (relativement à la notion de u-moyenne, qui généralise elle de0-moyenne, on pourra onsulter [2℄ ou [4℄) et onstatons que pour les orpsn'ayant qu'une seule plae omplexe la fréquene expérimentale obtenue estde l'ordre de la 1-moyenne de Fp.Les résultats obtenus sont onsignés dans les tableaux i-dessous :Cas des orps de degré 3.

p fexp(1, 1) fexp(3, 0)3 0.2044 0.47295 0.0401 0.232247 0.0190 0.1589611 0.0069 0.098013 0.0061 0.081717 0.0028 0.0621419 0.0023 0.05671Cas des orps de degré 5 :95



p fexp(1, 2) fexp(3, 1) fexp(5, 0)3 0.1071 0.1548 0.40275 0.0057 0.0341 0.22817 0.0023 0.0204 0.160911 0.0007 0.0099 0.099013 0.0003 0.0054 0.087817 0.0003 0.0035 0.063619 0.0002 0.0028 0.0549Nous observons alors que les fréquenes théoriques obtenues pour lesorps ubiques de signature (1, 1) et pour les orps quintiques de signature
(3, 1) sont de l'ordre de la 1-moyenne de Fp, omme le montre le tableaui-dessous :

p 1-moy. fexp(1, 1) fexp(3, 1)3 0.1598 0.2044 0.15485 0.0495 0.0401 0.03417 0.0237 0.0190 0.020411 0.0090 0.0069 0.009913 0.0064 0.0061 0.005417 0.003 0.0028 0.003519 0.0029 0.0023 0.00284.5.4 SynthèseDans le as quadratique réel et plus généralement dans le as où lemodule Tp n'est muni que d'une strture de Z-module, les résultats obtenusnumériquement semblent être en aord ave les heuristiques de Cohen-Lenstra.d Par ailleurs dans [7℄, page 330, l'auteur se demande si étant donné unorps K0, le produit ∏p Tp est �ni ou in�ni. Les aluls que nous avonse�etués, ne permettent sans doute pas de se faire une idée relativement àe problème très ardu, toutefois il est intéressant de noter que dans le adredes heuristiques que l'on a e�etué, nous avons fait omme si Tp était la
p-partie d'un groupe abélien �ni G, relié �aléatoirement� au orps K0. Cettehypothèse semble orroboré par l'expériene dans le as où K0 est un orpsquadratique réel.4.6 Calul du Zp-rang de XSUne façon de généraliser l'étude que nous venons de faire est de onsidéreren lieu et plae de l'extension M0, l'extension MS , pro-p-extension abéliennemaximale non-rami�ée en dehors de S de K0, pour un ensemble de p-plaes96



S de K0.Donnons nous don un ensemble de p-plaes S et désignons par XS le groupede Galois sur K0 de MS . On va dans ette setion essayer de déterminer uneméthode permettant de aluler expliitement la struture du Zp-module XS ,i.e. son Zp-rang et sa torsion.E�etuant des aluls similaires à eux e�etués lors de la démonstration dela proposition 4.3.8, on montre aisément que les extensions MS et H0 sontreliés entre elles, via la suite exate qui suit :
U

S
K0

iS //
∏

v∈S U1
v

// XS
// Gal(H0/K0) // 1, (4.9)où U

S
K0

= {u ∈ UK0 t.q. iv(u) ∈ U1
v ,∀v ∈ S}.Dans l'étude initiale que nous avons e�etuée, nous nous sommes plaés dansle as d'un orps de nombres K0 véri�ant la onjeture de Leopoldt, qui estéquivalente à l'injetivité de iSp .Cette hypothèse présentait un double intérêt : d'une part elle permet deramener la liberté du groupe GSp à la Zp-liberté du module X0 et d'autrepart elle permet de aluler le Zp-rang de X0, qui est r2 + 1.En outre, on a vu lors du alul e�etif de Tp que la suite des ardinauxde ker(Clpn+1(K0) → Clpn(K0)) était asymptotiquement égale à pr2+1. End'autres termes la onnaissane du Zp-rang de X0 nous permet de déterminere�etivement la limite de ette suite et par suite la struture de Tp.Si l'on veut être en mesure de aluler la Zp-torsion de XS en utilisant ladémarhe adoptée initialement, il est don néessaire de onnaître le Zp-rangde XS , que l'on notera dS .Dans le as où l'appliation iS est injetive, la valeur de dS se déduitimmédiatement de la suite exate (4.9). Dans [20℄, l'auteur donne denombreux exemples d'extensions K/Q pour lesquelles l'appliation iS estinjetive. Par ailleurs, il existe des formules �expliites� permettant dealuler e rang, omme par exemple le th. 11.8 de [17℄. Ce théorèmeramène le alul du Fp-rang de XS au alul du Fp-rang de VS/(K

∗
0 )

p, où
VS = {a ∈ K∗

0 |a ∈ (K∗
v )

p,∀v ∈ S}. Dans l'optique qui nous intéresse, àsavoir aluler e�etivement le Zp-rang de XS , l'utilisation de ette formuledans un as pratique semble très ardue dans la mesure où le alul e�etifdu Fp-rang de VS/(K
∗
0 )

p est au moins aussi di�ile que le alul du Zp-rangde ker(iS).Dans le as d'une extension non-rami�ée, la détermination de ker(iS) seramène, via la fontion logp, à la détermination du noyau d'une matrie àoe�ients dans Zp. Cette méthode, si elle est failement implémentable,possède deux gros défauts. D'une part l'hypothèse de non-rami�ationest très restritive, d'autre part lorsque on l'implémente e�etivement,l'utilisation de la fontion logp impose l'utilisation de valeurs approhées.Après avoir donné un exemple de alul théorique de dS , nous aluleronse�etivement la Zp-torsion de XS pour une famille de orps F onstituée de97



orps pour lesquels nous onnaissons dS .4.6.1 XS omme limite projetive de groupes de lasses derayon.Pour une p-plae v ∈ S désignons par pv l'idéal premier sous jaent. Ondé�nit alors l'idéal m omme le produit des idéaux pevv , où ev désigne l'indiede rami�ation de v dans K0/Q. La p-partie du groupe de lasses de rayon
mn est alors aratérisée, via la théorie globale du orps de Classes, par lasuite exate suivante :

1 // K∗
∏

v∈S U
nev
v

∏
v/∈S Uv

// IK0
// Gal(Hmn

0 /K0) // 1,(4.10)où IK0 =
∏

v Kv
∗. On en déduit que l'extensionMS peut être obtenue ommelimite indutive des orps de lasses de rayon mn, le groupe de Galois XSétant alors la limite projetive des Clmn(K0) := Gal(Hmn

0 /K0).4.6.2 Propriétés de stabilisation de Clmn(K0)Notons dS le Zp-rang de XS et notons KS le ompositum de toutes les Zp-extensions deK0 ontenues dansMS . Il est immédiat que Gal(KS/K0) = Zds
pet que torZp(XS) ≃ Gal(MS/KS).De façon similaire à la proposition 4.4.1, on démontre que :Proposition 4.6.1. Pour tout entier n >> 0, le noyau de la surjetionnaturelle ker(Clmn+1(K0)→ Clmn(K0) se surjete sur Z/pZdS .De plus, onsidérant les suites exates issues de la théorie globale duCorps de Classes aratérisant les orps Hmn

0 et Hmn+1

0 , on montre que
ker(Clmn+1(K0)→ Clmn(K0)) ≃

∏
v∈S Unev

v /iS(U
mn

K0
).L'élévation à la puissane p induit don une surjetion ker(Clmn+1(K0) →

Clmn(K0)) sur ker(Clmn+2(K0) → Clmn+1(K0)) et de façon similaire au asoù S = Sp, on en déduit la proposition suivante :Proposition 4.6.2. Supposons qu'il existe un entier n0 tel que le ardinal de
ker(Clmn+1(K0)→ Clmn(K0)) soit égal à pdS , alors pour tout entier n ≥ n0,on a ker(Clmn+1(K0)→ Clmn(K0)) ≃ (Z/pZ)dS .La détermination expliite de torZp(XS) peut don s'e�etuer en utilisantla méthode élaborée pour la détermination de Tp sous réserve que l'ononnaisse dS . 98



Calul e�etif de torZp(XS)Supposons que le Zp-rang dS de XS soit onnu, alors le théorème suivantpermet de aluler e�etivement torZp(XS)Théorème 4.6.3. Soit n tel que ker(Clmn+1(K0)→ Clmn(K0)) ≃ (Z/pZ)dS .On suppose d'une part que
FI(Clmn(K0)) = [a1, · · · , adS , b1, · · · , bt],ave Min(vp(ai)) > Max(vp(bi)) + 1, et d'autre part que :
FI(Clmn+1(K0)) = [pa1, · · · , padS , b1, · · · , bt].Alors, on a :

FI(torZp(XS)) = [b1, · · · , bt].4.6.3 Un exemple de alul théorique de dSNous donnons dans ette setion un exemple de alul théorique de dS .Cas de ertains orps CM .On suppose ii que K0 est un orps CM dans lequel p est non-déomposédansK+
0 et déomposé dansK0/K

+
0 , de sorte que l'on a p = pp. On onsidère

S = {p}.Proposition 4.6.4. L'appliation iS est injetive et le Zp-rang de XS estégal à 1.Démonstration. De la suite exate 4.9, on déduit que le Zp-rang dS de XSvaut :
dS = rkZpU

1
p + rkZp(ker(iS)− rkZpUK0 = 1 + rkZp(ker(iS)Le orps K0 étant CM , on sait (th. 4.12 de [26℄) que µ(K0)UK+

0
est d'indie1 ou 2 dans UK0 , µ(K0) désignant le sous groupe des raines de l'unitéontenues dans K0. Soit don u ∈ ker(iS), quitte à remplaer u par u2, onpeut toujours supposer que u ∈ µp∞(K0)×UK+

0
, où µp∞(K0) = µ(K0)⊗Zp.Par onséquent upa ∈ UK+

0
, où pa est l'exposant de µp∞(K0). Par hypothèse,on a iS(u

pa) = 1, i.e. ip(u
pa) = 1. Or du fait que u ∈ K+

0 , on a
ip(u

pa) = ip(up
a
) = ip(u

pa) = 1, par onséquent up
a ∈ ker(iSp) = 1. Le

Zp-module ker(iS) étant Zp-libre, on a néessairement u = 1. Ce module estdon trivial et l'appliation iS est injetive. Il s'en suit que dS = 1.Si l'exemple préédent montre qu'il est possible de aluler théoriquementle Zp-rang de XS , il montre aussi que de tels aluls néessitent deshypothèses très restritives. 99



4.6.4 Une approhe numériqueDans ette setion, on note FN l'ensemble des orps yliques de degré 3totalement réels, dans lesquels p est non déomposé, qui sont des sous orpsde Q(ζn) ave n entier, n ≤ N .Pour un entier d tel que p soit déomposé dans Q(
√
−d), on note KN,dl'ensemble des orps F.Q(

√
−d), F parourant FN . On sait alors en vertude la proposition 4.6.4 que pour K ∈ KN,d, le Zp-rang de XS(K), lorsque Sest onstitué d'une unique p-plae, est égal à 1. On peut don utilisant lethéorème 4.6.3 déterminer la struture de torZp(XS).Le nombre d'éléments de KN,d pour lesquels la Zp-torsion de XS est non-triviale sera noté CS

N,d, le nombre total d'éléments de KN,d sera noté CN,d etle rapport CS
N,d

CN,d
sera noté fS

N,d.
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Utilisant le logiiel pari-gp , on obtient les résultats suivants pour
N = 20000 et p = 3 :Valeur de d CS

N.d CN.d fS
N.D2 97 116 0.845 95 116 0.828 97 116 0.8411 94 116 0.8114 96 116 0.8317 101 116 0.8720 95 116 0.8223 115 116 0.9926 115 116 0.9929 115 116 0.9932 97 116 0.8435 95 116 0.8238 115 116 0.9941 98 116 0.8444 94 116 0.8147 97 116 0.8450 97 116 0.8453 115 116 0.9956 96 116 0.8359 115 116 0.9962 93 116 0.865 93 116 0.868 101 116 0.8771 91 116 0.7874 95 116 0.8277 96 116 0.8380 95 116 0.8283 115 116 0.9986 97 116 0.8489 115 116 0.9992 115 116 0.9995 96 116 0.8398 97 116 0.84
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Chapitre 5Annexe : programmes pari-gp .5.1 Calul du radial kummérienNom du sript : look(bnf,base,p).Paramètres du sript :� bnf est un orps de nombres, dé�ni par bn�nit.� base est un ensemble de plaes du orps de nombres onsidéré.� p est un nombre premier.Desription du sript : Ce sript détermine toutes les S-unités u,telles que l'élément u
1
p engendre une extension non-rami�ée, S désignantl'ensemble des plaes étrangères à p ontenues dans �base�.Sortie du sript : Ce sript retourne un veteur à deux omposantes,la première omposante étant la liste des élément de US

K0
/p engendrant desextensions non-rami�ées et la seonde le nombre de tels éléments.Dépendanes : plan_proj.gp.Code soure du sript : 1look(bnf ,base ,p)= 2{ 3loal(r,proj ,lproj ,u,ul,u2,unif ,vu,a,b,,de ,e,f,g,t,tv,mu,rnf ,vdr ,pt ,lk,tvp ,tvnp ,npid ,pbase ,snpid ,lnpid ,Mval ,Mu,Mvu); 4read("plan_proj.gp"); 5pt=0; 6r=matsize(base)[2℄; 7/*Nous allons déterminer la liste des idéauxétrangers à p, divisant les élements de base*/ 8pbase=prod(a=1,r,base[a℄); 9/*On fait le produit de tous les éléments de base*/ 10npid=idealfator(bnf ,pbase);103



11/*On déompose e produit en produit d'idéauxpremiers */ 12snpid=matsize(npid)[1℄; 13/*On ompte es idéaux */ 14lnpid =[℄; 15if(snpid >0, 16/*On va séletionner dans snpid les idéauxétrangers à p*/ 17for(a=1,snpid , 18if(npid[a,1℄[1℄<>p,lnpid=onat(lnpid,[npid[a,1℄℄)); 19); 20if(matsize (lnpid)[1℄>0, 21Mval=matrix(matsize(lnpid)[1℄,r,i,j,idealval (bnf ,base[j℄,lnpid[i℄)); 22); 23); 24proj=plan_proj(r,p); 25lproj=matsize(proj)[1℄; 26/*proj ontient le plan projetif , paramétrant l'ensemble des p-extensions élémentaires assoié auradial kummérien base*/ 27mu=-1*subst(nffator (bnf ,x^2+x+1)[1,1℄,x,0); 28de=idealprimede(bnf ,p); 29e=de [1℄[3℄; 30f=de [1℄[4℄; 31g=matsize(de)[2℄; 32lk=[℄; 33/*lk ontiendra les éléments du radial kummerienassoie a l'extension non -ramifiee */ 34for(a=1,lproj , 35u=mu^proj[a,1℄*prod(b=1,r,base[b℄^proj[a,b+1℄); 36/*u est un élément générique de base tenseurFp*/ 37/*On va ommener par regarder laramifiation en les non -p-plaes*/ 38if(matsize (lnpid)[1℄>0, 39Mu=matrix(r,1,i,j,proj[a,i+1℄); 40Mvu=Mval*Mu; 41Mvu=Mod(Mvu ,p); 42Mvu=lift(Mvu); 43tvnp=mattranspose(Mvu)*Mvu 44, 104



45tvnp=0; 46); 47if(tvnp==0, 48t=vetor(g); 49tv=vetor(g); 50/* On va dans la boule qui suit examiner laramifiation en les p-plaes*/ 51for(b=1,g, 52unif=bnf.zk*de[b℄[2℄; 53/*unif est une uniformisante assoiéeà la p-plae étudiée */ 54vu=idealval (bnf ,u,de[b℄); 55tvp=lift(Mod(vu,p)); 56/*Si la valuation de u en une p-plaeest non divisible par p, alors l'extension est ramifiée en ette p-plae*/ 57if(tvp==0, 58ul=u/unif^vu; 59ul=ul^(p^f-1); 60tv[b℄= idealval (bnf ,ul -1,de[b℄)/e; 61if(tv[b℄>=p/(p-1),t[b℄=1); 62if(lift(Mod(e,p))==0& lift(Mod(tv[b℄*e,p))==0, 63rnf=rnfinit(bnf ,x^p-u); 64vdr=idealval (bnf ,rnf[3℄[1℄ , de[b℄); 65/*vdr est lavaluationdudisriminantde l'extensionrelativeen une p-plae*/ 66if(vdr==0,t[105



b℄=1); 67); 68); 69); 70if(prod(b=1,g,t[b℄) >0,pt=pt+1;lk=onat(lk,u);); 71); 72); 73return ([lk,pt℄); 74}5.2 Paramétrisation de P n(Fp)Nom du sript : plan_proj(n,p).Paramètres du sript :� n est un nombre entier.� p est un nombre premier.Desription du sript : Ce sript détermine tous les éléments del'espae projetif Pn(Fp).Sortie du sript : Ce sript retourne un veteur dont les omposantessont les élément de Pn(Fp).Dépendanes : auune.Code soure du sript : 1plan_proj(n,p)= 2{ 3loal(P,F,M,N,l); 4P=vetor(n+1); 5if(n==0,P[1℄=matrix(p-1,1,a,ba), 67F=vetor(n); 8F[1℄=matrix(p,1,i,j,i-1); 9P[1℄=matrix(1,1,i,j,1); 10for(a=2,n, 11l=matsize(F[a-1℄)[1℄; 12for(b=0,p-1, 13if(b==0,F[a℄=onat(F[a-1℄,matrix(l,1,i,j,b)),M=onat(F[a-1℄, matrix(l,1,i,j,b));N=onat(mattranspose(F[a℄),mattranspose(M));F[a℄= mattranspose(N);106



14); 15); 16); 17for(a=1,n, 18l=matsize(P[a℄)[1℄; 19m=matsize(F[a℄)[1℄; 20P[a+1℄=onat(P[a℄,matrix(l,1,i,j,0)); 21M=onat(F[a℄,matrix(m,1,i,j,1)); 22N=onat(mattranspose(P[a+1℄),mattranspose(M)); 23P[a+1℄= mattranspose(N); 24); 2526); 27return(P[n+1℄); 28}5.3 Calul des polyn�mes, qui engendrent desextensions yliques de degré pNom du sript : liste(N,p).Paramètres du sript :� N est un nombre entier.� p est un nombre premier.Desription du sript : Ce sript détermine tous les polyn�mesengendrant des extensions yliques de degré p ontenues dans Q(ζn) pourtous les entiers n ≤ N .Sortie du sript : Ce sript retourne un veteur onstitué de polyn�mesde degré p.Dépendanes : auune.Code soure du sript : 1liste(N,p)= 2{ 3loal(j,t,lp,pol ,n,q,a,b,,lpt); 4lp=[℄; 5for(j=3,N, 6t=eulerphi (j); 7t=lift(Mod(t,p)); 8if(t==0, 9pol=polsubylo(j,p);107



10if(type(pol)=="t_VEC",n=matsize(pol)[2℄; 11for(a=1,n,q=pol[a℄;lp=onat(lp,q)), 12lp=onat(lp,pol); 13); 14); 15); 16t=matsize(lp)[2℄; 17lpt=onat([℄,lp[1℄); 18for(a=2,t, 19=1;b=1; 20while(b<> 0 &  <= matsize (lpt)[2℄,b=lp[a℄-lpt[℄;=+1;); 21if(b<>0,lpt=onat(lpt ,lp[a℄);); 22); 23return(lpt); 24}5.4 Calul de la Zp-torsion de X0Nom du sript : torlass(K,p)Paramètres du sript :� K est un orps de nombres dé�ni par la ommande bn�nit.� p est un nombre premier.Desription du sript : Ce sript détermine la partie de Zp torsion dumodule X0 assoié au orps de nombres K.Sortie du sript : Ce sript retourne un veteur à deux omposantes. Lapremière est un veteur ontenant les omposantes yliques de la partie de
Zp-torsion du module X0 et la seonde l'ordre de ette partie de Zp-torsion.Dépendanes : ppart.gp.Code soure du sript : 123torlass (K,p)= 4{ 5loal(a,b,,r2,n,tor ,h1,h2,ordre); 6read("ppart.gp"); 7a=0; 8n=1; 9r2=K.sign[2℄; 10=p^(r2+1); 108



11while(a==0, 12h1= bnrlass (K,p^n); 13h2= bnrlass (K,p^(n+1)); 14t=p^valuation (h2[1℄,p)/p^valuation (h1[1℄,p); 15h1= ppart(h1[2℄,p); 16h2= ppart(h2[2℄,p); 17if(t==, 18a=1; 19tor=vetor(matsize(h2)[2℄-r2-1); 20if(matsize(tor)[2℄>0, 21for(b=r2+2, matsize(h2)[2℄,tor[b-r2-1℄=h2[b℄); 22); 23,n=n++; 24); 25); 26if(matsize(tor)[2℄>0,ordre=prod(a=1,matsize(tor)[2℄,tor[a℄),ordre=1); 27return([tor ,ordre℄); 28}5.5 Calul de la p-partie d'un veteurNom du sript : ppart(v,p).Paramètres du sript :� v est un veteur.� p est un nombre premier.Desription du sript : Ce sript détermine la p-partie du veteur v.Sortie du sript : Ce sript retourne un veteur dont les ompsantessont les p-parties des omposantes du veteur initial.Dépendanes : auune.Code soure du sript : 1ppart(v,p)= 2{ 3loal(a,n,w1,w2); 4n=matsize(v)[2℄; 5if(n>0, 6w1= vetor(n); 7for(a=1,n,w1[a℄=p^valuation (v[a℄,p)); 8w2=[℄; 9for(a=1,n,if(w1[a℄<>1,w2= onat(w2,w1[a℄)));109



10return(w2) ,/*else*/ 11return ([1℄); 12); 13}5.6 Calul de la Zp-torsion de XSNom du sript : Storlass(K,S).Paramètres du sript :� K est un orps de nombres, dé�ni par bn�nit.� S est un ensemble de p-plaes du orps de nombres K.Desription du sript : Ce sript détermine la partie de Zp-torsion dumodule XS assoié à K, sous réserve que l'appliation naturelle iS : UK →∏
v∈S U1

v soit injetive.Sortie du sript : Ce sript retourne un veteur à deux omposantes. Lapremière est un veteur ontenant les omposantes yliques de la partie de
Zp-torsion du module XS et la seonde l'ordre de ette partie de Zp-torsion.Dépendanes : ppart.gp.Code soure du sript : 1Storlass (K,S)= 2{ 3/*K est un orps de nombres , S un ensemble de pplaes de S*/ 4loal(a,b,,r2,n,tor ,h1,h2,ordre ,l,hn,hn1,dS,de ,e,f,p,Nid ,prod_id,M0,Mn,Mn1); 5l=matsize(S)[2℄;/*l est le nombre de p plaes dans S*/ 6if(l>1,prod_id=S[1℄;a=2; while(a<=l,prod_id=idealmul (K,prod_id,S[a℄);a=a+1),prod_id=S[1℄;); 7/*prod_id ontient le produit des plaes de S*/ 8read("ppart.gp"); 9r1=K.sign[1℄; 10r2=K.sign[2℄; 11Nid=idealnorm (K,S[1℄); 12p=fator(Nid)[1,1℄; 13/*On détermine le premier p assoié à l'ensemble S*/ 14e=idealval (K,p,S[1℄); 15f=valuation (Nid ,p); 16ds=e*f*l-r1-r2+1; 17/*ds est le Zp rang du X_S sous l'hyptohèse i_Sinjetive */ 110



18M0= idealpow (K,prod_id,e); 19Mn=M0; 20a=0; 21n=1; 22Mn=1; 23while(a==0 & n<12, 24Mn=idealmul (K,Mn,M0); 25Mn1=idealmul (K,Mn,M0); 26/*Mn et Mn1 sont respetivement égaux à M0^n et M0^(n+1)*/ 27hn=bnrlass (K,Mn); 28hn1=bnrlass (K,Mn1); 29t=p^valuation (hn1[1℄,p)/p^valuation (hn[1℄,p); 30print("Le kn vaut", t," pour n=",n); 31/*t est le ardinal de ker(Cl(M_{n+1})->Cl(M_n)*/ 32hn=ppart(hn[2℄,p); 33hn1=ppart(hn1[2℄,p); 34if(t==p^ds, 35if(ds==0,tor=hn[2℄;ordore=hn[1℄;a=1, 36a=1; 37tor=vetor(matsize(hn1)[2℄-ds); 38if(matsize(tor)[2℄>0, 39for(b=ds+1,matsize(hn1)[2℄,tor[b-ds℄=hn1[b℄); 40ordre=prod(a=1,matsize(tor)[2℄,tor[a℄); 41,tor =[℄;ordre=1; 42); 43); 44,n=n++; 45); 46); 47return([tor ,ordre℄); 48}
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NotationsNous préisons dans ette partie les notations ommunes à l'ensemblede ette thèse. Les éventuelles hypothèses supplémentaires inhérentes à unhapitre partiulier seront préisées par la suite.
• Notations globales :� Q désigne une l�ture algébrique de Q.� p est un nombre premier impair et ζp désignera une raine primitive

p-ième de l'unité.� µp∞ désigne le groupe des raines p-primaires de l'unité de Q.� K0 désigne un orps de nombres.� Kn est le n-ième étage de la Zp-extension ylotomique assoié à K0.� Γ désigne le groupe de Galois Gal(K∞/K0), de sorte que Γ ≃ Zp.� Γn désigne le groupe de Galois Gal(K∞/Kn).� Cl(Kn) est le groupe des lasses d'idéaux de Kn.� An est la p-partie de Cl(Kn).� La limite indutive des An sera notée A∞.� Hn est la p-extension abélienne non-rami�ée maximale de Kn, desorte que Gal(Hn/Kn) ≃ An via l'appliation d'Artin.� Mn est la p-extension abélienne non-rami�ée en dehors de pmaximale de Kn, le groupe de Galois Gal(Hn/Kn) sera noté Xn.� L∞ est la pro-p-extension abélienne non-rami�ée maximale de K∞.� M∞ est la pro-p-extension abélienne non-rami�ée en dehors de pmaximale de K∞.� X∞ = Gal(L∞/K∞).� X∞ = Gal(M∞/K∞).
• Notations loales :pour une plae v donnée, Kv désigne le v-omplétéde K.� Uv désigne le groupe des unités de Kv.� U1

v désigne le groupe des unités prinipales de Kv.� Uv désigne le pro-p-omplété de Uv.� πv désigne une uniformisante de Kv.� Si v est une p-plae, on munira Kv de l'unique valuation prolongeantelle de Qp, de sorte que dans Kv, l'on a v(p) = 1.
• Notations relatives aux aratères.� κ désigne le aratère ylotomique ; κ : Gal(Q(ζp∞)/Q)→ C∗

p.113



� ω désigne le aratère de Teihmüller ; ω : Gal(Q(ζp)/Q)→ Z∗
p.� Si K0 est un orps ontenant ζp et Φ un aratère de Gal(K0/Q), learatère miroir de Φ est le aratère Φ∗ := Φ−1ω.� Etant donné un aratère Φ, dé�ni sur un groupe G, on note Zp[Φ]l'anneau des entiers de Qp(Φ(G)).

• Notations algébriques.� L'anneau des séries formelles à une indéterminée à oe�ients dans
Zp est noté Λ.� La série aratéristique d'un Λ-module de type �ni M est notée
sc(M).� Etant donné un Λ-module de type �ni M , le quotient M/torΛ(M)est noté Fr(M).� Etant donné deux Λ-modules M et N , on dit que M et N sontpseudo-isomorphes s'il existe un morphisme f : M → N dont lesnoyaux et onoyaux sont �nis et on note M ∼ N .� Etant donné un Zp-module M , le dual de Pontryagin de MHom(M,Qp/Zp) est noté M∨.
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