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THEORIE DES PSEUDO-MESURES

Une présentation constructive de l'intégrale de Lebesgue

Daniel ENGEL

Contrairement aux présentations traditionnelles de l'intégrale de Lebesgue, qui nécessitent des
raisonnements compliqués sur des objets relativement peu explicites (boréliens, ensembles de mesure
nulle, etc...), nous proposons une théorie de nature différente, élaborée a partir de concepts qui nous
semblent plus significatifs et performants.

Cette présentation inédite permet de définir avec une clarté absolue les objets fondamentaux et
d'aboutir rapidement a des théorémes substantiels. Son cadre général est celui des espaces de Riesz,
c'est-a-dire des espaces vectoriels ordonnés possédant une valeur absolue (a valeurs dans I'ensemble
des éléments positifs de I'espace).

Pour plus de simplicité nous étudions d’abord le cas d'un intervalle compact I de R.

L'étape initiale consiste a considérer I'espace des formes linéaires continues sur I'espace des fonctions
étagées sur I (muni de la topologie uniforme). Etant donné que de telles formes n'ont pas de
dénomination standard dans la littérature mathématique, nous avons décidé de les appeler pseudo-
mesures (*), par analogie avec les mesures proprement dites. On montre d'ailleurs que les mesures
s'identifient canoniquement a des pseudo-mesures particuliéres : les pseudo-mesures hypercontinues.

Nous notons E l'espace des fonctions étagées sur I et PM I'espace des pseudo-mesures sur 1.

Via l'intégration, E s'applique linéairement dans PM sur un sous-espace noté E, qui est donc I'espace
des formes linéaires sur E du type : h —>f g h dx, ou g est une fonction étagée quelconque.

L’espace PM est un espace de Riesz. C'est aussi un espace de Banach pour la norme duale de la
norme uniforme. Nous définissons alors I'espace L1 des classes de fonctions sommables comme la
fermeture de E dans PM. Les classes de fonctions sommables se présentent donc comme des pseudo-

mesures (en fait des mesures) et l'intégrale d'une telle classe est la valeur que prend la forme linéaire sur
la fonction constante 1.

On obtient ainsi quasi-trivialement l'espace L"1 ainsi que ses propriétés principales, a savoir sa
complétude et la densité de E .

Nous cherchons ensuite a étendre I'action des mesures a des fonctions plus générales que les
fonctions étagées : d'abord aux fonctions pseudo-réglées, puis aux fonctions universelles, ce qui permet
de démontrer le théoréme de convergence dominée de Lebesgue dans toute sa généralité.

Quant a I'espace FO des classes de fonctions mesurables, il est défini comme le complété de L1
pour la convergence exacte, cette seconde complétion s'effectuant par la méthode des suites de
Cauchy. L'espace FO est lui aussi un espace de Riesz, mais sans étre un espace de Banach. On peut
néanmoins y définir une "pseudo-norme" pour laquelle cet espace est complet.

L'ensemble de ces résultats se généralise de maniére naturelle a R muni de la mesure de Lebesgue ou
d'une autre mesure positive.

Le passage aux espaces R”*n ne pose pas non plus de probléemes fondamentalement nouveaux, si ce
n'est l'incontournable théoréme de Fubini dont la démonstration repose in fine sur le théoréeme de
Lebesgue.

Nous complétons notre travail par le traitement d'un certain nombre d'applications classiques (théoréme
de Titchmarsh, transformée de Fourier...).



Dans la derniere partie nous développons lintégration des fonctions et des mesures réelles ou
complexes sur Z_p (les nombres p-adiques), qui s'inspire des mémes principes que sur les espaces
euclidiens. Comme applications nous étudions de maniére approfondie les séries de Fourier et la
convolution sur Z_p avec de nombreux exemples explicites.

En conclusion nous pensons que le changement de perspective opéré dans ce travail contribue a une
constructibilité et a une compréhensibilité accrues des différents chapitres des cours de théorie de la
mesure. Il permet de plus d'unifier le traitement, traditionnellement séparé, des mesures et des fonctions
sommables/mesurables.

(*) Le terme pseudo-mesure s'utilise déja en mathématiques pour désigner les formes linéaires continues sur I’ « algébre du
disque » (algebre des fonctions continues dans le disque fermé et analytiques dans le disque ouvert, que I'on munit de la topologie
uniforme). Néanmoins, compte tenu du contexte différent dans lequel nous utilisons ce trerme, aucune confusion ne devrait en
résulter.



INTRODUCTION

Ce travail dérive d’une insatisfaction permanente devant les présentations habituelles de
I'intégrale de Lebesgue. Objectivement parlant, en effet, quoi de plus informe qu’'un
borélien, quoi de plus indigent qu’un ensemble de mesure nulle, quoi de plus insaisissable

qu’une fonction définie presque partout ?

Nous sommes d’avis que de telles notions sont trop alambiquées pour contribuer de fagon
pertinente a 1’édification d'une théorie aussi fondamentale que la théorie de I'intégration .
C’est, pourquoi nous avons élaboré de nouveaux outils conceptuels, plus concrets et plus

performants, destinés a rendre I'intégrale aussi limpide et intelligible que possible.

Au départ nous avons cherché ce que pourrait étre une définition globale des « classes
de fonctions sommables ». Effectivement, plutot que de définir ces classes de ['intérieur, a
partir de leur contenu, n’y aurait-il pas intérét a les regarder de l’extérieur et a les décrire

d’un point de vue résolument opératoire ?

Or ces classes, via l'intégration, ont pour propriété naturelle d’agir linéairement sur
certains espaces de fonctions; de fait, les classes de fonctions sommables se comportent
exactement comme des mesures. Cette observation constitue le principe fondateur et

moteur de notre exposé sur la théorie de l'intégration.

(Nous nous limiterons, pour |'essentiel de cette introduction, au cas de l'intégration de

Lebesgue sur un intervalle compact de ]R) .

Notre idée de base consiste a considérer une classe de fonctions sommables comme une
forme linéaire continue sur l’espace des fonctions étagées (muni de la topologie uniforme).
L’intégrale des fonctions de la classe est alors définie comme la valeur que prend la forme

linéaire sur la fonction constante 1.

Précisons tout de suite, et c’est évidemment capital, que I'inverse n’est pas vrai : toute
forme linéaire continue sur 'espace des fonctions étagées ne correspond pas nécessairement

a une classe de fonctions sommables.

Il nous faut d’abord résoudre un probleme de terminologie : il n’existe en effet aucune
dénomination spécifique pour les formes linéaires continues sur 1’espace des fonctions

étagées : nous proposons de les appeler des pseudo-mesures , comme ’annonce le titre

de notre travail.

Bien entendu le concept de pseudo-mesure est fort proche du concept de mesure , c-a-d
d’une forme linéaire continue sur I’espace des fonctions continues. Mais cette définition des
mesures souffre d’une défectivité certaine, puisqu’elle ne fournit pas directement la mesure
d’un intervalle, ce qui est quand méme assez consternant ! On ne 'obtient que par un
processus d’extension relativement long et lourd, qu’il vaudrait mieux réserver a des

fonctions plus compliquées que ne le sont de simples fonctions étagées !

D’autre part approcher des fonctions étagées par des fonction continues constitue une



opération peu naturelle, en rupture épistémologique avec la définition de l'intégrale de
Riemann. Il est beaucoup plus logique et productif de considérer que les mesures sont faites

a priori pour mesurer des intervalles, objectif rempli naturellement par les pseudo-mesures.

D’ailleurs, par densité, les pseudo-mesures se trouvent automatiquement définies sur
tout 'espace des fonctions réglées. Des lors, par restriction aux fonctions continues, les
pseudo-mesures deviennent ipso facto des mesures; ’espace des mesures est donc
isométrique au quotient de I'espace des pseudo-mesures par le sous-espace des pseudo-

mesures nulles sur I'espace des fonctions continues.

Mais de maniere plus significative encore, ’espace des mesures est isométrique au
sous-espace des pseudo-mesures vérifiant une certaine propriété d’« hypercontinuité »
(équivalente a la o-additivité). Les mesures peuvent donc étre définies directement

comme des pseudo-mesures et agir ainsi directement sur les fonctions réglées.

D’autre part de nombreux concepts et théoremes associés aux mesures (ou aux fonctions)
se généralisent sans difficulté aux pseudo-mesures. L’espace des pseudo-mesures constitue

donc bien 'espace naturel dans lequel traiter tous les problemes relatifs a I'intégration.

Enfin, tous les espaces de fonctions, mesures et pseudo-mesures que nous définirons

appartiennent a un méme type d’espace ordonné : les espaces de Riesz , c-a-d les espaces

vectoriels possédant un ordre et une wvaleur absolue (& valeurs dans ’ensemble des éléments
positifs de Pespace et non dans IR*). Nous emprunterons donc une large part de notre

formalisme a la théorie générale de ces espaces.
ok K K K K K K KOk

Voyons maintenant précisément comment nous définissons 1'espace £! des classes de
fonctions sommables pour la mesure de Lebesgue sur U'intervalle [a,b].

On note &£ D'espace des fonctions étagées sur [a,b], muni de la norme uniforme,
et PM le dual normé (ou dual continu) de €. Les éléments de PM sont appelés les

pseudo-mesures sur [a,b]. Si f € &, on note {f} la pseudo-mesure

e~ g [ f@)gla)ds

{f} € PM sappelle la pseudo-mesure associée & f.

On note H H* la norme duale dans PM ; on a en particulier

vree |, = [ 1@ ds.

Un résultat classique et élémentaire nous dit que PM est complet pour la norme duale.

Onpose €& = {{f} || f€&} C PM. Nous définissons alors £' comme la
fermeture de £ dans PM pour la norme duale. Les éléments de £! sont appelés

les fonctionnelles sommables sur [a,b].
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Contrairement aux présentations traditionnelles, nous obtenons ainsi directement et
quasi-trivialement 1'espace L', ainsi que ses propriétés fondamentales (en particulier sa
complétude et la densité de £ ). On démontre de plus sans difficulté que les fonctionnelles

sommables, définies au départ comme des pseudo-mesures, sont en fait des mesures.

Par des procédés analogues nous pouvons de méme définir I'espace £2 des fonctionnelles

hilbertiennes et I'espace B des fonctionnelles bornées ; on a d’ailleurs B C £?> C L',

Sur 'espace £! nous pouvons définir, en plus de la convergence en norme, quatre autres
modes de convergence pour les suites : les convergences en mesure, presque partout,
plate et exacte. La convergence exacte est la plus fine d’entre elles. Classiquement
parlant, une suite de fonctions f, converge exactement vers la fonction f ssi le support de
fn — f converge presque partout vers 0. Bien entendu cette définition doit étre adaptée au

fait que les éléments de £' sont des fonctionnelles et non des fonctions.

Nous construisons alors 'espace FO des classes de fonctions mesurables, que nous
appellerons simplement fonctionnelles, comme le complété de L' pour la convergence
exacte . Plus exactement nous définissons cet espace comme le complété de B, ce qui

permet une définition plus naturelle de la multiplication des fonctionnelles.

A défaut d’un procédé plus spécifique ou plus suggestif, cette seconde complétion est

réalisée par la méthode des suites de Cauchy .

Il faut savoir que les quatre modes de convergences cités plus haut engendrent le méme
complété pour L', & savoir FO ; néanmoins c’est I'utilisation de la convergence exacte qui

permet d’obtenir le plus directement et le plus tangiblement les propriétés de FO.

Remarquons que nous avons défini les (classes de) fonctions mesurables apres les
(classes de) fonctions sommables, contrairement a la plupart des théories qui construisent
les fonctions sommables a partir des fonctions mesurables. Or eu égard a la complexité
des fonctions mesurables et a l'intérét prépondérant des fonctions sommables, il semble
manifestement plus avantageux de procéder comme nous l'avons fait : définir le plus
rapidement , le plus simplement et le plus naturellement possible les fonctions sommables,

en réservant la définition des fonctions mesurables pour un stade plus avancé de la théorie.
ok K K K KKK KOk

Si avec cette derniere extension notre théorie atteint ses frontieres naturelles, il reste
encore un probleme important a résoudre. Notre intégrale en effet ne permet pas d’intégrer
d’autres fonctions que les fonctions réglées. Une telle limitation, acceptable en dimension
un, devient par trop contraignante en dimension supérieure : la fonction caractéristique
d’un disque, par exemple, n’est pas une fonction réglée. Soulignons néanmoins que pour
nombre d’applications il est inutile de savoir intégrer des fonctions : 'intégration des
fonctionnelles suffit | C’est d’ailleurs ce découplage entre fonctions et fonctionnelles qui

permet de simplifier 'exposition de nombreuses questions relatives a I'intégration .
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I nous faut donc étendre I'intégration (par rapport a une mesure quelconque) a une
classe plus vaste de fonctions que les fonctions réglées. C’est la partie la plus délicate de la
théorie; elle est d’ailleurs intimement liée a la démonstration du théoreme de « convergence
dominée » de Lebesgue, qui, contrairement au théoreme de « convergence monotone »,
n’est applicable qu’a des fonctions, et non a des fonctionnelles. Cette extension est basée

sur I’étude approfondie de ’espace des fonctions positives semi-continues supérieurement ,

dont la propriété de semi-complétude constitue la clé de votute du raisonnement.

Ici encore il est nécessaire d’opérer au moyen de deux extensions successives. Nous

étendons d’abord l'intégrale aux fonctions pseudo-réglées, qui sont les limites simples

bornées des fonctions étagées, puis dans un second temps aux fonctions que nous appelons
universelles. Ces fonctions ne sont autres, dans la terminologie traditionnelle, que les

fonctions universellement mesurables et sommables (ce qui implique qu’elles sont bornées).

L’espace des fonctions universelles, que nous notons W, jouit de la propriété
remarquable d’étre complet pour la convergence simple bornée. On en déduit qu’il contient
toutes les fonctions bornées « imaginables », et en particulier toutes les fonctions

boréliennes bornées.

Remarquons qu’un tel espace est bien plus commode a utiliser que 1’espace des fonctions
boréliennes, car les fonctions universelles sont approximables par des fonctions élémentaires
(par des fonctions pseudo-réglées, elles mémes approximables par des fonctions étagées),
alors que les fonctions boréliennes, d’apres leur définition méme, ne sont approximables

par des fonctions élémentaires qu’a travers une induction transfinie.

Ce processus d’extension est voisin de celui qui est proposé dans les présentations

traditionnelles. Il en differe néanmoins sur deux points essentiels :

1°) Nous procédons a cette extension alors que nous avons déja défini £, et non pas
dans 'objectif de définir £' ! La complexité relative du processus d’extension ne vient
donc pas altérer la description intrinsequement simple des classes de fonctionnelles
sommables. De plus la connaissance préalable de L' (et plus généralement de PM)

permet d’améliorer considérablement la lisibilité et I'intelligibilité des démonstrations.

2°) Nous ne construisons pas les fonctions mesurables pour une mesure donnée, mais les
fonctions mesurables et sommables simultanément pour toutes les mesures . Ceci permet
de ne faire appel qu’a un seul espace de fonctions au lieu d’avoir a considérer autant

d’espaces que de mesures.

Une fois W construit, nous pouvons définir pour tout f € W la fonctionnelle

{f}:SHR:gH/f(m)g@)dw

On démontre alors que lapplication W — B : f— {f} est surjective, ce qui

équivaut a dire que toute fonctionnelle bornée peut étre « représentée » par une fonction

universelle.

TV



Notre idée de base se ramene donc en fait, pour les fonctionnelles bornées, a identifier
la classe de la fonction universelle f avec la fonctionnelle fdx; c’est la canonicité de la

mesure de Lebesgue dx qui autorise d’ailleurs une telle identification.
Xk ok ok ok ok ok ok ko

L’ensemble des résultats que nous avons exposés jusqu’a présent se généralise de maniere
naturelle a IR, muni de la mesure de Lebesgue ou d’'une autre mesure positive. Le passage
aux espaces IR™ ne pose pas non plus de problemes fondamentalement nouveaux, si ce
n’est I'incontournable théoreme de Fubini. La démonstration consiste a étendre
progressivement le théoréme a des epaces de fonctions de plus en plus généraux, et repose
i fine sur le théoreme de convergence dominée de Lebesgue. Nous complétons cette partie
par un certain nombre d’applications classiques (théoreme de Titchmarsh, transformée de

Fourier, ... ).

Dans 'avant derniere partie nous définissons les espaces
FO(n) > LY i) > L2(7) D> B(j)
ou i est une mesure normée positive sur IR™. Leurs éléments sont appelés les

fi—fonctionnelles , respectivement générales, sommables, hilbertiennes et bornées. Leurs

propriétés sont analogues a celle des espaces étudiés précédemment , pour lesquels i est la

mesure de Lebesgue sur un intervalle ou un pavé compacts.

Néanmoins il serait maladroit de vouloir encore identifier la classe modulo i d’une

fonction universelle f avec la mesure f . Il faut plutot considérer que la classe de f
L
i

De cette maniere on préserve la cohérence de la notation intégrale, puisqu’on peut

est représentée par I'expression , c-a-d par le quotient (formel) de deux mesures.

effectivement écrire / fo = fT,u [
R R M

Ces espaces constituent le cadre naturel dans lequel traiter des notions classiques en

théorie des probabilités, comme la convergence en loi et le conditionnement .

Dans la derniere partie nous développons l'intégration des fonctions et des mesures
réelles ou complexes sur 7, , en nous inspirant des mémes principes que sur les espaces
euclidiens, la mesure de Haar prenant le relais de la mesure de Lebesgue. Signalons que
sur Z, ily a identité de définition entre fonction continue et fonction réglée, et donc aussi
entre mesure et pseudo-mesure. Comme applications nous étudions de maniere approfondie

les séries de Fourier et la convolution sur 7Z,, avec de nombreux exemples explicites.

En conclusion nous pensons que le changement de perspective opéré dans ce travail
accroit fortement la constructibilité et la compréhensibilité des différents chapitres de la
« théorie de la mesure ». Il permet de plus d’unifier le traitement , traditionnellement

séparé, des mesures et des fonctions sommables/mesurables.



Addendum

Apres la soutenance de cette these, et suite a diverses questions soulevées par le jury,
nous avons rajouté au texte proprement dit de la these une partie supplémentaire, traitant
de l'intégration sur l’espace vectoriel IR de toutes les suites réelles. Nous montrons en effet
que notre formalisme s’étend sans véritable difficulté a ce nouvel espace, procurant ainsi

des fondements clairs et solides a la théorie des processus stochastiques.

VI
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CONVENTIONS GENERALES

En l’absence d’indications contraires, tous les espaces vectoriels sont réels.

Les théorémes dont les numéros sont suivis d’une astérisque (*) sont donnés
sans démonstration, soit parce que la démonstration est évidente, soit parce
que le théoréme constitue ’adaptation ou la généralisation naturelle d’un
théoréme précédent déja démontré.




THEORIE DES PSEUDO-MESURES

Une présentation constructive de l'intégrale de Lebesgue

PREMIERE PARTIE : Intégration sur un intervalle compact de IR

Chapitre I : Pseudo-mesures, fonctionnelles sommables, mesures sur [a,b]

Contenu :

Nous décrivons le dual normé d’un espace vectoriel V. muni d'une semi-norme : c’est
un espace de Banach que nous appelons le N-dual de V. A partir du N-dual de I'espace
des fonctions étagées, muni de la norme uniforme, nous construisons les objets de base de
la théorie : pseudo-mesures, fonctionnelles sommables et plus loin mesures .

Sur 'espace des pseudo-mesures nous définissons un ordre et une wvaleur absolue ,

concepts essentiels pour 1’étude de cet espace.

§ 0. Notations

A . Intervalles

1) | [a,b] est un intervalle compact de IR (a<b).

2) | Si I est un intervalle borné de IR on note sa longueur |I].

B. Algeébres de fonctions

E = algebre des fonctions : [a,b] — IR étagées

(= en escalier = constantes par morceaux )
C = algebre des fonctions : [a, b] — IR continues

R = algebre des fonctions : [a, b] — IR réglées



F = algebre des fonctions : [a, b] — IR bornées

Vf, geF onnote fVg=sup{f, g} et fAg=inf{f, g}.

E, C, R, F sont des algebres stables pour les lois V et A.

C. Normes, semi-normes, convergences

Si feF onpose [fll= sup [f(z)].

z€la,b]

b b 1/2
St f€R on pose Hlez/ |f(z)[dz et Hf!|2=[/ f(x)zd:v}

Dans F on note :

1) fo—~ f ssi f, converge simplement (ou ponctuellement) vers f sur [a,b], c-a-d ssi

Veea,b] fulc)— fle) |

2) fo LR f ssi f, converge simplement vers f sur [a,b] et ssilasuite ||f,| est bornée;

c’est la convergence bornée .

3) fo—— f ssi f, converge uniformément vers f sur [a,b], c-a-d ssi || f, — f] — 0.

Remarque : [ 5] = [2] = [>]

§ 1. N-dual d’un espace semi-normé

1.1. Définition : Une semi-norme sur un espace vectoriel V est une application

| |s : V— IR" vérifiant les propriétés suivantes :
) Vu,veV Jlutols < fulls + vl

2) VAER YueV |[Auls=|Auls.

Un espace vectoriel muni d’ semi-norme est appelé un espace semi-normé

1.2.* Théoréme : Soit V un espace semi-normé ; on pose Vo= {ue€ V| |ull,=0};

alors V/Vj est un espace normé.



1.3. Définition : Soit V un espace semi-normé ; une forme linéaire ¢ : V — IR est

normée ss’il existe M >0 tel que |Vu eV |o(u)] < M ||ulls

L’espace vectoriel de toutes les formes linéaires normées sur V s’appelle le N-dual de V

et se note V*.

1.4. Définition : V¢ € V* on note

[oll = suwp  [o(u)] = sup  o(u)
ueV, [ulls=1 ueV, [ulls=1
= sup [P =  sup o(u)
weV, flull, <1 weV, [lull <1
1.5. Théoreme fondamental : || ||, est une sur V*, appelée norme duale

de la semi-norme || ||s, et V* est |complet| pour cette norme ; en d’autres termes :

Le N-dual d’'un espace semi-normé est un espace de Banach .

Dém : Classique.

1.6.* Lemme : YueV V¢eV* ona [HUHSZO = ¢(U):0]-

1.7.% Théoreme : Le N-dual de 'espace semi-normé V est canoniquement isométrique

au N-dual de l'espace normé V/Vy.

§ 2. Pseudo-mesures sur [a,b]

2.1. Définition fondamentale :

Une pseudo-mesure sur [a,b] est un élément du N-dual de espace normé (&, | [|).

Ou encore :

Une pseudo-mesure sur [a,b] est une forme linéaire f : & — IR vérifiant la propriété

Il existe M >0 tel que Yge& |f(g)] < Mgl

On note PM ’espace vectoriel des pseudo-mesures sur [a,b].



Autrement dit | PM est le N-dual de I'espace normé (&, || [|).

Remarque : Les pseudo-mesures seront toujours représentées par des lettres « tildées »

pour les différencier des fonctions .

2.2.% Théoreme : PM constitue un espace de Banach pour la norme || ||, duale de la

norme || ||, définie par

Ifll. = sup |f(9)] = sup f(g)
ge&,llgll=1 ge&, llgll=1

Notation : On écrit f, = f ssi ||fo—fllk — 0 etonnote | f=*lim f, |;

on dit que la suite f, converge en norme | ||, vers f.

2.3. Théoréme : Une suite f, € PM est convergente en norme || ||, dans PM ssi

sup “fp_qu* — 0

pP,g=>n

Dém : C’est le critere de Cauchy .

2.4. Définition : Tout f € PM s’étend canoniquement & R en posant Vg e R

f(g) = lim f(gn) avec g, €E et gn—g

b b
Notation intégrale : ¥ f € PM Yg€eR on note /g(az) flz) = / gf=flg) |

2.5.* Théoreme : PM est isométrique au N-dual de (R, || ||).

2.6.* Théoreme - Définition :

b
V f € R laforme linéaire | {f} : E—-MR : g— / g fdx | est une pseudo-mesure ;

{f} est la pseudo-mesure associée a f.

En particulier a la fonction constante | 1 =1, ) € £ | est associée la pseudo-mesure

b
{1} : E->1R: gl—>/gdx




Notation : Onnote R ={{f}|feR} Cc PM.

On utilise une notation analogue pour tous les sous-ensembles de R .

Dans la pratique on remplacera couramment la notation {f} par la notation f.

Remarque : Nous verrons plus loin que V f € R la pseudo-mesure {f} est de fait

une mesure , et plus précisément une fonctionnelle sommable ; c’est en particulier

le cas pour [{1}| appelée ’ mesure de Lebesgue ‘

En consquence nous parlerons de {f} comme la fonctionnelle associée a f, plutot que la

pseudo-mesure associée a f.

2.7. Théoreme : VfeR ona |fl«=1fl-

b
Dém : Soit f € R ; il faut montrer sup ‘/gf dx‘ = fll-
ge& a
lgll=1

C’est évident si f € £ ; soit alors feR ; Vge & tel que ||g||=1 ona
b b b
| [aras| < [lgliftas < [51de = 7] done |71 <1151

Par ailleurs soit une suite f, € £ telle que f, — f; ona VneIN

b b b
”fn”l = Sup ‘/ gfndx| < sup ‘/ gfdx| + sup ‘/ g(fo—f)dx
geé& a geé& a geé& a
lgll=1 lgll=1 lgll=1

<[ fllx+ (b—=a)|lfn— fl ; en faisant n — + oo on trouve || fll1 < || f]«-

2.8. Définition : Vge R Vfe PM on définit

g.f :E=R : he f(gh)|.

2.9.*% Théortme : Vfe PM VYgeR ona g.fePM et |g.fl < lglllfll-

2.10.* Théoreme : Vf,geR ona |g.{f}={9f}|

2.11.* Corollaire : VfeR ona |{f} = f.{1}|




§ 3. Fonctionnelles sommables sur [a,b]

Nous pouvons maintenant décrire avec une grande simplicité les classes de fonctions
sommables pour la mesure de Lebesgue sur [a,b], que nous nommons fonctionnelles

sommables sur [a,b].

3.1. Définition fondamentale : | £! est la fermeture de £ dans PM pour la norme | |, .

Les éléments de £ s’appellent les fonctionnelles sommables (ou intégrables) sur [a,b].

Vu le caractere fondateur et novateur de cette définition nous en donnons ci-dessous quatre

versions de plus en plus explicites :

Version 1 : Soit f € PM : alors f e L! ssi Ve >0 il existe g €& tel que

Hf_gH*SE-

Version 2 : Soit f € PM ; alors f € £' ss’il existe une suite ¢, € € telle que

Hf_gnH*_)O
Version 3 : Soit f € PM ; alors f e £ ssi Ve>0 ilexiste g€ & tel que

Vheé \f<h>—/g<x>h<x>dx < el

Version 4 : Soit f € PM ; alors f € £ ss’il existe une suite e, — 0 et une suite

gn € & telles que

Vhee \f(h)—/gm)h(x)dx < e ln.

Notation : 1) ¥ f € £ onnote || fl1 = | fl. |-

2) On écrit o5 f s | fu—=flli— 0 etonnote | f="'limf, |;

on dit que la suite f, converge en norme || ||; vers f.

3.2.% Théoreme : 1) R C L!

2) L' est un | espace de Banach | pour la norme | ||

3) L' est fermé dans PM

4) & est dense dans L',



b b
Notation intégrale : ¥V f € L' on écrit / f(z) dz au lieu de / f(z); on a donc

[ i@ e = [ = fw |

3.3. Lemme : Soit g€ & et € >0; alorsil existe h € C tel que ||g—h|1 <e.

Dém : Il suffit de faire un dessin !
3.4.* Théoréeme : C est dense dans L.
3.5. Corollaire : IR[X] est dense dans L.

Dém : On applique le théoreme de Weierstrass .

8§ 4. Sommes de Lebesgue

4.1. Lemme fondamental d’analyse fonctionnelle (LFAF')

Enoncé : Soient X et Y des espaces de Banach et soit une suite de morphismes linéaires
T, : X—=Y avec sup | T,|| <+ oco. On suppose qu'il existe un sous-espace dense A
de X telque Yae A T,(a) - 0; alors VeeX T,(z)—0.

(Ce lemme s’étend sans peine aux suites généralisées) .

Dém : Posons M =sup || T,| ; soit x € X ; soit € >0 et soit a € A tel que
|z —all <e/M; ona VnelN [T,(z)[ < |[Tu(a)ll + [ Tn(z) = Tula)]
< ITu(@)l + 1Tl 2 - all < | Tu@l] +¢ ; s0it N €N telque Vn> N [|To(a)] <e;
alors Yn>N ||T,(z)||<2¢; donc T,(z)— 0.

4.2. Définition : Soit a = ag <a; <...<a, = b une subdivision D de [a, b] ;

on pose ||D| = max (a,4; —a,) ; on définit V f e £
T

T ppe—— [ ) b
r=0 ar

Ary1 — Qp

Whp ( f ) est la fonction étagée dont les valeurs sont les moyennes de f sur les intervalles

la,, a,41]. Ces fonctions constituent les sommes de Lebesgue associées & f .




b b
4.3.*% Théoreme : ¥V fe L ona Wp(f) €& et /WD(f)dx:/fdx.
4.4. Théoreme : Vfe Ll ona |Wp(f)| < Wp(|f]) etdonc ||[Wp ()|, <Ifl:.

Dém : La premiere inégalité est triviale ; de plus on a

b b b
[Wo )l = [ 1Wo (7)1 de < [ WolFhar = [ 1f1az =117l

4.5. Théoreme : Vfe€C ona Wp(f) > f quand |D| — 0.

Dém :
Soit € >0 et soit n >0 tel que Va,y € [a,b] onait |z —y|<n=|f(z)— fly)| <e;

soit a = ag<a; <...<a, =b unesubdivision D de [a, b] telle que || D] <n;

Vrel[0,p—1] choisissons &, € [a,, a,+1]| tel que . (w) du = f(&) (a1 — ay) ;
p—1 ar

on a alors Wp (f) = f(&:) L1a, a,41) ; on en déduit Vo € [a,, arq1]
r=0

[Wo (£) (@) = f(2)| = | £ (&) = F(2)| < & ; done Wp (f) = [

4.6. Théoreme : Vfe L' ona Wp(f) = f quand |D|| —0.

Dém : On applique le LFAF aux opérateurs linéaires Wp —1 : L' — L.

§ 5. Espaces ordonnés. Ordre dans PM

5.1. Définition : Si V est un espace vectoriel muni d’un ordre on note

Vt={ueV]u>0}]|.

5.2. Définition : Un espace vectoriel V muni d'un ordre est un espace ordonné ssi

1) VAeRT YVueVT Au>0

2) Vu,veV (ugv & v—u20)

5.3.* Théoreme : Si V est un espace ordonné il en est de méme de tous ses sous-espaces .

5.4. Théoréme : Soit V un espace ordonné ; alors | Vu,v e VT u+v>0].




Dém : Ona v+v>u car u+v—v=u>0,donc u+v>u>0.

5.5. Définition : Un espace ordonné V est archimédien ssi

Vu,veVr [(V)\GIRI )\ugv):>u:0]

ou de maniere équivalente ssi

Vu,veVt [(V)\EIRJ*r ug)\v):>u:0]

5.6.* Théoreme :

Si V est un espace ordonné archimédien il en est de méme de tous ses sous-espaces .

Exemple : F est un espace ordonné archimédien pour 'ordre naturel :

VfgeF [fﬁg ssi Vo €la,b] f(x)gg(x)]

5.7. Définition : Un sous-espace W d’un espace ordonné V est intégral (ou solide )

ssi | VoeVT Ywe Wt (vgw:>v€W+)

5.8.% Théoreme : Soit V un espace ordonné et W un sous-espace intégral de V;

alors V/W possede une structure naturelle d’espace ordonné si on pose :

VueV/W |u>0 ss’ilexiste u’"€ u tel que u’ >0

et Vu,veV/W |u<v ssi v—u>0]|.

5.9. Définition fondamentale

On définit un ordre naturel dans PM en posant V f, § € PM

f<g ssi YVhe&t f(h)<gh) |

5.10. Théoreme : PM muni de cet ordre est un espace ordonné archimédien .

Dém
Ona PM*t={fePM|Vhe&" f(h)>0}; montrons que PM est archimédien ;
soient f, j € PMT tels que YA€IRT Af<§; soit heET; onadone YAeRF
Af(h) <
f(h)=0; donc Yhe& f(h)=f(h*)—f(h")=0; donc f=0.

g(h), donc aussi 0 < f(h) < Ag(h); en faisant A — 0%, on trouve



5.11.* Théoreme :
Soit f, € PM™ une suite convergente en norme || ||, vers f & PM ; alors f e PM*.

On en déduit la conservation des inégalités par passage a la limite dans PM.

5.12.* Théoreme : V f € PMT ona HfH*:f(]l) .

§ 6. Pseudo-mesures spécifiques sur [a,b]

6.1. Définition :

Une pseudo-mesure spécifique sur [a,b] est une application ¢ : €T — IR telle que

1) Vh, ket YA, peRY ¢Ah+puk) =Ad(h)+ puo(k)

2) ilexiste M >0 telque Yhe&T |¢(h)| < M| h|

Notation : On note PMg l'espace vectoriel des pseudo-mesures spécifiques sur [a,b].

6.2. Théoreme : Toute pseudo-mesure spécifique ¢ s’étend de maniere unique en une

pseudo-mesure , appelée prolongement de ¢ a &£.

Dém :

Soit ¢ € PMg; onpose YVhe& |¢(h)=¢(hT)—¢(h™)|; montrons que ¢ € PM.

a) On a clairement Yhe& VYA€IRT ¢(Ah)=A¢h).

b) Ona Vhe& ¢(=h)=o¢[(=h)"]—¢[(=h)"|=0(h")—¢(h")=—¢(h).

¢c) Ona (h+k)*"—(h+k)"=h+k=ht—h" +k* -k,

donc (h+k)"+h +k =(h+k)”+h"+kT,

donc ¢ [(h+E)* ]+ (h7)+ ¢ (k)= & [(h+k)]+0(h")+ o (k")
S[(h+ k)] =0 [(h+k)"]=d(h*) = (h7) + (k") — o (k)
¢(h+k)=¢(h)+o(k).

d) Ona Vhe& ¢(h)=[o(h")=d(h7)] < o ()| + o (h7)]

< M([[hH[+ 170 < 2M IR

e) L'unicité est évidente car si ¢ € PM, par linéarité on a nécessairement Vh € €

¢(h) = ¢ (h") =g (h7).

10



6.3.* Corollaire :
L’application PM — PMg f — f | o+ est un isomorphisme linéaire .

Autrement dit une pseudo-mesure spécifique n’est ni plus ni moins que la restriction d’une

pseudo-mesure & £, ce qui peut s’écrire | PMg = PM |5+ :

6.4. Théoreme de convergence monotone dans PM

Soit fn € PM une suite monotone ; supposons qu’il existe M >0 tel que Vn € IN
| fulle < M ; alors f, converge en norme || ||, vers une pseudo-mesure f € PM :

on a donc aussi lim || fu |, = ||f]lx.
n

Dém : On peut supposer la suite fn croissante et positive ; on pose Vge &'
f(g) = lim f, (g) ; la limite existe bien car la suite f, (g) est croissante et Vn € IN

Fo (@) < I fullsllgll < Mlg|l. Onadonc f €& PMsg ; notons encore f le prolongement

de f & £. Onen clairement YneIN f—f,>0, donc ||f—ful. = (f = fn) (1)

:]E(]l)_fn(]l)_)oa donc fngf

Notation : On note f = Sup fn ou Inf fn suivant que la suite f~n est croissante
n n

ou décroissante .

6.5.* Corollaire : Soit f, € PM une suite croissante telle que sup || fo |, < + o0 ;

alors on a

vgeet (Suwpfu) () = sw [fule)] | et | [Sup full, = sup [Ifull. |

Le théoreme de convergence monotone est manifestement vrai dans n’importe quel

sous-espace fermé de PM . En particulier on a le

6.6.* Théoreme de convergence monotone dans £!

Soit f, € £' une suite monotone ; supposons qu’il existe M >0 tel que Vn € IN
| full < M ; alors f, converge en norme || ||; vers une fonctionnelle f € £';

on a donc aussi lim || f, |1 = ||| -
n

11



§ 7. Valeur absolue d’une pseudo-mesure

7.1. Définition : Soit f € PM ; onpose Yhe &t | |fl(h) = |hf].|

7.2 % Lemme : Vhe Y VAERT ona [fl(Ah)=A|f|(h).

7.3.% Lemme : Yhe & ona |F|(R) < [Ifl. |A].

7.4. Théortme : Yhe&T ||f|(h) = sup |f(k)] = sup f(k)
ke, k| <h ke&, [k|<h
Dém :
Ona Vhe&™ |f|(h):thH*: sup (hf)(k:) = sup f(kh) = sup f(0).
ke&, |kl <1 ke&, |kl|l<1 CeE, |t|<h

7.5. Lemme : Soient hy, ho € ET tels que hi.hy = 0 ; alors

[F1(ha+ha) = | F () + 1 f(he) .

Dém
|fl(hi+hs) = sup f(k) = sup  flki+ks) = sup  f(k1) + f(ks)
ke& ki,ka €& ki,ka €&
[k| < hi+ha [k1| < ha, k2| < ha k1| < k1, lka| < ha
= sup f(k1) + sup f(kz) = |f|(h1)+|f](h2).
ki1€€& ko€ &
|k1| < ha [k2| < ho

7.6. Théoreme : |f| € PMg.

Dém : Il reste & montrer que YV h, ke &T |fl(h+k)=|f|(h)+]|f| (k).
Soient h, k € £T; on peut trouver une partition de [a,b] en intervalles I, (1 <r <n)

telle que h=> «,1;, et k=> B,.1;, avec Vre[l,n]] a, €R" et 3, € R".
r=1 =1

Onaalors [F|(h+ k) = |F[ 3 (e, +B)10,] = 3 IFI[(ar+51,]

n

(ar+ 8 [fI(Lr,) = 3 ap | fI(L1,) + il Be | fI(LL) = | fI(R) +1 I (k).

n
r=1 r=1

Notation : Nous continuons & noter | f| le prolongement de |f| & &.

7.7. Théoreme : |f| € PM* et ||||fI]l, = Il |-

Dém :
vhee ona |[|fI(W)]=[IFI(h) = FI()] < IFI(F) + | FI () = [FI (" +h7)

19



= |f] (1n]) = |1l fH* < I fll Il ; donc |f| € PM ; d’autre part on a clairement

[f120, done [[[f]]], = IfI(X) = [If].

7.8. Définition : V f € PM on appelle | f | la ’ valeur absolue ‘ de f.

7.9. Théoreme : Vfe PM YheR ona ||f(h)|<|f[(|h])].

Dém :

a) he & ona [f(W)|< sup [f(k)]=]f](h)

ke&, |k|<h
by he& : ona |f(h)|=|f(ht+h7)|=|F(Y)+F(h7)| < |F(BH)]+]F(h7)]
< |FIH) + | F1(h7) = [FI(h* +h7) = | fI(|h])

c) h€R : vrai par densité de £ dans R.

7.10. Théoréme : Vfe PM Yje PM' ona

fl<q e [vhee [Fm)]<a(ln)]

Dém
a) = : Ona Yhe& |f()]<IFI(hl) < g(lh]).

b) < : Ona Vhe&t |f|(h) = sup |f(k)| < sup §(|k\):§(h)
ke&, |kl <h keE, k| <h

7.11. Théoreme : Vfe€ PM YheR ona ||[fI(|A]) <|flsIAll |

Dém : a) he& : cest I'inégalité de la norme

b) h € R : vrai par densité de £ dans R.

7.12. Théoreme : Y f, g€ PM ona ||f| <3l = Ifll <l |

Dém : [f| <] = [l =[F1W) <1g|(M) =G|

7.13. Théoréme : Vfe PM YgePMt ona ||f|<j & —§<f<3q]|

Dém :

a) = : Ona Vhe&™ [f(W)]<|fI(h) <gh), ca-d —g(h) < f(h)< g(h).

b) < : Ona Vke&r |f(k)| < g(k); donc Vkeé&

13



|J®) = [F(ED) = FED| < [JED|+[JED] < D) + (k) = g (IK]) ;

onadonc Yhe&t |fl(h) = sup |f|(k) < sup g(lk]) = g(h).
ke, |kl <h ke, |kl <h

7.14.* Corollaire : Vf € PM |—|f| < f<|fl|.

7.15. Théoréme : V f, § € PM on a |f+§|§|f|+|§| .

Dém : Ona Vhe&* \f+§\<h>=|§|u<ph [f (k) + 3 (k)] < sup f(k)+|§|u<ph g(k)
= | F1(h) + 131 (h) = (11 +13]) (h).

7.16.* Corollaire : ¥ f,§ € PM ona ||f|—|§||§ If—aql.

7.17.%* Corollaire : V f, j€ PM ona H]f|—]§]H*§ If—all.

7.18.* Corollaire : L’application PM — PM* : fi— | f | est continue pour la

toplologie de la norme || || .

7.19. Théoreme : Si f € R la valeur absolue de f définie dans PM coincide avec la

valeur absolue ordinaire de f.

Dém : Clest évident si f € £. Notons provisoirement la valeur absolue définie
dans PM par | |,. Soit f € R etsoit f, €& telleque f, = f; ona |fula—|fla

c-a-d |ful 5 |fla; orona f, > f, donc |fn| = |f|, donc |f.| = |f]; donc

|f|a:|f|

7.20. Théoréme : Vfe PM VYgeR ona |gﬂ:|g||f|

Dém : Soit d’abord g € £ ; alors Vh e ET on a |gf}(h) = sup (gf)(k)

k| < A

= sup f(gk) = sup f(lglk)< sup F(O)=1|FI(lglh) = (lgl|F]) (h);

[kl < h k| < R €] < lglh
par ailleurs donnons-nous h € 7 ; soit € >0 et £ €& tel que |[¢| <|g|h et
|f|(|g|h)—€§f(€); définissons k€ £ par : Vo € [a,b] k(x)=0 ssi g(z)=0,
sinon k(z) = ¢(2)/g(x) ; ona [k <h etdonc (|g||fI)(0)—< = |Fl(|glh) == < f(0)
=f(gk) = (9f) (k) <|gf|(h); donc Yhe& |gf|(h)=(lgl|f])(h), donc aussi
vhe& [gf[(h)=(lgIlI)(h), cad [gf]=lgllf]

Le résultat général se déduit alors de la densité de £ dans R pour la topologie uniforme.
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7.21. Définition : On pose V f, e PM

Sup {f, g} =|fV

Nl
I
N~
—n,
+
Nt
+
~n,
|
Nepl
-

et Inf{f,gt=|fA

N}l
Il
N
—~
K._”
+
N}l
|
e,
|
N}l
-

7.22.% Théoreme : V f, j € PM

~h
>
N}l
IN
=
VA
~hy
<
N}l

7.23. Définition : Onpose VfePM |fr=fvo=21(f|+])|ePM*

et |[f7=(Nr=(NHVvo=5(fl—-[)| ePM*.

7.24.% Théortme : VfePM | ftAf =0

et |[[fl=Ff+f=FVf=Ffv(-hH]

§ 8. Mesures et mesures diffuses sur [a,b]

8.1. Définition : f € PM est une mesure ssi | Ve € [a,b] dlimi f(l]c,d[) =0

Cette propriété s’appelle I’hypercontinuité des mesures.

Onnote M = {f € PM || f mesure}.

Remarque : L’hypercontinuité des mesures assure, pour ainsi dire, leur continuité

horizontale , la continuité proprement dite assurant leur continuité verticale .

8.2. Définition : f € M est une mesure diffuse ssi | Ve e [a,b] f(l{c}) =0

On note Mp = {f € PM || f mesure diffuse} .

b
La mesure diffuse | £ = 1R @ h — / h(xz)dz | n’est autre que la mesure de Lebesgue.

Remarque : Pour des exemples de mesures non diffuses et de pseudo-mesures qui ne sont

pas des mesures, voir Chapitre VII, § 3.
8.3.* Théoréeme : L' € Mp C M C PM.

8.4. Théoreme : M et Mp sont des sous-espaces fermés de PM .
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Dém : Montrons que M est fermé dans PM .
Soit une suite f € M telle que f, = f € PM ; il faut montrer f € M.
Soit ¢ € [a,b] etsoit e>0; soit Ne€IN tel que |[fy— fll.<e; ona
vdela,b] |f(Lea) < [fv (ea)| + [Py = 1) (Le,a)| < 1 v (Le.ar)| + <
donc dgﬁi:|f(1]“d[)‘§ e; onadone lim f(1ycq)=0.

La fermeture de M p est évidente.

8.5. Théoreme : Vf € PM ona |feM < |[fle M]|.

Dém -
a) = : Soit € >0 etsoit he& telque |[h]|<1 et |fll. < f(h)+e;

soit T un intervalle de [a, b] et soit E = [a,b] —1; on peut écrire

FI) + 1) = [FI(0) = 1 flle < F(h) +e = f(hl) + f(h1p) +¢

< f(h1) + | fI(1e) + ¢ ; done | f[(1) < f(h11) +¢.

En prenant I = ]¢, d[ on obtient d@:ﬁ: | f] (1ye,a1) < d@i f(hl]qd[) + ¢

or h est localement constante a gauche ou a droite de ¢, donc lim f (h 1]c7d[) =0,

d—c*

donc d@i | /] (1ye,af) < e; donc dl_ifili /] (Lye.ar) = 0.

b) <« : Ona hmi }f(l]c,d[)’ Sdl_iflcli |f| (1}c7d[)20.

d—c

8.6. Théoreme : Yfe PM ona |feMp < |fleMp|.

Dém : Résulte de Iégalité évidente Ve € [a,b] |f| (1() = ‘f(l{c})} :

8.7.% Corollaire :

f € PM est une mesure diffuse ssi Ve € [a,b] lim ’f|(1[c,d]) =0.

d—c*t

8.8. Théoreme : Soient f€M+, ge& et €>0; alorsil existe h € C tel que
Inl =llgl et F(lg—hl)<e.

Dém : Il suffit de faire un dessin !

8.9.* Corollaire : ‘v’fE M ona ||f||* = sup |f(9>|

g€C, llgll=1

8.10.* Corollaire : YfeM ona |fle=0 < f=0] et flrix) =0 & f=
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§ 9. Convergence fine dans PM

Contenu : Nous introduisons un nouveau type de convergence, la convergence fine,
ainsi nommeée car plus fine que la convergence en norme.
9.1. Définition :

Une suite f, € PM™ est dominée supérieurement (resp. inférieurement ) ss’il existe

FePM tlque YneN f, <F (resp.fnZﬁ).

9.2. Définition : Une suite f, € PM est dominée ssi elle est dominée & la fois

supérieurement et inférieurement , c-a-dss’il existe F € PM* tel que YVneIN |[f], < F.

9.3. Définition : Si f, € PM est une suite dominée supérieurement (ou inférieurement),

onpose | Sup fn=Sup foVFiV...Vful|l et | Inff, =Inf foAfiA...ASs

9.4.* Théoreme : Pour toute suite dominée f, € PM* on a

[Tnf fu ||, < inf [|full < sup |[fulle < [[Sup full,

Dans la suite de ce paragraphe toutes les suites seront désormais supposées |dominées |.

9.5. Définition : Soit une suite f, € PM ; on pose

VnelN gn:Inffp et ﬁn:Supfp;

p=>n p>n

Jn est une suite croissante, h, une suite décroissante ; on pose ensuite

Lim f, = Sup §, = Sup Inf fn+p € PM
n n p

n

et Lim f, = Inf h,, = Inf Sup fn+p € PM.
n n n P

Ce sont respectivement la Limite Inférieure et la Limite Supérieure de la suite dominée

fn € PM : on a toujours | Lim f, < Lim f, |.

9.6. Définition : On dit que f, converge finement vers f € £! ssi

f= Lim f, = Lim f, |; on écrit | f, = f| et on note | f = Lim f, |.
n n n




9.7. Théoreme : Soient f,, fe PM; alors f, = f ssi | Sup |fr— f| =0 |.

r>n

Dém :

a) = : Soit neIN; ona Vr>n (Inffp>—f f f <Supfp>—f,

p>n p>n

donc Vr>n ’fr_flg‘(plgafp>_f‘v‘(supfp> ‘

donc Sup | f—f] < ‘(gaﬁ)—f‘\/‘(fgﬁ)—ﬂ

= ’(Igf fn+p> —f‘\/‘(sgp fn+p> —f|1—=0

b) < : Soit n€IN; on a

‘ (Sgp fn+p> f (

)‘S Sup !fn+p—f}=Sgp |f—f| 20
p r>mn

de méme on a ‘(Ilgffnﬂ)—f):‘lgf (fner—f)‘g Sgp ‘fn+p—f|i>0.

9.8. CRITERE PRATIQUE : Soient f,, f € PM ; alors f, = f ssi

Ve>0 ilexiste p€ IN tel que Vg>p

Sup |fr_f| <e

p<r<gq

Sf= S fl;

el

9.9.* Corollaire : V f,, f € PM ona

si fn est monotone on a fn = f & fn R f

9.10.* Théoréme :

i
§

=
3
[\
Y
VAN
e
=
3

Soient f,, f € PM tels que f, = f; alors |Li

9.11. Définition :

On dit que la suite f, € PM est Cauchy-fine (C-fine) ssi | Sup |f, — f,| =0 |.

p,g=>n

9.12. Théoreme : PM est complet pour la convergence fine.

Dém : Soit f, € PM une suite C-fine; ona VnelN
sup pr — qu* < H Sup pr — fq] H* — 0, donc f, est une suite de Cauchy
p,g=n p,g=n
dans PM pour la norme || ||, ; posons f= *lim f, € PM.

Montons que f, — f ; soit &> 0; soit n € IN tel que ||fn—f||*§5 et
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H Su>p |fp—fq|H*§5; alorsona VreIN |fr—f|§|fr_f~n|+’fn_.f’u
pP,g=n
donc ||Sl>1p!fr—f\H*§ IISgplfr—fn\||*+an—fll*é%.

o0

9.13.* Théoréme : Soit une suite f, € PM telle que > || fulls < + 00 ;
n=0

alors fn converge finement dans PM et f, — 0.
0

n=

Dém : Ona VneIN Sup pr—i—fpﬂ—l—...%—qu*S H|fpl+|fp+1|+...—|—|fqu*

q>pz>n

< S N /ells, donc 3 f, converge finement dans PM ; de plus
r=n n=0

H Sgp |fp| H*S H > |fp|H* < > ||fp||*7 donc fni)0~
p=-n r=n Tr=n

9.14. Théoréme : Soit f € PM et soit une suite f, € PM telle que f, = f

alors il existe une sous-suite f,  telle que fn = f.

Dém : On construit une suite strictement croissante d’indices n’ € IN tels que

o0

VneWN | fuo—flhi<1/2"; alorsona || Sup 1 =fIL < X = Fla

r'=n'

< S 1/27=2/2"; done fo = f.

9.15. Théoréme : Pour toute suite dominée f, € PM™T on a

| Lim fu]|, < lim | fulle < T [ fulle < || Tim fu]], |

Dém : Ona VYneIN sup || fopll < H Sup fn+p||* . or Sup fu, = Lim f,
P p P n

quand n — + 00 ; donc lim || f,|l, < | Lim fn”*.

§ 10. Suprémum et Infimum généralisés dans PM

Contenu : On généralise aux parties de PM les notions de Suprémum et d’Infimum ,

déja étudiées pour les suites.

10.1. Définition : Soit A une partie de PM satisfaisant aux propriétés suivantes
1) Tl existe FePM telque VfeA f<F (A est dominée supérieurement)

2) Vf,geA ona fvieA (A est stable pour la loi V).
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On pose |Vhe&T & (h)=sup f(h) |
feA

10.2. Théoreme : ® € PMs.

Dém : On a clairement VA€ ET YA>0 ®(Ah) =\ (h).
Montrons que Vh, ke ET ®(h+k)=®(h)+P(k); ona VfeA Vh ke&"
F(h+k)=f(h)+ f(k) <®(h)+ ®(k), donc ®(h+k)<P(h)+ (k).
Par ailleurs soient h, k € E* et ¢ >0; ilexiste f,je A tels que
f) =@ () —c et f(k)>® (k) —c;
onadonc ®(h)+®(k)—2e < f(h)+gk) < (fVg)(h)
<(fVg (h+k)<®(h+k) . Onendéduit ®(h+k)=

+(fVvg) (k)
O (h) + (k).
De plus soit foe A; ona Yfed Yhe&t fo(h) < f(h) < F(h),
donc Vhe&t fo(h)<®(h) < F(h), donc Yhe&t

[ (h)| < max {[fo(h)], [F(h)]} < max {|[foll, IF].} -

Notation : On note encore @ le prolongement de dacE.

10.3.* Théoreme :

1) & e PM ) VfeA f<d

2) < F 1) VG € PM ona[(vfeA fg@):@g@].

On pose | ® = Sup A = Sup f|.

Si A est dominée inférieurement et stable par A, on définit Inf A = Inf f de maniere
feA

analogue. Sup A se nomme le Suprémum de A et Inf A se nomme I’ Infimum de A.

10.4. Théoreme : inf |[®—f[.=0
feA

Dém : VfeA ona ||&13—f||* = (®— f)(1) = &(1) — f(1), donc
inf | &~ fll, = inf [®(1) - f(1)] = &(1) - sup f(1)= 0.
feA feA F
10.5.* Corollaire : || @], = lim ||f|l. (au sens d’une limite généralisée ) .
feA

10.6.* Corollaire : Si A est inclus & un sous-espace fermé de PM , alors Sup A et

Inf A appartiennent aussi a ce sous-espace .

20



10.7. Définition : Soit A une partie de PM dominée supérieurement. On pose
AA={ AV LV .. Vi lnelN* et fi,fo, ... fneA}.

Alors AA est encore dominée supérieurement et de plus stable pour la loi V ;

on peut donc poser | Sup A = Sup AA |. Idem pour Inf A.
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Chapitre II : Espaces de Riesz

Contenu : Un espace de Riesz est un espace ordonné possédant une wvaleur absolue
(a valeurs dans l'espace lui-méme). IR en est 'exemple minimal et paradigmatique .
De nombreux espaces de fonctions, les espaces PM et L, ainsi que la plupart des

espaces définis dans les chapitres suivants, sont des espaces de Riesz .

§ 1. Définition et propriétés

1.1. Définition : Un espace ordonné V est un espace de Riesz ss’il existe une application

| | : V= VT, appelée valeur absolue telle que

VueV VYoeVt | |Ju<v & —v<u<w

1.2. Théoreme : Dans un espace de Riesz V ona (u,v € V)

1) —ful <u<uf

2) u>0 & u=|ul

3) VAeR |Au| = |\ ]|u]
4) |utov[ < ul+|v]

5) [lul —=lvl| < Ju—v]

Dém :

1) VueV ona |ul €Vt et |ul <lul, done —|u|] <u < |ul.

2) a) = : Soit u>0; ona —u<u<wu, donc |u|<wu; or u<|ul, donc u=|ul.
b) < : Trivial.

3) VueV ona —|ul<u<lul, donc —|u| <—u<lul, donc |—u| <|ul,
donc aussi |u| = | — (—u)| < |—wu], donc |—u| = |u|.

D’autre part soit A >0; ona —|u| <wu<|u|, donc —A|u| <Au <\ ul,
or AMul € VT, donc [Au| < Alu|; onadoncaussi Alul =X |(1/A) Au|

<A(A/N) [ Aul =|Au|; done [Au| = \ul.
4) Yu,veV ona —|ul—|v]|<u+wv < |ul+|v|, donc |u+v| < |ul+|v].
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5) Vu,veV ona |ul=|v+u—v|<|v|]+|u—wv]|; en intervertissant u et v on a

lv| < |ul+ |u—v|, donc —|u—v| < |u|—|v| <|u—wv|, donc ||u|—|v|| < |u—"v].

Exemples d’espaces de Riesz : £, C, R, F, L', Mp, M, PM.

1.3. Théoreme : Il existe au plus une valeur absolue dans un espace ordonné.

Dém : Soit V un espace ordonné et soient | |; et | | deux valeurs absolues
dans V; ona Yu eV —|uly <u<|uly, donc |u|s <|uly; de méme on trouve

|uly < |ule, donc |ul; = |uls.

1.4. Définition : Soit V un espace de Riesz ; V u, v € V on pose

uVo=1i(utv+|u—0l) et |uAv=1(utv—|u—v])

1.5. Définition : Soit V un espace de Riesz ; Vu € V on pose

ut=uVv0=1(|ul+u) et um=(—u)t=(—u)v0 =3 (lu—u)l

ut et u~ s’appellent la partie positive et la partie négative de wu .

1.6. Théoreme : Propriétés des lois A et V dans un espace de Riesz V (u, v, w,x € V)

1) VAERY (Au)* =Aut et (Au)” = Au~

2) VAe R AuAv) = (Au)A(Av) et A(uVo) = (Au)V(\v)

3) —(uAv)= (—u)V(=v) et —(uVov)=(—u)A(—0)

4) (u+v)Vu+tw)=u+(uVvw) e (ut+v)A(ut+w)=u+(uAw)
5) uhv<u<uVo

6) uVu=uAu=u (idempotence)

7) uVv=ovVu et uAv=vAu (commutativité)

8) (uVo)Vw =uV(@Vw) et (uAv)Aw=uA(wAw) (associativité)

9) uA(wVw) = (uAv)VuAw) et uV@WAw)=(uVo)AuVw) (distributivité)
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10)
11)
12)
13)
14)
15)
16)
17)
18)
19)
20)
21)
22)
23)
24)
25)
26)
27)
28)
29)
30)
31)

32)

v<w = (u\/vgu\/w et u/\vgu/\w) (monotonie)

uNv <u<uVou

(ugv et ugw) = u<vAw [u/\v est la borne inférieure de u et v]
(ugw et vgw) = uVv <w [u\/v est la borne supérieure de u et v}
u<v & uANv =u

u<v & uVu=v

uVo+uAv=u+v e uVv—uAv=|u—uv|
uV(—u) =|ul et uA(—u)=—|ul

utAu =0

u=u"— u"

lu| = ut+ uw = ut VvV u"

u<v & (u+§ vt oet um > ’U_)

2wA)tT < (u+)t < uf4+ vt et 2wV < (utv)T < u 4 v

(uAv)T=utAvt et (uAvV)” = u Av-
(uvo)t=wutvoet et (uVov)" = u Vo
uVo=utVvVor—u AvT et uAv=u"Avt—u Vo

luVol < JulVivl et JuAv| < |ulV v

|lu+v| V]u—v| = |u|+ |v]

lul Ao =0 = |ut+v|=|u|+ v

luVv—wVe|<|lu—w|+|v—z| et |[uAv—wAz|<|u—v|+|w—2x
ugw:>u\/(v/\w):(u\/v)/\w£f

Vu,v,weVt uA(v+w) <uAv+uAw

Vo,weVT [(u:v—w et v/\w:O) & (v:u+ et w:u*)].

Tous ces résultats sont de démonstration élémentaire (voir [34]). Nous les utiliserons

librement dans la suite.
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1.7. Théoreme de balayage dans £' : Vfe £ ona | 'lim aAf=f|

o —+ 00

Dém : Soit £ >0 etsoit g€ & telque ||f—gli <e; ona Ya>0
lanf—=Fflh < llanf—angli+1f=gl +llang—glh
<2|f-glhi+lang—glh <2c+llang—glisor Ya>|g| ona arg=g:;

donc Ya>|lg|| ona [|aAf—flli<2¢.

1.8.* Corollaire : Nim (—a) \/f/\ a=f

o —+ 0o

§ 2. Treillis

2.1. Définition I : Un ensemble ordonné E est un treillis ssi Va, b€ E la paire {a, b}

possede un majorant minimum (noté aV b) et un minorant maximum (noté a Ab).

On en déduit Va,beT ’a/\b <a< a\/b‘.

2.2. Définition équivalente II : Un ensemble E est un treillis ss’il existe deux opérations

sur E, notées V et A, commutatives, associatives et idempotentes, telles que

Va,beE [a/\b:a & a\/b:b]

On peut alors définir un ordre sur E par la condition |Va,beE a<b < aAb=a].

Pour cet ordre V et A constituent effectivement les opérations de « majorant minimum »

et de « minorant maximum » .

2.3. Définition équivalente III : Un ensemble E est un treillis ss’il existe deux opérations

sur E, notées V et A, commutatives et associatives, vérifiant la propriété d’ absorption

Va,beE aA(aVb)=aV(aNb)=al].

Remarque :
La propriété d’absorption a elle seule implique déja I'idempotence des lois V et A ;

en effet on peut alors écrire Va €T : aVa =aV|[aA(aVa)] =a

aNa =aA[aV(aha)] =a.

2.4. Théoréme fondamental

Un espace ordonné est un treillis ssi ¢’est un espace de Riesz.
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Dém :

a) = : Soit V un espace ordonné posédant une structure de treillis ; on pose

VueV |u|l=uV(—u)|; montrons que | | est une valeur absolue sur V.

Ona YueV Jul>u et |u|>—u, donc 2 |u|>u+ (—u)=0, donc |u|>0.
D’autre part on peut écrire Vu eV VoeVT: |u/<v & uV(—u)<w
= (ugv et —uﬁv)
S —v<u<w.

b) <« : Conséquence des propriétés 6), 11), 12), 13).

§ 3. Sous-espaces d’un espace de Riesz

3.1. Définition : Soit V un espace de Riesz ; un sous-espace W de V est cohérent ssi

W est stable pour les lois V et A.

Remarque :

W étant un sous-espace, la stabilité pour 'une des lois implique la stabilité pour 'autre .

3.2. Théoreme : W est cohérent ssi Yu €V ona |ueW = |uleW |

Dém : a) = : Si ueW ona |ul=uV(-u)eW.

b) < : Siu,veW ona uVv=3(utv+|u—v])eW.

3.3.*% Théoreme : Soient V un espace de Riesz et W un sous-espace de V ; alors W

est un espace de Riesz (pour la structure induite) ssi W est cohérent .
3.4.* Théoreme : M et Mp sont des sous-espaces cohérents et de PM.

3.5. Théoréeme :

Soient V un espace de Riesz et W un sous-espace cohérent et intégral de V ; alors V/W

possede une structure naturelle d’espace de Riesz en posant Vu € V/W | |u]| = |u]

Dém : Montrons d’abord que cette définition est indépendante des représentants
choisis, c-a-d que Vu,veV (=7 = |u| =|v]), c-&-d encore Yu,v eV
(u—veW = |u|—|v] € W). Soient donc v €V et we W ; il faut montrer que

lv+w|—|v|]eW; orona |v+w|—|v|]<|v]+|w|—|v|=]|w|; deplus |w| e W
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car W est cohérent ; on en déduit |v+w|—|v| € W car W est intégral .

Démontrons ensuite que | | est bien une valeur absolue sur V/W | c-a-d que
VieV/W Vie (V/W)" [|a| <7 o —0<A<D
a) = : Supposons |u| <7 ; alorsil existe w € W tel que |u| <v+4w, c-a-d

—v—w<u<v+w; onendéduit —v<u+w et u<v+w, donc —v<Uu<L7D.

b) < : Supposons —v < u < U ; alors il existe w;, wy € W tels que —v < u+w;
et u<v4+wsy; onendéduit —v—w; < u < v+ wy, donc

—v—(wy Vwsy) <u<v+ (w Vwy), donc |u| <v + (w; Vwsy), done |u| <.

§ 4. Domaines de Riesz sur un espace de Riesz

4.1. Définition :

Soient A et V deux espaces de Riesz ; on dit que V est un domaine de Riesz sur A

ss’il est muni d’une application bilinéaire (notée multiplicativement )

AXV—=V : (a,u) — au telleque [VYa€A VueV |au|=]|allul]|.

4.2. Théoréme : Dans un domaine de Riesz V sur A on a

YVace AT YueVT aqueVTt

1)

2) Va,be AT Yu,veVt [(agb et uﬁv)éauﬁbv]
)
)

3) Va,be A YueVT (anb)u=(au)A(bu) et (aVb)u=(au)V (bu)
4) Vae AT Yu,veV a(unv)=(au)A(av) et a(uVo)=(au)V(av)
Dém
1) au=la||lu| =|au] € VT.

2) (b—a)u> 0, donc bu>au; deméme b(v—u)> 0, donc bv> bu;
donc bv>bu> au.

3) (aAb)u=3(a+b—|a—b])u=3(au+bv—|a—blu)
= t(au+bv—|(a—b)u]) =3 (au+tbv—]au—>bul|)=(au)A(bu).

4) Idem.

Exemples : R, L', Mp, M, PM sont des domaines de Riesz sur R .
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§ 5. Espaces semi-normés de Riesz

5.1. Définition : Un espace de Riesz V muni d'une semi-norme (resp. norme) || |5 est

un espace semi-normé (resp. normé) de Riesz ssi

Vu,veV |ul <o = Jlulls < ]

5.2. Théoreme : Dans un espace semi-normé de Riesz V on a (u, v € V)

D Jul = Jol = [lulls = vl

2) [lulll, = lulls
3) [ul =1vl]l, < lu—vll

Dém :
Démontrons par exemple 2) : ona Yu eV ||u|| = |u|, donc |||ul Hs = ||ulls-
5.3.% Théoreme : | Un espace normé de Riesz est archimédien .

5.4. Définition : Un espace normé de Riesz V est un espace de Riesz-Banach (ou

treillis de Banach ) ssi V est complet pour la norme. Si de plus V est un espace de

Hilbert on parle d’un espace de Riesz-Hilbert .

Exemples d’espaces de Riesz-Banach :

s (F LD (5T E) s (M) (PM T ) -

§ 6. N-dual d’un espace semi-normé de Riesz

Nous nous proposons de généraliser a un espace semi-normé de Riesz quelconque

la construction qui nous a permis d’obtenir PM a partir de £ .

6.1. Définition : Soit V un espace semi-normé de Riesz et soit V* le N-dual de V;

V* est un espace de Banach pour la norme duale || ||, définie par
VoeVr ol = sup  [o()| = sup  o(u)
ueV, ||ulls=1 ueV, ||ulls<1
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6.2. Définition : On définit un ordre dans V* de la maniere suivante :

Vo,peV* onpose | ¢ <y ssi YVueVT ¢(u) <(u)|.

6.3.* Théoreme : V* est un espace ordonné.

6.4. Définition : On pose V¢ € V*

e VueV'™ [¢|(u) = sup ¢(v) = sup [é(v)]

veV, |v|<u veV,|v|<u

o VueV [¢|(u) = [o|(u")—|o[(u")

6.5. Théoreme : | | est une valeur absolue sur V*, qui est donc un espace de Riesz.

Dém : Identique a la démonstration faite dans le cas de PM.

6.6. Théortme : Vo e V* YueV ona |¢(u)|<]|o|(lu]).

Dém : Identique a la démonstration faite dans le cas de PM.

6.7. Théoreme : Vo € V* ona | ||[[¢]|, = ¢l |-

Dém : Soit ¢ € V*; ona [[¢f, = sup |ow)| < sup  [9](|ul)
ueV, ||ulls=1 ueV, |ulls=1
= sup o] (u) = H|¢|H*, on a donc |[[¢|, < H|¢|H*, soit € >0 ;

ueVH |ulls=1

choisissons u € VT tel que |lulls =1 et ||[¢]]|, < @] (u) + € ; choisissons ensuite
veV telque [v]<u et [¢|(u) < |¢(v)| +¢e; onadone |||o]], < [o(v)]+2¢;
or Ju] < u, donc [[vll, < ull =1, donc |$(0)] < 6], donc |||l < Il + 2¢

on en déduit ||[@]]], <[]

6.8.* Corollaire : Yo, € V* ona o] <|Y] = [|o]s < [|¥]l«-

En conclusion on obtient le

6.9.* Théoreme :

Le N-dual d'un espace semi-normé de Riesz est un espace de Riesz-Banach.
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§ 7. Morphismes et isométries de Riesz

7.1. Définition : Soient V et V’ deux espaces de Riesz ; le morphisme linéaire

¢ : V— V' est croissant ssi |Vu eV [uzo :>q§(u)20} )

¢ est un morphisme de Riesz ssi |Vu eV | (u)] = ¢ (|u]) |.

7.2.% Théoreme : Si ¢ : V— V' est un morphisme de Riesz on a (u, v € V)

) uz0= ¢ =0 3) ¢(uhv) = ¢(u)Ao(v)

) u<v= oW <o) 4) duVe) = ¢ V)

Exemples

Vi € PM™T Tapplication | R — PM : f f.[i| est un morphisme de Riesz.

V f € R" lapplication | PM — PM : [ +— f.[i| est un morphisme de Riesz.

7.3. Définition : Soient V et V’ deux espaces semi-normés de Riesz ; le morphisme

de Riesz ¢ : V— V'’ est une isométrie de Riesz ssi |Yu eV | ¢ (u)|s = uls |

Si Vet V' sont des espaces de Riesz-Banach on parle d’une isométrie de Riesz-Banach .

Remarque : Une isométrie de Riesz-Banach est toujours injective ; elle n’est pas

nécessairement bijective .
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Chapitre III : Fonctions positives semi-continues supérieurement sur [a,b]

Contenu :

Les fonctions positives semi-continues supérieurement constituent I'outil théorique
indispensable a la démonstration du théoreme de convergence dominée de Lebesgue.
En particulier le théoreme de semi-complétude de I’ensemble de ces fonctions est a la

base du théoreme de complétude de 'espace des fonctions universelles .

1. Définition :

Une fonction f: [a,b] — IRT est semi-continue supérieurement (scs) ssi

Vee[a,b] lim f(z) < f(c)

r—cC

2. Théoréme : Si f: [a,b] — IR est scs, alors f est |bornée|, c-a-d f e FT,

et f atteint sa borne supérieure.

Dém : Supposons que f ne soit pas bornée et soit une suite z, € [a, b] telle que
f(z,) — 4+ co. Par compacité de [a, b], il existe une sous-suite x,, qui est convergente ;
posons ¢ = lim z,/ ; alorsona + oo = lim f(z,) < f(c), ce qui est contradictoire.
Soit M la borne supérieure de f ; alors il existe une suite z, € [a, b] telle que
f(z,) — M. Par compacité de [a, b], il existe une sous-suite z,, qui est convergente ;

posons ¢ = lim z,/ ; alorsona M = lim f(x,) < f(c), donc f(c) =M.

Onnote S={feFt|fscs}, ES={fe&T|fscs}=&ENS
et RS={feR"|fscs}=RNS.

On a clairement ’55 CRSCSC ]-"*‘ et .

3. Théoreme : £S5, RS et S sont stables pour les lois +, «-», V, A et pour la

multiplication par un réel positif.

Dém : Il suffit de montrer le théoreme pour § :

a) Soient f, g €S et posons h=f+g; ona Vc€|a,b] @hg (@f)—l—(@g)
< fle)+g(c) =h(e).

b) Soient f, g €S et posons h=fg; ona Vc€la,b] @hé (@f) (@9)
< fle)gle) =h(e).
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c) Soient f, g€ S et posons h=fVg; ona VcéE|a,b] @h:(@f)\/(ligng)
< fle)Vgle) =h(e).

d) Soient f, g €S et posons h=fAg; ona Vcé€]la,b] @hg @fﬁ fle);

de méme @hg g(c); donc @hg fle)Ng(e)=h(c).

e) Soit fES et A>0; ona Vc€[a,b] mAf=Xlim f < \f(c).

4. Théoreme : Soit f€ FT; alors f €S ssi Ve >0 l'ensemble
{x €la,b]| f(z) <e} estouvert dans [a, b].

Dém :

a) = : Soit & >0 ; il faut montrer que 'ensemble E ={z € [a,b] | f(z) <e}
est ouvert dans [a, b] ; soit ¢ € E; comme f(c) < e il existe un intervalle ouvert I
contenant ¢ tel que Yz el f(x) < f(c)+[e— f(c)] =¢; donc I C E, ce qui montre

que E est ouvert .

b) <« : Soit ¢ € [a, b]; il faut montrer que lim f(z) < f(c), c-a-d que Ve >0 il
existe un intervalle ouvert 1 contenant c¢ tel que ‘v’x;é I f(x)< f(c)+¢e; soit € >0 et
soit E={z€a,b]| f(z) < f(c)+e}; E est ouvert et ¢ € E ; il existe donc bien un
intervalle ouvert I C [a, b] tel que c €I C E.

5. Théoreme de semi-complétude de S

Soit f, €S, f, suite décroissante, f, — f € F*t; alors fe S |.

Dém : Posons f=inf f, € F; soit c€[a,b]; ona

VnelN @fﬁ @fn < fu(e) ; donc @fﬁ i%ffn(c):f(c).

Enoncé équivalent : | Pour toute suite f, € S on a in{\I fne S|
ne

6. Théoreme de convergence uniforme dans S (Généralisation du théoreme de Dini)

Soit f, €S, f, suite décroissante, f, — 0 ; alors f, — 0 |.

Dém : Soit ¢ >0; onpose VneIN E,={ze[a,b]| fu(zr)<e}; ona
a) VneIN E, estouvert dans [a, b]
b) ¥Vne N E,C E,.
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c) U E,=]la,b]

neN

Il existe donc N € IN tel que Exy = [a,b]; donc Vo € [a,b] fy(x) <e; donc f, 0.

7. Théoreme de stabilité (Riesz-Nagy [22] p. 34)

Soit A une partie de F* stable pour la loi A; on note A l'ensemble de toutes les

fonctions de F* qui sont limites simples de suites décroissantes de A ; alors on a

1) A, est stable pour la loi A

2) | (A=A,

3) Si A est stable pour les lois +,«-», V ou pour la multiplication par un réel

positif, il en est de méme de A .

Dém :

1) Soient f,, g, € A des suites décroissantes ; posons f = inf f, € A| et
g=infg, €A .Ona YnelN 0< fuAgn—FfAg<(fu—1F)+(9n—9),
donc fAg=inf (f,Ng,) € A,.

2) Soit f, € A| une suite décroissante et posons f = inf f, € FT ;

soit Vn €N f,r € A une suite décroissante telle que fz = iréf ok

posons Vke€IN gr= for N fir A ... A frr € A; lasuite g; est décroissante,
donc g = i%f gr € A, ; alors

a) ona YEEIN g > foANfi... ANfix=fr; donc g>f;
b) ona Vn<k g < far, donc VnelN ¢g<f,; donc g<f.

En conclusion f=ge A,.

3) Evident.

Schéma symbolique de la démonstration

foo  fio  fao
! ! l
fOl fll fnl

fOk flk fnk
fo — fl fn f
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Remarque : Le théoréeme de semi-complétude de S est une conséquence triviale du

théoreme de stabilité et peut d’ailleurs s’exprimer sous la forme | S = S |.

8.% Lemme : Soit F un intervalle fermé de [a, b] ; alors 1y € ES.

9. Théoreme : Soit F un fermé de [a, b]; alors |1y € £S| |.

Dém :

Soit Q l'ouvert complémentaire de F dans [a, b] ; on peut écrire Q = |J Q,
n e IN*

1
avec (), = réunion (finie) des intervalles maximaux de €2 de longueur > —.

n
Notons Vn € IN* F,, le complémentaire de §2,, dans [a, b] ; alors on a

a) VneIN* 1y, € ES car F,, est une réunion finie d’intervalles fermés de [a, b].
b) lasuite 1, est décroissante car la suite €2, est croissante ;

c) F= () F,, donc 1g=inf 1f,.

n € IN*

En conclusion 1p € £S5, .

10. Théoreme : | £S5, = S |.

Dém : Onadéja ES; C S = S. Il reste a montrer 'inclusion opposée .

Soit f € S; en considérant éventuellement f/||f|| on peut supposer f <1 ;

onpose VneIN* Vke[0,n]] Fo={zela,b]||flz)>k/n}, et VnelN*
f":%kio Iy, ; VneIN* Vke[0,n] Fu estun fermé de [a,b], done
VnelN* f,€&S|. Deplus VneIN* Vke[0,n]] Vze[a,b] ona

k/n < f(z) < (k+1)/n = fulx)=(k+1)/n> f(x); donc ¥Yn € IN* ona
fF<fu et |Ifu—"l S%; on en déduit f, — f. Posons Vn € IN
gn=foNfiN ... N f, € ES|; lasuite g, est décroissante et on a

VnelN* f<g,< f,; donc g, f, donc fe (ES)), =ES|.
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Chapitre IV : Théoreme de Lebesgue sur [a,b]

Ce chapitre est consacré a la démonstration du théoreme de convergence dominée

presque partout sur [a,b]. En fait nous démontrons un théoreme de convergence bornée

partout sur [a,b], que nous appelons simplement théoréme de Lebesgue ; nous expliquons

a la fin du chapitre pourquoi, malgré les apparences, il n’y a aucune perte de généralité .

Chemin faisant nous construisons deux extensions successives fondamentales de 'espace

des fonctions réglées : d’abord I'espace des fonctions pseudo-réglées, puis 'espace des

fonctions universelles .

§ 1. Théoréeme de Lebesgue dans R

1.1. Lemme : Soient deux suites ¢, , ¥, € PM™T : alors on a

Iuf ¢, < io ¥ = ¢.| + Inf g,

Dém : Ona Vne N

Vo APIA o Aoy < [P0 AGIA o A = GoAGIA .. A |+ GoAGIA ... Ay

< fo\iﬂr%A b GoAGIA o AG:

on en déduit Inf ¥, < > ‘QZT—&«‘ + Inf ¢, .
n r=0 n

1.2. Lemme de convergence fine dans RS

Soit une suite f, € RS telle que f, 20 calors Vjie PMT ona f,i=>0.
En conséquence [ (f,) = || fu fillx — 0.

Dém :
La suite f, it est dominée car la suite f, est bornée ; soit Vn € IN

Vo = Sup (fatp f1) € M™T ; il faut démontrer Un 25 0. Posons Vn,peN
peIN

gnp:fnvfn+1v--'\/fn+p ERS; on a gnp:a:(fn/])v(fnJrl/])\/ SV (fner/])a

donc pour n fixé g¢,, i = QZR quand p — + oco.

(o]
Soit € > 0 et soit une suite €, >0 telle que > &, < € ; choisissons Vn € IN
n=0

un indice p € IN tel que ||zzn—gnpﬂ||*< €, ; onpose YnelN g,=g,, € RS;

on a donc Vn € IN HJn—gn/]H*S en ; d'autre part VneIN ona g, < sup foip;

peIN
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or quand n — 4+ 00 on a sup fn+pL>an:0, donc gni().
peN n

Posons Yne€N h, =goAgiA... Ng, € RS; ona YneN h, < g,,
donc h, =0 ; de plus la suite h,, est décroissante, donc h, >0 ;

enfin par définition on peut éerire Inf (h,, fi) = Inf (g, /1)

En appliquant le lemme précédent on obtient donc

10t Dull, < 3 19— goill, + | (g i) | < 3 & + ||t (ko )],
= ¢+ inf | hpjille < e+ (inf [[hal) |2[L = e

comme ¢ est arbitraire on en déduit Inf ibvn =0.
n

1.3. Lemme d’approximation dans £+

Vet VieMT Ve>0 ilexiste g€ &S telque g<f et a(f—g)<e.

Dém : Soit fe&T et e MT; on construit g € £ES de la maniere suivante :
on annule f dans des intervalles ouverts contenant ses points de discontinuité, sans
changer ses valeurs aux points de discontinuité euz-mémes ; on obtient ainsi une fonction
g€ &S avec g < f; en vertu de " hypercontinuité de [i, on peut rendre ces intervalles

suffisamment petits pour que f(f —g) < e.

Remarque : | C’est ici qu’intervient la condition i € M™ au lieu de i € PM™ |;

I’extension du lemme de convergence fine a des espaces plus généraux que RS ne s’obtient

que pour les mesures .

1.4. Lemme d’approximation dans R

VieERY Vie Mt Ve>0 ilexiste g€ &S telque g< f et a(f—g)<e.

Dém : Soit f€RT; soit he&T telque h<f et |[f—nh| <e/lils;
soit g€ &S telque g<h et ji(h—g) <e;alorsona g<f et

p(f—g)=np(f—h)+ph—g) < 2e.

1.5. Lemme de convergence fine dans R+

Soit une suite f, € Rt telle que f, Ny} calors Vie Mt ona f,ji=0;

en conséquence fi(f,) = fn it]lx — 0.

Dém :
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Soit une suite €, > 0 telle que io €, < + 00 ; choisissons Vn eIN g, €ES
tel que gn < fu et i(fu = gn) ggn ;
ona g, g(), donc gn/]QO ; on peut écrire Vn,pe N
Hamvﬁwlvu-VﬁHﬁﬂ——@nv@wlvH.VgM»ﬂH,sﬁizuﬁWf—wwﬁ
< i}enw = i Er;
donc quand p — + 00 || Sup (fatp /) — SUp (gnep 1) ||, < S e

peN peN r=n

donc quand n — + oo  Lim (f, ji) = Lim (g, ji) = 0.

1.6. Corollaire : Théoreme de Lebesgue dans R

Soit une suite f, € R telle que fnngR; alors VieM ona f, i fii;

en conséquence [i(f,) — @ (f).

, ~ ~ ~ b
Dém : Ona VYneIN |foa—fp|<|fo—flli]; or |fu—fl—0,
donc |f, — fl || =0, done f, i fii.

§ 2. Fonctions pseudo-réglées. Théoréeme de Lebesgue dans PR

Contenu : Supposons fi € M ; pour U'instant le produit ffi et le réel fi(f) n’ont
de sens que si f € R; ce paragraphe et le suivant vont nous permettre d’étendre la validité

de ces expressions a des fonctions f de plus en plus générales .

2.1.* Théoreme :
Les deux propriétés suivantes sont équivalentes pour une fonction f € F :
1) 1l existe une suite f, € € telle que f, >, f.

2) 1l existe une suite f, € R telle que f, LA f.
2.2. Définition : Une fonction f € F qui vérifie ces propriétés est dite pseudo-réglée .
On note PR ={f € F || f pseudo-réglée } D R.

2.3.* Théoreme : PR est une sous-algebre cohérente de F .

2.4. Théoreme : | S C PR™|.
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Dém : Ona S=ES); or ESC R, donc § C PR".

2.5. Théoreme de fermeture uniforme (Baire [1] p. 112-114)

Soit © un ensemble quelconque ; on note F(2) I'espace de Riesz des fonctions bornées
de Q dans IR. Soit V un sous-espace cohérent de F(2) tel que 1 € V ; on note v

le sous-espace des fonctions f € F(£2) pour lesquelles il existe une suite f, € V telle

b S , .
que f, — f. Alors | V est fermé pour la convergence uniforme |.

Ce théoreme se démontre a 'aide de deux lemmes.

Lemme 1 : Soit une suite f, € F(Q) telle que f, — f € F(Q) et soit une suite

décroissante &, > 0 ; alors il existe une sous-suite f,,, telle que || fo, ., — fu, |l < &p-
Dém :

On choisit une suite croissante n, € IN telle que Vpe IN [/ f,, — f| <&,/2;

onaalors VpeN | funr = funll < faus = FIl+ 1 fny = FI S cpia /24 p/2 < 5y

Lemme 2 : Soit une suite f, € V ; alors il existe des suites gn,p €V telles que

VneN gup > fooet Y, p €N gy —gupl < I farr = full-
Dém
Choisissons Vn € IN une suite f,, , € V telle que fn,pg fn; onpose Vn e IN
ap = || fay1 — ful| et on définit Vp e IN
go,p = fo.p
91,p=Go,p+ (=) V (f1,p — go,p) N o
g2,p=91,p+ (=) V(fa,p —g1,p) Nts

93,p 292,p+(_a2) v(f3,p_g2,p) N Qg

Onabien Vn,peIN g, ,€V et ||gnt1,p—npll < n=|Ffros1— full ;

par ailleurs on peut écrire quand p — + o0

gO,png
gl,pﬁ’f0+(—040)\/(f1—f0)/\040Zfo+(f1—fo):fl car —ag < f1— fo < ap

g2,p£>f1+<_041)\/(f2_f1)/\041:f1+(f2—f1)=f2 car —a; < fo—f1 <y
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Démonstration du théoréeme

Soit la suite f, € V telle que f, = f € F(Q); il faut montrer f € V.

oo
Soit une suite e, >0 telle que > &, <+ 00 ; en vertu du lemme 1 on peut supposer
n=0

VneIN |[[for1— full < en.

En vertu du lemme 2 il existe des suites g, , € V tellesque VneIN g, , LR fn et
b

Vn,p€IN |[gn+1,p = 9npll < [ fus1 — full < €n 5 nous allons prouver g, , = f,

ce qui démontrera le théoreme .
oo
Soit € > 0 ; choisissons N € IN tel que > e, < e et |[fxv—f| <e;
r=N

ona Vp>N g, ,—f=(gnp— fn)+(fv—F)

+ (9N+1,p - QN,p> + (9N+2,p - 9N+1,p) + .. (gpﬁp - gp—l,p) )

p—1
donc |gp.p— fl=lgnp— x|+l v =FI+ 2 e <lgnp— fnl+2¢€;
r=N

on trouve donc lim |g, , — f| < 2¢; comme ¢ est arbitraire on en déduit
p— + 00 ’

Jp.p—f; deplusona VYp>N g, , = gn, + (GNt1p— IN.p)

+ (gn+2,p = gN+1,p) + -+ (9pp — Ip-1.p) 5
1
donc [[gp pll < llgnpll + 2 €r < |lgn,pll + €5 comme gy, est une suite bornée
r=N

il en est de méme de la suite g, ,, donc g, , A f.

2.6.* Corollaire : | PR est un espace de Riesz-Banach pour la convergence uniforme.

2.7. Théoreme d’extension

Soit une suite f, € R telle que f, A f€PR; alors Vie M f, i converge finement

dans M vers une limite qui ne dépend que de f (et non de la suite f,).
Dém
La suite f,, i est dominée car la suite f, est bornée ; soit Vn € IN

Ou= 0 (fusp i) € M et = Sup (fuy, /i) € M posons ¥n,pe N
p

peIN

gnp:fn/\fn—l-l/\”- /\fn+p €ER et hnp:fn\/fn+l\/ \/fn—l-p eER.

Pour n fixé on a gnpﬁian et hnpﬂiwzn quand p — 400 ; soit € >0



et Vn € IN choisissons p € IN tel que ||$n—gnp/1|]*§5 et ||1Zn—hnpﬂ|]*§5;

onpose Vne€IN g, =g¢np, et h,="hy,,.

Ona VnelN inf fn+p S dn S fn S hn S sup fn—l—p; or inf fn-l—p;f

et sup fn+pi>f quand n — + oo, donc gngf et hngf; on en déduit
peIN

kn="h,— gn LAY ; donc k[ % 0; or on peut écrire

I = Gulle < 1 = b illa A W fills + |0 — g Fille < Ik ol + 26,

donc | Tim (f, /i) ~ Lim (fu f) |, < 2+ on adone Lim (f, /i) = Lim (f, 1)
ce qui prouve que la suite f, i converge finement dans M.

Montrons que cette limite ne dépend pas de la suite f,, mais seulement de f;
soit une suite ¢, € R telle que ¢, R fi;ona ¢,— fu 2 0, donc (pn— fu) i =0,

donc Lim (gpn /]) = Lim (fn ﬂ).

n

2.8. Définition : V f € PR Ve M nous pouvons donc définir fii € M de la

maniere suivante : | fg = Lim ( fn /1) ou f, est n’importe quelle suite dans R
n

telle que f, LR f.

2.9. Définition : Tout g € M s’étend canoniquement a PR en posant

VSePR p(f)=(fm) @)

2.10.* Théoreme : Vfe PR VapeM ona |a(f)=1Um a(f,) | ou f, est

n’importe quelle suite dans R telle que f, b, f.

2.11.* Théoreme : Vfe PR VaeM ona 1) |[fia|=|f]|i]

2) [aA)I<Tal(f) < el irl
3) falle < A2l

2.12.* Théoreme : M, Mp, L' sont des | domaines de Riesz | sur PR.
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2.13. Lemme de convergence fine dans S

Soit f € S et soit une suite f, € S telle que f, A 0; alors Vie M ona

fn 1 %0 ; en conséquence fi(fn) = || fu fi]lx — 0.

Dém : Méme démonstration que dans RS.

2.14. Lemme d’approximation dans PR™

VFfeEPR" VieM*T Ve>0 ilexiste g8 telque g<f et a(f—g) <e.

Dém : Soit f, € Rt une suite telle que f, LR f; par définition de ffi on a
pIg{\I (frotp 1) 5 fii; en négligeant éventuellement un nombre fini de termes de la
suite f,, on peut des lors supposer H fi— nlgl% (fn 1) H* <e.

Posons ¢ = niéul; fo € PRT; ona ¢ < f; de plus par définition de ¢ i on a
@i = Inf (fu i), done fi(f—¢)<=.

Soit une suite €, > 0 telle que io en< e; s0it VneIN g, € ES tel que
Gn < fnoet fG(fo—gn) < en; p(;sons g:nigg\l gn € S C PR";

ona ¢g<¢<f etpardéfinition de fi(¢ —g) on peut écrire

i(o—g)= lim Ja(foAfih . Afu=goAgiA ... Agn) < f:o i (fr = gv)

< i:jo e, < e onendéduit f(f—g)< pa(f—¢)+a(p—g) <2e.

2.15. Lemme de convergence fine dans PR™

Soit une suite f, € PRT telle que f, 20 calors VieMT ona f,ji=0;

en conséquence [ (f,) = || fu ftllx — 0.
Dém : Méme démonstration que dans R™.

2.16. Corollaire : Théoreme de Lebesgue dans PR

Soit une suite f, € PR telle que fnngPR; alors Yie M ona f,ji~ fji;

en conséquence [ (f,) — f(f).

Dém : Méme démonstration que dans R .

43




§ 3. Fonctions universelles. Théoréme de Lebesgue dans W

3.1. Définition : Une fonction f € F est universelle ssi

VieM' Ve>0 ilexiste g,h€PR telsque g< f<h et a(h—g) <el.

Onnote W ={f ¢ F| f universelle } D PR.
3.2.% Théoreme : W est une sous-algebre cohérente de F .

3.3. Théoreme de complétude de W

Soit f, eW, fnife]-"; alors feW |.

Dém : On peut supposer f, monotone car lim f, = sup (inf fn+p).
n n P

a) fn décroissante
Il est loisible de supposer Vn € IN f, € Wt soit 1€ Mt et € >0;
o0
soit une suite e, > 0 telle que > e, < e; soilent Yne N g¢g,, h, € PR
n=0

tels que g, < fr, < h, et f(h,—gn) < e, ; soit enfin VneIN k, €S tel que

kn<gn et f(gn—kyn) <en; onadonc fi(h, —k,) < 2e,; posons Vn €N

H,=hoANhy... Nh, € PR et K,=koANky... Nk, €S C PR ; posons de plus

K:i%fknESCPRJF; ona K,>K, done ji(K,—K)—0; soit NeIN

telque f(Ky—K)<e;ona K< f<Hy et K<Ky<Hy; onpeut alors écrire
(Hy = K) = i(Hy — Kx) + (K — K) < 32 il =) + ¢

i
< > 2e,4+e<3¢; donc feW.
r=0

b) f, croissante

On raisonne sur la suite — f,, qui est décroissante ; donc — f € W, donc f e W.

3.4.%* Corollaire : W est un espace de Riesz-Banach pour la convergence uniforme .

3.5. Définition : VfeW Vie M ondéfinit fue M en posant

e VieM* fi = Sup (gp) = Inf (hj)
gEPR,g<f he PR, h2>f

o VapeM  fp = fpt—fp"
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3.6. Définition : Tout g € M s’étend canoniquement a W en posant V f € W

o VpeM" u(f)=(Um@) = sup pa(g) = inf Ak
gEPR,g<f hePR, h>f

e VieM u(f)=(fm)@M) = gt (f) —a(f)

Notation intégrale :

b b
VieM YfeW onmote mf):/(fm(x):/f(x)ﬁ(x).

3.7.% Théoreme : VfeW VaieM ona 1) |[fa|=I|f||i]
2) [ T<Tal(f) < Tal 1l

3) N fills < Il

3.8.* Théoréme : M, Mp, L' sont des ’domaines de Riesz‘ sur W.

3.9. Lemme de convergence fine dans W™

Soit une suite f, € W telle que f, 20 calors Vie Mt ona f,ji=0;

en conséquence fi(f,) = || fn f|lx — 0.

Dém :
oo

Soit une suite €, > 0 telle que en < +o00; soient Vn€IN g,, h, € PRT
n=0
tels que g, < fo <h, et fi(hy,—gn) <en; ona gn =0, donc g, ji 50 ;
on peut écrire Vn € IN || Sup (hnip i) — Sup (gnp 1) H* <Y epr =3 &y,
peN peN r=0 r=n

donc quand n — + oo Lim (h, fi) = Lim (g, i) = 0 ;

orona Lim (f, i) < Lim (h, fi), donc Lim (f, i) = 0.

3.10. Corollaire : Théoreme de Lebesgue dans W

Soit une suite f, € W telle que fnngW; alors Yie M ona f,ji— fji;

en conséquence i (f,) — f(f).

Dém : Méme démonstration que dans R .
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Remarque : Notre version du théoreme de Lebesgue parait a priori moins générale

que la version classique. C’est une illusion ! En effet :

1) Nous supposons la convergence partout au lieu de la convergence presque partout.

Il suffit simplement de décider que les fonctions de la suite sont nulles aux points ou il n'y a

pas convergence pour retrouver le cas de la convergence partout .

2) Nous supposons la convergence bornée au lieu de la convergence dominée.

Soit donc une suite de fonctions f,, convergeant partout vers une fonction f, et soit F' une

fonction positive sommable pour fi telle que Vn € IN |f,| < F; on peut supposer que
Vaela,b] F(zx)#0; lasuite % est donc bornée ; en appliquant des lors la version

« bornée » du théoreme de Lebesgue a la suite % et a la mesure F' i, on obtient
b b b b
_ Jo - Jo - _
L = = F = Fi= :
/a Jn 1 / pli— | pte=] fh

Remarquons aussi que nous formulons le théoreme de Lebesgue de maniere plus précise

qu’habituellement , puisque nous affirmons la convergence fine des mesures f, i et pas

b
seulement la convergence des intégrales fi(f,) = / fn L.
a

Xk ok 3k ok sk ok sk ok sk

Récapitulatif : Pour faciliter la compréhension de notre travail , nous présentons le

schéma d’inclusion des principaux espaces de fonctions, fonctionnelles, mesures et
pseudo-mesures sur [a,b], déja définis dans les chapitres précédents ou a définir dans les

chapitres suivants :

F FO

U U
ECRCBACPRCW — BcL?clLltcMpc McCPM
U U U U U U U
C S Z K Np ¢ N C PN
U U
A C PA
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Chapitre V : Algebres de Riesz

Contenu : Une algéebre de Riesz est un espace de Riesz muni d’une multiplication
vérifiant des propriétés analogues a la multiplication dans IR. De nombreux espaces de
fonctions constituent des algebres de Riesz ; il en est de méme de certains espaces de

fonctionnelles, comme nous le verrons plus loin .

§ 1. Algebres de Riesz

1.1. Définition :

Une algebre est dite standard ssi elle est associative , commutative et unitaire.

1.2. Définition : Un espace de Riesz V muni d’'une structure d’algebre standard est

une algebre de Riesz ssi

1) Vu,veVt wveVT

2) Vu,veVT (uv=0 < uAv=0)

Exemples : £, C, R, PR, W, F sont des algebres de Riesz.

1.3. Théoreme : Dans une algebre de Riesz V on a

1) VueVt Vo,weV (v<w=uv<uw)

2) Yu,veV |uv|=]ul|v]

3) VueV = (v")?+ (v )? = |u? e VT

4) Yu,veV uv=(uAv)(uVo)

5) Yue VT Yo, weV uwAw)=(uv)A(uw) et u(vVw)=(uv)V(uw)
6) Yu,ve VT VYnelN* (uAv)"=u"Av" et (uVv)"=u"Vo"

7) VueVT ¥YnelN* 1TAu"<u<IVu"

8) VueV VnelN* (u"=0 < u=0)

9) Vu,v,weVT [(ugw et v<w et uwng)jugv]

10) Yu,ve VT V¥neN* (ungv” & ugv)



Dém :

1) v—u>0, donc (v—u)z>0; deméme y—x >0, donc v (y—x)> 0, donc
ur <vr<vy.

T Y

A A

2) wv=(ut —u )t —v) = (W +uv) — (uto +uvt) ;

onaz>0,y>0et zy=0, doncaussi t Ay=0, donc |[uv|=|z—y|l=z+y
=(wrvt +u o)+ (wrv +uot) = (ut +u) (vt +0v7) = |u| |v].

3) w=(w"—u)?=w"?+ @w)*+2utu” = (u")?+ (u")* > 0, de méme
lul = (ut +u")? = (Wh)? + (u)? +2uTu” = (uh)? + (u)?.

4) (wnv)(uvo)=43 (utv—|u—v]) 5 (utv+lu—v])=1[(u+tv)?—|u—2v]]
=1 [(u+v)? = (u—v)?] =uv.

5) u(vAw) = tu (v—i—w—\v—w]):

: t(uvtuw—ulv—wl)

2

=2 (uv+uw—|u| |U—w|) (uv—i—uw— ]uv—uw]) = (uv) A (uw).

6) n=2 : WAV < (uv)V (W AvY) = (uvVud)A(uvVo?)
=[uwVo)]Av@Vve)]=(wAv)(uVv)=uv; donc u* Av? = (uv) A (u® Av?)
= (uvAu?)A(uvAv?) = [u(wAv)] Ao (wAv)] = (uAv)?.

n >3 : Par récurrence sur n :

ut A" < [(uVo)u" A [(uvo)onT = (wVo) [utE A 0] = (w V) (A )T

n—

=uv(uAv)"?; donc u"Av"=[uv(uAv)" 2] Au" A"
[uv (uAV)" 2 A U] Afuv (uAv)"2A 0" < [(wo™ ) Au] A [(u™ o Aom]
=[u@W" A" A [v @A ] = (wAv) (Wt AT = (wAv) (uAv)T
(

uAwv)"; par ailleurs (uAv)" <u” et (uAv)" <ov", donc (uAv)" <u™Av"™

7) Ona (IAw)"'<1<(1Vu)"', donc
INu"=(1Au)"<TAu<u<IVu<(IVu)*=1Vu".

8) Ona (v*=0= uAu=0), c-a-d (v*=0 = u=0) ; de plus soit n € IN*

n n—1 ’
et u"=0; alors u?"=0, donc u?" =0, donc par récurrence u = 0.

9) Ona —w<v—u<w, donc |v—u| <w; parailleursona 0<vw—uw
=wv—uww=@w-—u)tw—(v—u)"w, donc (v—u)"w < (v—u)"w; donc

(w—uw) w=[v-—uwtw]Alv-—u) w=[(v-u)Aw-—u"]w=0; dou
[(v—u)"P<(w-u)"|v—ul<(v—u)"w=0, donc (v—u)"=0, cca-d v—u>0.

AR



10) Supposons u™ < v™ ; alorsona u(uVv)" !=u " tvor ) =u"V (uv™1)
<oV (uv™ 1) = v" H(u Vo) ; en multipliant cette égalité par I'inégalité évidente
w2 < (uVv)"? onobtient w" ! (uVv)" ! < o™ HuVwe)" ! donc par la propriété

précédente u" ! < v" !, donc par récurrence u = v.

1.4. Théoreme : Un espace de Riesz V muni d'une structure d’algebre standard est une

algebre de Riesz ssi

") Vu,veV |uv|=|ul|v]
2)) VueV (v =0 = u=0)

Dém : Il suffit de démontrer {1’,2"} = {1,2}.
1) Stu,v>0 ona uv=lullv|=|uv|>0.

2) Soit ue Vi ona (uh)?+ (u)?+2utu = (ut+u)?=ul*=|ulul|

=[(u")? = (u)?] < (u")?*+ (u)?, donc utu™ =0 ; donc aussi u? = (u—u")?

= (") + (u7)? = [uf*.

On en déduit comme au théoreme précédent VYu,v €V wv=(uAv)(uVv);

donc uAv=0 = wv=0. Parailleurs Vu,ve VT (uAv)’=(uAv)(uAv)<uv;

donc vv=0 = uAv=0.

1.5. Théoreme : Si V est archimédien la condition 2’) est redondante.

Dém : Soit u €V tel que u? = 0. L’examen des démonstrations précédentes nous
montre que la condition 1’) permet d’obtenir les propriétés 1) a 7) du Théoreme 3.
En particulier la propriété 7) donne VA >0 X|u| < 1V (XNwu?)=1V0 =1, donc
YA>0 Au|/ <1, donc |u/=0, ca-d u=0.

1.6. Définition : Soient V et V' deux algebres de Riesz ; le morphisme de Riesz

¢ : V—= V' estun algébromorphisme de Riesz ssi Vu,v eV | ¢(uv)= ¢ (u) ¢(v)]|.

1.7. Définition :

Soit V un espace de Riesz-Banach muni d’une structure d’algebre de Riesz ; alors V est

une algebre de Riesz-Banach ssi Vu,v eV | [Juv|s < |ulls|v]s |-

1.8.* Théoréeme :

C, R, PR, W, F sont des algebres de Riesz-Banach pour la norme uniforme.
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§ 2. Modules de Riesz sur une algebre de Riesz

2.1. Définition : Soit V un domaine de Riesz sur une algebre de Riesz A ; on dit que V

est un module de Riesz sur A ssi

1) Ya,be A YueV a(bu)=(ab)u
2) VaeA YueV (a*u=0 = au=0)

2.2. Théoreme : Si V est archimédien la condition 2) est redondante.

Dém : Soit a €A et weV telque a?u=0; ona VA>0 /\|a|§]L\/()\2a2),
donc Alau| < |ulV (MNa?|ul) =|u] VO =|u|; donc au=0.

2.3.* Théoreme : R et PM sont des modules de Riesz sur R.

2.4.% Théoréme : M et Mp sont des modules de Riesz sur W.
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Chapitre VI : Fonctionnelles hilbertiennes, fonctionnelles bornées,

fonctionnelles caractéristiques sur [a,b]

§ 1. Fonctionnelles hilbertiennes sur [a,b]

Contenu : L’espace £? des fonctionnelles hilbertiennes est le N-dual de 1'espace

semi-normé (5, I ||2); rappelons que £!' n’est qu'un sous-espace du N-dual de (5, I ||)

Nous montrons, ce qui n’a a priori rien d’évident, que . de plus £? est un
espace de Hilbert .

1.1. Définition : Une fonctionnelle hilbertienne sur [a,b] est un élément du N-dual de

Pespace semi-normé (&, || [|2) -

Ou encore :

Une fonctionnelle hilbertienne sur [a,b] est une forme linéaire f sur € telle que

Il existe M >0 tel que Yge& |f(g)] < Mgl

Etant donné que Vg€ & |gl2 < vb—a | g, on a nécessairement f € PM.

On note L£? Despace vectoriel des fonctionnelles hilbertiennes sur [a, b].

Autrement dit | £* est le N-dual de l'espace semi-normé (&, || [|2) | et | £* C PM |.

1.2.* Théoreme : L* constitue un espace de Banach pour la norme || ||y, duale de la

semi-norme || ||, définie par ||f||]1 = sup |f(g)\
ge& llglle=1

1.3.*% Théoréme : R C L2 et VgER ona lgll = |lgll2-

On peut donc noter ¥ f € £2 |[fll2 = || flln-

1.4.% Lemme : V f € £2 HJFH*S\/b—aHfH%

Notation : On écrit  f, EN f ossi |[fu—fll2— 0 etonnote | f=2lim f,|;
n

on dit que la suite f, converge en norme | [|2 vers f.

1.5. Théoreme fondamental : | £ est dense dans £? |.

Dém : Soit fe L2, ||flla=1, etsoit A={ge&| flg)=1};: ona A£(.
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Posons o« = irelf4 lgll2; ona Yge A 1= f(g9) <|gllz2, donc g2 >1;
g

on a donc aussi a > 1. Soit £ un réel tel que 0 < e < a et choisissons g € A

tel que ||glla< a+4+e; onadonc 1< a<|g|l:<a+e.
Soit V={he&|f(h)=0}; alors Vt€IR YheV ona g+the A, donc
a?< lg+thls = llgll3 + 2tg(h) + 2|13
a?< a?+2aes+ e+ 2tg(h) + t?||h|3
t2||hl|2 4+ 2tg(h) +c(2a+¢€) >0
t2|h|3 +2tg(h) + 3ae >0 ;
on en déduit A’:[g(h)}2—3a5||h||§ <0, cad |gh)|<V3acelh|s.
Posons Vke& ®(k)=k—f(k)g; ona f(g)=1, donc Vke& ®(k)eV;

onadone Yke& |gk)—f(k)Igl3] =|g[®®)]| < VBac [®®)l

< V3az (Il +17k) lgll2) < v3az (Ikl2+ lgll2llkllz) = vEae (1+ligl) k]2

On en déduit Hg-\|9“§f”2 < V3ace (1+|gll2) ; doncen posant g, = H5H2 S
2
~ V3 1
on obtient | g. — fl2 < I Wg <|| ” +1>§2\/3a5.
glli2 gll2

Remarque : Cette démonstration permet plus généralement d’énoncer le théoreme suivant :

Soit H un espace préhilbertien réel quelconque ; soit H I'espace vectoriel des formes linéaires

sur H de laforme |4 : v — <u, v> ; H peut étre muni d'une structure d’'espace

préhilbertien réel en posant Vu,v € H <ﬂ,ﬁ> = <u, v>; alors le complété de H est

exactement le N-dual de H.
1.6.* Corollaire : C est dense dans £?.

1.7.% Corollaire : TR[X] est dense dans L?.

1.8. Corollaire : et Vel |flh<vo—alfl:.

Dém : Soit f e £2 et soit une suite f, € £ telle que f, 2 fiona VnelN

an—fH*g\/b—a||fn—f||2;donc fo> f,donc ferll; deplusona VnelN
| fallh < Vb—a | fall2, donc quand n — 4 oo on obtient || fl1 < vVb—a || f]|2.
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1.9.* Corollaire : Soient f,, f € £2; alors on a fnif = fnif

1.10. Théoréme : L2 est un sous-espace cohérent et de PM.

Dém : La cohérence de £2? est une conséquence de la cohérence de & et de la densité
de & dans L2.

Démontrons l'intégralité de £2. Soit g € (52)+ et soit f € PM* tel que f< §;
ona Vhes |Fm] < F(Inl) < a(n) < ol Ills, done fec?.

1.11. Corollaire : L' est un sous-espace cohérent et de PM.

Dém : La cohérence de £! est une conséquence de la cohérence de & et de la densité
de £ dans L!.

Démontrons l'intégralité de £!. Soit § € (£1)+ et soit f € PM* telque f<§.
Soit g, € ET tel que g, ER G:alors VnelN ona fAg,<gn€ (£2)+, donc
fAgne (52)+ C (£1)+; or fAgn = fAg=Ff, donc fE€ (El)+.

1.12.% Lemme : Vf,geR [[fgls <[fl2lgll2-

1.13. Définition : Dans £? on définit le produit de deux éléments par des limites

de produits de fonctions de &£. Plus précisément soient f , g € L% et soient des suites

fu, Gn € € telles que fnif et gnig; alors on pose | f§ = lim f, G, | € £ .

On montre facilement, & 'aide du lemme précédent, que le produit f§ est bien défini.
1.14.* Théoréme : YV f,ge £ ona 1) fge L'

2) |fgl =113l

3) Nfale <N flz gl

1.15.*% Théoréme : ¥V fe L2 ona |f|2= f2.

1.16.* Théoreme : Y fe £ ona | flla=+|f2|:.

1.17. Théoréme : On définit le produit scalaire de deux éléments de £2 en posant

Vigerr |(f.3)= (fé)(ll)z/fédx .

1.18.* Théoreme : Vfe L2 YgeR ona |(f,g9)=f(9) |
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1.19.* Théoreme : (52, | 1, < , >) est un espace de Riesz-Hilbert .

1.20. Théoréme de balayage dans £? :

Vferl? ona 2lim aAf=f]| et 2lim  (—a)V fA«

o —+ 00 o —+ 00

Il
(g

Dém : Analogue au cas de L',

§ 2. Racine carrée d’une fonctionnelle sommable positive sur [a,b]

2.1. Lemme : Vu,ve€R" ona (yVu—+v)?<|u—nv.
Dém : [Vu—+/v| < Vu+ /v
[Vu=Vol* < (Vat+ Vo) [Vu= Vol
(Va—vo)? < Ju—ul.
2.2. Corollaire : Vf, Ge &Y ona IVi=vals <IIf—glh-
Dém : Ona Vi€ ]a,b] [\/f ~Val(t) ) ]2 <[ft)—g®)l,
b b
donc ||\/?—\/§||§=/ [\/f(t)—vg(t)]thS/ [ f@) —g@)]dt = [If —gll-

2.3.* Théoréme : Soit | f € (El)+ et soit une suite f, € £ telle que f, EN f; alors la

suite /f, converge dans (£2)+ vers une limite indépendante de la suite particuliere f, .

On note cette limite \/?~ € (£2)+.
2.4.* Théoréme :
view)t (\/ f) ce qui implique symboliquement | (£2)’= (£1)"|.
2.5.% Théoreme : V¥ fe L' /f2=|f].
2.6.% Théoreme : ¥V f, ge ()" /fg=+Fvi.
2.7. Lemme : Vf, g€ ona [f3=0=|f+3l=Ifl+Igl].
Dém : [f+31>=Ff>+g>+2fg=IfP+1al>+21fal = (If|+13l)*;

on en déduit |f+g| = |f|+ 7]
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_I_
b) <« : Ona ]f+§|=|f|+|§| et donc aussi |f—§|:\f|+]§|;
_l’_

§ 3. Fonctionnelles bornées sur [a,b]

Contenu : L’espace B des fonctionnelles bornées est le N-dual de I'espace semi-normé
(€, I1) . Cest aussi I'espace des fonctionnelles f de L' pour lesquelles il existe M > 0
tel que |f|] < M.

3.1. Définition : Une fonctionnelle bornée sur [a,b] est un élément du N-dual de

Pespace semi-normé (&, || ||1)-

Ou encore : Une fonctionnelle bornée sur [a,b] est une forme linéaire f sur € telle que

I existe M >0 tel que Yge& |f(g9)] < M|gl|.

Etant donné que Vge & gl <vVb—al gll2, on a nécessairement f € L2,

On note B l'espace vectoriel des fonctionnelles bornées sur [a,b].

(Nous préférons cette notation a la notation usuelle £, car les propriétés de I'espace B

nous paraissent trop différentes de celles des espaces £!' ou £?).

Autrement dit | B est le N-dual de I'espace semi-normé (€, || |1) | et | B C £?].

3.2.*% Théoreme : B constitue un espace de Banach pour la norme || ||g, duale de la

semi-norme || ||;, définie par HfHB = sup ]f(g)|
geé&, llglli=1

3.3.* Théoreme : (B, | |, || lz) est un espace de Riesz-Banach.

3.4.% Théoreme : R € B C L? etona VfeB |flla<Vb—alfls.

3.5.% Théoréme : 1) VfeR || fls <[ /] 2) viec [lfls =111

Remarque : £ n’est pas dense dans B pour la topologie induite par la norme || |5,

ce qui limite fortement 'intérét de cette topologie ; en fait la norme || || est plus utile
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comme borne que comme norme .

3.6.* Théoreme : Vfe B |[fl < |fls] et [IfI3 < IFlsllfl:]-

3.7.% Corollaire : Soit une suite f, € B telle que f, ER fe L£'; supposons qu’il existe

M>0 tlque YneIN |fo| <M ; alorsona || fllg <M et fu o7

3.8. Théoréme : Soit une suite f, € £2 telle que f, 5 f e L£'; supposons qu’il existe

ﬁ€(£2)+ tel que Vn € IN |fn|§f, alorsona | f € L2 et fnif

Dém -
Ona VYnelN —F< f,<F, donc Yhe&T —F(h) < fu(h) < F(h) ;

or Vhe& fu(h)— f(h); donc Vhe&r —F(h) < f(h) < F(h),

donc —ﬁgfg F, donc |f|§ﬁ, donc f e £2; posons VneIN
gn:\fn—f\€(£2)+; ona §,—0 et VnelN §n§2ﬁ:6’6(£2)+.
Soit € >0 etsoit k€ IN tel que |G — (kAG)|2< e ;

ona |[[gnll2 < [EAGnll2 + [|gn—(EAGa) |25 or V€N ona

0<kAG —kANGy <G —Gn; donc Gn— (kNG <G — (kANG),

donc [[gn— (kA Ga)ll2 < |G = (kAG)|2< g5 done || gnllz < kA Gall2 + € ;

or la suite kA g, est bornée (par k) et on a k/\gné(), donc k/\g}nio;

donc lim [|§,||2 < € ; comme & est arbitraire on a §, 2 0, cca-d f,, EN f.
n

3.9.% Théoreme : YfeB VgerL? ona |[filla<|flslil-.

3.10.* Théoreme : Vf, g€ B ona 1) fgeB

2) [ Fals <IFlslgls.

3.11.*% Théoréme : BB est un sous-espace cohérent et de M.

3.12.* Théoreme : B est une ’ algebre de Riesz-Banach ‘ pour la norme || ||g.

3.13.* Théoréme : L' et L£2 sont des modules de Riesz sur B.
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3.14. Théoréme de convergence monotone dans £? :

Soit f, € £2 une suite monotone ; supposons qu'il existe M >0 tel que Vn € IN
| fall2 < M ; alors f, converge en norme || ||, vers une fonctionnelle f e £?

on a donc aussi  lim || full2 = || f]2-
n

Dém : On peut supposer la suite f,, croissante et positive ; on démontre comme

dans le cas de PM que Yh e f,(h) converge dans IR ; on définit Vh € &
f(h) = lim f,(h); f est une forme linéaire sur & ; de plus f, S f et VhEE
|f(h)| = lim | f,(h)| < M||h|l2; donc f € L£*; on peut donc écrire Vn € IN

0< fn < f € £? ; on en déduit fn 2 f, d’apres le Théoreme 3.8.

3.15.* Théoréme : Soit f e M ; alors f e B ss’il existe M >0 tel que |f] < M.

3.16.* Théoreme : Vfe B ona || flg = inf M|
Me RT

M>|f]

-,
VAN
~
)
(@)
I
—
I
—

3.17. Théoreme : Soit f € £2; alors on a

Dém :

Ona f>f2>0; parailleurs (1—f)2=1-2f+f2<1—f; donc 1—f>0.

3.18.* Lemme : Vf,geR | fagli <|Iflsllgll-

3.19. Définition :
VieB et Vje L' on définit le produit f§ de la manidre suivante : soit une suite

. x - ; ~
gn €& telleque g, —g; alorsona VneIN [|fgn—fglli <[ flgllgn =3l ;

f g, étant une suite de Cauchy dans £ on peut donc poser | f§ = ‘lim fg, | € £'.

On montre facilement que le produit f g ne dépend pas de la suite particuliere g, EN qg.

3.20.*% Théoreme : VfeB Vgel' ona 1) fge L}
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§ 4. Fonctions versus fonctionnelles

4.1. Définition : V f €W onpose |{f}=f.{1} € M;

b
{f} est donc la mesure | £ — 1R : gr—>/fgd$ -

Nous verrons plus loin qu’en fait V f € W {f} € L; on appelle {f} la fonctionnelle

associée a f.

Comme dans R on remplacera communément la notation {f} par la notation f.

4.2.* Théoreme :

L’application | W — M : f+ {f}| est un morphisme de Riesz.

4.3.% Corollaire : |V f,geW {fVvgt={f}Vvi{g} et {fAgt={f}r{g}|.

4.4. Théoreme : | Soient f,, f €W tels que f, i>f; alors {f.} = {f}|.

Dém : C’est le théoreme de Lebesgue dans W appliqué a g = {1}.

Notation : Onnote W = {{f} e M H feEW} C M cest 'image du morphisme

du Théoreme 4.2. On utilise une notation analogue pour tous les sous-ensembles de W .

4.5. Théoreme : | W C B| et VfeW || fls <|fl |

Dém : Soit d’abord f € PR et soit une suite f, € £ telle que f, LR f et
VneIN | fullg < | fll; alorsona {f,} = {f}, donc {f} € L' de plus

I{/He <[ f1l, done {f} € B.

Soit ensuite f € W et soit A= {{g}|| g€ PR et g<f} C L'; comme A est
une partie de £!' dominée supérieurement et stable pour la loi V, on a par définition

{f} = Sup A ; il existe donc une suite g, € PR telle que {g,} = {f}; donc {f} e L.
Deplus Vge A ona |gls <|gll<|fll, donc [{fH[s <I[fll, donc {f} € B.

4.6. Théoreme : | W = B |.

Ce théoréme signifie que l'application W — B : f +— {f} est surjective.
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Plus précisément tout f € B peut étre représentée comme une limite simple bornée

de fonctions pseudo-réglées .

Dém : Soit f € B : soit une suite bornée f, € & telle que {fn} EN f:

s 17 s . X s
en considérant éventuellement une sous-suite on peut supposer |{f.} = f|.

Posons Vp>nelN g, , = fuANfariAN...ANfp, €& et ¥VnelN

gnzrigf;L fr € PR; quand p— +o00 ona VnelN g, , L, gn , donc

{900} = {gn}, ced {fd A{fui} A A B} = {ga), ced Tnf {£} = {92}
Posons ¢ = sup g, =lm f, €W ; ona g, A g, donc {g,} = {g}, c-a-d

Sup {gn} = {9}, c-b-d Lim {fu} = Sup (EQE {fr}> = {g}; or {fi} = J,

donc f = Lim {f,} = {9} € W. La fonctionnelle bornée f peut donc étre

représentée par g € YW qui est limite simple bornée des fonctions ¢, € PR .

4.7.*% Théoréme :

L’application | W — B : f+ {f}| est un algébromorphisme de Riesz.

4.8.% Corollaire : |V f,geW {fg}t={f}{9}=rA{g}|

4.9.* Théoreme : L', £? et B sont des modules de Riesz sur W.
4.10.* Théoreme : R et PR sont des sous-algebres de Riesz de B.

4.11. Définition : On pose Z = {f ew H {f}= 0} : c’est 'espace des fonctions

universelles nulles presque partout.

b
4.12.% Théoreme : Vf €W ona [fez <:>/|f|dx=o].

4.13.* Théoreme : Z est un idéal et un sous-espace cohérent et intégral de W ;

deplusona | B=W/Z|.

§ 5. Fonctionnelles caractéristiques sur [a,b]

Contenu : Les fonctionnelles caractéristiques jouent dans notre théorie le role des

(classes de) sous-ensembles mesurables de [a,b].
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5.1. Définition : f € £2 est une fonctionnelle caractéristique sur [a,b] ssi f2=

Onnote K={fel*| f>=f}.

5.2. Théoreme : VfeK ona 0<f<1 e 1—fek.

Dém : Ona f=f2>0;deplus (1—f)2=1-2f+f2=1-Ff,
donc 1—fekK et 1—f>0.

5.3. Théoreme : Vf,jek ona f<§ < fig=7F
Dém
a) = : Ona §<1,donc f§g<f; parailleurs f(§—f)>0, donc fg>f.
b) € : Ona §g—f=g-fg=3(1-f)=0.
5.4. Théoreme : Vf,jek ona f<j e g—fek.
Dém : Ona (§-fP~(G-H=Ff+g-2fa-g+[=2(f-F7).
donc g—fek ssi fg=/, cad ssi f<§.

5.5. Théoreme : Vf,gek ona fVgeK, fAGgeK et |[f—glek.

Dém : (fvg)?=f?

5.6. Théoreme : Vf, geK ona fg=fAg.

Dém : Ona |f—g|=|f-g*>°=(f-9*=f+3-2f3,

done fg=3(f+g—If—al)=Ing.

5.7. Théoreme : VfeK ona || flli=|Ffl3]

~ 1 = ~

5.8.* Théoreme : Vf,, feK ona fnﬁf(:)fnif.

5.9.% Théoréme : K est une partie fermée de £2 et de L£!.

Dém : Soit f, € K convergeant en norme || ||o vers f & L£?; alors f,(1— f,)
converge en norme || ||; vers f(1—f)eL'; or VneIN f,(1—f,)=0; donc
faA—=f) =0 et fekK.
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5.10.* Corollaire : Soit A une partie de K ; alors Inf A€ K et Sup Ae K.

5.11. Définition : Onnote |EK={fe& | f2=f}={feR| f?=[}|

5.12. Théoreme : | EK est dense dans K |.

Dém : Soit fe K ; soient € >0 et ge & tel que ||f—gli<e:
posons h=1Ag;ona |[f—hli=1AF-LAgl <|If—glh<e:
n
on peut écrire h = > a, 1y, oules I, sont des intervalles formant une partition

r=1

de [a,b] et ou Vre(l,n] «,€][0,1].
Ona Vre[l,n] (f—a)l, =0—a,)fl, —a,(1—f)1y, ;
or fA(l—f)=0, donc |(f—ozr)1lr

1 = (1—Oér) Hf]‘lr

= (1—a,)fl, +a,(1— )1y, ,

1+aT||(1_f)1Ir

donc H (f — )1y,

1°

Par convexité on a

soit H fllr

1 S H(f_aT)llr 10 solt ||(1_f)]‘17" 1 S }|(.f~_ar)]-lr

1

Vrell,n]] posons (,=0 oul suivant que

| f11,

1§ H(fN_a’f')lIr

, ou H(l —f)llr

1 < H(]E_OéT)llr

1

onadonc Vrel[l,n] | (f = B:)11,

1 < H(f_o‘r)llr

19

posons k = i B,1;, € EK; ona f—Fk= Zn:(f—ﬁT)llr, donc

r=1 r=1

1F =kl = 2 [ (F= 81,

<2 [(F e,

= lF=hlh <.

5.13. Théoréme :

Soit une suite o, € K telle que o, 50 calors Vel ona o,f 0.

Dém : Soit € > 0; soit o >0 tel que H|f|—|f|/\aH1§5; soit N € IN
tel que Yn>N |o,]i <e/a; ona 0n|f|zan(|f|/\a)+an(|f|—|f|/\oz)
< opa+ |fl—=|f|Aa; onendéduit Vn>N

r 3 3 71
lowfll < alloall + [[IfI = [fIAal, < 2¢e; done o f—= 0.
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§ 6. Pseudo-mesures booléennes

6.1. Définition : Un treillis T est distributif ss’il vérifie la double distributivité :

Va,b,ceT an(bVe)=(aAb)V(anc) e aV(bAc)=(aVD)A(aVc)]|.

6.2. Théoreme : Chacune des deux distributivités implique I'autre.

Dém : Supposons la premiere distributivité vérifiée ; alors on peut écrire Va,b,ce T
(aVb)AN(aVve)=[(aVb)ANa]V[(aVb)Ac]= (aNa)V(aANb)V(aNc)V (bDAc)

=aV(aAnb)V(aNc)V(bAc)=aV(anc)V(bAc)=aV(bAc).

6.3. Définition :

Un treillis distributif T est un treillis de Boole ss’il satisfaisant aux conditions suivantes :

1) T possede un élément minimum noté 0 et un élément maximum noté 1.

2) VaeT ilexiste beT telque [aAb=0 et aVb=1];

(b est totalement déterminé par a et se note a).

Exemples : EX et K sont des treillis de Boole.

6.4. Définition : Une fonction additive bornée sur un treillis de Boole T est une

application ¢ : T — IR vérifiant les conditions suivantes :

1) Va,beT |aAb=0 = ¢(aVb) = ¢(a)+ ¢(b)|;

en particulier | ¢ (0) = 0 |.

2) llexiste M >0 telque |[VaeT |o(a)| <M |.

La condition 1) implique Va,beT |o(aVb) +od(anb) = ¢(a)+ ¢(b)]|.

6.5. Définition : Une pseudo-mesure booléenne sur [a,b] est une fonction additive

bornée sur le | treillis de Boole EK |.

Notation : On note PMp l'espace vectoriel des pseudo-mesures booléennes sur [a,b].

6.6. Théoreme : Toute pseudo-mesure booléenne sur [a,b] s’étend de maniére unique
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en une pseudo-mesure sur [a,b].
Dém

Soit ¢ € PMp ; soit h € EK ; on peut écrire h = > «a,1;. (avec Vr a, € R), ou

T

les I, sont des intervalles disjoints deux a deux ; on pose alors | ¢ (h) = > a, ¢ (1;,)

on voit, grace a la propriété 1), que cette valeur est indépendante de la décomposition
choisie pour h. Deplusona | f(h)] < 3 Ja,| |6 (1) < [h] X |6 ()| < M|A]l.

T T
Il n'est pas difficile de montrer que cette extension de f & & est linéaire ; donc f € PM.

L’unicité est évidente car V¢ € PM on a nécessairement ¢ (h) = > «a, ¢ (11,).
'

6.7. Corollaire :
L’application PM — PMp : f— f |ex est un isomorphisme linéaire .

Autrement dit une pseudo-mesure booléenne n’est ni plus ni moins que la restriction d’une

pseudo-mesure a £, ce qui peut s’écrire | PMp = PM | K

Notation : Soit a, une suite dans un treillis de Boole ; en cas d’existence, on note \/ a,
n

le majorant minimum de a, et A a, le minorant maximum de a,, .
n

6.8. Définition : Un treillis de Boole T est complet ssi \/ a, et A a, existent
n n

pour toute suite a, € T.

Exemple : K est un treillis complet de Boole .

6.9. Définition : Une fonction additive bornée ¢ sur un treillis complet de Boole T

est o-additive ssi elle satisfait I'une des trois conditions équivalentes suivantes :

Condition (1) :

Soit une suite a, € T telle que Vi#j a;Naj=0; alors ¢ (\V an) = > ¢(an).

n n

Condition (2) : Soit une suite a, € T, décroissante ; alors ¢ () a,) = lim ¢ (a,).

n

Condition (3) : Soit une suite a, € T, décroissante et telle que | \ ap, = 0|;

alors ¢ (a,) — 0.

La condition (3) est remarquable car, contrairement aux deux autres, elle a un sens

pour n’importe quel treillis de Boole, complet ou non.
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Appliquée au treillis de Boole K, cette condition s’écrit :

6.10. Définition :

Soit f € PM ; alors f est o-additive ssi f vérifie la condition suivante :

Condition (4)

Soit une suite o, € EX, décroissante et telle que | o, — 0| ; alors f(an) — 0.

Par ailleurs la condition d’hypercontinuité, donnée au I 8.1, peut se réécrire :

6.11. Définition : Soit f € PM ; alors f € M ssi f vérifie la condition suivante :

Condition (5) : Soit une suite décroissante d’intervalles d’ouverts J,, C [a,b],

telle que N Jn=0 (c-a-d 1;,->0); alors f(1y,) — 0.

Le théoreme de Lebesgue dans £ nous assure que la condition (5), a priori plus faible

que la condition (4), lui est en fait équivalente.

On en tire la conclusion suivante :

6.12. Théoréme : Soit f € PM ; alors | f € M < f est o-additive |.

Le théoreme de Lebesgue dans £ nous permet aussi d’énoncer le théoreme suivant :

6.13. Théoreme : Soit f € PM ; alors f € M ssi pour toute suite ¢, € EL on a

o, —0 = f(o,) —0].

§ 7. Support d’une pseudo-mesure

Contenu : Le support d’'une fonctionnelle constitue I’analogue de ’ensemble sur lequel

une fonction est non nulle. C’est un concept fondamental pour I’étude des fonctionnelles .

Par ailleurs nous étendons la notion de support a toutes les pseudo-mesures. Cette
extension se révelera indispensable a la bonne compréhension (et a la démonstration)

du théoreme de Radon-Nikodym .

7.1. Définition : Onpose Ve PM | S(f) = Sup 1A (n|f])
nelN
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S(f) est bien défini par le théoreme de convergence monotone car 1 A (n|f|) est une

suite croissante et majorée par 1 dans PM™ ; de plus S (f) <1 e B, donc S(f) € B*.

Y fePM S(f) se nomme le support de f.

7.2.* Théoreme : Vf€PM ona 1) |[0<S(f)<1

2) | S(If]) = S(f)

3) [VAeR* S(A\f)=S())

4) | S(LAIFI) = S(f) |-

7.3. Théoreme : Vf, ge PMY ona 1) | S(fAG) = S(f)AS()

Dém
D IA[n(fAg)]=[1A0H]A[LAMG], done S(fAG) =S(f)AS@)
2) IA[n(fva)]=[1AMH]V[IA(RG)], donc S(fV§) =S(f)VS(7)

7.4.% Théoréme : Vf, g€ PMT ona []ZSQ = S(f)ﬁs(fl)]

7.5. Théoreme : YV f, g€ PMY ona |S(f+3) =S(/)VS(G) <S(f)+S()|.

Dém : Ona fvg=g(f+g+If+gl) <5(f+a+Ff+3)=f+3.
donc S(fV§) < S(f+g); de plus on a clairement f\/~2%(f+§);
done S(fvg) =S[E(Fva]l<S(F+7 <S(fVva).

7.6. Corollaire : ¥ f, §j € PM* ona [ng:o = S(f+g) = S(f)+S(g)].

Dém : S(f+g)=S(fvg =
=S(f/)+S@-S(frg =5

7.7.% Corollaire : ¥V fe€ PM |S(f) =S(fHYVS(f)=S(f)+S(f)]|

7.8. Lemme : VfeL? ona |LIAfP<SIA|f|<LIV|f]<1V/f2]

Dém : Vrai dans &, donc vrai dans £? par densité.
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7.9. Théoreme : Vfe £ ona |[S(f)] = S(f?) =S(f) |

Dém : [S(f)]’ —Sup(]l/\n!f\) = Sup LA (n*f?) = S(f?);

or YneIN TAMN2f2)<1A(n|f]), donc S(f?)<S(f);

par ailleurs Vn € IN* n?|f| <1V (n'f?), donc n|f| < (1/n)V (3f2)a
done LA (n|fI) STA[(A/n) v (02 F2)] = [LA(1/m)]V [LA (0 F7)]
= (/v 1A (n?f2)].

En faisant tendre n vers + oo on obtient S(f) < 0V S(f?) = S(

khl
(V)
~—

7.10.* Corollaire : ¥V fe £? ona |S(f)ek|.

7.11. Corollaire : Vf€ PM ona |S(f)ek|.

Dém : Ona 1A|f|eBc L£?, donc S(f):S(]l/\|f|)€lC
7.12.* Corollaire : V f, g€ PM* ona S(fAg) = S(f)S().

7.13. Théoreme : Soit f € PM ; alors les trois conditions suivantes sont équivalentes :

1) fek 2)vnelN 1A(mf)=Ff 3)S(H=7|

Dém :

a) (1) = (2) : vrai dans EK, donc vrai dans K.

b) (2)=(3) : ona YnelN* 1A (nf)=f, donc S(f)=7F.

) (3)=(1) : f=S(f)ek.

7.14. Théoreme : Yf€ PM ona |S(f)=0 < LA|f|=0].

Dém
a) = : LA <S()=

b) « : VneIN* ]1/\(n|f|)§n/\(n\f’):n(]l/\\f])zo, donc S(f):

7.15. Théoréme : V f e (£2)Jr ona fS(f)=7F.
Dém :

Ona VnelN f> f/\(an):f[]L/\(nf)}, donc foS(f); par ailleurs on a
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VneIN* nf <1v(n?f?), donc f< fA[(L/n)V(nf2)]=[/n)Af]V[IA(nf?)],
(S

donc f < (O/\f)\/[fS(f)} =0V

7.16. Théoreme : Vf, g€ L? ona [fg=0 < fS(5=0].

Dém
a) = : Ona VnelN O:|f|/\(n|f§]|):|f|[]1/\(n|§|)} . donc fS(§)=0.

b) < : Ona 0=|fSG)|=/fIS(Ig]); donc 0=|f|g|S(g])=Ifllgl=1fql:
donc fg:o.

7.17. Lemme : VfeL£? ona fS(f)=Ff.

7.18. Théoréme : Vfe L' ona |fS(f)=/[]|

Dém : Posons VneIlN §,=nAft—nAf - eB;oma YnelN §,5(jn) = Gn:
or S(Gn)=SmASf)+SmAf)=S(f")+S(f)=S(f); donc

¥n €N §,8(f)=gn; deplus g, — fr—f~=f, donc fS(f)=7.

7.19.% Corollaire : Vfe L' ona [S(f)=0 & f=0].

7.20. Théoréme : Soient f € (,Cl)+ et g€ PM™ ; alorsona | Sup [f/\ (ng)} = fS(g) |

n

Dém : Clest évident si f € EF : soit alors f € (£1)+ et soit une suite f, € €T
telle que fnﬁf; ona Vn,pelN !fn/\(pfy)—f/\(pf])‘ < ]fn—f|; on pose
h = Sup [f/\(ng)} ; quand p — + o0 on trouve Vn € IN \fnS(g)—ﬁ\g =ik

et quand n — 4 oo on trouve {fS(g)—lﬂ:O, c-a-d h:fS(g).

7.21. Théoréme : Soient f,, f € PM, f, = f; alorson a ||S(,]?)H1 < lim HS(fn)H1 :

Dém :

Ona Vn,peIN LA (plfal) < S(Ifal), donc || LA (pILD)[, < [ISULD], 5
donc VpeIN ||1/\(p|f|)||1§ lim HS(|fn|)Hl, en faisant p — 4+ 0o on obtient
IS, < tm [S(A);-
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7.22. Théoréme : Soient f,, f € PM, f, = f; alorsona |S(f) < Lim S(fn) |-

Dém :

Ona Vn,peIN 1A (p|fal) < S(fal), done 1A (plfal) < Sup S(If]) ;

donc VpeIN 1/\(p|f|) S(|fa]) ; en faisant p — + oo on obtient

S(f) < Lim S(fa).

::
a

7.23. Corollaire :

Soient f,, f € PM*, f, > f. f, suite croissante ; alors on a S (fn) EN S(f) |-

Dém : La suite S(f,) est croissante, donc ¥Yn e IN S(f,) <S(f),

done Sup S(fa) < S(f): par ailleurs S(f) < Lim S(f,) = Sup S(f,).

7.24. Lemme : Vf,ge (£2)" ona (FAG)?<fi=(FVI(FAG).

Dém : Vrai dans £T, donc vrai dans (Liz)Jr

7.25. Lemme : YV f, g€ BT ona S(f§)=S(f)S(@).

Dém : Soit M € 1R, M >0 tel que f\/@SM; alorsona Vn e IN

A [n(f/\g)2] < 1A [n(fg)} <1A[n M (f A 9)] ; donc quand n — 4 co on obtient

S[(FA3)?] <S(fg)<S(frg);orona S[(FfAg)?]=S(frg) =S(f)S@)),
donc S(fg)=S(f)S(3).

7.26. Théoreme : YV f, g€ £? ona |S(fg)=S(f) S |

Dém : Supposons d’abord f, § € (£2)+ c posons VneIN f,=nAfeB"
et go,=nANgeBt; ona VYnelN S(fng}n) = S(fn) S(gn) ; or on sait que
fn 2 £, Gn 2 G et donc f,dn EN f§; de plus ces trois suites sont croissantes
done S (fg)=S(f)S(9).

Soient alors f, g€ £%; ona S(fg) =S([fg]) =S(f)S(1g)) =S())S(9).

7.27. Corollaire : ¥ fe (£)" ona |S <\/?~> =S(f)|.

Dém « VFe(e2)" done $(7)=S[(VF) ] =[s(vF)] = s (VF).



7.28. Théoreme : VfeB Vge L' ona [S(fg)=S(f)S(H) |

Dém : analogue a la précédente .
7.29. Théortme : Y fe L' ona S(f)=Inf{oceK|of=f}.

Dém : Posons ﬁ:Inf{UEICHUf:f}; ona S(f)f=f, donc S(f)>h;
par ailleurs soit o € K tel que of = f; ona S(f)= S(of) = S(0)S(f)
=0S(f)< o; donc S(f)<h.

7.30. Théoréme : YfE€R YGge PM ona |S(f§) =S(f)S() |

Pour démontrer le théoréme on utilise les lemme suivants :
Lemme 1 : Yo €EK Vge PMT ona 1A(cj)=0cAg.
Dém :

Ona 1A(cg)=(c+1—0)AN(cg)=0cA(cg)+(1—0)A(cg)

oA (0g);
deméme oANg=ocA[(c+1—0)gl=0cA(cg)+oAN[(l—0)g]l=0cAN(0g).

Lemme 2 : Yo eEK Vge PM' ona S(o0g)=S(o)S(g).
Dém : $(0g) = S[1A(05)] = S(0 A7) = S(7) (7).
Lemme 3% : Vfe&T Vge PM" ona S(fg)=S(f)S(3).

Lemme 4% : VfeR" Vge PMY ona S(fg) =S(f)S(g).

7.31. Théoréme : Soit f € L' tel que ]f] > 1 ; alors il existe un unique ¢ € B

tel que fg}:l;onnote g = . On a de plus

1
f

Dém : Montrons d’abord Punicité ; soient §q, §o € B tels que fg1 = fgo =1 ;
on en déduit f(§; — §2) = 0, donc S(f) S(g1 —g2) = S(§1 — g2) = 0, donc §; = G-

Montrons maintenant 'existence. Soit une suite f, € £ telle que f, EN f et telle que

]' 1 ]— m ~ Jn
VnelN |f,/>1;ona VnelN |—|<1 e Vm,nelN H——— :‘f /
In Jm  full fm fn 11
1
< || fosn = full1 ; on en déduit que f_ est une suite de Cauchy dans £', donc convergente
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. 1
vers un élément g€ L' ; ona |g| <1, donc g€ B; deplus fg= 'lim f,— =1.
n

[

1
; enfin on a

Par ailleurs | f||§| = |f G| = 1, donc par unicité |_]Z! =g =

1=S(f9)=S(/)sS@=5S().
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Chapitre VII : Théoreme de Radon-Nikodym . Compléments

Contenu : Le théoreme de Radon-Nikodym affirme que I'espace des pseudo-mesures

de support nul est un supplémentaire de £' dans PM.

§ 1. Théoreme de Radon-Nikodym

1.1. Définition : Onpose Y fe PM* | f*= Sup (nA f)|.

neN

f* est bien défini par le théoréme de convergence monotone car n A f est une suite
croissante et dominée par f dans PM™ ; deplus VneIN f,<n e L%, donc
VnelN f,¢ (Cl)+, donc f* e (£1)+.

1.2. Définition : On pose Vfe PM | f*= (fH)*—(f)*|eL'.

f* se nomme la partie fonctionnelle de f.

1.3. Théoreme : Vfe€PM ona |f*|=|f]*<|f]|.

Dém
Ona YnelN [f|>nnlfl=nafrennf; donc [f|>[f]*=(F)+(F)°;
or (fY)*A(f) < frAf =0, done (fH)*A(f)*=0, donc |f]*=][f"].

1.4. Théortme : Vfe L' ona f*=f.

Dém : (F*)*=F* et (f)*=F , donc J*=(f*)*—(j)"=7.

1.5. Théoreme : ¥V f€PM ona S(f*) = S(f).
Dém : Soit d’abord f e PM* ; ona f*<f, donc S(f*)<S(f);

par ailleurs f* > 1A f, donc S(f*)> S(1Af)=S(f).

Soit alors f € PM ; ona S(f*)=S[(f*)*—(f)]=S[(f)*+ ()]

= S[(fH)]+S[(f)]=SUNH+8() =8
1.6. Théoreme : ¥V f e PM* ona f*= Sup{je (Cl)+\|§§f}.
Dém

Ona f*¢ (£1)+ et f*<f, donc f*< Sup{ge (£1)+ | < f}; par ailleurs soit

GgeLl telque §<f; alors Yne€IN nAg<nAf; ontrouve donc §=g*< f*;
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donc Sup {ge (L) ||g<f}<f*.

1.7. Théoréme : VfePM ona S(f—f*)=0.

Dém :

Soit d’abord f € PM™ ; posons h= f — f* € PM* et supposons S(h) #0; on a
donc aussi S(L A h)=S(h)#0, donc 1A h#0; parailleurs f*+ 1A he Ll
et f*4+ 1AR<f*+h=Ff,donc f*+ 1AhA< f*; contradiction.

Soit alors f € PM* : on a S(f—f') = S[f+—(f+)°—f_+(f_).}
_S[F (F)] + SI - ()] =0

1.8. Définition : f € PM est totalement singulicre ssi S(f) =0, c-a-d ssi 1A|f] = 0.

On note PN ={f e PM | f totalement singuliere } .

1.9.* Théoréme : PN est un sous-espace cohérent , et fermé de PM ;

PN est donc un espace de Riesz-Banach .
1.10.* Théoréme : PN est un module de Riesz sur R .

1.11. Théoreme : VfePM ona [fEPN & f':O].
Dém :
a) = : VYnelN ona nAff<nAmfH)<nAm|f])=n(LAlf])=0;
donc (f*)*=0; deméme (f7)*=0; donc f*=0.
b) = IAIfI=LA(T+ /) S IAfT+IAT- < (fD)+ (/) =0.
1.12. Théoreme : Vge (£)" Vhe PN* ona GAh=0.
Dém : Ona g/\ﬁe(ﬁlf et GAh<h,donc gAh<h®*=0, donc jAh=0.

1.13. Théoreme : L£'N PN = {0}.

Dém : Si fel et S(f)=0 ona f=0.

1.14. Théoréme de Radon-Nikodym : | PM = L1 @ PN

Dém :

Ona L'NPN ={0}; deplussi f€PM, alors f=f"4+f—fec L' PPN.
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Notation : Onpose | N=MnN PN | et |[Np=NnNMp]|.

1.15.* Théoréme :

N et Np sont des sous-espaces cohérents , et fermés de PM.

N et Np sont des espaces de Riesz-Banach .
N et Np sont des modules de Riesz sur W.

1.16.* Théoréme de Radon-Nikodym : | M =L'@PN | et | Mp =L P Np|.

§ 2. Théoremes divers

Contenu : Nous donnons, entre autres résultats, des caractérisations remarquables

des fonctionnelles sommables et des pseudo-mesures totalement singuliéres .

2.1. Théoréme : Soient f € PM et he & ; alorsona | fH(h) = sup f(k)

ke&t
k<h
Dém
Fr)y =3[ f(h)+1fI(h)] =3[ F(h)+ sup flk)] = sup Flih+k)] = ésur;j(@)-
k| <h k< h (<h

2.2. Corollaire : Soient f, je€ PM et he &' ; alors on a

(fvg)(h) = sup [ f(h1) + G (h2)]
hii‘rhzezh

(fAG) () = inf  [f(h1)+g(ho)]

hi,ha € ET
hi+ho=h

= sup  [f(h)+3(h)].
hl,h2€€+
hi4+ha=h

2.3. Théoreme : Y fe€PM ona ||fT|l, = sup f(o)]|.
oce &K

Dém :
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Ona ||ff], = fT(1)= sup f(h)> sup f(o);: par ailleurs soit & > 0
hegt seék
h<i1

et he &t telque h<1 et f(h)2f+(]1)—6; ona h=> a1l oules 1y,
r=1

sont des intervalles formant une partition de [a, b] et ou Vr € [[0,n]] «,€]0,1];

posons Vre[[l,n]] v.=0 si f(1,) <0 et v.,=1 si f(11,)>0; posons de plus

a:iwllr; ona oe&K et f(o)>f(h)>fH1)—c¢;

r=1

donc sup f(o) > f+(1) —e; comme & est arbitraire on a sup f(o) > fH(1).
ce &K oce &K

Notation : Onnote EU ={he& ||h|=1}=1—-2¢&EK.

2.4. Corollaire : Vfe€PM ona || fll.= sup f(h)= sup |f(h)]|.
he U he U

f+2f =f+2(=N", donc |fll.=[fI(1)

f)+2 sup (=f)(0) = sup f(l—20)= sup f(h).
ceéK ce &K he U

Dém : Ona |f|

2 (
= f(M)+2 (=)@ -f

2.5. Théoréme : Vfe€PM ona |ft= Sup of|.
ce &K

Dém :

VoeéK ona of=cft—of <oft< ft,donc Sup of < fT:
ceék

par ailleurs soit une suite o, € EK telle que f(0,) — |||+ ; alors on a
1= onflle=(fr=ouf) (@) = [F(1) = 0n f(L) = | /T]l = flon) =0

donc UnfoJr; orona VnelN Sup afz anf, donc Sup afz f*.
ceék ce &K

= Sup [Uf—i—(l—a)g]
oce &K

=
<
Qe

2.6. Corollaire : V f, j€ PM ona

et j:/\gzglengf’c[aer(l—a)g} .

Dém :

fVvi=Ff+@G-fH=Ff+Suw o(Gg—f)= Sup (f+0g—of)= Sup [of+(1-0)7].
oce &K oce &K cec &K

2.7. Corollaire : Vf€PM ona |f| — Sup hf|.
he U

Dém :
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fl=Ff+2f = f+2(-f)t = f+2 Sup(~of)= Sup (1-20)f= Sup hf.
o€ EK o€ EK he EU

2.8. Théoreme : Caractérisation des éléments de PN

Soit f € PM ; alors f € PN ss’il existe une suite o, € EL telle que

O'n—1>0 et anfi>f.

Dém
a) = : Ona 0=1Af"= aIengflc [0+ (1-0) fﬂ ; il existe donc une suite
on € EX telle que 0n+(1_0n)f+ 20 ; on a donc aussi an—l>0 et (1—071)]@r 50,
c-a-d o, L0 et on fT 5 fT; de méme il existe une suite 7, € EX telle que 7, Lo
et Tnf_L]?_ ; posons VneIN x,=0,VT,; ona Xni>0; de plus

on [T < X fT < ft, done x, fT 5 ft 5 deméme y, f 5 f7, done x, f 5 f.

b) < : Soit f € PM ; par le théoreme de Radon-Nikodym il existe § € L' et h e PN
tels que f: g+ h : soit une suite o, € EK telle que o, L0 et anfl> f ;
on a alors Vn € IN anf: on g+ on h ; quand n — 4+ oo on obtient donc O'niléf;

or YnelN o,hePN, donc fePN.

2.9. Corollaire :

Soit f € PM ; alors f € PN ss’il existe une suite 7, € EK telle que

o1 et |fl(1a) =0

Dém : o, f>f & (1—0,)f20

7

(L=aa)|fI 50
[(1=a)[fI] (1) =0
1F1(1=0,) —0.

i3

(3

2.10. Théoreme : Caractérisation des éléments de L'

Soit f € PM ; alors f € £ ssi pour toute suite o, € EK on a

1 .
o, —0 = anfl>0 )

Dém :

a) = : Soit une suite g, € EK telle que o, 50 ;soit e >0 et g€ & tel que

75



|f—gli<e;ilexiste Ne N telque V>N |onglli <llgllllonlli <e; ona donc

V>N |onflh <llonglh +]on(f=9) ||, < e+ If—gli<2e; donc a,f 0.

b) < : Soit f & PM : par le théoreme de Radon-Nikodym il existe §e L' et h € PN
tels que f =g+ h ; il existe de plus une suite o, € EX telle que o, 50 et onh =5 h ;
on a alors Vn € IN anf: ong + onh ; quand n — + oo on obtient donc 0 = ;z,

donc f=ge L.

2.11. Corollaire : Soit f € PM ; alors f € £! ssi pour toute suite o, € EX on a

0n 50 = [f|(on) —0|.

Dém : 0,f >0 & 0,|f] >0
& [onlfl](M) =0

& [fl(on) = 0.

2.12. Lemme : Soit f € PM ; alors les deux conditions suivantes sont équivalentes :

(1) Pour toute suite o, € EK [an—1>0 = |f|(0n)—>0}

(2) Pour toute suite o, € EK [0y, 50 = flon) — 0].

Dém : (1) = (2) est évident ; montrons (2) = (1).
telle que 0, =05 ona |f| (o) + | f1(1=0n) = [F1(1) = | [|l. < [(h) +¢
=f(ho)+ flh(1—0,)] +e< f(haoy) +|fl(1—0,) +¢;
donc |f|(6,) < f(hon) +e=f(hto,)+ f(h~0,) +e; or ht, h™ € EK;

Soit ¢ >0 etsoit he U tel que ||fll, < f(h)+e ; soit une suite o, € EK

deplus h*o, >0 et h~ 0, —0, donc f(hTo,)—0 et f(h™ 0,)—0;

donc Tim |f|(0,) <e; donc |f|(on) — 0.

2.13.* Corollaire : Soit f € PM ; alors f e £' ssi pour toute suite o, € EK on a

Uni>0 = f(an)—>0 )

Remarque : Ce dernier corollaire est a contraster avec le Théoreme VI 6.13, que nous

rappelons ci-dessous :

Théoréme VI 6.13 : Soit f € PM ; alors f € M ssi pour toute suite ¢, € EK on a

76



0n—0 = f(on) —0|

2.14.* Corollaire : Soit f € PM ; alors f e £' ssi Ve >0 il existe § >0 tel que

VocéK [lloli<s = |f(o) <<

8 3. Mesures et pseudo-mesures atomiques

3.1. Définition : Vc € [a,b] onnote d. : E—=R : h — h(c).

0. est la mesure de Dirac en c.

3.2.* Théoréme : Ve € [a,b] ona et | 0. € Np |.

3.3. Définition : f € M est une mesure atomique ssi f = > e d., avec
c€la,b]

Veela,b] v.€R et > |y <+00;
c€la,b]

I'ensemble {c € [a, b]|| 7. # 0} est donc modéré (c-a-d fini ou dénombrable).

Onnote A={fe&M]| fatomique}.

3.4. Définition : On note H l'espace vectoriel des fonctions f € F telles que
> |f(x)] < +o00; onmunit H delanorme |[f|ln = > [f(2)].

a<z<b a<z<b

3.5.% Théoreme : (H, | |, |l [|%) est un espace de Riesz-Banach.

3.6. Théoreme : A est un sous-espace cohérent , et fermé de M.
Dém :

a) A est cohérent

Ona Vee[a,b] 0.N0.=6. et Yey,co€la,b] avec ¢ #cg ey Nde, = 0.

b) A est fermé dans M

Les espaces de Riesz-Banach A et H sont canoniquement isométriques ; or H est

complet, donc A est fermé dans M.

c) A est intégral dans M
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Soit f € At et g€ M+ tel que g < f; il faut montrer j € A* ; notons A, I'ensemble
des combinaisons linéaires finies des 0. avec ¢ € [a, b] ; on suppose, ce qui est évident ,

que le théoreéme est vrai si f € A, .
On peut écrire  f = > Yede, avec Ye€[a,b] 7.€R et > |y <+00;
c€la,b] c€la,b]

posons VneIN* f, = 3 ~.0.; ona fuA(f—f,) =0, donc
c€la,b]
[vel 21/n

.g:g/\.fn+§/\(f_fn); or g/\fngfneAqﬁa donc g/\anA+;

par ailleurs f, = f, donc §gA f, = §; or A est fermé dans M, donc §e A*.

3.7.% Théoreme : ([ M=MpPA=L'PNp PA|

3.8. Définition : Vc€ [a,b] onmnote d6F : E—IR : h+— lim h(c) (c #0b)

c
r—ct

et o, : E—R : hw— lim h(c) (c#a).

Tr—cCc—

0% et 0, sont les pseudo-mesures droites et gauches de Dirac en c.

3.9.* Théoreme : Vc€ [a,b] ona 67,6, € PMY et 07,0 ¢ M.

3.10. Définition :

f € PM est une pseudo-mesure atomique droite ssi f = > 7.0F
c€la,b]

atomique gauche ssi f = > e oL,
c€la,b]

avec les meémes conditions que pour les mesures atomiques.

Onnote A, = {f€PM | f atomique droite }

et A = {fePM] f atomique gauche };

de plus on pose |PA=APA, PA_

les éléments de PA sont appelés les pseudo-mesures atomiques .

3.11.* Théoréme :

A, A, et A_ sont des espaces de Riesz-Banach canoniquement isomorphes .

3.12.* Théoréme :

A, et A_ sont des sous-espaces cohérents , et fermés de PM.
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3.13.* Théoreme : |PM=MP A, P A =L PN, D PA|.

§ 4. Mesures de Radon sur [a,b]

Contenu : Les mesures de Radon constituent la définition classique, bien que
malcommode, des mesures. Nous montrons que ’espace des mesures de Radon est

effectivement isométrique a M .

4.1. Définition :

Une mesure de Radon sur [a,b] est un élément du N-dual de 'espace normé (C, || ||) .

Ou encore : Une mesure de Radon sur [a,b] est une forme linéaire fi sur C telle que

Il existe M >0 tel que YgeC |a(g)] < M|y

On note M, l'espace vectoriel des mesures de Radon.

Autrement dit | Mg, est le N-dual de I'espace normé (C, || ||)

4.2.* Théoreme : M constitue un espace de Banach pour la norme || ||,, duale de la

norme || ||, définie par

lalle = sup  |a(g)| = sup  fi(g)
gel, llgll=1 geC,llgll=1

On peut appliquer intégralement la théorie des Chapitres -1V a M en lieu et place
de PM ; nous mentionnons ci-dessous les théoremes essentiels ainsi obtenus (les numéros
de ces théoremes sont suivis d’'un ®); ceux-ci vont nous permettre d’établir 1’existence

d’une isométrie bijective canonique entre My et M.

4.3. ® Théoreme : (Mg, | |, || [l«) est un espace de Riesz-Banach.

4.4. ® Théoreme de Lebesgue dans C

Soit une suite f, € C telle que fnngC; alors Yjie Mg ona f,ji— fii;

en conséquence [ (f,) — f(f).

4.5. Définition : f € F est une fonction de Baire ss’il existe une suite f, € C

telle que f, LR f.
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On note BA = {f € F | f fonction de Baire} D C.

4.6. ® Théoreme : B.A est une algebre de Riesz-Banach pour la convergence uniforme.

4.7. Corollaire : | RC BA C PR |.

Dém : 1l est facile de voir que € C BA ; or BA est fermé pour la convergence

uniforme, donc R C BA.

4.8. ® Théoreme d’extension

Soit une suite f,, € C telle que f, 2, feBA; alors Yjie Mg f, [t converge

finement dans M, vers une limite qui ne dépend que de f (et non de la suite f,).

4.9. Définition : V f € BA Vi€ Mg nous pouvons donc définir f i € Mg de la

maniere suivante : | fg = Lim ( fn ,[L) ou f, est n’importe quelle suite dans C

telle que f, LR f.

4.10. Définition : Tout i € Mg s’étend canoniquement a B.A en posant

Vie BA n(f)= () @)].

4.11. ® Théoreme : Vfe BA Vie My ona | a(f)=1lim a(f,) |, ou f, est

n’importe quelle suite dans C telle que f, LR f.

4.12. ©® Théoreme : Vfe BA Yaie Mg ona 1) |fi|=|f||i]
2) [aHI<Tal () < Tl sl
3) 1fall < IFIN 7l

4.13. Lemme : Soit F un intervalle fermé de [a,b]; alors 1g € (CT)|.

Dém : Il suffit de faire un dessin !

4.14. Théoreme : Soit F un fermé de [a,b]; alors |1g € (CT),|.

Dém : Méme démonstration qu’au Théoreme III 8.

4.15. Théoreme : | (CT), = & C BAT|.
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Dém : Méme démonstration qu’au Théoreme III 9. De plus par définition de BA
on a évidemment (C*); C BA".

4.16. ® Lemme d’approximation dans BA™T

VieBAT Vie ME Ve>0 ilexiste gG(CJF)i: S C BAT tel que

g<f et a(f—-g) <e|.

4.17. ® Théoreme de Lebesgue dans BA

Soit une suite f,, € BA telle que f, LR feEBA; alors Viie Mg ona f, i fii;
en conséquence [i(f,) — @ (f).

Maintenant que nous avons défini I’extension des mesures de Radon a BA et donc a &,

nous pouvons décrire l'isométrie canonique de Riesz-Banach entre Mg et M.

4.18. Théoreme :
L’application ¢ : Mg — M : i — f[i|¢ est une isométrie de Riesz-Banach .
Dém : On a clairement fi|g € PM ; de plus on montre facilement que

| ilell, = I, doncaussi |ji|g|=|fi|. Par ailleurs soit ¢ € [a, b] ;

on a 1]7,8[30 quand v — ¢ ; donc fi (1), ¢() — £(0) =0; donc fi|g € M.

4.19.* Théoreme : L’application ¢ : M — Mg : i+ [i|c est isométrie

réciproque de ¢. On peut donc identifier My avec M.

Récapitulatif : (Seul FO reste encore a définir ; ce sera 'objet du Chapitre XI) .

F FO
U U
ECRCBACPRCW — BcL*cLtc MpCc M c PM
U U U U U U U
C S Z K Np ¢ N C PN
U U
A C PA
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Chapitre VIII : Primitives, différentielles, dérivées

Contenu : Nous généralisons le concept de primitive a toute pseudo-mesure diffuse .
Inversément nous définissons la différentielle de toute fonction continue a variation bornée.
On peut ainsi étendre le domaine de validité de la plupart des formules classiques du calcul

différentiel et intégral .

§ 1. Fonctions continues a variation bornée

1.1. Définition : On note CV lalgebre des fonctions : [a, b] — IR continues

et & variation bornée.

Notation : VF € CV onnote V(F) la variation de F.

1.2.* Théoréme : VF € CV ona V(|F|) <V(F).

1.3.% Théoréme : (CV,| |) est une algebre de Riesz.

1.4. Définition : Soit f € Mp ; onpose F, : [a,b] =R : xr—>f(1[a7x]).
Toute fonction de la forme F = F, + ¢ (¢ € IR) s’appelle une primitive d e f.

1.5. Théoréme : FF € CV et V(F):HfH*

Dém : V(F) = sup f(h) = |[]..
he U

1.6. Définition : Réciproquement V F' € CV on définit dF € PM , appelé différentielle

de F de la maniere suivante : Va < a < 3<b onpose |(dF)(1lia p)) = F(B)— F(a)|;

en particulier Va < c<b | (dF) (1{6}) = 0 |. On prolonge ensuite par linéarité a tout & .

1.7. Théoreme : 1) et ||dF|.= V(F).
2) dF =0 & F=celR.

Dém : 1) |dF||, =

= hseu(?u (dF)(h) = V(F).

2) trivial.

1.8.* Corollaire : V' est une norme sur CV/IR et l'opérateur linéaire

d: CV/R —Mp : Fr—dF| estune isométrie.
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1.9. Théoreme : Soit fE Mp et soit F'€ CV une primitive de f; alorson a dF = f

1.10. Théoreme : F € CV est lipschitzienne ssi dF € B.

Dém
a) = : Supposons que F soit lipschitzienne de constante K > 0 ; soit h € & ;
on peut écrire h = i a, 1y, oules 1;, sont des intervalles formant une partition

r=1

de [a,b] et ou Vre[[0,n]] «,€IR; alorsona ‘(dF)(h)} < anl o [ (dF)(1y,)

n b
<K Y |a|L] = K/ \h(t)| dt = K ||h|; ; donc |dF| < K.
r=1 a

b) < : Soit K>0 tel que |dF|< K ; alors Vo, €[a,b] ona

b
(@)= PB)] = |(@F) (o o) | € K [ 140 dt = K] 5 =al.

1.11. Définition : F € CV est absolument continue ssi dF € L'

on dit alors que dF' est la dérivée de F' et on note .

1.12. Théoreme : F € CV est absolument continue ssi Ve > 0 il existe 6 > 0 tel que

pour toute famille finie d’intervalles disjoints [ay, O] C [a, b] on a

> (Br—ax) <6 = !;[F(ﬁk)—F(ak)Hgg .

k

Dém : C’est une reformulation du Corollaire VII 2.14.

1.13. Théoreme : F € CV est absolument continue ssi Ve > 0 il existe d > 0 tel que

pour toute famille finie d’intervalles disjoints [a, k] C [a, b] on a

Y. (Br—ar) <6 = ; | F(Bk) — Flag)| <e|.

k

Dém :

Appelons (1) la condition du Théoreme 1.12 et (2) la condition du Théoreme 1.13 ;
il faut montrer (1) < (2).

a) < : Trivial.
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b) = : Soit € >0 et soit § >0 tel que
S (Br—ar) <6 = | X [F(Br)— F(ap)]| < e/2; soit une famille finie d’intervalles
F k

disjoints [ay, Bk] C [a, b] telle que > (B — ar) < 0 ; soit P l'ensemble des indices k
k

tels que F'(0x) — F'(ag) > 0 et N Pensemble des indices k tels que F(5x) — F(ax) <0 ;

bien entendu > (fr—ag) <6 et >, (Br—ag) <46 ; on a alors
keP kEN

2 [ F(Br) = Flaw)| = |k;P[F(ﬁk)—F(Oék)] |+ X [F(Br) = Flar)]|

ke N
<e/2+¢e/2=c¢.

§ 2. Sommes de Riemann-Stieltjes

Soit @ = ap<ay; <...<a,=>b unesubdivision D de [a, b] ;

on pose ||D| = , nax 1(ar+1 —a,) ; choisissons Vr e [[0,p—1] ¢, €a,, art1].
ST>p—

2.1. Définition : Soit f € Mp et soit F une primitive de f ; on définit

VheR Qp(h) = pg: he) J (e o) = pg: h(en) [F(ars) — F ()] -

Ce sont les sommes de Riemann-Stieltjes de h pour la mesure f :

2.2. Théoreme : YheR ona |[Qph)| < fl. ]

p—1 ~
Dém = [Qp (W] < Ipll 2 |Fari1) = Fap)| < [IRITVF) = [A]1f]]-
2.3.* Lemme : Yhe& ona Qp(h) — f(h) quand |D|| — 0.

2.4. Théoréme : YheR ona Qp(h)— f(h) quand ||D|—0.

Dém : On applique le LFAF aux opérateurs linéaires $2p — f : R—1R.
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§ 3. Formules classiques

3.1. Intégration par parties (« généralisée »)

Soient f , g € Mp etsoient F et G des primitives de f et ¢ ; alors on a

f(G) + g(F) = F(b) G(b) — F(a) G(a)

c-a-d /abG dF +/deG — [F(2) G(2)]"

a

Dém :

Soit @ = ap<a; <...<a,=>b unesubdivision D de [a, b]; onpose VheR

p—1 p—1

Pp(h) = T h(a) [Flara) = Fla)] et Wp(h)= = hlar) [Glar) - Gla)]
on peut donc écrire
®0(G) + Vo (F) = = G [Flar) = Flan] + £ Flarn) [G(arn) = Glar)]

=5 [Flar) Glar) = Fa) G lar)] = F0) G0) -~ Fla) Gla):

et de plus ®p (G) + ¥p (F) — f(G) + g(F) quand ||DJ| — 0.

3.2. Différentielle d’'un produit

VF,GECV ona FGeCV et |d(FG)=FdG+GdF|.

Dém : Soit a = ag<a; <...<a,=>b unesubdivision de [a, b];

ona S| Flar) Glarn) = Fla) Gor)|

P

-1
>

=0
—1

< T;O |F<ar+1)‘ ‘ G(ar41) —G(a,) ‘ + |G(ar)| |F(a7‘+1) - F(ar)‘

‘ F(ar1) G(ars1) = Far) Glar) + Flar) G(a,) — F(ar) G(ar) |

B3

< ||F||V(G) + |G| V(F) ; donc V(FG) < ||F||V(G) + ||G||V(F), donc FGeCV.
Par ailleurs Va < a < <b le théoreme d’intégration par parties appliqué a I'intervalle

«

B B
[, B] nous permet d’écrire /GdF +/FdG = [F(x) G(z)]%,
E E © s ¢
c-a~d /GdF—i—/FdG = / d(F @) ; on en déduit

b b b
VheR /thF+/hFdG:/hd(FG), c-a-d d(FG)=FdG+ GdF.

R6B



3.3. Différentielle d’un inverse

1
Soit F' € CV et supposons qu'il existe A € IRT tel que |F|> A ; alors T eCV

1 1
Dém : Soit a = ag<a; < ... <a,=>b une subdivision de [a,b]; ona
- 1 1 r=l | F(a;11) — F(a,)| 1 1
- = < —V(F), donc —€CV.
T;O ‘F<ar+1) F(ar)l ‘=0 |Fla.) F(a,11)| — A2 (F) F

1
Par ailleurs posons G:F ;ona FG=1,donc d(FG)=FdG+GdF =0,

G 1
donc dG:—FdF:—m

3.4. Différentielle d'une fonction composée

Soit '€ CV et solent ¢= min F(z) et d= max F(x); soit g : [¢,d] = R
z€[a,b] z€[a,b]

continuement dérivable ; alors go FF € CV et |d(goF) = (g'oF)dF |.

Dém : Soient o, 8 € [a,b]; ilexiste e € [F(a), F(3)] tel que
gIF(B)] = g[F()] = ¢'(e)[F(B) — F(a)] ; comme F est continue, il existe v € [a, 3]
tel que e = F(v) ; donc Vo, § € [a, b] il existe v € [a, 3] tel que
g FB) —glF ()] = g'[F(7)][F(B) — F(a)].
Soit @ = ag<a; < ... <a,=0b unesubdivision D de [a,b]; Vre[0,p—1]

soit ¢, € [ar, a,41] tel que g[F(a,1)] — g[F(a,)] = g'[F(c,)] [F(ar1) — F(ar)];

on peut donc écrire Vh € &

T hler) (91F (@aran)] = g[F(a)]) = Z h(er) g/ [Flen)] [F(ar1) = Fla,)]
quand ||D|| — 0 on obtient /h() (go F)( —/ h(t) (9o F)(t) dF(t).
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Chapitre IX : Changement de variable

Contenu : Nous étudions le changement de variable pour une fonction réglée et un
changement de variable continu, puis pour une fonctionnelle sommable et un changement

de variable a dérivée réglée.

8§ 1. Fonctions réglées

Soit [c¢, d] (¢ < d) un intervalle compact de IR et soit w : [c¢,d] — [a, b]

une fonction continue, monotone, bijective .

1.1. Théoréme :

VFeCV(la,b]) ona |FoweCV([c,d])]| et |V(Fow)=V(F)|.

Dém :
La fonction Fow est clairement continue ; montrons qu’elle est a variation bornée.

Supposons par exemple w croissante ; soit ¢ = co <c; < ... <c¢, =d une subdivision

de [c¢, d]; on peut écrire :

p—1
z—:o ’(Fow)(crﬂ) (Fow)( ’— ‘F crH)]—F[w(cr)HgV(F)
car w(ag) <wl(ar) <...<wl(ap) est une subdivision de [a, b]; on en déduit

V(Fow) < V(F); on peut donc aussi écrire V(F) = V(Fowow ) <V(Fow),
donc V(Fow) = V(F).

1.2. Théoréme :

Soit h € R([a, b]) ; alors how € R([c,d]) etona YF e CV([a,b])

/cd(how)d(Fow) _ i/abh s

avec le signe + st w est croissant et le signe — si w est décroissant .

Dém : Soit o0, = (¢,,) une suite de subdivisions de [c, d] telle que ||o,|| — 0 ;

ona [(howaFow) = tim " (how)(ean) [(Fow)Cnr) — (Fow) )]

n—+o0o
. pn_l
= lim Y hlw(cp,)] {Flwlcnr)] = Flw(cas)]}.
n—too 2
Posons Vn,r a,,= w(cy,); alors 7, = (a,,) est une suite de subdivisions de [a, b],
croissantes ou décroissantes suivant que w est croissant ou décroissant ; de plus ||7,|| — 0

car w est uniformément continu. On peut donc écrire
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d pn—1 b
/ (how)d(Fow) = lim h(an,) [F(am,ﬂ) —F(anr)] = j:/ hdF .

n—-+ oo
r=0

Schéma fonctionnel : [c, d] N [a,b]

Fllh

R

d b
1.3. Corollaire : Yh € R([a,b]) ona /(how)dw = j:/h dt |.

Dém : On applique le théoreme précédent avec F'(t) =t.

1.4. Corollaire : Supposons w absolument continu ; alors Vh € R([a, b])
d b
/(how) |w'| du :/h dt |.

§ 2. Fonctionnelles sommables

Soit [c, d] (avec ¢ < d) un intervalle compact de IR et soit w : [¢,d] — [a, b]

une fonction continue, monotone, bijective, a dérivée réglée non nulle .

2.1. Définition :

o 1 - / kow™!
Soit f € L'([a,b]) ; alorsonpose VkeR([c,d]) | (fow) (k) = f(]w’]ow1>

fow est bien défini car Vk € R([c,d]) kow '€ R([a,b]), et donc aussi
lw'low™ € R([a,b]).

Schéma fonctionnel : fow f

2.2.* Lemme :

vieL(la,b]) ona | fowePM([c.d])| et |[fowl.<MIfl:
el

- H |wow™l!

avec M
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2.3. Théoreme : Soit f= f € R([a,b]); alors fow représente effectivement la

composée des fonctions w et f; en particulier fow € R([c, d]) )

Dém : Soit hER([a,b]) : en appliquant la définition de fow a
k= (how).|w'l € R([c,d]), on obtient

d b
/(how)(fow)\w’\du:/hfdt.

En comparant cette formule avec la formule classique du changement de variable dans

une intégrale on en déduit que fow est bien la composée de w et f.

2.4. Théoreme : Vf e L£'([a,b]) ona | fow e LY [c,d])| et ||fowl|i <M fli|.

Dém : Soit une suite fneR([a,b]) telle que fnigf, alors Vn € IN
faow €R([e,d]) s or VneN |foow— fowlli=[(fa—flowl <M fu— fll;
donc frpow = fow € LY[c,d]).

2.5. Théoreme : V f € L£'([a, b)) / (fow)|w'| du :/fdt :

Dém : On applique la définition de fow & k = |w/| e R([c,d]).
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Chapitre X : Indicateurs et modes de convergence dans !

Contenu : Classiquement un indicateur fournit 'ensemble des points de [a,b] ou les
valeurs d’une fonction appartiennent a un intervalle donné. La notation habituelle d’un tel
ensemble parait d’ailleurs abusive puisque, par exemple, { f< g} représente en fait
Pensemble {z € [a,b]| f(z) < g(z)}. Mais ce type de notation convient parfaitement a
notre théorie dans laquelle les indicateurs ne sont justement pas des ensembles, mais des

fonctionnelles caractéristiques .

Les indicateurs permettent de définir quatre nouveaux modes de convergence dans L' :
les convergences en mesure , presque partout , plate et exvacte. Le complété de L' est
néanmoins identique pour chacun de ces modes de convergence : c’est ’espace de toutes

les fonctionnelles , sommables ou non.

§ 1. Indicateurs dans [£!

1.1. Définition : V f € £' on définit les éléments de K suivants :

{f>0}=5S(") {f<o}=1-{f>0}=1-5(f)

{Ff<o}={-F>0}=5s(/) {Ffz0}=1-{f<0}=1-S(f)
{f#0}=5(f) {f=0y=1-{F#0}=1-5(/).

1.2. Définition : V f, g € £* on définit les éléments de K suivants :

1.3. Définition : V f, §, h € £' on définit les éléments de K suivants :
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sont les indicateurs dans L£!.

1.4. Théoreme : Vf,ge L' ona

{(f>0}{g>0} <{f+g>0} <{f>0}v{g>o0}
{fz0j{g=0} <{f+a=0} <{f=0}v{g>0}

Dém : {f>0}{g>0}=S(f")S@E)=S(f*r"g")=S[(fAg)*]<S[(f+7)"]

={f+3>0}=S[(f+*]<S(ff+3")=8(HVvS@EH={f>0}Vv{i>o0}.

1.5. Corollaire : ¥V f, g, he L' ona {f>§>ﬁ}§{f>i~z}

1.6. Lemme : Vf,§,hel! ona

Dém : Vrai dans £, donc vrai dans £! par continuité.

1.7. Théoreme : YV f, G, he on a

{fvg<n}y={f<h}{g<hn} {fvg>n}={f>h}v{i>hn}
{fAag<hl={f<h}vi{g<h} {fAg>h}={f>h}{5>h}

Dém : {fvg<h}=S[(h-

~ S[(h-
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1.8. Corollaire : Vf,ge L ona {|fl<gt={f<g}{-F<at={-g</<3q}

et {Ifl>ay={f>a}v{-T>3d}.

Dém : {|fl<g} ={(HVv(F)<gl={f<g}{-F<g}.

1.9. Corollaire : Vf,ge L ona |{f>g}={fvi#g}={fri#f}
{fzgy={fvi=r={/nig=3q}
Dém
) {fvi#g}={fvi>gy={f>av{i>a} = {/>3}
2) {fzay=1-{f<a}=1-{fvi#i}y={fvi=Tr}
1.10. Théoreme : Vf,ge L' ona | f{f=3}=a{f=3}
f{f<ay<g{f<g}

1.11. Théoreme : Vf, Ge L' ona

Dém :
) f{f<at=Ff{frna=Ff=0Fn{fri=Ff=Fna{f<i}.

2) Idem.

1.12. Théoréme :

{fg>0}={f>0}{g>0}v{f<o}{g<o0}|

Vi, gel? ona

Dém : fg=(f"=f)@G =) =/r"g"+f g -5 +3);
or (f+§++ f_g_)/\(f+~_+ f_”“):O donc (fg) = frgt+ f g
on a donc {fg>0}:S[f )\/

S(fHSEH Vs~

(F797)

H=Ss(tet+ o) =807
={f>0}{g>0lv{f<o0}{g<o}.
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1.13. Corollaire : ‘v’fE(C2)+ YVa>0 ona {f2>oz2}:{f>a} .

{f2>a2} {f2—04 >0} { f—a)(f+a) >O}
:{f—a>0}{f+a>0}v{f—a<0}{f+a<0}:{f—a>0}\/O:{f>a}.

1.14. Théoréme :

Vf,§€(£2)+ Va,F>0 ona {f§>aﬁ}§{f~>a}\/{§>ﬂ}.

{fg>a5} {fg—ozﬁ>0} {(f (f—a)§+a(§— B) >0}
<{(f-a)g>0}vi{a(G-8)>0}={f-a>0}{f>0}v{g-B>0}{5>0}
<{f>a}v{i>p}.

1.15. Inégalité de Markov : V f € (51)+ ona [{f>1}<f|

Dém : Ona f=f—-141=(f-Dr—(f-1)"+1;
on peut donc écrire  f >
—[(F-vr = (F-0 ] (1=8[(F -]

= (f-1D)" = (f-1) +(

1.16.* Corollaire : ¥ f€ L' ona | lim {|f|>a}=0].

o —+ 00

1.17. Théoreme : Vfe L' ona | ‘'lim {f>5}— 1hm {f>€}—{f>0} :

e— 0t

Dém : Onpose Ve>0 §.= (f—e)*; la «suite» §. est croissante et on a
ge > §" quand £ — 0% ; donc S(g.) =S(gh), cad {f>e} - {f>0
quand ¢ — 07 . Par aileurs Ve >0 {f>25}§{f25}§{f>0}; donc
{fzg}i{f>0} quand ¢ — 0%.

1.18. Théoreme : Soient f,, f, § € L', fnif, fn suite;
alors on a {fn>§}i>{f>§} et {fngg}i{fgg}.

Dém : Lasuite (f, — )" € (L))t est croissante et (f, —§)* — (f—§)"

done {f, <3} =S[(fa=3)T]=S[(/-9)]={F<3q}.
Deplus {fu<g}=1-{fu>a}=>1-{/>3}={f<3q}.
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1.19. Corollaire :

Soit f, € £! une suite dominée supérieurement et soit § € £!; alors on a

at|-

{(Sup fu) > g} = Sup {Ju>g} | et [{(Swp fu) < g} = Tnf { /.

IN

Dém
Posons Vp e N ﬁp = Sup f,; la suite pr est croissante et izp Lh= Sup [ ;
1<n<p n
on a donc {ﬁ>§}: Sup {izp>§}: Sup Sup {fn>§}: Sup{~n>§}.
p p 1<n<p n

§ 2. Convergence en mesure

2.1. Définition : Soient f,, f € £'; on dit que f, converge en mesure vers f ssi

Ve>0 {|fu—f]>e} 50/ Onéerit f, = f.

Remarque : fnm—>sf ssi Ve>0 [{fn>f—|—5}—1>0 et {f>fn—i—8}—1>0].

2.2. Théoreme : f, =5 f ssi |Ve>0 Tm |[{|fi—Ffl>e}]|,=0]

2.3. CRITERE PRATIQUE : f, =5 f ssi |Ve>0 Tim |[{|fi—Ff|>c}], < el

Dém
1) = : Ona Ye>0 @ [{Ifa=Fl>c}]|,=0<c.
2) < : Soit e>0; Vnp>0 telque n <¢e ona
T [[{1fo = FI>e} ], < Tm [[{1fu=FI>n}]], < n;

donc 1171111 ||{|fn—f|>6}||120.
2.4. Théoreme : YV f,, fEL! ona f,—f = f, = f.

Dém : Posons Vn e IN gn:yfn—ﬂeﬁi; alors Ve>0 VneIN ona

{§n>€}§{§n25}§é§n; donc Ve >0 {§n>5}i>0, cad f, =B f.

2.5. Théoreme : Soit f, € £' une suite dominée et soit f € £ ; alors on a

oo f e ™.
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Dém : Il suffit de démontrer < . Soit F € (£')" telque VneIN |f,| < F;
on pose Vn € IN §n:]fn—f|§2ﬁ:é€(£1)+;soit e>0; ona {gn>a}i>o;
de plus gn:{§n>€}§n+{§n§€}§n§{§n>5}é+{§n§5}s
§{§n>5}é+5; donc @ |gnlli < e(b—a); donc @ lgnlli =0,

c-a~d gnio, c-a-d fnif
2.6. Lemme : Soit f e £! tel que Ve >0 {|f|>€}:0; alors f=0.

Dém : Ve>0 ona f=f{f<e}+ f{f>e}<ec{f<e}<e;
)

2.7. Théoreme : Soient f,, g, h € L' et supposons que f, =5 § et f, =5 h;
alors g = h.

Dém : Ona Ve>0 VnelN {|g—h|>e}<{|fu—gl+]|fn—N|>¢}
<{|fa—=3gl>e/2}V{|fu—h|>e/2} 50; donc Ve>0 {|G—h|>e}=0;

donc g=nh.

2.8.* Théoréme : Soient fo, gn, f» €LY, fo = f, g = G alors

fat@n B 4G, Ve B VG Fange S FAG

2.9. Lemme : Soit une suite f, € £2 telle que f, = 0; alors Vje £2 f,§ = 0.
Dém : Soit € > 0; soit a >0 tel que H{|§|>a}Hl§€; ona VnelN

{]fn§]>8}:{]fn\\§\>5}§ {|fn|>€/a}\/{]§]>a}; donc Vn eIN

{17291 >}, < [{Ifal > e/a} [, + [[{Ig] > a} ]|, < [[{Iful > e/a} ||, + &

donc  lim H{]fn§|>8}H1§€; donc f, g = 0.

2.10. Théoréme : Soient fn, Gn, f, GE€ L2, fu =5 f, Gn =5 G alors fn gn = f3§.

Dém : fofn—fi==NG+F@n—=9+ Fa=H@Gn—13);
onadéa (fn—Ffg =0 et f(Ggn—g) = 0; parailleurs ona Ve >0
{|(f= D Gn=9)|>c} < {1fa=F1>VE}V{IGn—3]> VE} -0 donc
(fo =) (@Gn—3) = 0; finalement fogn—f3 ™= 0, c-a-d fogn = f3.
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2.11. Théoréme : Soient f,, fe £'; alors f, = f ssi |LA|fn— fl Lol

Dém : Posons Vn e IN §n:]fn—f\ et hp,=1A gy ;

a) = : Ona Bn:lAgn Z1LIA0=0;:0r VneIN 0<h, <1: lasuite h, est

o U |
donc dominée ; on en déduit h, — 0.

b) <« : Soit 0<e<1; ona {ﬁn>5}:{]1>5}{§n>5}:{§n>€};or izni>0,

donc h, = 0, on en déduit {izn>5} i>0, c-a-d {§n>€} —1>O; donc g, = 0.

2.12. Définition : Une pseudo-norme sur un espace vectoriel réel V est une application

| s : V—IR" vérifiant les propriétés suivantes

1) Jlulls=0 = u=20
2) Vu,veV Jutuvllg<|lulls+ v
3) VueV |[[—ulls=ull

9 VueV YAZ1 Juls<[Aully<Afuls.

2.13.* Théoréme : La topologie de la convergence en mesure dans £! est définie par la

pseudo-norme | || f|lms = H LA H1 <\ fll-

2.14. Théoréme : Soient f,, f € (El)+; alors f, = f ssi Ya>0 a/\fn—1>0¢/\f.

Dém -

a) = : Va>0 ona aAf, 2 anf, donc aAf, Sanf.

b) < : Soient e >0 et a>c; ona

= fl>e} <{lfa=Fanal>c}+ {Ifaha—fAal>e}+ {If-fral>e}
={fo—Ffarna>ey+ {|funa—fral>ecl+ {f-fra>e};

On a d’ailleurs
{(F=Fra>et={f-e>fra}={f-e>f}v{f-c>a}={f>a+c}
Deméme {fo—funa>el={fi>ate}<{fi>al={firna>a)
={fura—fra+fra>al<{fuira—fra>e}+ {fra>a—¢}
<{lfana—fra|>c}+ {f>a—c}.

On en déduit {|fn—f|>5}§ 2{f>oz—6}—|— 2{|fn/\oz—f/\oz|>6};
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on peut donc écrire Ve >0 Va>e lim H{|fn—f|>6}H1§2H{f>oz—5}Hl;

en faisant tendre o vers + oo on trouve bien Ve >0 lim H{|fn—f\ >e}l,=0.
n

2.15. Définition : Une suite f, € £! est de Cauchy en mesure (Cms) ssi 'une des trois

conditions équivalentes suivantes est vérifiée
1) Ye >0 lasuite double {|fp—fq\ > e} L0,
cca-d Ve>0 psqui)n | {|fp—fq| > e} ||1 — 0
2) Ye >0 lasuite double {f, —f, >¢} =0,

ca-d Ve>0 sup ||[{f,—Ffi>e}]],—0
p,g2n

3) la suite double ]1/\|fp—fq\—1>0, c-a-d  sup H]l/\]fp—fq|Hl—>O.

p,g=>n

Démonstration de I'quivalence : analogue aux démonstrations précédentes .

2.16. Théoréme : Une suite f, € £! est Cms ssi

ve>0 Ilim [ {fo=Ffi>e}]l,=0]

2.17. CRITERE PRATIQUE : Une suite fn e L' est Cms ssi

Ve>0 % H{fp_fq>5}H1§5 :

Dém :
Par définition une suite f, € £' est Cms ssi Vd,e>0 lim ||{fp—fq>5}H1 <9.
p.q

Il est alors facile de montrer I’équivalence de cette condition avec le critere pratique.

2.18. Définition : Une suite f, € £' est dominée en mesure (Dms) ssi

sup H{|fn]2a}H1 — 0 quand o — + o0

2.19. Théoréeme : |Cms = Dms|.

Dém : Soit € >0 ; il existe N € IN tel que Vn> N H{|fn—fN|>€}H1§€;

soit (3> e tel que H{|fN]>ﬁ}H1§5; ona Vn>N
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{1fal >B+e} <{Ufa—=Inl+1inl> B+t < {Ifu—fnl>e}+{Ifv]> 5}

donc Vn >N H{\fn|>ﬁ+5}”1§25.

alorsona VneIN H{|fn|>a}||1§25.

8§ 3. Convergence presque partout

(Démonstrations analogues a celles du paragraphe précédent )

3.1. Définition : Soient f,, f € £'; on dit que f, converge presque partout vers f ssi

Ve>0 {|fu—fl>e}>0]|. Onécit f, 2= f.

Remarque : fnﬂ;f ssi Ve>0 [{fn>f~+6}i>0 et {f>fn—|—6}i>0].

3.2. Théoreme : f, 22 f ssi |Ve>0 m{|fn—f|>5}:().

3.3. CRITERE PRATIQUE 1 : f, 22 f ssi |Ve>0 Hﬁ{|fn—f\>5}H1§ el

ssi

Iz
—

3.4. CRITERE PRATIQUE 2 : fn

Ve>0 ilexiste N €N tel que Vn>N

EEE{‘fp_ﬂ”}ng 2

3.5. Théoreme : f, BB f ssi LA|f,—f]| >0.
p s s ms r3

3.6. Théoreme : Vf,, fel ona f, 22 f = f, = f: si f, est monotone on a

e LS F.

4]

3.7. Théoreme : an, feﬁl on a fnif = fn L f; si fn est dominée on a

o f e f T

3.8. Définition : Une suite fn € L' est de Cauchy p.p. (Cpp) ssil'une des trois

conditions équivalentes suivantes est vérifiée :
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1) Ye >0 lasuite double {|fvp—fq|>5}1>0,

c-a-d Ve>0 Sup {\fp—fql>€}i>0

p,q=>n

2) Ve >0 la suite double {fp—fq>€}1>0,

cca-d Ve>0 Sup {fp—fq>£}$0

p,q=>n

3) la suite double 1A |f, — f,| =0, c-a-d  Sup <]1/\|fp_fq|>i>0'

p,g=2n

3.9. Théoréme : Une suite f, € £ est Cpp ssi | Ve >0 Lim {fp—fq>€}: 0.
p?q

3.10. CRITERE PRATIQUE 1 : Une suite f, € £' est Cpp ssi

Ve>0 H%{fp—fq>6}”1§5 .

3.11. CRITERE PRATIQUE 2 : Une suite f, € £! est Cpp ssi

Ve>0 ilexiste Ne€IN telque Vn>N

Sup {fp—fq>5}H1§ g |.

p,gzn

~ o0 ~
3.12. Théoreme : Soit une suite f, € L' ; alors la série > f, converge p.p. ssi

n=1
1 = 1
Ve>0 sup{ S f >g}—>o
q>n i=n
Dém :
e’} - q ~
La série ) f, converge p.p. ssi Ve >0 H Sup { > fi >5}H_>O‘
n=1 qgzp>n i=p
q . q q . p—1
Onpose Vp>n o, = Sup{ S fi >5}; ona |[> fil=1> fi— i
qzp i=p i=p i=n i=n
q . p—1
S Z i + Z i
q q p—1
donc { > fi >5}§{ oo fi >5/2}+{ > fi >€/2},
i=p 1=n i=n

>5/2} ; donc Sup o, < 2 Sup{

p>n gzn

b

K3 n

>5/2}.

qgz>n
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3.13. CRITERE PRATIQUE 2 bis :

~ o0 ~
Soit une suite f, € £!; alors la série > f, converge p.p. ssi
n=1

Ve>0 ilexiste Ne€IN telque Vn>N ’ Sup{

g>n

> 7

t=n

>5}H < e[
1

3.14. Définition : Une suite f,, € £' est dominée p.p. (Dpp) ssi

Sup {|fn|2a} L0 quand «a — + o

3.15. Théoreme : On a le schéma d’implication suivant :

Cpp = Cms

Y 4
Dpp = Dms

3.16. Théoreme :

Pour une suite monotone on a de plus | Dpp < Dms ‘ et ’ Cpp & Cms |.

§ 4. Convergence plate

4.1. Définition : Soient f,, f € £'; on dit que f, converge platement vers f ssi

(Fn#Fy=S(fu—f)>0]. Onéait f, 5 J.

4.2.* Théoréme : La topologie de la convergence plate dans £ est définie par la

pseudo-norme | || flla = [|S(NI, | = I1fllms-

4.3.* Théoreme : ¥ f,, f€ L' ona [, >f = f, 25 7.

4.4. Définition : Une suite f, € £' est Cauchy-plate (C-plate) ssi la suite double
{fp # fq} =5 (fp — fq) L0 , c-a~d ssi

swp [{Fy # Sl = swe (IS (= F0 ], =0
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4.5.% Théoreme : Une suite C-plate est Cms.

4.6. Théoreme :

Une suite w, € K est C-plate ssi elle converge en norme || ||; dans K.

Dém :
Ona Vp,g€IN S(wp,—wy) =S (|wp—wy|) =|wp—wy|, car |wy,—w,| €K ;

on en déduit : w, C-plate < w, de Cauchy pour la norme || ||;.

§ 5. Convergence exacte

5.1. Définition : Soient f,, f € £ on dit que f, converge exactement vers f

ssi {fn%f}:S(fn—f)lO . On écrit fnif

5.2.* Théoréme : an,feﬁl on a fnif = (fni]? et fngf);

si fn est monotone on a fn 5 f =4 fn A f

5.3. Définition : Une suite f, € £' est Cauchy-exacte (C-exacte) ssi la suite double

{fp?’éfq}: S(fp_fq)ioa c-a-d ssi  Sup {sz?éfq}: Sup S(fp_fq)io-

pP,q=n pP,q=n

5.4. Théoreme :

Une suite f, € £' est C-exacte ssi {an # fn} = S(fop1—fu) =01

Dém :

Soit n € IN; ona Sup S(frﬂ—fr)ﬁ Sup S(fp — fy) ;

r>n pP,q=n

~ ~ a1 ~
par ailleurs ona Yg>p>n |f,—f,| < X | fiv1i— frl,
r=p

donc vq >p2 n S(]Ep_fq) < Sup S(fT+1 _.fr) < Sup S(fr+1 _fr) ;

p<r<q-l1 rzn

donc  Sup S(f,—fo) < Sup S(fra1—f)-

p,g2>n r>n

On en déduit Sup S (fr+1 — fT) = Sup S (fp — fq) . d’out le théoreme .

r>n p;q=2n

5.5.% Théoreme : Une suite C-exacte est C-plate et Cpp.

5.6.* Théoréme : Une suite w, € K est C-exacte ssi elle est C-fine.
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5.7. Définition : Une suite o, € K est déclinante ssi elle est décroissante et o, Lo.

’ N . . X . . . , .
5.8. Théoreme : Soit une suite w, € K ; alors w, — 0 ss’il existe une suite déclinante

op, €K telleque | VneIN w, <o, |

Dém
a) = : Onpose VneIN o, = Sup w, ; alors la suite g, est déclinante et on a
r>n

w, < Sup w, = o,.
r>n

b) <« : Ona VYneIN Sup w, < Sup 0, = 0, ; donc Sup wri>0.

r>n r>n r>n

5.9. Définition : Une suite o, € K est totale ssi elle est croissante et o, RS

La suite o, € K est donc totale ssi la suite 1 — o,, est déclinante.

5.10. Théoréme : Soit une suite f, € £'; alors f, £ 0 ss’il existe une suite totale

on € K telle que |VnelN anfn:O .

Dém
1) = : Ona S(f,) =0; il existe donc une suite totale o, € K telle que
VnelN o, <1-S(f); donc o, f, = an[l—S(fn)] fo = on[fn—fnS(fn)
= 00 (fa—Fa) = 0.

2) « : Ona ¥nelN gn[1—3(fn)

n_UnS(fn) = Jn_s(gnfn) = On ;

=0
donc o, < 1—S(f,), donc S(f,) =0.

5.11. Théoréme : Une suite f, € £' est C-exacte ss’il existe une suite totale

on €K telleque |[VneIN o, < {fn+1:fn} )

Dém : Lasuite f, € £! est C-exacte ssi {fn+1 + fn} 50, c-a-d ss’il existe une
suite totale o, € IC telle que Vn € IN {an #* fn} <1-—o0,, ouencore ssi Vn € IN

op < {fnJrl = .]En} .

5.12. Lemme : Soient f, g€ L' et 0 € K ; alors on a ag{fzg} s of

og.
Dém : On pose r:{f:g}.

a) = : Ona o<7,donc of =o7f =07 =03.
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b) < : 07’:J[l—S(f—g)]za—S(af—ag):a,donc o<T.

5.13.* Corollaire : Une suite f, € £' est C-exacte ss’il existe une suite totale

on € K telle que |[VnelN Unfnzanfn+1 .

5.14. Définition : Soit fn € L' une suite C-exacte ; alors toute suite totale o, € K telle

que YVneIN o, < {an = fn} (c—é—d YvnelN o, fn = o, an) s’appelle une

présentation de la suite fn.

5.15. Théoreme : Soit o, € K une présentation de la suite C-exacte fn cL!;

alorsona |V n,pelN anfn:anfner )

—Dém : On a Onf” = Unfn+1 = Op On+1 fn+1 = On On+t1 fn+2 = Unfn+2 =

Récapitulatif : Convergences dans £!

x = 1 <= 2
\ U
pp = ms
i) 1)
E = A
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Chapitre XI : Fonctionnelles sur [a,b]

Contenu : Nous construisons 'espace vectoriel des (classes de) fonctions mesurables
sur [a,b], que nous nommons fonctionnelles sur [a,b]. Cet espace s’obtient en

complétant I'espace B pour la convergence exacte ; nous effectuons cette complétion par

la méthode des suites de Cauchy : bien que la convergence exacte ne soit pas une

convergence métrique, le procédé conserve ici toute sa validité et toute son efficacité.

§ 1. Suites C-exactes dans B

1.1. Définition : On note EX lespace vectoriel des suites C-exactes f, € B.

1.2. Définition : Soient F = (f,), G = (§n) € EX ; alors on pose

F~G ssi fn—gnio , c-a-d ssi {fn#gn}lO.

1.3. Théoreme : Soient F = (f,), G = (§n) € EX ; alors F ~ G ss’il existe une suite

totale o, € K telle que |[VneIN o, fn = O0nGn |-

Dém : F~G & f— G, o0

< il existe une suite totale g, € K telle que YVneIN o,(f, —gn) =0.

1.4.* Corollaire : La relation « ~ » est une |relation d’équivalence | sur X .

1.5. Définition : V F = (f,), G = (gn) € EX on pose
F+G=(fu+dn) FVG=(fuVi) FAG=(faNGn) F.G=(fu.Gn).

1.6.* Théoréme :

VF,GeéX, F+G, FVG, FAG, F.G sont des éléments de EX .

1.7.% Théoreme : Soient F,F’, Ge&X et F~F'; alorsona
F+G~F' +G FVvG~F' VG FAG~F' NG F.G~F'.G.

1.8. Définition : V F = (f,) € EX on pose

~F=(~f.) F'=(f) F =0 [Fl=0hD).
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1.9.*% Théoreme : VF € EX, —F, Ft, F~, |F| sont des éléments de EX .
1.10.* Théoreme : Soient F,F’'€ EX et F~F’; alorson a
F~-F'  Ft~F"  F ~F~  |F|~[F

1.11. Définition : V F = (f,), G=(g,) € EX on pose

F<XG ssi FVG~G| (ou FXG ssi FAG~F).

1.12. Théoreme : F <X G ssi {fn>§n}1>0 .

Dém : F<G & FVG~G
& foVGn—Gn 20
S {fuVin# g} >0

& {fu>a.)>0.

1.13. Théoreme : Soient F = (f,), G = (§,) € EX ; alors F < G ss’il existe une suite

totale o, € K telle que |[VneIN o, fn < 0, 0n |-

Dém : F<XG & foVin—in—=0
& il existe une suite totale o, € K telle que VneIN o, (fn Vign—20n) =0
< il existe une suite totale o, € K telle que Vn € IN (o, fn) V(0nGn) = 0ngn

< il existe une suite totale o, € K telle que VneIN o, fn < 0,0n-

1.14.* Théoréme : (FjG et GjF) & FA~GH

1.15.*% Théoréme : La relation < est un dans £X.

§ 2. Supports et indicateurs dans £X

2.1. Théoréme : Soit f, € B une suite C-exacte et soit ¢, € K une présentation

de la suite f, ; alorsona |Vm,neN \S(fm)—S(fn)\g 1—opNop |-

Dém : Soient m,n €IN avec m<n; ona o, fm= 0nfn, donc
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fo = Omfm + (L= 00) fn = 0 fo + (1= 00) fo = fo + (1= 0) (fr = J2) 5

on en déduit  fr = fo + (1= 0m) (fu — fu) (%)

on peut donc écrire | fr| < [ful + (1 —0m) | fin — fal, et donc

S(fm) < S(fa) + (1= 0) S(fn = fu) < S(fa) + 1= o

Légalité (*) peut aussi s’écrire  fr, = fo + (1 — ) (fo — fm) ; donc

1fol < 1fml + (1= 0) | fu = fm| ; on en déduit de méme S (f,) < S(fm) + 1 — 0 ;

en conclusion on obtient | S (fm) -S (fn) ‘ <l-o0,=1—0,AN0,.
2.2. Corollaire : ¥V F = (f,) € EX lasuite S(f,) converge finement dans K.

Dém :

Ona VnelN Sup |S(fp)—S(fq)} <1l—o,N0o, <1— 0,; comme on—1>1,
p,g=n

la suite S(f,) est fine; or YneIN S(f,) €K, donc Lim S(f,) € K.

2.3. Définition : V F = (f,) € EX on pose

support de F = S(F) = Lim S(f,) € K |.

2.4.*% Théoreme : Soit F = (fn) € EX et soit 0, € K une présentation de la suite f, ;

alorsona | VnelN ‘S(F)—S(fn)|§1—an.

2.5.% Théoreme : VF e X S(F)= S(LA|F|).

2.6.* Théoreme : Soient F, G € EX ; alorsona |F~G = S(F)~S(G) |.

2.7. Théoreme : Soit fn € B une suite C-exacte et soit o0, € K une présentation de

la suite f, ; soit de plus § € £!; alors on a

Vm,nelN !{fm>§}—{fn>§}‘§l—am/\an .

Dém : Ona Vm,n€eIN avec m<n Jmfmzamfn,donc
fm: Um]Em + (1_0m)fm: Umfn + (1_0m)fm:fn + (1_0m)<fm_fn) )
on en déduit fr, = fn + (1 —0m) (fm — fu) (*); on peut donc écrire

fm_ngn_g_‘_(l_o—m)(fm_fn)
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(=0 < (fa=0)" + A= 0w) (fu— fu) T,

et donc S[(fn =) < S[(fa=3)"] + (1= 0) S[(fon = fa) "]

<S[(fa=@)t] +1=0m, ced {fn>3} < {fa>3} +1—0m.

L’égalité (*) peut aussi s’écrire f,, = fo 4+ (1 — 0m) (fo — fm) ; on en déduit donc
FomG=fn—G+ (0 =0m) (fa— fm), et doncaussi {f, >3} < {fu>g} +1—0p.

En conclusion on obtient ’{fm>§}—{fn>§}‘ <l—-o0,=1—0,ANo,.

2.8.* Corollaire : Soit g, € B une suite C-exacte et soit 7,, € K une présentation

de la suite §, ; soit de plus f € £'; alors on a

Vm,neN |[{f>gmn}—{f>Gu}|< 1= mmAT|.

2.9. Corollaire- Définition : Soient F = (fn) € EX et ge L' alors la suite {fn > §}

converge finement dans X et on pose {F > g} = Lim {fn > g} .

De plus si g, € K est une présentation de la suite fn on a

VneN [{F>g}-{fi>3}|<1-0.|

Dém : Idem que pour S(F).

2.10. Corollaire-Définition : Soient G = (§,) € EX et f e L' ; alors la suite

{f > gn} converge finement dans X et on pose {f> G} = Lim {f > gn} )

De plus si 7, € K est une présentation de la suite g, on a

VneN |[{f>G}—{f>a.}|<1-7|

Dém : Idem que pour S(F).

2.11. Théoréme-Définition : Soient F = (f,) € EX et G = (§,) € EX ; alors la suite

{fn > Qn} converge finement dans X et on pose {F > G} = Lim {fn > gn} .

De plus si o, et 7, sont des présentations des suites fn et g, on a

VneN [{F>G}—{f.>dn}|<2-0.—
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Dém : Ona Vm,nelN
[{Fn> G} =A{Fa> Gu}| < H{ I > G} = {Fa > Gn}| + [{Fa> G} = {Fo > G}

< 2— 0, N0y — Tin N Tn. Le théoreme en découle.

L’application X — K : (F, G) — {F > G} est un indicateur dans EX .

On en déduit facilement la définition des autres indicateurs dans EX .

2.12. Théoréme : Soient F = (f,) € EX et G = (§,) € EX ; soient o, et 7, des

présentations des suites f, et G, ; alorsona Vn e IN

[{F>G}—{f.>G}|<1-0,

et |[[{F>G}—{F>g.}|<1-7 ]|

Dém : Ona Vm,néelN
{F> Gy (> G} < [{F > G}~ (> dd| + 1> G} — (o> 30}
+ [{fi>GC—{fo>gn}| < 2-0n—Tmn+1=0nho, +1- 0y
— 4 =20, — O AOn — T -

Il suffit ensuite de faire tendre m vers + co.

2.13.* Corollaire : Soient F = (f,) € EX et G = (j,) € EX ; alors on a

{fu>G} S {F>G}| et [{F>g.} = {F>G}|

§ 3. Fonctionnelles sur [a,b]

3.1. Définition : On pose |FO =EX/~ |.

Les éléments de FO se nomment les fonctionnelles sur [a,b].

On note les fonctionnellles de la maniére suivante :

FerFo désigne la classe de F € £EX |.

3.2. Définition : On pose F+G=F+G FVG=FVG

—

“F=F F+r=Ft F-=F |F=|F.
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3.3. Définition : On pose F < G ssi F =< G |; cest un dans FO.

3.4. Théoreme : L' C FO.

Dém : Soit feL£'; onpose VnelN an:{|f|§n} et fo=o0,f€B;
alors on identifie f & la classe de la suite (f,) € EX .

Si f e B onidentifie f & la classe de la suite constante (f) € EX .

3.5. Définition : On pose VF € FO : | support de F= S(F) = S(F) |.

3.6. Définition : On pose VF e FO : {§>6‘r}: {F>G} .

L’application EX — K : (F, G) — {? > @} est un indicateur dans FO.

On en déduit facilement la définition des autres indicateurs dans FO.

3.7. Théoréme : Les opérations définies sur FO prolongent les opérations sur £!;
de méme 'ordre sur FO prolonge 'ordre sur £!; les propriétés de ces opérations et
de cet ordre sur FO prolongent celles de £!'; enfin les propriétés du support dans FO
prolongent les propriétés du support dans £!. La démonstration de ces propriétés se fait

élémentairement a partir de la construction de FO. On en déduit en particulier :

3.8. Théoreme : | FO est une algebre de Riesz |.

Voici quelques autres propriétés dans FO

3.9. Théortme : VF e FO  'im {|F|>a}=0.

o —+ oo
3.10. Théortme : VF € FO  'lim {F>e} = lim {F>e} = {F>0}.
e— 0t e— 07t
3.11. Théoreme : VF € FO S(F) = 'im ]l/\(p|]/?\|).
3.12. Théoreme : VF e FO S(F)F=F.

3.13. Corollaire : VF € FO [S(ﬁ):() & F\:()}.

3.14. Théoreme : VF, G e FO S(FG)=S(F)S(G).
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3.15. Récapitulatif

F FO
U U
ECRCBACPRCW — BcCL>*?cLtc Mpc M cC PM
U U U U U u U
C S Z K Np ¢ N C PN
U U
A C PA

§ 4. Modes de convergence dans FO

4.1. Définition : On définit dans FO les quatre modes de convergence ms, p.p., A, E

par les mémes définitions formelles que dans £!. Ils ont les mémes propriétés que dans L.

En particulier on a le méme schéma d’implication :

E = A
N2 I3
Pp = ms

4.2. Théoréeme :

Les lois 4+, x, V, A sont continues pour les quatre modes de convergence .

Nous allons détailler ces quatre modes pour en donner les propriétés les plus significatives.

Nous abandonnerons désormais le « chapeau » dans la notation des éléments de FO .

A . Convergence en mesure

A.1. Définition : VF,,F, € FO [F, ™ F & (¥e>0 {|F,~F[>e}50)].

A.2. Définition : Une suite F,, € FO est de Cauchy en mesure (Cms) ssi

sup || {F, =Fy >¢e}|[, =0

p,q=>n

A.3. Théoreme : Soient F,,Fe FO, F, ™ F: alorson a
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I{F >0}, < lm [[{F. >0},

Dém :
Ona Ve>0 {F>ec} ={F-F,+F,>c} <{F-F,>¢} + {F, >0},

donc [[{F > e}, < [{F-Fn>e}], + [{F.>0}]

,» donc Ve>0

F>c¢ < lim F,>0 : en faisant ¢ — 07 on obtient le théoréme .
I{F > e}, I F Il

A.4.* Corollaire : Soient F,,Fe FO, F, = F; alors on a

ISE)], < lm [[SE)],

A.5. Définition : Une suite F,, € FO est dominée en mesure (Dms) ssi

sup ||{\Fn|>a}Hl—>0 quand « — + o0
nelN

A.6. Théoreme : ’Cms = Dms‘.

Dém : On peut supposer Vn € IN F, >0. Soit 0 <e <1 etsoit Ne&IN
tel que suwp [{Fp—Fg>e}|,<e. Soit a>0 telque |[{Fy>a—1}][, <e;
ona VneIN {F,>a}={F,>a}{F,<Fy+e}+ {F,>a}{F,>Fy+e¢}
§{§N+a>a}+{Fn>FN+5}:{FN>a—5}+{Fn>FN+5}.

On en déduit Vn > N H{Fn>oz}H1 <2e¢.

A.7. Théoreme de complétude : | FO est complet pour la convergence en mesure |.

Avant de démontrer ce théoreme précisons sa signification .

e Une suite F,, € FO converge en mesure vers F € FO ssi
Ve>0 lim H{|Fn—F|>5}H1§ £,

c-a-d ssi Ve >0 ilexiste NeIN telque V>N |[{|F,—F|[>¢e}|,<e,

c-a-d ssi Ve >0 ilexiste Ne€IN tel que Vn>N

[{Fo>Fechl, < e [{F>Fare}], <
e Unesuite F,, € FO est Cms ssi Ve >0 lim H{Fp—Fq>€}H1§5,
p,q
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c-a-d ssi Ve >0 ilexiste N €N tel que Vp,q> N H{Fp—Fq>€}H1§6.

Le théoreme affirme que pour toute suite F,, € FO qui est Cms, il esiste F € FO
tel que F,, = F.

La démonstration utilise plusieurs lemmes .

Lemme 1 : Soit une suite F, € FO ; alors la suite F, est Cms ssi les suites F;

et F, sont Cms.
Dém : Trivial.
Ce lemme nous permet de supposer dans la suite que VpeIN F, e FOT.

Lemme 2 : Soit une suite F, € FO™ convergente en mesure et soit n € IN ; alors la

suite n AF, € BT converge en norme || ||; dans BT.

Dém : La suite n AF, est encore Cms ; de plus elle est positive et bornée ;

elle converge donc en norme || ||; dans B7.

Posons Vn €N |g, = 'lim (nAF,) | € BT.
p

Lemme 3 : Ona VneIN nAgp1= gn-

Dém : Ona VnelN
AAGnp1 = 1A (1lim [(n+1)AFp]> = Yim [nA(n+1)AF,] = im (nAF,) = §,.
P p p
Lemme 4 : La suite g, est croissante.
Dém : Trivial.

Lemme 5 : La suite g, est Dms.

Dém : La suite F, étant Cms ; elle est donc aussi Dms ;
soit € > 0 ; il existe donc o >0 tel que VpeIN H{Fp>oz}H1§€;
or YneIN nAF,>§,, donc YVneN nAF, 2 g, :

donc VneIN H{§n>a}H1§ li_mH{n/\Fp>a}Hl§ li_mH{Fp>a}||1§ €.
p p

Lemme 6 : La suite g, est exacte.
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Dém :
On a sup H{QT>O‘}H1_’O quand a — + 00 ; soit n € IN; posons Vr e IN

0, ={g, >n} € K; lasuite 6, est croissante et bornée, donc convergente en norme | ||;

vers T, = Sup #, = Sup {f]r > n} € K ; la suite 7, est décroissante et on a
T T

|71 = sup 16,11 = sup {3, >n}| > donc || 7,][1 = 0 quand n — +o00;
on en déduit que la suite o, = 1—17, = Ilgf {gr < n} est totale.
Deplusona VnelN o, < {f]nﬂ < n}, donc o, Gui1 = o, {gnﬂ < n} Jns1
= On {”A§n+1 = §n+1} Gnt+1 = On {n/\§n+1 = §n+1} (N A Gnt1)

= o, {gnH < n} (R Agny1) = 0n gn - Lasuite g, est donc exacte.

Démonstration du théoreme

Notons G € FOT la fonction dont (g,) est un représentant ; montrons qu’on a
F, ™ G ; soit £ >0; nous démontrons d’abord {F, > G+¢} -0, ensuite
{G>F,+e} 5o0.

1) Soit 0<e<1;soit NEIN telque Vp,q>N |{F,>F,+e}|,<e;
ona Vp,q>N VnelN* {F,>nAF,+e} <{F,>nA(F,+¢)}

= {F,> n}V{F,> F,+¢}, donc [[{F,>nAF,+¢e}|,

< N4> nl, + I1{Fs > Byt el < [{F > n}l, + <

or nAF, = §, quand ¢— +o0o, donc Vp>N VnecIN*

145, > ut e}l < lim [{F, > n ATy + e}l < [{F, > a}f,+

de plus quand n — +00 {F,> g, +e} 5 {F,> G+e} et {F,>n} >0,
donc Vp>N |[{F,> G+e}l|,<e.

2) Soit € >0 et soit N€IN telque Vp,q>N |{F,>F,+e}|,<e;
ona Vp,¢g>N VneIN {nAF,>F,+¢} <{F,>F,+¢}, donc

| {nAF,>F,+e}|,<e; enfaisant p— +oo0 on trouve

Vg>N VnelN |[{g.>F,+¢}||, <e; etenfaisant n— +oo on obtient

V¢>N |{G>F,+e}|,<c.

A.8. Théoreme : VF=(f,) €EX ona |f, = F|.
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Dém : Ve>0 ona {|f,—F|>e} <{f.#F}; on démontrera {fn%F}iO

au Théoreme D.2 ; on obtient donc a fortiori { fn # F} Lo0.

A.9. Théoreme : &£ est dense dans F(O pour la convergence en mesure.

Dém : Soit (f,) € EX un représentant de F ; soit ¥YneIN §, €& tel que
fn —Jn NG ; on a donc aussi fn —§n 2 0; de plus fn 2 F ; on en déduit

Gn = o+ (Gu—fa) = F.

A.10.* Théoreme : C est dense dans F(O pour la convergence en mesure .
A.11.%* Théoreme : IR[X] est dense dans FO pour la convergence en mesure.
A.12.* Théoreme : F, W F < 1A|F,—F| 5 0.

A.13.* Corollaire : La topologie de FO pour la convergence en mesure peut étre définie

par la pseudo-norme | [|[F|ms = || 1A |F] Hl .

A.14. Définition : Un espace de Riesz V muni d’'une pseudo-norme || ||s est un espace

pseudo-normé de Riesz ssi |Vu,veV |ul <|v| = [|uls < |v]s |-

Si de plus V est complet pour la pseudo-norme || || on dit que V est un

pseudo-espace de Riesz-Banach .

A.15.* Corollaire : (FO, | |, || [|ms) est un pseudo-espace de Riesz-Banach .

B. Convergence presque partout

B.1. Définition : VF,,F,€ FO [Fy 2 F & (Ve>0 {|F—F|>¢}50)].

B.2. Théoreme : Soit Fe FO ; alors |aAF 2 F quand a — + oo |.

Dém : Soit ¢ >0; ona Va>0 {F—a/\F>6}={F—€> a/\F}

={F-e>a}V{F-e>Fl={F>a+e} 5 0.

B.3. Définition : Une suite F,, € FO est de Cauchy p.p. (Cpp) ssi
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Ve>0 Sup {Fp—Fq>5}i>0 .

pP,g=>n

B.4. Théoréme : Soient F,,Fe FO, F, 28 F; alors on a

{F>0} < Lim {F,>0}|.

Dém : Ona Ve>0 {F>e} ={F-F,+F,>¢c} <{F-F,>¢} + {F,>0},

donc Ve>0 {F > 5} < Lim {Fn > O} : en faisant ¢ — 0T on obtient le théoréme.

B.5. Corollaire : Soient F,,Fe FO, F, 2% F; alorsona | S(F) < Lim S(F,)|.

n

B.6. Théoréeme :

Soient F,,F e FO, F, = F; supposons de plus la suite F,, croissante ;

alorsona | {F, >0} =5 {F >0} |, et donc aussi |S(F,) 5 S(F) |.

Dém : Grace a la monotonie de la suite F,, on a en fait F,, 25 F ; de plus la suite

{Fn > 0} est croissante et majorée par {F > O} ; on peut donc écrire Vn € IN

Lim {F, >0} < {F >0} < Lim {F, > 0} ; d’ou le théoreme.

B.7. Corollaire :

Soient F,,F,Ge FO, F, = F ; supposons de plus la suite F,, croissante ;

alors on a {Fn>G}i>{F>G} et {FnSG}—%{FSG}.

B.8. Définition : Une suite F,, € FO est dominée p.p. (Dpp) ssi

Sup{\Fn]>a}i>0 quand o — 400 |.
nelN

B.9. Théoreme : ’Cpp = Dpp‘.

Dém : On peut supposer VneIN F, >0. Soit 0 <e <1 etsoit Ne&lIN tel que
Hp’SquZpN{Fp—Fq>e}H1§ e. Soit a >0 tel que HHS;HI)V{FN>04—1}H1§ £
ona VnéelN {Fn>a}:{Fn>a}{Fn§FN+€}+{Fn>a}{Fn>FN+8}

<{Fy+e>a}+{F,>Fy+e} <{Fy>a—-1}+ {F,>Fy+e}.
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On peut donc écrire  Sup {Fn > a} < {FN > o — 1} -+ Sup {Fn > FN—i—e}, donc
n>N

n>N

I Sup {Fn > o}, < || Sup {Fy>a =1}, + || Sup {Fn>Fy + -}, < 2.
n>N n>N n>N

On en déduit HSup {Fn >a}H1 < H Sup {Fn >oz}||1 + H Sup {Fn >a}H1 < 3e.
n n< N n>N

B.10. Théoreme : FQO est complet pour la convergence p.p.

Dém : Soit F,, € FO une suite Cpp ; alors F,, est Cms.

PP

Soit F e FO tel que F, = F : nous allons montrer F, =5 F.

Soit e>0; ona Vn,peIN {|F,—F|>e} <{|F,—F,|+|F,—F|>¢}

<{|F, —Fn|>e/2} + {|F, —F|>¢/2} ; on peut donc écrire Vn € N

Sup {|F,—F|[>¢e} < Sup {|F,—F,|>¢/2} + {|F, —F|>¢/2}
pz2n pzn

< Sup {|F, - F,|>¢/2} + {|F,—F|>¢/2} 5 0.

p,qg>n

B.11. Théoreme : &£ est dense dans FO pour la convergence p.p.

Dém : Soit (f,) € EX un représentant de F; ona f, 5 F, donc . BF.

Soit YneIN g, €& telque > ||fn—§n||1<+oo; alors  f, — gn 22 0, donc

gn:fn"_(fn_gn) = F.

B.12.* Théoreme : C est dense dans FO pour la convergence p.p.

B.13.* Théoreme : IR[X] est dense dans FO pour la convergence p.p.

B.14. Définition :

Une suite F,, € FO est

dominée dans FO

VnelN |F,|<G.

ss’il existe G € FOT tel que

B.15. Théoréme : Pour toute suite F, € FO ona |F, Dpp & F, dominée dans FO |.

Dém : On peut supposer VpeIN F,>0.

a) = : Posons VneIN g, = Sup (n/\ﬁp) € BT ; lasuite g, est croissante ;
P

montrons que c’est une suite exacte ; posons Vn € IN ¢, = Inf {Fp < n} ;
p

comme F, est Dpp, lasuite o0, est totale. Ona Vn e IN {§n+1 < n}

= {Sup [(n+1)AF,] gn}: Igf{(n—l—l)/\FpSn}: III}f {F, <n}=o0,;
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deplus VneIN nA g, =nA Sup [(n—i—l)/\Fp} = Sup (n/\Fp) = 0Jn,
p

p

donc \V/TLE]N {§n+1 :gn} = {§n+1 :n/\gn+1} = {§n+1 STL} = O'ni> 1.

La suite §,, est donc exacte ; posons G = (g,) € FO"; ona Vn,peIN

nAF, < g, <G; enfaisant n — +o0o onobtient VpecIN F, <G.

b) <« : Ona Sup{Fp>oz}§{G>a}l>0.
peIN

B.16. Théoreme de convergence monotone dans FQO

Soit F,, € FO une suite monotone et dominée dans FO ; alors F, converge

presque partout vers une fonctionnelle F € FO. On note

suivant que la suite F,, est croissante ou décroissante .

F= Sup F,, ou Inf F,

Dém : Comme la suite F,, est monotone, il suffit de montrer que F,, est Cms.

On peut supposer la suite F,, croissante. Ona Va >0 Vp,qge N

F,-F, <F,—aAF,=F, —aAF, +aAF, —aAF,.

Soit e>0; ona {F,—F;>e} <{F,—aAnF,>0}+{aAF,—anF,>¢e}

< {Fp>a}+{aAFp—aAFq>5} < {G>a}+{0z/\Fp—oz/\Fq>€}.

Soit G € FOT tel que VneIN |F,| <G ; choisissons a tel que

G>a <e/2; lasuite a AF, € L' est croissante et majorée par o ;
{G>a}], </

elle converge donc en norme || ||; et donc aussi en mesure ; il existe donc N € IN

tel que Vp,q> N H{a/\Fp—a/\Fq>5}H1§€/2; on en déduit Vp,q> N

H{Fp—Fq > 5}H1 < ¢. La suite F,, est donc Cms.

B.17. Théoreme : Soient F,, F € FO ; alors on a

F, 2 F & 1A|F,—-F|30

F, ® F < Su |[F,-F| 20
p=n

B.18. Théoreme : Une suite F,, € FO est Cpp ssi | Sup ‘Fp—Fq‘ =0
p,gzn

B.19. Définition : Soit F,, € FO une suite dominée dans FO . On pose

neN pelN

Lim F, = Sup Inf F,, et Lim F, = Inf Sup F,4,
n n nelN peN
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Lim F, et Lim F, sont respectivement la Limite Inférieure et la Limite Supérieure
n n

de la suite F,, € FO.

B.20. Théoreme :

Une suite F,, € FO converge p.p. vers Fe€ FO ssi | F = Lim F,, = Lim F, |.

Dém :
a) = : Soit n€IN; ona

(i) -

peN

Sup (Fuyy—F) | < Sup |Fuyy —F| = Sup [F,—F| 2 0
peN peN r>n

donc F = Lim F,, ; on a de méme
n

‘(Inf Fn+p>—F‘:

peNN

Inf (Fn+p—F)‘§ Sup |Foyp—F| ™ 0; donc F= Lim F,.
peIN n

peNN

b) < : Soit n€IN; ona Vr>n <1nf Fp>—F§ FT—F§<Supr>—F,

p=>n p>n

donc Vr>n |F,—F|< ‘(;;Igf;le)_F‘v‘(SupFP)_F);

p=>n

donc  Sup |F, —F| < ‘(phzlan) —f‘\/‘(Sup Fp) —F‘

r>n p>n

(i Fo) [ (g ) 8] =0

peN

Notation : On note | Lim F, | la limite d'une suite F,, convergente p.p.
n

B.21.* Théoreme : Soit F € FO et soit une suite F, € FO telle que F,, = F;

alorsona |Lim F, <F < Lim F, |.

B.22. Théoreme : De toute suite Cms on peut extraire une sous-suite Cpp.

B.23. Théoreme : Pour une suite monotone dans FQO les quatre concepts Cms, Cpp,

Dms, Dpp sont équivalents .

C. Convergence plate

C.1. Définition : VF,,F, € FO |F, 5F & {F,#F}=8(F,-F) - 0]-

Notation : On note | Alim F, | la limite d’une suite F,, convergeant platement .
n
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C.2. Corollaire : La topologie de FO pour la convergence plate peut étre définie par la

pseudo-norme | [|F|ja = HS(F)H1 > || F| s -

C.3. Théoréme : Soient F,,F e FO, F, > F; alorsona S(F,) —S(F) |

C.4. Définition : Une suite F,, € FO est Cauchy-plate (C-plate) ssi la suite double
{F,#F,} = S(F, —F,) 50, c-a-d ssi
Jsup [|{Fy #Fo}ll, = sup [|S(F, —Fo), —0.
C.5. Théoreme : FO est complet pour la convergence plate .
C.6. Théoreme : B est dense dans FQO pour la convergence plate .

C.7. Théoreme : (FO, | |, |l ||a) est un pseudo-espace de Riesz-Banach .

D. Convergence exacte

D.1. Définition : VF,,F, e FO |F, S5F & {F,#F}=S(F,—F) % 0].

Notation : On note | Elim F, | la limite d’une suite F,, convergeant exactement .
n

D.2. Théoreme : VF=(f,)€EX ona |f, > F |

Dém :
I faut montrer {f, #F} 50; ona VneIN {f, #F}={f.>F}Vv{f. <F};
montrons par exemple {f, >F} 50 soit 0, € K une présentation de la suite f, ;
ona YneN {f,>Fy<|{fi>F}—{fu>fu}| +{fu>fu} <1-0u;
donc {f,>F}>50.

D.3. Définition : Une suite F,, € FO est Cauchy-exacte (C-exacte) ssi la suite double

(F,#F,} = S(F,—F,) =50, ca-d ssi Sup {F, #F,} = Sup S(F,—F,) = 0.

pP,g=>n p;q2mn

X

D.4. Théoreme : La suite F,, € FO est C-exacte ssi | S(F,.1 —F,) = 0.

D.5. Théoréme : Soient F,,Fe FO, F, 5F: alors on a S(F,) = S(F)|.

D.6. Théoreme : B est dense dans FO pour la convergence exacte .
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D.7. Théoreme : FO est complet pour la convergence exacte .

D.8. Théoreme : De toute suite C-plate on peut extraire une sous-suite C-exacte.

D.9. Théoreme de balayage dans FO :

Soit F€ FO ; alorsona |flim aAF=F| et |Fflim (—a)VFAa =TF|.

a— 4+ 00 a—+ 00

D.10. Théoréeme : Soit F, € FO ; supposons que HS(Fn)H1 < 400

n

=0
alors > F, converge exactement dans FO et F, 5.
n=0

§ 5. Equations linéaires dans FO

Contenu : On résoud I'équation | F X = H | d’inconnue X, avec F, X, H e FO.

5.1. Théoréeme :

Soit F € FO tel que |F|> 1; alorsil existe un unique g€ B tel que Fg =1

1 1 1 1
on note gzﬁ . On a de plus ’F‘—mgl et S<§>:1.

Dém :

L’unicité se démontre comme dans £'. Montrons 'existence ; soit une suite f, € B

- ~ 1
telle que fniF et telle que VneIN |f,|>1; ona VnelN fTEB et |=—|<1;
11 1= fu
de pluS VnelIN S = — =) =S|(—=—) = S(fn+1—fn)
<fn+1 fn> ( fn+1fn )

1
On en déduit que — est une suite exacte dans FO ; or cette suite est bornée par 1,

n

donc elle converge exactement vers une fonctionnelle g € B telle que |g| <1 ;

~ 1
on peut donc écrire F§ = Elim f, — = 1. Par aillewrs |F||§| = |Fg| =1,

=1l = || : enfinona 1= S(Fg) = S(F)S@) = S@).

donc par unicité

=)

5.2. Théoreme : Soient F, H e FO tels que S(H) < S(F) <|F|; alors il existe
un unique G € FO tel que FG=H et S(G) < S(F).

Dém :
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Posons F*=F+1-S(F); ona |[F|A[1-S(F)] =0, donc |F*|=|F|+1-S(F)>1,

1 F)H
donc ™ € B existe ; posons G = & <F3 € FO ; on a clairement S(G) < S(F) ;
S(FYFH S(F)(F+[1-S(F)))H S(F)F*H
de plus FG = T = o = T =S(F)H=H.

Démontrons 'unicité ; soient Gp, Go € FO telsque FGy=H et F Gy=H;
on en déduit F(G; —Gy)=0; donc S(F)S(G;—Gg)=S(G; —Gy) =0,
donc G; —Gy=0.

5.3. Corollaire : Soient F, H € FO tels que S(H) < S(F); supposons qu'il existe
n € IN* tel que S(F) < n|F|; alors il existe un unique G € FO tel que FG =H

et S(G) < S(F).

Dém : On applique le théoreme précédent a nF et n H.

5.4. Theoreme fondamental : Soient F, H € FO tels que S(H) < S(F) ; alors il existe
un unique G € FO telque FG=H et S(G) < S(F).

Dém : Vn e IN* I'équation {|F|> 1} FX={|F|> 1} H satisfait les conditions
du corollaire précédent ; soit G, € FO la solution unique de cette équation vérifiant la
condition S(G,) < {|F|>1}; onaalorsaussi Vne N* FG, ={|F|>1}H.
On en déduit ¥n e IN* (Gpyy — Go)F = [{|Fy > L {|F| > %}] H .
donc Vn € IN* S(Gpiy — Gn) S(F) = [{|F| > LY {|F| > %}} S (H)
<[1={IF1= 1] s = {|F| < L} s () < {|F| < L} S(F)
or S(Gpi1—Gp) <S(F), donc VneIN* S(G,11 —G,) < {|F| < %} S(F);
de plus {|F| <1} L1- S(F), donc la suite {|F| <1} S(F) L0 ; par ailleurs
cette suite est aussi décroissante ; elle est donc déclinante et la suite G,, est exacte.
Soit G € FO la limite de la suite G, ; ona S(G,) = S(G), donc S(G) < S(F) ;
en faisant n — + oo dans 'équation de départ on obtient S(F)F G = S(F) H,

c-a-d F G = H. L’unicité se démontre comme au Théoreme 5.2.
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DEUXIEME PARTIE : Intégration sur IR

Chapitre XII : Pseudo-mesures, mesures, fonctionnelles sur IR

Contenu :

Nous étendons a IR les concepts et les théoremes déja définis et démontrés sur [a,b].

La plupart des théoréemes constituent des généralisations évidentes de résultats précédents

et leurs démonstrations sont laissées au lecteur.

§ 0. Notations

A. Algébres de fonctions

E(IR) = algebre des fonctions : IR — IR étagées (= localement étagées)
Ep(IR) = algebre des fonctions : IR — IR étagées bornées

Eo(IR) = algebre des fonctions : IR — IR étagées a support borné

Idem pour C, R, PR.

W (IR) = algebre des fonctions : IR — IR universelles (= localement universelles)
Wg(IR) = algebre des fonctions : IR — IR universelles bornées
Wo (IR) = algebre des fonctions : IR — IR universelles & support borné

F(IR) = algebre des fonctions : IR — IR localement bornées
Fp(IR) = algebre des fonctions : IR — IR bornées

Fo(IR) = algebre des fonctions : IR — IR bornées a support borné

Remarque : Toutes ces algebres sont des algebres de Riesz.

B. Normes, semi-normes, convergences.

Si f € Fa(l) onpose [f] = sup | (o).
. 1/2
Si f € Wo(R) onpose |||, = /er<x>|dx et Ifl= | /Rf<x>2 a] "
Dans F(IR) on note :
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fu— f ssi f, converge simplement (ou ponctuellement) vers f sur IR, c-a-d ssi

VeeR  fu(c) — f(e) |

Dans Fgp(IR) on note :

1) fu 2 f ssi f, converge simplement vers f sur IR et ssi la suite || f,| est bornée;

c’est la convergence bornée .

2) fn— f ssi f, converge uniformément vers f sur IR, c-a-d ssi || f, — f|| — 0.

C. Restriction d’une forme linéaire sur &p(IR).

Vk € IN* onpose Iy =[—Fk,k]; soit h € E(Ig); on identifie h et la fonction de & (IR)
égale a h dans I et a 0 dans IR—1;.
Soit f une forme linéaire sur & (IR) ; on note f(k) la forme linéaire sur & (I;) définie par

f(k) : E(Ig) = R : h— f(h); on appelle f(k) la restriction de f & I.

8§ 1. Pseudo-mesures et mesures sur IR

1.1. Définition : Une pseudo-mesure sur IR est une forme linéaire f sur & (IR)

telle que |V k € IN* fu) € PM (1)

On note PM(IR) Pespace vectoriel des pseudo-mesures sur IR .

1.2. Théoréme : Tout f e PM(IR) s'étend naturellement & Ro(IR).

1.3. Définition : ¥V f, j € PM(IR) onpose |f<g§ ssi VkelIN* f(k)g Gy |-

1.4. Définition : La suite fk € PM(1;) est inductive ssi Vk € IN* fk est la restriction
de ka a Iy, cca-d ssi VEk € IN* (f’“rl)(k) = fk Une suite inductive fk définit de

maniére naturelle un élément f de PM(IR), appelé limite inductive de fi et noté

f:L%;m fr|: alorsona VkeIN* f(k):fk.

1.5. Définition :

Soient f € PM(IR) et g € R(IR) ; alors la suite gy firy € PM(I;) est inductive ;
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onpose |gf = Lim Gy f | € PM(IR).

1.6. Définition : f € PM(IR) est une mesure ssi |Vk € IN* fi) € M(I}) |.

On note M (IR) D'espace vectoriel des mesures sur IR.
1.7. Théoréme : Tout f € M(IR) s'étend naturellement & W (IR).

1.8. Définition :

Soient f € M(IR) et g € W(IR) ; alors la suite g fy € M(Ix) est inductive ;

onpose |gf= Lzl;m Gy foy | € M(IR).

1.9. Définition : f € M(IR) est une mesure diffuse ssi |Vece IR f(l{c}) =0].

On note Mp(IR) l'espace vectoriel des mesures diffuses sur IR.

1.10. Théoréme - Définition :

VfeW(R) laforme linéaire | {f} : Eo(IR) =R : ¢ &—>/ g f dx | est une mesure ;
R

{f} est la mesure associée a f.

En particulier a la fonction constante | 1 = 1g € £(IR) | est associée la mesure

{1} : &o(IR) =R : g+ / gdx |; c’est la | mesure de Lebesgue |.
R

Notation : Onnote W (IR) = {{f}| f € W(IR)}; cest un sous-espace de M (IR);

on utilise une notation analogue pour tous les sous-ensembles de W(IR).

Remarque : Nous verrons plus loin que V f € R la mesure {f} est de fait une

fonctionnelle localement bornée . Nous parlerons donc de {f} comme étant la

fonctionnelle associée a f, plutot que la mesure associée a f.

Dans la pratique on remplacera communément la notation {f} par la notation f |.

1.11. Définition :

f e PM(IR) est normée (ou intégrable) ssi || fll. = sup |f(g)] < +
gﬁtio(]R)
gll=1
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On note PM*(RR) = { f € PM(R) || f normée },

M*(R) = {fe M(R) | f normée}, M3%(R)={fe Mp(R) | f normée}.

1.12. Définition : f € M*(IR)* est une (mesure de) probabilité sur IR ssi || f]l, = 1.

Notation : On note P(IR) I'ensemble des mesures de probabilité sur IR et Pp(IR)

I’ensemble des mesures de probabilité diffuses sur IR.

1.13. Théoreme : | PM*(IR) est le N-dual de I'espace normé (Eo(RR), || ||) ‘

1.14. Théoreme de Riesz-Radon :

M*(IR) est isométrique au N-dual de I'espace normé (Co(IR), | ||) |-

1.15. Définition : Convergence en norme || [«

V fu, f € PM*(R) onéarit f, = f (ou f=*lim f,) ssi [|fo—fl.—0.
1.16. Théoreme : M*(IR) et MY, (IR) sont des sous-espaces fermés de PM*(IR).

1.17. Théoreme de convergence monotone dans PM*(IR)

Soit fn € PM*(IR) une suite monotone ; supposons qu’il existe M >0 tel que ¥Vn € IN
| fulle < M ; alors f, converge en norme || ||, vers une pseudo-mesure f € PM*(IR) ;

on a donc aussi lim || fu |, = ||/l
n

1.18. Définition : Une suite f, € PM*(IR) est dominée ss’il existe F' € PM®(IR)*
tel que VnelN |f,|<F.

1.19. Définition : Convergence fine

Soient f,, f € PM*(IR) et supposons la suite f, dominée ; on écrit f, = f
ssi Vk e IN* (fn)(k) = f(’f) :

1.20. Théoreme : Soient f,, f € PM®* (IR) et supposons la suite f,, dominée ;
alors [fnif = fnﬁf}

1.21. Théoreme : Soit f € Fp(IR); alors f € PRp(IR) ss’il existe une suite
fn €& (IR) telle que f, LR I
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1.22. Théoreme : Soit f € Fp(IR); alors f € Wg(IR) ssi

Vie M*(IR)T Ve>0 ilexiste g,h € PRp(IR) tels que g<f<h et plh—g)<e].

1.23. Théoreme : M°*(IR) et MY (IR) sont des espaces de Riesz-Banach et des modules
de Riesz sur Wg(IR).

Notation : Vk € IN* onpose | X, = Li_x x| € Eo(R).

1.24. Théoreme : V f e M*(IR) Vge Wg(IR) la suite f(Xk g) est convergente.

Dém : Soient d’abord f >0 et ¢ >0 ; alors la suite Xz g est positive et croissante ;
de plus VEe IN* 0< f(Xk g) < 171l 11|l ; la suite f(Xk g) est donc croissante et
majorée , donc convergente. Pour f et g quelconques ona f(X;g) = ft(Xig")

— T (Xeg )= T Xeg™) + f~(Xpg™), qui est donc aussi une suite convergente .

1.25. Définition : Onpose YV fe M*(R) YgeWs(R) | f(g) = kginwf(xk 9) |-

1.26. Théoreme : Ve M*(R) YgeWs(R) ona |f(g)]<IFllgll.

Notation intégrale : ¥ f € M*(R) Vg€ Wg(IR) on note

Ag<x>f<x>:49f=f<g> .

1.27. Théoréme : Vfe M*(R) ona |fl. = sup |f(9)] = sup |f(g)l.
g€ €Ep(R) g€ Ca(R)
llgll =1 llgll =1

§ 2. Pseudo-mesures paires et impaires

2.1. Définition : f € PM(IR) est paire ssi Vh e E(IR) impaire ona f(h)=0.
f € PM(IR) est impaire ssi Vh € Eo(IR) paire ona f(h)=0.

2.2. Théoréme : On pose Vh € F(IR) h_(z) = h(—z); alors f € PM(IR) est paire
(resp. impaire) ssi Vhe E(R) f(h_) = f(h) [resp. f(h-) = —f(h)} .
Dém : Vhe&(R) ona h=3(h+h_)+ i(h—h_); donc si f est paire on a

VheE(R) f(h)= L[F(h) + f(h)]. donc f(h_)=F(h).
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Réciproquement soit f € PM(IR) tel que Vh e E(IR) f(h_ )= —f(h);
soit h € o (IR) impaire ; alorsona h= 1(h—h_), donc f(h) =0, donc f est paire.

§ 3. Fonctionnelles localement sommables sur R

3.1. Définition :

feMp (IR) est une fonctionnelle localement sommable ssi |V k € IN* f(k) e LY(Iy) |.

On note L}

Loc(IR) T'espace vectoriel des fonctionnelles localement sommables .

3.2. Théoreme : W (IR) C L} .(IR) et Li .(IR) est un module de Riesz sur W(IR).

Notation : On pose | L'(R)= L] .(R)NM*(RR) |.

Si f e L£'(IR) on dit que f est sommable (ou intégrable).

Notation : ¥ f € LY(IR) onnote | ||f]lx = ||fll |-

Notation intégrale : ¥ f € L'(IR) on note / flz)dz = f(1) (1=1R).
R

3.3. Définition : Convergence en norme || ||;

Vf,, fe LY (R) onécrit f,— f (ou f:ln;lnfn) ssi ||fu—flli—0.

3.4. Théoreme :

LY(IR) est la fermeture de £p(IR) dans M*(IR) ; c’est un espace de Riesz-Banach .

3.5. Théoréme de convergence monotone dans L£'(IR)

Soit f, € L'(IR) une suite monotone ; supposons qu'il existe M >0 tel que Vn € IN
| fulli < M ; alors f, converge en norme || ||; vers une fonctionnelle f € £1(IR) ;

on a donc aussi lim || fu |1 = || /]| -
n

3.6. Théoreme : Wy (R) C L}(IR) et L'(IR) est un module de Riesz sur Wg(IR).

3.7. Théoreme : Co(IR) est dense dans L'(IR).
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§ 4. Fonctionnelles localement hilbertiennes sur IR

4.1. Définition :

feM p(IR) est une fonctionnelle localement hilbertienne ssi |V k € IN* f(k) e L2(1) |.

On note L2 .(IR) I'espace vectoriel des fonctionnelles localement hilbertiennes .
4.2. Théoreme : L3 .(R) C L] .(R) et Li .(IR) est un module de Riesz sur W (IR).

Sur £} .(IR) on définit le produit de deux éléments de la maniére suivante :

4.3. Définition : Soient f, g€ L3 (IR); lasuite fu) g € £'(Ix) est inductive ;

on peut donc poser | fg = Lzm f W Ik | € Lig(IR).

Loc

4.4. Définition : f € £2,.(IR) est hilbertienne ssi | || flla = sup |f(g)] < + oo
9”6”50(13)
glle=1

On note L%(IR) lespace vectoriel des fonctionnelles hilbertiennes .

4.5. Théoreme : | £L*(IR) est le N-dual de l'espace semi-normé (Eo(IR), || [|2) |-

4.6. Définition : Convergence en norme || |2

Vf,, feL2(R) onécrit f, > f (ou f:2h711nfn) ssi || fu—fll2—0.

4.7.* Théoreme de convergence monotone dans £%(IR)

Soit fn € L2(IR) une suite monotone ; supposons qu'il existe M >0 tel que Vn € IN
| full2 < M : alors f, converge en norme || ||, vers une fonctionnelle f € £2(IR) ;

on a donc aussi lim || f |2 = || fll2.
n

4.8. Théoretme : ¥ fe L2(IR) ona |[f|2=|f.
4.9. Théoretme : YV f,ge L2(IR) ona fgeL'(R) et | falli < IfN21gll--

4.10. Théoreme : On définit le produit scalaire de deux éléments de £*(IR) en posant

Vi ge(R) [(f,g)=(fa)l /fgdx .
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4.11.* Théoreme : V f € L2(R) Vg€ Ro(IR) ona <f,g>:f(g) :

4.12. Théoreme : (52(IR), < , >) est un espace de Riesz-Hilbert .

4.13. Théoreme : Eo(IR) et Co(IR) sont denses dans L2(IR).
4.14. Définition : V f e LY(R)NL2(R) onpose | fllia=Iflli+IFfll2-
4.15. Théoreme : (LY(IR)NLATR), || [[1,2) est un espace de Riesz-Banach .

Dém : 11 suffit de montrer que £'(IR) N L2(IR) est complet pour la norme || |12
Soit f, € LY(IR) N L2(IR) une suite de Cauchy pour || |12 ; comme | ||y < | |li2 et
e <] {12, f,, est aussi une suite de Cauchy pour 'l et || ||2; donc fn EN g€ LYR)
et fo>he€LXR). Soit k€E(R); ona YnelN |f(k)—gk)| <[l fu—gllllk]
et [ fu(k) = h(k)| < | fu=Dll2 || kll2 5 done fo(k) — G(k) et fo(k) — h(k); onen

, . ~ g ~ ~ ~ ~ ~ - ~ 1,2 .
déduit g="nh et |[fo—3glie=Ifa—3glli+fa—3gll2 = 0; donc f, == g.

§ 5. Fonctionnelles localement bornées sur IR

5.1. Définition :

f €Ll (IR) estune fonctionnelle localement bornée ssi |V k€ IN* fuy € B(Iy) |.

On note Bro.(IR) lespace vectoriel des fonctionnelles localement bornées .

5.2. Théoreme : Br..(IR) C Li, .(IR).

Loc

5.3. Théoreme : | W(IR) = Bro.(IR) | et Broc(IR) est une algebre de Riesz.

5.4. Théoreme : 1) L1 (IR) et £? .(IR) sont des modules de Riesz sur Bro.(IR).

2) Broc(IR) est un module de Riesz sur W(IR).
5.5. Définition :

Soient f € L], (IR) et § € Broc(IR) ; alors la suite gy fiy € £'(Ix) est inductive ;

onpose [gf = L?;;m Gy fey | € Lioe(IR).

5.6. Définition : f € Broc(IR) est bornée ssi | [|flls = sup |f(g)] < + o0
QHGIrISO(]R)
glli=1
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On note B(IR) l'espace vectoriel des fonctionnelles bornées.

5.7. Théoréme : | B(IR) est le N-dual de l'espace semi-normé (Eo(IR), || [|1) |-

5.8. Théoreme :

f € Broc(IR) est une fonctionnelle bornée ss’il existe M > 0 tel que | f | < M.

5.9. Théoreme : V[, g€ B(R) ona [ fglls < |Iflsldls.

5.10. Théoreme : Vf € B(R) Vg€ LY(R) ona [ fgl <I[Ifllsllgl:-
5.11. Théoreme : 1) L'(IR) et L2(IR) sont des modules de Riesz sur B(IR).
2) B(IR) est un module de Riesz sur Wg(IR).

5.12. Théoréme :

LYR)NB(R) € L(R) etona Y feLlL(R)NBMR) [fl3 < [Fflslfl:.

5.13. Théoreme : | W (IR) = B(IR) | et B(IR) est une algebre de Riesz-Banach.

5.14. Théoréme :

L’application | W(IR) — Bro.(IR) : f— {f}| est un algébromorphisme de Riesz.

5.15. Corollaire : | Vf,ge WIR) {fg}={f {9} =F{9}]-

5.16. Définition :

Onnote Z(IR)={feWR) |[{f}=0} et Zz(R)={feWsR) | {f}=0};

Z(IR) [resp. Zp(IR)] est l'espace des fonctions universelles (resp. universelles bornées)

nulles presque partout .

5.17. Théoreme : Vfe Wg(IR) ona | fe Z(IR) <:>/ |f|dx:O].
R

5.18. Théoréme :

Z(IR) et Zg(IR) sont des sous-espaces cohérents et intégraux de W(IR);

de plus ce sont des idéaux respectivement de W(IR) et Wg(IR) ; enfin on a

Broc(R) = W(R)/Z(R) | et | B(IR) = W5(IR)/Z5(IR) |.
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§ 6. Fonctionnelles caractéristiques. Mesures totalement singulieres

6.1. Définition :

ferl (IR) estune fonctionnelle caractéristique ssi

VEkeIN* fuy € K1) |.

On note K(IR) I'ensemble des fonctionnelles caractéristiques ; on a IKC(IR) € B(IR).

6.2.

Théoréme :

K(IR) est une partie fermée de L'(IR) et L*(IR).

Onpose EL(R) ={feEM)| fP=fr={feRM)|f*=/}.

6.3.

6.4.

Théoreme :

Définition

EL (IR) est dense dans K(IR).

- ¥V f e PM(R) lasuite S (f(k)) € K(Ix) est inductive et on note

S(f) = Lim S (fw) € K(R) |.

6.5. Théoreme : V f e Ll (IR) ona

S(fl=0 & f=0.

6.6.

6.7.

Théoréme :

Définition

vV fePM(R) ona

S(/l=0 < 1LA|f|=0.

: Onnote N(R) = {fe M) | LA|f|=0}

et N*(R) = {fe M*(R) || LA|f|=0}.

N(IR) est 'espace vectoriel des mesures totalement singulieres .

6.8. Théoreme : AN(IR) est un module de Riesz sur W (IR).

N*(IR) est un espace de Riesz-Banach et un module de Riesz sur Wg(IR) .

6.9. Théoreme de Radon-Nikodym :

M(IR) = L1,.(IR) @ N(R) | et

M*(R) = L(R) @ N*(R) .

Récapitulatif : (les fleches représentent des inclusions)

/ T N/
Wo (R) — L1(IR)N B(IR) — L(IR) N L*(IR)

W(R) = Broc(R) — Li,(R) = L (R) = M(R) — PM(IR)
1 1 T T 1 T
Wi (R) = B(IR) £(R)  LY(R) —» M*(R) — PM*(IR)
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Chapitre XIII : Théoremes classiques

Contenu :

Théoreme (de convergence bornée) de Lebesgue. Continuité, holomorphie d’une intégrale

dépendant d’un parametre. Théoreme de Dieudonné : inversion de l'ordre d’intégration .

A. Théoréeme de Lebesgue sur IR (« Convergence bornée » )

Soit une suite f, € Wi (IR) telle que f, > f € Wg(IR) ; alors Vi € M*(IR)

ona fufi s fii; en conséquence fi(f,) = ji(f).

Dém : Généralisation élémentaire du théoreme de Lebesgue sur [a,b].

B. Théoréme de continuité

Notation : Soient A, B, C trois ensembles et soit une fonction f: AxB — C;

e YVace A onpose f(a,x) : B—=C : b f(a,b)
e Ybe B onpose f(x,b) : A—C : ar f(a,b)

Enoncé : Soit ) un espace topologique ; on note C(2) l'espace vectoriel des fonctions

2 — IR continues ; soit une fonction f @ QxR — 1R telle que

1°) VweQ f(w,x) € Wp(IR) et 2°) VIEIR f(x,t)€ C(Q)|;

soit it € M*(IR) ; on pose Vw € G(w):/ f(w,t)a(t)|; alorsona |G e C(Q)]|.
R

Dém : Soit w e Q etsoit w, €Q, w, >w; onpose g=f(w,*) et VnelN

gn = f(wn, *); ona gngg, donc f[i(gn) — fi(g), cca-d G(w,) — G(w).

C. Théoréme de Dieudonné (<« Inversion de l'ordre d’intégration »)

Ce théoreme généralise un procédé utilisé dans [10], Tome 2, p. 126.
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Enoncé : Soit une fonction f : R? - 1IR telle que

1°) VselR f(s,x) € W(IR) e 2°) VieR f(x,t)€ Rg(IR) |;

soient 1 € M$% (IR) et 7€ M*(IR) ; on pose

1°) VseR G(s):/IRf(s,t)D(t) et 2°) VteR H(t):/IRf(s,t)/](s)

alorsona 1°) |GeRp(R)| et |H e Wg(RR)

/G ) ji(s /H D cad
//fstﬁ (s //fst/l 0

Dém : Soit s, € R; onpose VteIR ¢(t)= lim f(s,t); ona f(s,*)ggp

S—So

quand s — s, , donc ¢ € Wg(IR) et G(s /fst )—>/gp(tl/t)
R
donc G a une limite a gauche en s, ; de méme G a une limite a droite en s, ;

donc G est réglée ; par ailleurs G est clairement bornée, donc G € Rp(IR).

Soit k€ IN*; Vne IN* Vre[[0,n]] onpose a,,=—k+2kr/n
et YneIN* Vre[0,n—1] onchoisit ¢, , € [an,, an ri1];
soit enfin ¢ € CV ([—k, k]) une primitive de fi sur [—k, k] ; Vne IN* VieR

on construit les sommes de Riemann-Stieltjes

n—1
= Z f(cn,ra t) |:¢<an,r+1) - ¢(an,r)} ;
r=0
ona YnelN ¥, e Wg(IR) et VteR V, —>/ f(s,t) H (1),

donc Hi € Wr(IR) et / U, (t) v (t) —>/ Hy (t) v (t) ; on a par ailleurs
R R

/th)a(t) = 3 [00nre) = 6(enn)] [ Flenr 050

=0

<

Z n) [0(anre) = 0(@n)] = [ G,
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k
On peut donc écrire V k € IN* / G(s)f(s) = / Hy(t)v(t) ; or Hy 2 H quand
k R

k— 400 ; donc H e Wg(IR) et /Hk(t)ﬁ(t) —>/H(t)1§(t) ; on en déduit
R R

| et = [ m@o0.

D. Théoréme d’holomorphie

Soit U un ouvert de € ; on note H(U) l'espace vectoriel des fonctions U — €

holomorphes ; soit une fonction f i UxIR—-C telle que

1°) V2eU f(z,%x) e W(IR,C) et 2°) VtelR f[f(x,t)e H(U)|;

soit 1 € M*(IR); onpose VzeU G(z):/]Rf(z,t)ﬁ(t) ;

alorsona 1°) |G e H(U) et VzeU |01f(z,%) e Wp(IR,C)

29) VzeU G’(z):/]R@lf(z,t)/l(t) |

Dém
1°) Soit v : I — U un contour a dérivée réglée, homotope a 0 ;
ona VtelR ]{f(z,t) dz =10, ca-d /f[’y(s),t}v'(s) ds =0;
. I
posons p : I xR —C : (s,t)»%f[y(s),t}’y’(s);

ona VtelR /p(s,t)ds:();
I

en appliquant le théoreme de Dieudonné a p on trouve

o= [ [ [oenasaw = [ [ [ seoiw]is = [alre] 0 a

= j{ G(z)dz ; donc G est holomorphe dans U.
N

2°) Soit 2, € U et R>0 tel que D(z,,R) C U;

onpose VteIR ®(t)=01f(2,t); onadonc VtelR
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1 1 2m . A
O(t) = — j{ (f(ﬂdz / f(zo+ Re™, t) e "ds;
C(zo0, R) 0

T o 2—z)2  27R

posons ¢ : [0,27] x R = C : (s,t)— f(2+Re™, t)e ™ ; ona VteR

27

O(t) = q(s,t)ds;

1
27TR 0
en appliquant le théoréme de Dieudonné a ¢ on trouve ® € Wi (IR, C) et
1 27

/Rq)(t)ﬁ(t) - 57 ) [/Rq@,t)mw]ds

1 27 ] ) 1
L Paneyean L 06
0 2mi S (zo, R) (Z - ZO)
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Chapitre XIV : Convergence faible et convergence fidele

Contenu :

Nous définissons deux types de convergence faible pour les mesures normées :
la convergence faible proprement dite (sur les fonctions bornées continues) et la

convergence fidéle (sur les fonctions bornées réglées) .

1. Définition : Soient fi,, i € M*(IR); fi, converge faiblement (resp. fidélement)
vers fi ssi Vg €Cp(IR) [resp. Vge Rp(R)] ona f,(9) — fi(g).

Notation : fi, — ji ssi [i, converge faiblement vers ji.

n 4, ssi i, converge fidelement vers [i.

=

On a évidemment ji, 2, fo = fin i

2.* Théoreme : VY fi,, i€ M*(IR) ona [Lniﬂ:ﬂngﬂ

3. Théoréme : Soient fi,, ji € M*(IR), fi, — fi; alors la suite ||ji,|l. est bornée

etona | | fll < Tim || finll |-

Dém : Cp(IR) étant un espace de Banach, il suffit d’appliquer le théoréme de la

borne uniforme (« uniform boundedness theorem ») .

4. Théoreme : Soient fi,,, i € M*(IR) ; alors f[i, i)ﬂ ssi la suite ||fi,||x+ est bornée
et Vge&s(R) fin(g) = ilg).

Dém :
a) = : Trivial.
b) < : Soit M >0 tel que Vn e IN |[[fi,|s <M ; soit g€ Rp(IR) ; soit € >0 et soit
he&p(R) tel que |[g—hl| <e/M; soit Ne€IN telque Vn>N |fin(h)—p(h)| <e;

ona VnzN |in(g) = a(g)| < |in(g) = fn(h)] + [fn(h) = a(R)| + |2 (h) — A(g)]
< anllcllg =nll + &+ @l dlh—gll < 3e.

5. Théoreme :

Soient | fi, € M*(R)* et i€ M%(IR)*|; alors ona | i, — i < w2 .
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Dém
a) < : Trivial
b) = : Soient fi, € M*(IR)T et fi € M (IR)* tels que fi, — fi; il suffit de montrer
que VgeEg(R) fin(g9) — fi(g). Soit d’abord g = 1{, ] avec a, b & R ; soit € >0 ;
comme [ est diffuse, il existe g1, g2 € Co(IR) telsque 0 < g3 < g < gy et
f(g2—g1) <e; onadonc YneIN [i,(91)<iin(9) < fin(gs); on en déduit
filgr) < Iim fin(g) < Tim fin(g) < fi(g2) 5 o filg2) = fi(g1) < g2 —g1) <&,
donc 1171511 un( )— lim fi,(g9) < e; comme e est arbitraire, fi,(g) — i(g).
On en déduit que Vg € E(IR) fin(g) — fi(g). Soit alors g € E(IR) ;
soit € <0 etsoit k€ IN* tel que (1l —X;) <e; on peut écrire
i (9) = 11(9) | = | fin (Xic g) + i [(L = Xi) g] = /(X 9) = 2 [(1 = Xp) g] |
< n(Xeg) = 51Xk g) |+ [ fal (1= Xi) g] [ + [ A[(X = Xp) g]
on a d’une part | [(1 —Xp) g]| < gl & (1 —Xi) < €lgl,
dautre part |7i,[(1=X0) g1 < gl fin (1= X0) = lgl| [ (1) = i (X)] :

or 1€Cp(R) et Xy €&o(R); donc Lim |/, [(L—Xy)g]| < llgll [/ (L) — /i (X))

I

= llgll (X =Xx) < ellgll 5 on en déduit Tim |fi,(g) —ji(g)] < 22 |lgll ;

comme ¢ est arbitraire, fi,(g) — fi(g).
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TROISIEME PARTIE : Intégration sur un rectangle compact de IR?

Chapitre XV : Fonctions et pseudo-mesures sur un rectangle compact

Contenu : On généralise a deux dimensions les résultats obtenus sur [a,b].
La nouveauté principale est le produit tensoriel des pseudo-mesures, avec en apothéose

le théoreme de Fubini.

§ 1. Espaces fondamentaux

I et J sont des intervalles compacts de longueur non nulle de IR ; on pose K= 1xJ.

1.1. Définition : Une fonction étagée dans K est une combinaison linéaire de fonctions
de la forme 1y, ou I" et J’ sont des intervalles inclus respectivement a I et J,
(éventuellement réduits a des singletons) .

Notations :

E(K) = algebre de Riesz des fonctions étagées : K — IR

C(K) = algebre de Riesz des fonctions continues : K — IR

F(K) = algebre de Riesz des fonctions bornées : K — IR

1.2. Définition : On note R(K) la fermeture de £(K) dans F(K) pour la convergence

uniforme . Les fonctions de R(K) sont appelées les fonctions réglées dans K.

1.3.* Théoreme : Soit f € F(K); alors f € R(K) ssi V(u,v) € K les huit limites

sulvantes existent :

lm f(e0)  Tm f(r0) lm f(uy) Gm f(uy)
T —ut T—u" y— ot y— ot
lim f(z,y) lim f(z,y) lim f(z,y) lm f(z,y)
y—ot y—ovT y—v- y—v_

On définit PM(K), £'(K), £L*(K), B(K), BAK), PR(K), W(K) comme sur [a,b].

Les définitions et théoremes relatifs a ces espaces sont analogues au cas de [a,b].
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Notation intégrale : ¥ f € PM(K) Vge R(K) on note

F(9) =/Agf=/ﬁg<x,y>f<x,y> .

V fe £Y(K) on écrit // f(x,y) de dy au lieu de // f(x,y); on a donc
K K

//Kf(it,y)dx dyzf/Kf(x,y):m) (avec 1 = 1) |,

1.4. Définition : f € PM(K) est une mesure sur K ssi

Vuel lim [f|(Ljuapxa) =0 et Yoed Tim |f](lixjep) =0

a—u B—v

Cette propriété s’appelle I’hypercontinuité des mesures.

On note M (K) l'espace de Riesz des mesures sur K.

La mesure £(K) - 1R : g — // g(z,y)dx dy s’appelle la mesure de Lebesgue sur K.
K

1.5.% Théoreme : | L'(K) ¢ M(K) € PM(K) |.

1.6.* Théoreme : M(K) est un sous-espace cohérent , et fermé de PM(K).

1.7. Théoreme de Lebesgue dans W (K)

Soit f € W(K) et soit une suite f, € W(K) telle que f, 2 f:oalors Vi€ M(K)
ona fo i fji en conséquence fi(fy) — fi(f)

Dém : Meéme succession d’étapes que pour [a, b].

1.8. Corollaire : Hypercontinuité généralisée

Soit une suite décroissante d’ouverts €, C K tels que () Q,, =0 ; alors Ve M(K)

n

on a [L(]lgn)—>0 .

Dém : Ona VnelN 1o, € PR(K); de plus on a clairement 1g, 20;

il suffit des lors d’appliquer le théoreme de Lebesgue .
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Remarque : Il n'existe pas de généralisation naturelle de la notion de mesure diffuse

en dimension > 2.

§ 2. Produit tensoriel de fonctions

2.1. Définition : V fe F(I) Vge F(J) on note

f@g : K= : (z,y)— f(x)g(y)|; onadonc | f®ge F(K)|.

2.2.% Théoreme : | |f@g|=[fl@]g|] et |[f@gll=IfIlgll]-

2.3.% Théoreme : Ona VY f, fi, fae F() Vg, 91,92 F(J)
) heg+f09=(+f)eyg

2) fRg1+f®g2=[f®(g91+92)

3) VAER (A\f)@g=[f®(Ag)=A(f®g)

4) (fi®g1) (fa®g2) = (f1 f2) ® (91 92)-

Notation : Soient V un sous-espace de F(I) et W un sous-espace de F(J) ;

on note le sous-espace de F(K) engendré par les éléments de la forme f® g
avec feVet geW.

On peut donc écrire | F(I) ® F(J) € F(K) |.

2.4.% Théoreme : F(H)@F(J) Cc F(K) et FOteoFI)*T c FEK)".

2.5.% Théoreme : [ E() @ E(T) = E(K) |.

2.6.% Théoreme : C(I)®@C(J)C C(K) et R(I)®@R(J) C R(K).

2.7.* Théoreme : BA(I)@ BA(J) C BAK) et PR(I)@PR(J)C PR(K).

§ 3. Pseudo-mesures marginales

3.1. Définition : ¥V fe PM(K) onpose fi : EI) =R : h— f(h®1y)
et f5:EU)-R : k—f(110k).
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3.2. Théoreme : fre PM(I) et fy € PM(J); deplus [l < |IF]l. et [Ifsll. < |IF]. -

Dém : Ona Vhe&() |fi(h)l=[f(ho 1) <|fl[[Iale L= fl.IInl.

f1 et f; s'appellent les pseudo-mesures marginales de f .

3.3.* Théoreéme :

VifePMEK) VheEd) Yke&W) ona | fi(h

~—
I
=
—~
&y
~—
I
&HZ

(h@k)|.

3.4. Lemme :

Vhe EMT [fil() <[fl(h@1y) et YkeEWD' |f5|(k) <|fl(Li@k).

Dém : |fi|(h) = sup [fi(k)] = swp |[f(ke L)

ke&), lkl<g ke&), |kl<g

< s |fI(IkleL) = 1fl(he).

T keg(),|kl<g

3.5. Théoreme : | f e M(K) = [fIEM(I) et fJGM(J):|

Dém :

Ona Vuel |f1|(]-}u,o¢[) S|f| (1]u7a[®1J): |f|(]—}u,o¢[><J) — 0 quand o — u*.

3.6. Théoreme : | f € L'(K) = [fleﬁl(l) et fjeﬁl((})}

Dém : Il existe une suite f, € £(K) et une suite &, > 0 telles que &, — 0

et Vge&(K) )f(g)—/ fn(w,y)g(ﬂf,y)dxdy‘Senllgll;

IxJ

done whee® |Fhon)— [[ fuwo) b dedy|< e lhon].

IxJ

cied [Fi) = [[ [ 1@ dy]n@ o] < e pnl

or VnelN kn:/fn(*,y)dyeg(l) et kn— fr; donc fre£(I).
J

3.7. Théoreme : | f € £2(K) = [fl e L2(I) et fye L) |;

deplus | fills < [IV2 (1 fll2 et | fslle < [TY2 7]

Dém : Ona Yhe&(l) |fi(h)] = |F(heL)] < [fl:[he L,
— |IF 2 131V2 [[hllz s done fye £2(T) et [|filla < 131V F 5.
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3.8. Théoreme : | f € B(K) = [fIE,B(I) et freBI)]||;

deplus || fille < I flle et [ fslle < [T/ f]e-

Dém : Ona Yhe&() [fi(h)| = |f(h@ )| < [flsllh® L5l

= |Ifls 11151 s done freB() et |Ifils < [IIflls-

3.9. Théoreme : [W(I)@W(J) C W(K)|.

Dém
Soient f;1 € W(I)* et fo e W(J)" ; soit M € IRT tel que f1 < M et fo < M
solent € >0 et g€ M(K)' ; soient g1, hy € PR(I) telsque 0< g1 < fi<h; <M
et fir(hy —g1) <e; de méme soient go, ho € PR(J) telsque 0< g < fo <hyg <M
et fiy(hy—g2) <e; alorsona ¢ ®gs € PR(K), hi ® hy € PR(K)
et g1 ®¢go < f1® fo < hy ® hy ; de plus on peut écrire
fi(hi®@hys— g1®g2) = fi(h1®ha— g1 ®hy + g1 @ ha — g1 ® g2)
fi[(h1—g1)@hy+ 1@ (ha—g2)] < A[(hi—g1) @M + M ® (hy — g2)]
<M [ fr(hy—g1) + fig(hy —g2)] < 2eM ; done f ® f, e W(K).

Le cas général s’obtient en raisonnant sur les parties positives et négatives de f; et fs.

§ 4. Produit tensoriel de pseudo-mesures

4.1. Définition : On pose V€ PM(I) Voe PM(J) Vfe&E) Vge&)

(pev)(feg)=0a(f)v(g)|

Comme E(I)® E(J) = £(K), cette relation permet par linéarité de faire agir i ® v

sur £(K) ; on en conclut immédiatement que I'on a | i ® v € PM(K) |.

Notation : Soient V un sous-espace de PM(I) et W un sous-espace de PM (J);
on note le sous-espace de PM (K) engendré par les éléments de la forme fi ®
avec L€V et veW.

On peut donc écrire | PM(I) @ PM(J) € PM(K) |.

4.2.% Théoreme : Ona Y[, iy, fis € PM(I) VYo, 0y, 0y € PM(J)
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) @0+ jia®@0 = (i1 + fig) @D
2) AU+ @ Vs =[i® (V1 + )

3) VAER MANp)@v=fA0)=X(a®7D).

4.3.* Théoreme : | PM(I)T @ PM(J)T € PM(K)*|.

4.4.% Théoreme : Vi1, fia € PM(I)T Viy, 0y € PM(J)T ona

IA

(/11 flo et 771§52) = QU1 < fla®@Ug |.

4.5. Théoreme : Ve PM(I) Ve PM(J) ona

|=lplelv] et [[pev]=Ial 7. |

A

| ®

Dém : Toute fonction h € £(K) peut s’écrire h =) «a;;p;q; ou p; est la fonction
ij
caractéristique d'un intervalle C I et ou ¢; est la fonction caractéristique d’un intervalle

C J; on peut supposer de plus Vi#j p;p; =0 et ¢;q; =0; on adeslors :
Vh€5<K) ‘(ﬁ®’7)(h)| = |(~®5)(%: OéijPin)‘ = ‘%aij ﬂ(pi)D(QJ)|

< %: il | (pa)] |7 (a5)] < %: il 1Al (pi) [7] (a5) = (lal @ [7]) (Ik]) ;

on en déduit | v| < || ®|7].

Par ailleurs soit € >0 ; soit p€ E(I) tel que |p|| <1 et [l < a(p)+e;
de méme soit g € £(J) tel que ||p|| <1 et ||7|, < fi(q)+e; ona |pqg| <1,
done [|p@ o), = (Aev)(peq) = i) (g = ([l —<) (7] —¢)

> [|alle 7]l — € ([ 2ll« + [|7]l«) ; comme e est arbitraire on obtient

la@ vl = ([l -

Posons X = |a|@ |7 - [p@v| € PM(K)T 5 onadone X[l =X (1 ® 1)

= (lplep)(Lhely) - |pev| (i@ ly) = [a] () [7] (1) = [pe 7.

= [l 7l = Tre vl < 05 done [[X[ =0, ca-d [|p@ vl = (Al ]7].,
et doncaussi x =0, cca-d |a@7|=|p|®|7|.

4.6. Théoreme : | M(I)@ M(J) € M(K)]|.

Dém : Ona Vuel lim [f®@§] (Luaix) = lim (1F1@[7]) (1ua®1s)

a—u aﬂui

= lim_ | f](1}u,a0)|3](1s) = 0.

a—Uu
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4.7. Théoreme : | LY D)@ L'(J) C LK) | et Vfel(I) VieLl'(J) ona

If@gl = Iflh gl |-

Dém : Soit f, € E(I) tel que fnif et g, € E(J) tel que gni>§;
alors on a vnem ||fn®§n_f®§”*:||fn®§n_fn®§+fn®§_f®§”*
< fo® @n = DI + 1= H @Gl = 1 FallilGn =gl + 1Fa = Fl 13115

donc fn®§n—1>f®§ et fogel(K).

4.8. Théoreme : | L2(I) @ L£2(J) € L2(K)| et YV feL2(I) VgeL2(J) ona

If@gllz =I5l 13l |-

Dém : Soit f, € E(I) tel que fnif et g, €E(J) tel que gnig;
on sait déja que fn®§ni>f®§€£1(K) ; deplusona Vm,nelN
1fin ® G = o ®Gullz = | i ® G = i © G+ fin ® G = fu ® G |12
< ® @ = Gu) 2 + [ (fn = Fa) @ Gullz = 1f2 ® G = §0)* 1 + [ (fn = Fa)* @ G2 |1
= 172 1 @ = 30?1l + N P = S22 = 113 15— G ll3+ 11 o = Full3 1313 5
donc f, ® §, est une suite de Cauchy dans £2(K), donc f, ® n L foge £2(K) ;

par aillewrs on a || f@ gllo = /> @3 [h = /2L 1321 = I fll2 1 3]l2-

4.9.*% Théoreme : Y f, ge £2(I) Yh, ke L£*(J) ona

(feg (hek) = (fh)e (k) |.

4.10. Théortme : | BO)®@BJ) c BK)| et YfeBI) YjeB(J) ona

If@gls =11z 13ls |-

Dém : Ona |[fI<|flp et [gl<[glp, donc [f@gl=Ifl®]gl<|flslgls,
done ||f@dlls <|flsllglls ; par ailleurs soit € > 0; soit p e E() tel que |[p|: <1
et f(p)>|[Iflls—¢; de méme soit g€ E(J) tel que [qlh <1 et f(g) > Glls— < ;
ona [[p@qlh=lplillelh <1 et (f®d)(poq) = F(p) i)
> 16 llglls =< (I e+ 11glls) . done [|f@glls > [ flls gl — < (I flle+13ls) ;
donc [ f@gle > |fls gl
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§ 5. Théoreme de Fubini

5.1. Théoreme de projection (cf. notation p. 135)

Soit fe E(K); alors Va, el | f(xo.,*x) € &) |

Idem en remplacant & par C, R, PR ou W

Dém : Le théoreme est évident pour £, C, R, PR. Démontrons-le pour W.
Soient £ >0, z,€l, ve M (J); soient g, h € PR(K) telles que
Gg<f<h et (6o, @0)(h—g)<ec; ona g(re,*) €PRA), h(ze,*) € PR()
et g(xo, *) < f(zo, %) < h(x,, %) ; de plus grace au théoreme de Fubini dans PR (K)
(que nous démontrons plus loin) on peut écrire

U[h(ze,*)—g(xo,*)] = (0,, ®7) (h—g) < e; donc f(x,, *x) € W(J).

5.2. Théoreme de transfert

Soient f e E(K) et v e M(J); onpose Vael

F(z)=v[f(z,*)] :/Jf(:c,y)ﬁ(y); alors | F e E(I)|.

Idem en remplacant & par C, R, PR ou W

Dém : a) £ : Evident.

b) C : Soit € > 0; par compacité de K il existe n >0 tel que V1, x5 €1
Vyi,y2 €J | f(z1,y1) — f(x2,y2)| < €; en particulier Vz;, 20 €1 Vye]
| f(z1,y) — f(za,y)| < e; donc Vay,20€1 ona

F(a) — m|</U$1y @2, 9)| 7 () < e 7]l ; done FecC).

¢) R : Soit une suite f, € £(K) telle que f, — f;
posons Vn€IN Va, €l F,(x,)=0[f0(2o,%)]; ona Va, €l
@)= Fule)| £ [ o) = falaor )| 76) < 1 = 1171
donc F, > F; or VneIN F,e€&(l), donc FeR().

d) PR : Soit une suite f, € £(K) telle que f, 2, f; on a en particulier
Va, el fao(xo, %) 2, f(zo, %), donc par le théoreme de Lebesgue sur J
Vieel Fy(r.) Z/fn(fcm y) v (y) —>/fn($€o, y) v(y) = F(x,) ; deplus VneIN
J J
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ol < I fall 7], done F,>F;or YneN F, € &), donc FePR().

e) W : Soient ¢ >0, pe MT(I), ve M*(J); solent g, h € PR(K) telles que

g<f<het (f®P)(h—g) <e; posons Vz, €l G(xo):/g(xo,y)ﬁ(y) et
J

H(z,) :/ h(ze,y) 7 (y); ona G, HePR(I) e¢ G<F <H; deplus grace au
J
théoreme de Fubini dans PR (K) (que nous démontrons plus loin) on peut écrire

p(H—G)=(a®v)(h—g) <e; donc FeW(I).

Le théoreme est donc démontré pour tout v € M™(J) ; soit alors 7 € M(J)
ona Ve, el F(z,) /fxo, /fa:o,y /f%?y ) (y),
donc F e W(I).

5.3. Théoreme de Fubini

Soient feW(K), pe M), e M(J); alors on a

fe e = [ [ [ renrw]aw = [ [ [ reni@]oo |

IxJ

Dém -

a) fe&(K) : Evident.

b) f€PR(K) : Soit une suite f, € £(K) telle que f, LS
par définition on a (g ® v = hm [( ) (fa)] ; or on peut écrire
VnelN (p®v)(fn) :/ fo(z,y) f(y) ; posons YV, €l

F)= [ 1) o) e YneN Py =/an<xo, 07 ()

ona FePR(I) et YnelN F,e&(); comme Vz, el f,(xo,*) LA flxo, *),
le théoreme de Lebesgue sur J nous donne Vz, €1 F,(z,) — F (o) ;

on en déduit F;, LR F; le théoreme de Lebesgue sur I nous donne donc
(h&v)(fn) = / ) fi () — / ) ; on en déduit

(7 @7)(f) =lim [(7@7)(f.) / () iz).

c) feW(K) : Soient e M*(I) et v € MT(I); soit € >0

et soient g, h € PR(K) telsque g< f<h et (a@v)(h—g)<e
ona (1099 = [ [ [otnom]ae
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on en déduit (@ 7)(g) < (p@v)(f) < (p@v)(h)

et m@a)(g)s/l[ Fe.w) 2 () | @) < (7@ 9) () ; de plus

J

(@) ()= (i e9) (@) < e done |Eoo) ()= [ [ [ 1@ wrm]ia@]<e;

comme ¢ est arbitraire on en déduit (g ®7v)(f) = /1 [ /Jf(:v, Y) ﬁ(y)] f(x).

Le cas général s’obtient en décomposant i et 7 en parties positives et négatives.

§ 6. Généralisation a IR?

Les deux théoremes suivants se déduisent facilement des théoremes correspondants obtenus

pour les rectangles .

A. Théoréme de Lebesgue sur IR?

Soit une suite f, € Wg(IR?) telle que f, = f € Wg(IR?) ; alors Vi € M*(IR?)

ona fuji=> fii; en conséquence ji(fu) = ji(f).

B. Théoreme de Fubini sur IR?

Soient f € Wg(IR?) et ji, 7€ M*(IR) ; alors on a

o [ sewmiw] ews®). [y [ f@i@] e wam).

[ swwwen=[[[senrwliw=[ [ [ @i

Tous les résultats de ce chapitre se généralisent

sans difficulté majeure aux espaces IR" (n > 2).
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Chapitre XVI : Applications

Contenu : Dérivation des primitives. Convolution. Transformée de Laplace.

Théoréme de Titchmarsh. Transformée de Fourier.

§ 1. Dérivation des primitives

1.1. Définition : Soit 1€ M}, (IR); onpose Vs>0 VzelR

xr+s
() () = 5 (Vo) = 5 [ 60D

1
1.2. Théoreme : Vi€ MyH(IR) ona T,(fi) €Cp(IR) et [ Ts(p)| < . Nl -

Dém :

1
Si F est une primitive de 1 ona Yz e R T(f)(zx) = B [F(z+s)— F(x)],

donc T,(f1) est une fonction continue ; de plus Vx € IR

T (3) (@)] < 1/96 il @) < Lyl

» | =

17l < 3 [ [ [ teeea@as]inio =1 [ [ [ as]inle
:/]R|

1.4.* Théoreme : Ve M} (IR) ona /Ts(ﬂ)(:c)dac:/ﬁ
R R

t—s
al) = il

1.5. Théoréme : ¥V fe€Cp(IR) ona |T(f)| <|fll et Ti(f) — f uniformément

sur tout compact quand s — 0.

1 z+s
Daw : Ona VeeR () <+ [ 1710 de < 1))
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D’autre part soit [a, b] un intervalle compact de IR et soit € > 0 ;
f étant uniformément continue dans [a, b], il existe a > 0 tel que Vu, v € [a, b]

[|u—v[§a = ]f(u)—f(v)\gs] ; onadonc Vs<a Vzela,b]

| T, (f) ’—’/ f(z+st) f(a;)]dt‘g/ol‘f(x+st)—f(x)‘dt§5.

1.6. Théoreme : ¥V f € LY(IR) ona T,(f) = f quand s— 0.

Dém : On applique le LFAF aux opérateurs linéaires T,— I : LY(IR) — L}(IR).

1.7. Théoreme : ¥V f € L2(IR) ona T,(f) > f quand s— 0.

Dém : Analogue a la précédente.

1.8. Lemme : Vfe&s(R) ona |T,(f)||<If et Ts(f) — f+ uniformément
sur tout compact quand s — 0. <f+ est défini par Ve € IR fi(z) = f(x+)) :

1 T +s
Dém : Ona VzelR |T:(f)] < —/ |f1(t) dt < || f|l. D’autre part soit [a, b]
S X
un intervalle compact de IR ; f étant étagée dans [a, b], il existe o > 0 tel que

Vu,vela,b] |[u<v<u+a :>f(v):f(u+)];onadonc

1 xr+s 1 T+s

Vs<a Vzela,b] Tf)(z) = , f(t)dt = , flxt)ydt = f(z).

1.9. Théoreme : Ve My (IR) ona Ts(f) 2, g quand s — 0.

Dém : Comme Vs>0 ona HTS(,&)ng |||« , il suffit de montrer que
Vhe&p(R) /Ts(ﬂ)(:ﬂ)h(aj) dx —>/]Rh(t)ﬁ(t) quand s — 0.
ona [ T @h@ dr = [ [[ 100003 0] @) da

= veen@n@ da] o = [ T @i o T b
donc /]RT(/))( da:—>/ h(t%) a(t :/h(t),&(t) quand s — 0.
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§ 2. Convolution sur IR

2.1. Lemme :

Soit f € Eo(IR) ; posons F : IR? =R : (r,s)— f(r+s); alorsona F € PRg(IR?).

Dém : 1l suffit de faire un dessin.

2.2. Définition : On pose Vi, v € M*(IR)

iv0 o Eo(R) >R fH/ £t 8) r) o(s) |

2.3. Théoreme : Vju, v e M*(IR) ona axv e M*(IR) et |ax0|.<|fll?]«-

Déw : Ona Vhe&o(R) |(ix2)(0)| < Ikl [ 1a10)171() = Il 17 ]
done i+ € PM(IR) et | vl <[lall 7],
Montrons que fix 7 € M(IR) ; soit a € IR ; posons Ve #0 g.= Ljo atel;
fixons s € IR et posons h.: R—IR : r—g.(r+s); ona h. = Lyo—s,a—stel;
donc h. >0 quand ¢ —0; deplus Ye#0 |h =1; donc ¥Ys€IR ona
k.(s) :/]Rgs(r%—s)ﬂ(r) :/Rhs(r)ﬂ(r)—>0 quand € — 0 ; deplus Ve #0
ona k.| < ll., donc /ms)ﬁ(s) — (i7)(g.) = 0 quand £— 0
donc pxv e M(IR). .

2.4.% Théoreme : Vi, v € M*(IR) ona (a*xv)(1)= a(l)w(1); de plus

siop,veM(R)", alors gxv e M*(IR)T et [[axv|=il«l?7]«-

2.5. Théoreme : (M*(IR), %) est une algebre de Banach associative, commutative et

unitaire. £'(IR) est une sous-algebre de Banach de M*(IR).

Dém : Classique.

2.6. Théoreme : Vjp, v e M*(IR) VfePRg(IR) ona

(* o) ( / f7"+s (ryv(s) |

Dém : Soit f, € Eo(IR?) avec f, = f; onadonc (fi*D)(fa) — (ixD)(f);
posons F(r,s)= f(r+s) et YneIN F,(r,s)= f.(r+s); ona
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VneN F,ePRs(R?) et F, > F, donc F € Ws(IR?) et
(A@ D) (Fa) = (R D) (F); orona VneIN (ixv)(fa) = (A& V) (F).

donc (p*0)(f)=(p®v)(F) quand n — + oco.

2.7. Théoreme : Vja, v e M*(IR) VfeWp(IR) ona

/ [(r+ ) i(r) o(s) |

Dém : Par linarité on peut supposer i, 7 € M*(IR)", donc j*xv € M*(IR)"
et 1®ve M (IR)*. Soit € >0 etsoient g, h e PRg(IR) tels que g < f<h
et (uxv)(h—g)<e.Posons G(r,s)=g(r+s) et H(r,s)=h(r+s).

Ona (axv)(g)=(pev)(G)<(p@v)(F)<(p@v)(H)= (a*v)(h)
et (xv)(g) <(axv)(f) < (axv)(h), donc
(@) (f) = (ax0) (F)] < |[(Ax2)(h) = (Ax7)(9)| = (*D) (h—g) < €

on en déduit (* ) (f) = (@) (F).

§ 3. Convolution sur IR*

(Démonstrations analogues a celles du paragraphe précédent )

3.1. Lemme : Soit f € & (IRY) ; posons F : (RT)? = 1R : (r,s)— f(r+s);

alors on a F € PRo[(IRT)?].

3.2. Définition : On pose Vi, 7 € M(IRY)

pxv : Eo(RT) = R fr—>//fr+s r)v(s) |.

3.3. Théoreme : Vi, v € M(IRY) ona axve M(IRY).
3.4. Théoreme : Vj, v € M*(IRY) ona pxve M*(IRY) et |axv| <|il|7|.
3.5. Théoreme : Vji,v € M*(IRT) ona (axv)(1)= a(l)r(1); de plus

si fi, 7€ MY (IRT)™, alors fixve M(IRT)™ et [[ax ol = || Al [[7]-

154



3.6. Théoreme : (M(IRT), %) est une algebre de Banach associative commutative et

unitaire. M*(IRT) et L'(IR™") sont des sous-algébres de Banach de M(IRY).

3.7. Théoreme : Vi, v e M(IRT) VfeWo(IRT) ona

/ fr+s r)v(s)|.

§ 4. Transformée de Laplace

4.1. Définition :

Onpose H={z€C || Re(z) >0} ; soit fp€ M*(IR"); on définit Vz € H

L i est la transformée de Laplace de fi.

4.2. Théoreme : L est une fonction analytique dans H ; de plus ||L || < ||/« -

Dém : On applique le théoreme d’holomorphie.

4.3. Lemme :

Soit h € Co(IR*) et e >0 ; alors il existe un polynéme P € IR[X] tel que

Vt>0 |h(t)—Ple)|<e|

Dém : On définit la fonction k£ : [0, 1] — IR de la maniére suivante : k(0) = 0
et k(u)=h(-lnu) si 0<wu<1; lafonctionk étant continue sur [0, 1], il existe un
polynome P € IR[X] tel que Vu € [0,1] |k(u)— P(u)| < e ; en particulier on a

Vuel]0,1] |h(-Inu)—P(u)|<e; onendéduit VieR" |[h(t)—Ple )| <e.

4.4. Théoreme : Vi€ M*(IRT) ona [La=0 dans H & a=0].

—nt ~

Dém : Supposons Lji=0 dans H; alorsona VnéeIN e ""(t) =0, donc
R+

aussi V P € IR[X] / P(e ™) u(t) = 0; en vertu du lemme précédent on en déduit
R+

W h € Co(IRY) /h(t)ﬂ(t)zo, caed i 0.

R+
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4.5. Théoreme : Vi, v € M*(IRY) ona |L(paxv)= (L) (Lp)]|.

Dém : Ona Vze H

L(a9)(:) = [ /(M;Ww o) = [ =il [ 0 = L) L))

§ 5. Théoreme de Titchmarsh

5.1. Théoreme de Titchmarsh dans M*(IR*)

Vi, ve M*(IRY) ona |pxv=0 < (=0 ou v=0)

Dém : Supposons fix=0; onendéduit (Lg)(L#)=0; Li et Lo sont des
fonctions analytiques dans H ; supposons Lji # 0 ; alors les zéros de L ji sont isolés ;

donc les zéros de L7 sont denses, donc Ly =0, donc v = 0.

5.2. Définition : Va >0 onpose |Y, = 1o 4| € Eo(IRT);

Ve M(IRT) on pose e M*(IRT).

5.3. Lemme : Ve M*(IRT) Va>0 ona

[z H/ e*(@=D [i(t) est borné dans H| = fi,=0.
0

Dém : Posons VzeC G(z)= /aez(a_t)ﬂ(t) et supposons G borné dans H ;
0
G est par ailleurs borné dans € — H ; or GG est anlytique dans €, donc G =0 dans C.
On en déduit Vn e IN G™(0) = /a(a —t)"a(t) =0, donc
0
VP eR[X] /OQP(t)ﬂ(t) 0, donc aussi ¥heC([0,a), R) /Oah(t)ﬂ(t) _ o,

donc fi=0 sur[0,a].

5.4. Théoréme : Vjie M*(IRT) Va>0 ona
[z — e (L) (z) est borné dans H| < [, =0.
Dém :

o

a) < : Ona e*(La)(z) :/ e *=9) [i(t) qui est bien borné sur H.

a
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b) = : Ona VzeH / e (@D (1)
0

Il
Q
o
N
—~
—
=
N—
—~
N
S~—
|
9]
|
w
>
|
&
=
—~
~
S~—

qui est borné dans H, donc pn,= 0.
5.5. Lemme :
Soit € M(IRT) tel que fixji=0 etsoit a>0; alors (fia*fig)a=0.

Dém : On a VhES([O,a],IR)

(fia*fiq) // (r+s)i // (r+s)fu(r)i(s)
// (r+ ) i) fi(s) = (o i) () = 0.

5.6. Théoreme : Vi€ M(IRT) ona [fi* = [p=0].

=
I
(@)

Dém : Soit a > 0; alors (fig* fig)e = 0, donc e®*L(jig*fia) = €% [L(jiq)]?
= [e**/2L(fi4)]? est borné dans H, donc également e**/2L(fi,) ; donc (fiz)a2 =0,
c-a-d fiq2 = 0; comme a est arbitraire, i = 0.

5.7. Lemme : Soient i,v € M(IRT) telsque fxv=0; alors (tf)xv=0.

Dém : Ona Vheé&p ]R*IR)

0= (ax*xv)| // r+s)h(r+s)p(r)v(s)

// (rs)rilr // (r ) fi(r) 55(s) = [(£7) 7 + fix (£9)] (b) 5

posons f'=tp et v =tv; ona g'xv+px0’' =0, donc

O=(a'*x0)x (@' xv+a*xv')= (' «v)* (@' *v), donc [

5.8. Théoréeme :

Soient fi, 7 € M(IRT) telsque ax0=0; alors Vi,jeIN (t'a)=(t/0) =0.

Dém : On fait une récurrence sur ¢ ou j.

5.9. Lemme :

Soient i, v € M(IRT) telsque f*xv=0; soit a>0 et soit T, le triangle dont les
sommets sont (0,0),(a,0),(0,a); alors VP e R[X,Y] ona (g®7v)(1lr,.P)=0.
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Dém : (A®7D)( // (r+ 8) P(r,s) ji(r) #(s)
—Za”/ / W(r+s)rts? ﬂ(r)z?(s):;am(tiﬁ*tjﬁ)(Ya):O.

5.10. Théoreme de Titchmarsh dans M(IR")

Vi,v e M(IRT) ona |a*xv=0 <« (p=0 ou 7=0)

Dém : On suppose i+ = 0. Soit g € Co(IR"xIRT, IR) et choisissons a > 0 tel que
g = 0 en dehors du triangle T, ; soit € > 0 ; d’apres le théoreme de Weierstrass pour un
compact du plan, il existe un polynéme P € R[X,Y]| telque || g— P < e dans T, ;
on peut des lors écrire | (h D) (g)| = ’ (pv)(lLlr,.9) | < ’ (p@v)(Lly,.P) |
+ |[(p@0)[1r,.(9— P)]| < elp®p|(lLr,); comme e est arbitraire, on a
(f®@7)(g)=0; onendéduit g®@v =0, donc =0 ou 7=0.

§ 6. Transformée réelle de Fourier

6.1. Définition : Soit 1€ M*(IR); on pose Vzx € IR

(Aﬂ)(I)ZACOS(wt)ﬂ() et <Bﬂ><x>:Asin<xt>ﬂ<t>

A et Bji s’appellent respectivement la transformée cosinusoidale et la transformée

sinusoidale de ji .

Notation

On note CY(IR) Talgebre des fonctions IR — IR bornées uniformément continues .
6.2.* Théoreme : (CH(IR), || ||) est une algebre de Riesz-Banach.
6.3. Théoréme : Vi€ M*(IR) ona

1) ApeCy(R) et BueCH(IR)

2) AR <llal et [Bal <Al

3) A est une fonction paire et B i est une fonction impaire

4) (ﬂ impaire = Aﬂ:()) et (,& paire = B,&:O).
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Dém : Le reste étant trivial, montrons que A i et B i sont uniformément continues.

Soit € >0 et soit N >0 telque/ |@(t)]<e; ona Vu,veR
[t|>2N

(A ) (u) = (AR)(v)| = ‘/_N[cos(ut)—cos(vt)}/](t)—l—/lt>N[cos(ut)—cos(vt)}/](t)’

N
< |u—v|/ )] + 2
—N
K

on en déduit [|u—v\ <e/K = [(Ap)(u) — (AR)(v)] < 35].

Notation : On note R(Oz)(]R) I’algebre des fonctions IR — IR a support borné et a

dérivée seconde réglée .

6.4. Théoreme : Soit f € Rg)(IR) calorsona Af e LY(R)NL%(IR),

Bfe LY(R)NLER) et |(A2+B2)f=2nf]|.

Dém : Ona VzelR (Af)(x):/cos(xt)f(t)dt; donc Vax#0

R

(Af)(x) = —1/ sin (zt) f'(t) dt = ! cos (xzt) f"(t) dt ; on en déduit
R

X P R
. . 1 "
siofrl <1 [(AN@]<Nflh etsi fol =1 [(AN)(@)] < 1
donc Af e LY(IR)NL3*(IR) ; idem pour Bf ; A?+ B? est donc bien défini sur R%(IR) .

Ona YreR [(A2+B?)f] ()

:/]Rcos(:vu)[/Rcos(ut)f(t) at| du +/]Rsin(xu)[/]Rsin(ut)f(t) t] du
:/R[/R[cos(m)cos(ut) + sin (u)sin (ut) ] f(t) dt] du.
:/R[/]Rcos[u(t—x)}f(t) dt]du:2/ooo [/Rcos [u(t — )] £(2) dt}du

Fixons = € IR et posons Vu >0 & (u) :/ cos [u(t — )] f(t) dt ;
R
soit M >0 tel que [|t|>M = f(t)=0];

ona b (u) :/_ cos [u(t — )] f(t) dt, donc Vu>0

P (u) = —%/Msin[u(t—x)} () dt = % 7Msin2 [u(t—2)/2] f"(t) dt ;
14 u3/?

posons Yu>0 Vte|[-M,M] H(u,t)= sin® [u(t —2)/2] ;

u2

1
Vue]0,1] Vie[-M,M] ona 0§H(u,t)§§(t—x)2 car Ya € R |sina|l <|al,
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1
donc OgH(u,t)§§(M+|x|)2;deméme Vu>1 Vte[-M,M] ona
0< H(u,t) <2; donc H est borné dans IRT x [-M, M].

On en déduit

o0

[(A2+B2)f](x) = 2/ O (u) du = 4/m[/_ZH(u,t)f”(t) dt]

0

_ 4/_5 [/OOOH(u,t) %] F1(t) dt = 4/z [/Ooo sin” [“g;“")/z] | £ty e

du
1+ u3/?

sin?(au) 7r| |

o0
or un résultat classique nous dit que Va € IR / 5 5
0 u

M 0
on a donc %[(A2+B2)f}(x):/M|t—x|f”(t) dt:/::O |t — x| f"(t) dt

x —+ o0 B x - —+ o0
:/ (x —1t) f"(t) dt +/ (t—x) f"(t) dt :/ () dt — f'@®)dt=2f(z).

6.5. Théoreme : Vfe RIR) ona |[|Af]|2+ |BfIZ=27|/I2].

Déw : /3= [ fP@yde= [ fode= g [ [ @) ) da

:%/_Z[/OOO{/_Mcos[u(t—x)}f(t) dt} du] f(z)dz

:%/_Z {/Ow{/_zsnﬁ [ult—x)/2) £ dt} T | ) da

donc K est borné dans IRT x [-M, M].
2 (Moo d
On en déduit || f]|2 = ;/_M [/0 K (u,z) TZZ‘/?] f(x)dx
2 [>r (M du

_ ;/0 _/_MK(u,x)f(x)dx} e
[ M M du

i 02 "
/0 _/_M{/_Msm [u(t—x)/2] f"(t) dt}f(x)dx]ﬁ

_ %/Ooo /_A;{/_Zcos [u(t—2)] £(0) dt } f(2) dz ] du
_ %/OOO :/_zcos(ut)f(t)dt/_Mcos(u:)s)f(m)d:B

M
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—|—/M sin(ut)f(t)dt/Msin(ux)f(x)dx] du

M —-M

-~ [ [+ @] de= g (1a715 + 1B713)

6.6. Théoreme : Soit f e L2(IR) ; soit f, € R(OQ)(]R) avec f, — f; alors Af, et Bf,

convergent dans L2(IR) vers une limite indépendante de la suite particuliere f,, .

Dém : On applique le théoreme précédent .

Notation provisoire : ¥ f € L2(IR) on pose

A'f =" lim (Af,) |€ L2(R) et B’f:QIi?(Bfn) € L%(IR).

6.7. Définition : Vh € CY(IR)NL*(IR) onpose |hllu2= ||+ |]]-2-

6.8. Théoreme : (CH(IR)NL*(IR), || |4,2) est un espace de Riesz-Banach.

Dém : 1l suffit de montrer que C5(IR) N £L%(IR) est complet pour la norme || ||,.2 -
Soit f, € CY(IR) N L%(IR) une suite de Cauchy pour || ||, .2 ; comme || || < || |l..2 et
I ll2 < |l llu.2, fn est aussi une suite de Cauchy pour || || et || || ; donc f, = g € CY(IR)
et f,>he L2IR). Soit k€ Eo(IR) ; ona VneIN |f.(k)—gk)| <|fo—23ll k|l et
| fu(k) = R(k)| < || fo = hll2 k]2 ; done fu(k) — g(k) et fu(k) — h(k) ;

, . 7 5,2
onen déduit g="h et |[fo—glu2=lfo—gl+Ifa—gllz = 0, donc f, = g.

6.9. Théoreme : V fe LY(IR)NL*IR) ona A'f=Af e CY(R)NLA(R)

et B'f=Bf e CY(R)NLYR).

Dém : Soit £ >0 ; soit N € IN* tel que / 1F@O)]dt < S et / F(2de < £,
e 2 e 2
2 N e?
soit g € ’Rg)(]R) nulle en dehors de [—N, N] telle que / |f—g|?dt < SN
-N

N
~ € 3

on a donc —g|ldt< V2N — = —;
/_N|f 4 N V8N 2

N
on en déduit ||f—g||1:/ |f—gldt —i—/ | f(t)]dt < e et
N |t| =N

3 Moz 2 2 g’ e’ 2 3
=gl = [ 1F-gPar+ [ fePlars S+ S o< done |-l <<
-N

>N 8



On peut donc construire une suite ¢, € R(OQ )(]R) telle que g, EN f et g, 2 f ;

onadonc Ag, >Af et AgniA’f; donc Af=A'f.

Notation définitive : ¥ f € L2(IR) on peut donc poser Af=A'f et Bf=B'f.

6.10.* Théoreme : V f e L2(IR) ona ||Af|2+ |Bf|2 = 2x]|fl3]|

6.11. Corollaire : ||A|l2 =Bl =v27.

Dém : Si fe L2(IR) est paireona Bf =0, donc [[Af|2 = 27| f|3.

6.12. Définition : On pose | T = A+ B |; c’est un endomorphisme de £3(IR) ;

V f € £2(IR) on appelle Tf la transformée réelle de Fourier de f.

6.13.* Théoreme : 1) V f e L2(R) || Tf]l2=v27 | fll

2) [AB=BA=0]

3) [ T2= A24B2=2x1].

6.14. Théoreme : A, B, T sont des endomorphismes symétriques de L2(IR).

Dém : Les noyaux cos(xt) et sin(xt) sont symétriques.

6.15. Définition : | T= A +B | est aussi un morphisme linéaire M*(IR) — CY(IR) ;

T est la transformée réelle de Fourier de fi.

6.16. Théoreme : Soient i, 7 € M*(IR) ; alors on a

Dém : Comme Af,Bf ... € CJ(IR), les expressions ci-dessus ont un sens ; les

égalités résultent d’une interversion des signes intégraux.

6.17. Théoreme : Soient 1€ M°*(IR) et f € Rg)(]R) ; alors on a

(A, Afy + (Ba,Bf)=2mna(f)| et |[(Aa,Bf)=(Ba,Af)=0]|.

Dém :
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) 2mi(f) = p[(A*+B?) f] = a[AAN)] +i[B(BS)]
= (A, Af)+ (Ba,Bf).

2) Afi est paire et Bf est impaire, donc (Afj,Bf) = 0.

6.18.* Corollaire : Vi€ M*(IR) ona [(Ai=0 ¢ Ba=0) & a=0].

6.19.* Théoreme : Vie M*(R) VfeRY(R) ona |(Ta,Tf) = 2xu(f)|.

6.20.* Corollaire : Vie M*(R) ona [Ta=0 < a=0].

§ 7. Transformée complexe de Fourier

On est amené a utiliser des espaces de mesures et de fonctions a valeurs complexes ;

nous les noterons /T/l\'(IR) , ete...

7.1. Définition : On pose ’ZzA%—iB‘ et ’Z#:A—iB ; on a donc

Vie MY (R) VzeR Z(ji)(x) =/ et () et ZF () () =/ e T (t) |
R R
Z et Z* sont naturellement aussi définis en tant qu’opérateurs Z\Q(IR) — ZZE(IR) :

Z et Z¥ sont les transformées complexes (directe et réciproque) de Fourier .

—

7.2.%* Théoreme : Dans L2(IR) ona |ZZ# =7#7 = 271|.

7.3. Lemme : Vz€ € ona /eZt_tQ/z dt = V27w e/ |
R

Dém : Posons Vze C f(z)= / e?l= 12 gy ; en vertu du théoreme d’holomorphie,
R

f est analytique dans € ; par ailleurs Vz € IR on a

/eact—t2/2 dt :/ €m2/2—(t—:v)2/2 dt = 6&02/2/ 6—(1&—3:)2/2 dt = 6a;2/2/ €—t2/2 dt
R R R R

= V271 "/ donc Vze @ f(z)=V2m e*/2.

7.4. Théoréme : | Z(eX*/2) = A(eX*/2) = 27 e X2,

Dém :
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Ae ) @) = [

1 4 1 .
Cos(xt)e*t2/2 dt = = / ewt*tz/Z dt + = / efzxtftz/Z dt

o7 e~ */2

7.5. Définition : Vn e IN onpose |H,(X)=(=1)"eX729"(e=X")|.

Les fonctions H,, sont les fonctions de Hermite ; elles sont égales aux polynomes de

Hermite multipliés par e —X7/2.

7.6.% Théoreme : V/ € IN Hy, est une fonction paire et Hypi 1 une fonction impaire .

7.7. Théoreme : VneIN ona |H,.1=X.H,—(H,)'|.

Dém : X.H,—(H,)' = (=1)" X e X727 (e X)) — (=1)" X eX*/2 9" (e X7)

_<_1)n 6X2/2 ontl (€—X2) _ (_1)n+1 €X2/2 ontl (e—X2) _ Hn+1-

7.8. Théoreme : Vne€IN ona |Z(H,) =:i"v27 H,

Dém : Par récurrence sur n.

1) vrai pour n=0
2) supposons vrai pour n

3) démontrons vrai pour n+1 :

2(Hawr) () = [

H,.1(t) ““dt_/tHn+1 et dt —/ H,. . (t) e’ tdt
R R R

:_qéﬁ4>wmt / WD) e dt= i [Z(H,)(@)] + ia Z(H,) ()

= i""'V27 [z H, (2) (z)] = i"™ V27 Hpp (2).

7.9.% Corollaire : Vn€IN ona A(Hy) = (=1)* V27 Hyy

et B(Hgg_H) = (—1>£\/27T H2€+1.

7.10.* Corollaire : Yn€IN ona |T(H,) = (-1)"21 27 H,
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QUATRIEME PARTIE

Espaces associés a une mesure normée positive sur IR"

Chapitre XVII : Mesures de base i et fi—fonctionnelles sur IR"

Contenu : On se donne | € M*(IR")" | (n € IN*) et on définit les espaces

L), £2(n), B(p), FO(j1) ainsi que leurs propriétés fondamentales. 11 s’agit
d’une généralisation des espaces décrits dans la Premiere partie, qui correspondent

au cas ol fi = g ).

8§ 1. Mesures de base [

1.1. Définition :

V5 EWs(R) onpose |Fllni= [ 717 et [Flne=] [ £
Rn

n

i|l/2

1.2.* Théoreme : || [[z1 et || ||z2 sont des semi-normes sur Wg(IR™) et on a

VIeWs(RY) [fllgs < 2l AP et W fllae < VALK A

1.3.% Théoreme : V f, g € Wp(R") ona [ fgllar <I[flla2lglla2-

1.4.% Corollaire = VfeWg(R") ona |[fllz1 <Al 1flz2-

1.5. Définition : On pose | Eo(IR™). i = {h.fi| he€&(IR")} |.

Eo(IR™). [i est un sous-espace de 'espace de Riesz-Banach M*(IR").

1.6. Définition :

[i] estla fermeture de & (IR™). & dans M*®(IR™) pour la norme || [« |.

Les éléments de [fi] s’appellent les ‘ mesures de base [ ‘

1.7.* Théoreme : [fi] est un espace de Riesz-Banach pour la norme || [|4.

1.8. Théoréeme : | [fi] est un sous-espace intégral de M*®(IR").

Dém : Analogue au cas de £! dans la premiere partie.
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1.9. Lemme : |V feWg(IR") ona fpe[i]l.

Dém : Soit d’abord f € PRp(IR") et soit une suite f, € Eo(IR™) telle que f, LR I
alorson a f, i — ffi, donc fj € [ji].
Soit ensuite f € Wg(IR™) et soit A = {gfi H g€ PRe(R™) et g< f} C [fi];
A est une partie de [fi] dominée supérieurement et stable pour la loi V et on a

par définition f i = Sup A ; il existe donc une suite g, € PRp(IR") telle que

gn i = ffi; done flel[n].

1.10. Théoreme : |V fe Wg(R™) Vv e [fi] ona fve[i]]l.

Dém
Soit 7 € [fi] et soit une suite h, € Eo(IR™) telle que h, i SP;ona YVnelN

fhaojpelp] car fhy, € Wg(IR") 5 deplus || fo—fhnfille < |fI 7 —=hnitll —0;

donc frv e [n].

1.11.%* Corollaire : [fi] est un module de Riesz sur Wg(IR").

§ 2. ni-fonctionnelles sommables

i) = {

Les éléments de L£'(f1) s’appellent les fi—fonctionnelles sommables ; elles sont

On pose | L1(f1) =

| 7€ [/1]} conadonc |[i]=LYa).ml

=
=

représentées par des lettres « droites » ; on peut écrire

fel(n) = fpelp] c M (IR") |.

Le « dénominateur f » dans la définition des ji—fonctionnelles sommables est purement
formel ; en conséquence la propriété essentielle des fi—fonctionnelles sommables est leur

aptitude a se transformer en mesures normées si on les multiplie par [i.

2.1. Définition : Ve L'(i) onpose |f(f)= (fa)(l) avec 1 =1gn |

Notation intégrale : ¥V € L'(1) on note / f(x) i(x) :/ fo=p(f)].

n
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2.2. Définition :

naturellement & £(j) la structure de l'espace [ /1]

On munit £'(f) d’une structure d’espace de Riesz en transférant

:onpose Vf,ge /L)

ffi+ g/
fp g ATER
h(f i
VheWs(R) hf=fh= (ﬁ“)
f<g ssi tp<ghp
£ i i 1) A (g i
fvg:(u) (g ) ng—( )Afgm
i
£ i)t £ i) £ i
e E7 (B £ = L2
fi fi i

2.3. Définition

. Vfe LY (i) on pose

11z = Al = adf]) ]

2.4. Définition : V f,, f € L) onéerit |f, 25| ssi |[f, — ||z — 0.
On dit que f,, converge vers f en norme || ||z1 et onnote |f = 'lim f, |.

2.5.* Théoreme :

L'(j1) est un espace de Riesz-Banach et un module de Riesz sur Wg(IR").

2.6.* Théoréme :

£ RN et

n— ful.

*

2.7.*% Théoréme de convergence monotone dans L£()

Soit f,, € £L'(1) une suite monotone ; supposons qu'’il existe M > 0 tel que Vn € IN

|f.]z1 < M ; alors f,, converge en norme || |71 vers une fi-fonctionnelle f € £!(j) ;

on a donc aussi lim [[f,|lz1 = ||f]a1-
n

2.8. Définition :

2.9. Définition :

Une suite f,, € £'(ji) est dominée ssi la suite f, i € [fi] est dominée.

Soit une suite dominée f,, € £!(ji) ; on pose

et

1 1
Sup f, = — Sup (f, ) et Inff, = — Inf (f,f)
— 1 — . 1 i
Lim f, = - Lim (f, %) et Lim f, = — Lim (f, @)
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2.10. Définition :

fell(p) ssi

f=Lim {, =

Lim f,,|. On écrit | f,

, X
—5{ | et on note

2.11.* Théoreme : | f, X g

2.12.* Théoreme

2.13. Définition :

N A

vV feWg(IR") on pose

D BN e |, —f] 250

Ub——% e £'(7).

{f}a s’appelle la fi—fonctionnelle associée a f.

2.14.* Théoreme :

L’application

2.15.* Corollaire :

2.16. Théoreme :

On dit que la suite dominée f, € L'(i1) converge ffinement vers

f=Lim f,

Wgp(R") — LYf) : f—{f}a| est un morphisme de Riesz.

Vf, geW(R")

{Fvata=A{rtavigls et {frg}a=

{ranigla |

Soient f,, f € Wg(IR") tels que f, > I

alors {fn},t {f}u .

Dém : Clest le théoreme de Lebesgue dans Wg(IR") appliqué a fi .

Notation : On note Wg (IR"),

)i = {{f}ae L) || feWsl(

c’est I'image du morphisme du Théoreme 2.14.

R)} c L) ;

On utilise des notations analogues pour tous les sous-ensembles de Wg(IR") .

Dans la pratique on remplacera couramment la notation {f}; par la notation f |.

2.17.* Théoreme :

o (R") et

Co (R™); sont denses dans £(f1) pour la norme || ||z.1.

8 3. ji-fonctionnelles hilbertiennes

3.1. Définition :

On note L£2%(j1) le sous-espace de L(ji) formé des ji-fonctionnelles f

pour lesquelles il existe M >0 tel que |V g€ Eo(IR")

On a donc

L2(p) C LYR) |

(£2)(9) < Mllglls.2 |
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Les éléments de £2(f1) s’appellent les ji-fonctionnelles hilbertiennes.

3.2. Définition : Ve £*(i) onpose | |[fllz2 = sup (f7)(g)
g€ &o(R™)
lglla,2=1

3.3. Définition : Vf,,fe L2(a) onéerit |f, =>f| ssi ||f, —f]z2—0.

On dit que f,, converge vers f en norme | ||z et onnote |f = 2limf, |.
n

3.4.* Théoreme : (L%*(@), || [[z,2) est un espace de Riesz-Banach.

3.5. Théoreme : & (R™); et Co (IR™); sont denses dans L£2(ji) pour la norme || || ;,2.

Dém : Analogue au cas de £? dans la Premiere partie.

3.6.* Théoréme

(L2(R) ., || || 4,2) est le N-dual de I'espace semi-normé (Eo (R™), || [|4.2) |-

3.7.* Théoreme de convergence monotone dans L£2(ji)

Soit f,, € £2(ji1) une suite monotone ; supposons qu’il existe M >0 tel que Vn € IN
1£,]] 7,2 < M ; alors f,, converge en norme || ||;2 vers une ji—fonctionnelle f € £2(f) ;

on a donc aussi lim [[f,|lz2 = ||f]|z.2-
n

3.8. Définition :

Si f,ge L£%() on définit le produit fg comme dansle cas = 1, 5.
3.9.* Théoreme : Ve L3(ji) ona |[[fllze=+If2]z1-

3.10.* Théoreme : Vf, g€ L2(i) ona |fgllz1 < [flla2lgllsz-

3.11.*% Corollaire : Vfe £2(7) ona |fllz1 < VIl Ifllaz-

~ %

3.12.% Théoreme : |f, 25 f o 210 5 2.

3.13. Définition : On définit le produit scalaire de deux éléments de L£?(fi) en posant

Vi, gel(n) |[(f,g)p=n(fg) =] fgul

Rn
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3.14.* Théoreme : (,CQ(,&) , < , >,1) est un espace de Riesz-Hilbert .

8 4. pi-fonctionnelles bornées

4.1. Définition :

On note B(ji) le sous-espace de L£'(ji) formé des fi-fonctionnelles f pour lesquelles

il existe M >0 tel que [Vge&(R") (fa)(9) < Mlgllan|

Les éléments de B(j1) s’appellent les fi-fonctionnelles bornées .

4.2. Définition : Vfe€ B(i) onpose | ||f|lzs = sup (ff)(g)
g€ o (R™)
lglla,=1

4.3.% Théoreme : Vf € B(

=

fll:g = inf M
yona | [flis = inf

M= |f]

4.4.*% Théoreme : | B(ia) C L2(ja) |

4.5.% Théoreme : V fe B(i) ||t < |fllas| et [[IflZ2s < flanlfllar|

4.6.* Théoreme : (B(f), || |z,8) est une algebre de Riesz-Banach.

4.7.*% Théoreme :

(B(a).fi, || la,8) estle N-dual de I'espace semi-normé (Eo (IR™), || [ 2,1) |-

4.8. Définition :

Si fe B(i) et ge L£(f1) on définit le produit fg comme dans le cas fi = L4 5.

4.9. Définition : Vfe B(a) Vge LY (i) onpose |(fi)(g)=(gp)(f)=rn(fg) |

4.10.* Théoreme : Vfe B(a) Vge L(a) ona |fgllar <[flan llglmr-
4.11.% Théoreme : Vfe B(a) Vge L2 () ona [[fgla2 <[fllas lgllse.

4.12.* Théoreme : L'() et L2*(i1) sont des modules de Riesz sur B(ji).

4.13. Théoreme : | Wi (IR"); = B(f) |-
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Ce théoreme signifie que 'application Wg(IR™) — B(f) : f — {f}; est surjective.

Plus précisément tout f € B(ji) peut étre représentée comme une limite simple bornée

de fonctions pseudo-réglées .

Dém :
On montre facilement Wpg (IR™); C B(ji) ; démontrons l'inclusion opposée .

Soit f € B(f) ; soit une suite bornée f, € Eo(IR™) telle que {f.}x L ;

c 12 / . [, X
en considérant éventuellement une sous-suite on peut supposer {fn}ﬂ —

Posons Vp>nelN g, , = fuANfari Ao ANf, € Eo(IR") et VnelN

gn:ir>1f fr € PRg(IR"); quand p— +o00 ona VnéeIN gn,pggn,

donc {gn,p}ﬁ IL—X> {gn}ﬂ7 c-a-d {fn}ﬁ/\{fn+1}ﬂ/\ /\{fp}ﬂ M) {gn}[u
c-a-d Inf {fi}; = {ga}s-

i,

Posons ¢ = sup g, = lim f, € Wg(IR"); ona g, LN g, donc {g.}; — {9}z,

cird Sup {gnbs = {g}n , c-i-d Lim {f}s = Sup (Inf {f}s) = {o}s
or {fats B5 1, donc f=Lim {f.}s = {g}; € W5 (R"); .

La fonctionnelle bornée f peut donc étre représentée par g € Wg(IR™) qui est limite

simple bornée des fonctions g, € PRg(IR").

4.14.* Théoreme : Vfe Wg(IR") ona | fllas <|IfI.

4.15.* Théoreme :

L’application | Wg(IR") — B(i) : f— {f}s| est un algébromorphisme de Riesz.

4.16.* Corollaire : | Vf, g€ Wa(R") {fg}u={f}slgs=F-1g}s |.

4.17.* Théoreme : L'Y(f), L£*(i) et B(j) sont des modules de Riesz sur Wy (IR™) .

4.18. Définition : On pose

Zpa(R") = {feWs(R") [ {f}i=0}={feWs(R") || fi=0};

c’est ’espace des fonctions universelles bornées nulles [i-presque partout.

4.19.* Théoreme : Zp ;(R") = {f e Wg(R") || & (|f])=0}.

171



4.20.* Théoreme : Zp ;(IR™) est un idéal et un sous-espace cohérent et intégral de

Wp(IR") ; deplusona | B(a) = Wg(IR")/Z5, :(IR") |.

8 5. [i-fonctionnelles caractéristiques

5.1. Définition : On pose K(ii) = {o€ L*(i1) | 0> =0} C B(j).

Les éléments de K(ji) s’appellent les ji-fonctionnelles caractéristiques.

5.2.* Théoreme : Ve K(g) ona |oflz2 = vlollanx
5.3.*% Théoreme : Vo,,0€ K(1) ona anﬂa & anﬂa.
5.4.% Théoreme : K () est une partie fermée de L£*(n) et de L£L'(j).

On pose EKo(R") = {fe&o(R") || f2=f}={fERo(R") | f?=f}.

5.5.* Théoreme : EKp (IR"); est dense dans ().

Notation intégrale : Soient f € L!(j1) et o € K(j1) ; alors on pose /fﬂ = i(of)|.

Notation pratique : Soit A une partie de R™ telle que 14 € Wg(IR");

alors on note | i (A) = ji(14)|; side plus f € L'(i) on pose /f/] = p(f.1,)].
A

8 6. ji-support

Soit 7 € M*(IR") ; comme [fi] est un sous-espace intégral de M*(IR"™), on peut écrire

Sup A (n|ﬁ|) €[] ; plus précisément :

6.1.* Théoreme : Vi € M*(IR") | Sup aA(n|v]) € K(7). i |.

6.2. Définition : Vv € M*(IR™) on pose

S;i(?) = fi-support de v =

[ Sup ﬂ/\(n|5|)} € K (1)

=| —

6.3. Définition : Vf € L!(ji) on pose
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S

#(f) = f-support de f = S;(ffi) = Sup 1A (n|f]) € K(i)

6.4.* Théoreme : Ve L'(i) ona [S;(f)=0 & f=0].

6.5.* Théoreme : Vo e M*(IR") ona [S;(7)=0 < paA|p|=0].

§ 7. Théoreme de Radon-Nikodym

7.1. Définition : Onnote [f]t = {Fe M*(IR") || aA|P|=0}.

Les éléments de [fi]1 s’appellent les mesures normées étrangeres a fi.

7.2.* Théoreme : [fi]* est un sous-espace cohérent et fermé de M*(IR").
7.3.%* Théoreme : [a] N [a]*t = {0}.

7.4. Définition : On pose

e VieM(R")" i,= Sup [(np)Ar] €[]

e VieM IRV b, = (7)), — (7).

7.5.% Théoreme : Vo € M*(IR")* ona o, = {0’ €[]’ <i}.

7.6.* Théortme : Vo € M*(IR") ona |S;(0.) = Sz(#)| et |v—v. €[]t ]

7.7.* Théoréme de Radon-Nikodym : | M*(IR") = [a] @@ [i]* |

§ 8. Indicateurs dans L!(ji)

En toute rigueur il faudrait utiliser une notation du type { };, mais par commodité nous

négligerons l'indice fi .

8.1. Définition : Vfe LY(z) onpose |{f>0}= S;(f")

{t<0}={-f>0}=S;(f")

{f#0}= Ss(f)| etc... etc...
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8.2. Définition : V f, g€ £1(fi) on pose
{t>gt={g<t}={f-g>0}=Sp[(f—g)"]
{(f#£g}={f—g#0}=S,(f—g) etc... etc...

8.3. Définition : Soit I un intervalle de IR ; on pose Vf € L£1(f)

{(fel}={a<f<bl={a<f}{f<b} si I=a,b]
{fel}={a<f<b}={a<f}{f<b} si I=]a,b]

{fel}={a<f} si I=]Ja,+00[ etc...ectc....

8.4. Définition : Une partie A de IR est élémentaire ssi |1, € EL(IR) |.

Une partie élémentaire de IR est une réunion (modérée) d’intervalles que I'on peut

toujours supposer disjoints .

Si A= [JI, estune partie élémentaire de IR et siles I, sont des intervalles disjoints,

onpose |[{feA}=> {fel,}|e (). Lasérie Y  {fel,} converge finement de

maniere évidente .

Les applications  L'(i) — K(p) : f+— {f €A}

(LY ()]° — K(f) : (f,g) — {f>g} etc...etc...

s’appellent les indicateurs dans L£'(ji).

8 9. [-fonctionnelles

On définit FO(1), 'espace des fi-fonctionnelles en suivant les mémes méthodes que pour

FO. Cest une algebre de Riesz contenant £ (f1). La théorie est analogue a celle de FO .

En particulier on peut définir dans FO(ji) les convergences ms, p.p., A, E, qui sont

bien entendu relatives a la mesure [i; nous conservons néanmoins les mémes

notations que dans FO, sans faire explicitement référence a |i.
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Récapitulatif

FO(fi)
U
We(R") — Wu(R"); = B(i) € £2(3) € LY(a) ~5 [@) ¢ M*(R")
U U U
Zp, 5 (IR™) K(f) (]t

§ 10. Composée d’une [i-fonctionnelle et d’une fonction réglée

On suppose toujours | g € M*(IR")*| (n € IN*) et on se donne |F € FO () |.

10.1. Définition : Soit h € E(IR) ; on peut écrire h = > «a, 1;. ou les intervalles I,

T

sont disjoints et ou Vr «, €R; onpose | hoF=> a,{Fel,}| e FO(i).

i

La série > a, {F € I,} converge exactement de maniere évidente .
T

10.2.* Théoreme : Si A est une partie élémentaire de IR ona |1aoF ={F e A}|.

10.3.* Théoréme :

L’application E(IR) — FO(fr) : h — hoF est un algébromorphisme de Riesz.

En particulier ona Vh e E(R) | |hoF| = |h|oF |.

10.4. Théoreme : Yh € Eg(IR) ona hoF € B(i) et ||hoF|<| ||

Dém : On peut écrire h = > a, 1, ou les intervalles I, sont disjoints et ou
Vr |a.| < ||h]; alorsona hoF = > «a.{Fel.} e B(n) et

r

[hoF[<[[n]l. Z2A{F e L} <[]

10.5.* Corollaire :

Soient g, h € E(IR) telsque g—h € Eg(IR) ; alors | |[goF —hoF| <|lg—1h| |
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10.6. Théoreme - Définition :

Soit h € R(IR) et soit une suite h, € E(IR) telle que h, — h ; alors h, oF converge

en mesure dans FO(fi) ; on pose | hoF = limite en mesure de h,oF | € FO(f).

hoF ne dépend pas de la suite particuliere h, — h.

Dém : Ona Vp,qeIN |h,oF —h,oF| <[ h,—hy|, donc
|hpoF —hgoF | a1 < | hy,—"hy|llit]l+. Lasuite h,oF € FO(f1) est donc de Cauchy

pour la norme || ||z1 et donc aussi pour la convergence en mesure.

10.7.* Théoreme :

L’application R(IR) — FO(f1) : h — hoF est un algébromorphisme de Riesz.

En particulierona VYh e R(IR) ||hoF| = |h|oF|.

10.8. Théoreme : Soit h € R(IR) une fonction strictement croissante et soit o € IR;

alors | {hoF > h(a)} = {F >a}|.

Dém : Soit p, une suite croissante de fonctions étagées convergeant uniformément
vers h sur lintervalle | — 0o, o] ; soit ¢, une suite croissante de fonctions étagées
convergeant uniformément vers h sur Uintervalle |« , + oo] avec

qn = h() lja,a+1m] + D ¢ 11, ol les intervalles I, forment une partition de
[a+1/n, + 00 et on VTr ¢, > h(a). Onpose VnelN k, =p,Ugq, € E(R).
Ona k,oF =[p,oF|U[h(a){a <F <a+1/n} + > ¢, {Fel}],

donc {k,oF >h(a)} =Y {Fel,} = {F>a}—{0zr<F<oz+1/n}.

La suite k,, est croissante ert converge uniformément vers h sur IR ; la suite k, o F est

donc aussi croissante et converge en mesure vers ho F € FO(f1).

On en déduit {k, oF > h(a)} 25 {hoF > h(a)} ;

or {knoF>h(a)}:{F>a}—{a<F<a+1/n}ﬂw{F>o¢}—{a<F§a}
={F>a}, donc {hoF >h(a)} ={F>a}.
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Chapitre XVIII : Image d’une mesure normée positive

§ 1. Image d’une mesure normée postive i par une ji-fonctionnelle

Contenu :

Si i est une probabilité sur IR™ et si F est une fonction réglée de IR™ dans IR,
alors I'image de i par F (ou loi de F) est la probabilité sur IR des valeurs de F'.
Nous étendons cette notion au contexte plus général d’'une mesure normée positive [

et d'une f—fonctionnelle F'.

On suppose | i € M*(IR")"| (n e IN¥).

1.1. Définition : Soit F € FO(fi) ; onpose Vhe Rg(IR) |fr(h)=f(hoF)|.

En particulier pour tout partie élémentaire A de IR ona |fip(La) = o [{F € A}]|.

g s’appelle 'image de g par F.

1.2. Théoreme : |jap€ M*(IR)" | et || arls=fl«]

Dém :
1°) Vhe&o(R) |fip(h)|=[a(hoF)| < [[allllhoF | < [lallnl,
donc fip € PM*(IR) et | farlls < || f]lx. Deplusona Vhe&s(IR)"
fip(h) =i (hoF) >0, donc fip > 0. Enfin on a
laple=pr) =aMoF) =paM) =il

2°) Démontrons fr € M*(IR), c-a-d Vce R dlimi ﬂF(l]c,d[) = 0.

—C

On peut supposer >0 car fp = (a7 )r— (47 )r.

Prenons par exemple le cas d — ¢*;
ona fir(ljeq))=f(lj,aoF) = ﬁ[{c<F<d}] =i [{C<F}{F<d}} ;
or quand d — ¢" ona {F <d} ﬂ>{F§c},

donc {c<F}{F<d} 25 {c<F}{F<c} =0, c-ad j[{c<F}{F<d}] —0.

1.3.*% Corollaire : Si g€ P(IR"), alors fir € P(IR) et est appelé la de F.
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§ 2. Convergences en loi et en loi forte

2.1. Lemme :

Soient ag < aj <...<a, desnombresréels; onpose V1<r<n I.=[a,1,a,][;

n
soit h=> (,.1;, avec V1<r<n f,€IR; on pose

r=1

d = 12[132”(“ —ar1)| et |e= x| | B — Bl

alors VF,Ge FO(fi) ona ||hoF—hoG| < 2|h|.{|F-G|>d} +e]|.

Dém : Onpose V1<r<n o.={Fel.} et 7.={Gel,}.

Lemme auxiliaire : Yr,s on a [\7‘—3\22 = {]F—G]gd} O'TTSZO].

Démonstration du lemme auziliaire :

Faisons par exemple la démonstration pour 7 =1 et s=3.

Ona {|F-G|<d}omn={F-d<G<F+4+d}{ay<F<ai}{ar<G<as}
={F-d<G}{G<F+d}{as<F<ai}{a: <G} {G<as}
={ag<F<a}{F-d<az}{as<F+d} = {ag<F<ai}{as—d<F<az+d} =0

car a1 < as—d.

Suite de la démonstration du lemme :

n n
On a clairement > o, = > 7, =1, donc
r=1 r=1

r=1 r=1 s=

hoF —hoG = Zn: Br(op—1) = >, ﬂr[ar<2175>—<z O'S)Tr], donc
(hoF —hoG){|F-G|<d}={|F-G|<d} 3
= {|F-G| < d} [61(017'2—0271)

n—1
+ Z ﬁr (UT Tr—1 + Or Tr41 — Op—1Tp — Op41 TT’) + ﬁn (Un Tn—1 — Op—1 Tn):| ;
r=2

n—1
= {|F_G| S d} Zl(ﬂr_ﬁr-i-l) (UrTr+1 _0r+17—r)7

—_

n—

donc |hoF—hoG| <e> (opTrp1t+omt) <e (Zn: 0T> <i T,«) = e.

r=1 r=1 r=1

On en déduit
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|hoF —hoG| = |hoF—hoG|{|F-G|>d}+|hoF—hoG|{|F-G|<d}

< (}hoF]+|hoG\){|F—Gy>d}+e < 2| {|F=G|>d} +e.

2.2. Théoreme : Soient F,,F € FO(fi), F, = F: alors ona Vh € |Cp(IR)

hOFnﬂhOF,etdonc [Lpngﬁlz‘; side plus | ip € MY (IR)"| on a [Lan[LF.

Dém : Supposons d’abord h € Co(IR) ; soit € >0 ; il existe k € Eo(IR) tel que

|h—k| <e, doncaussi e < 2e (notations du lemme précédent);
on a alors Vn e IN ’kan—koF‘ <2|h||.{|F,—F|>d} + 2¢,
donc |[koF,—koF| ., < 2hll.|[{IFa=F|>d}|, + 2l

donc lim ||k;an—koFHﬁ7 < 2¢||it]]s ; on peut écrire

1
|hoF,—hoF| <|koF,—koF|+|(h—k)oF,|+]|(h—k)oF|
< |koF,—koF|+ 2| h—k| < |koF,—koF| + 2¢;
done Tim |[hoF,—hoF|, <d4eljll.; done hoF, &% hoF.
Supposons maintenant h € Cp(IR) ; ona ¥k, n € IN* (avec X =1[ 4 i)
hoF, —hoF = (Xyh)oF, + [(1=X)h]oF, — (Xyh)oF — [(1=Xy)h]oF;
donc |hoF, —hoF|<|(Xyh)oF,— (X;h)oF|

+ | [(1=Xp)h] oFy| + | [(1=Xg)h] oF|
< | (Xph)oF,— (Xph)oF| + [ |[(1=Xg)oF, | + |A] [(1=Xy)oF|
< | (Xph)oF,—(Xph)oF | + {|F| >k} + {|Fa| >k} ;
donc [[hoF,—hoF |l < [[(Xph)oF, = (Xgh)oF|

+ [{IFL> R+ > R
soit € > 0 ; choisissons k € IN* tel que H{|F|>k}Hﬂ71§ £ et

S

VnelN H{|F”|>k}Hg1§ e (c’est possible car F,, == F); on en déduit
VneWN [[hoF,—hoF| < |[(Xph)oF, —(Xph)oF|l  + 2¢;
donc lim HhOF”_hOFHg,1S 2¢; donc hoF, LILY holF.

La fin du théoreme est une conséquence du Théoreme XIV. 6.
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2.3. Définition : Supposons € P(IR").

On dit que F,, € FO(ji) converge vers F € FO(fi) ssi fip, — fiF ;

, . loi
on écrit F, — F.

On dit que F,, € FO(f1) converge vers F € FO(f) ssi fip, 2 fip s

;. Loi
on écrit F, — F.

2.4.*% Corollaire :

loi

Soit i€ P(R") et F,, Fe FO(ii); alorsona |F, = F = F, 2 F|.

Sideplus [fip € Pp(IR)| ona |F, B F = F, & F|.

2.5. Théoréme :

Soient F,, Fe FO(i), F, 22 F; alors Vhe[Cs(R)| ona hoF, 25 hoF.

Dém : Analogue au théoreme précédent .

2.6. Théoreme : Soient h € E(IR) et F, G e FO(IR) ; alors on a

|hoF —hoG| < 2|h|.{F#G}|

Dém : On peut écrite h=3 3,1y, ; posons V1<r<n o ={Fel}
et ,={GeL};oma Vr (o,—7){F=G}=0, donc
(hoF—hoG){F=G}=> 8,(0, —7){F=G} =0;
donc |[hoF—hoG|=|hoF—hoG|{F#G}<2|h||.{F#G}.

2.7.% Théoreme : Soient F,, F e FO(n), F, A F; alors Vhe Rp(IR)| ona

hoF, LILN hoF, et donc f[i, 2, .

2.8.%* Corollaire :

Soit 1€ P(IR") et F,, Fe FO(i); alorsona |F, AF = F, X

2.9.* Théoreme : Soient F,, F e FO(n), F, 5 F:oalors Vhe Rp(IR)| on a

hoF, 25 hoF.
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Récapitulatif : Modes de convergence dans FO(ji) avec | i€ M*(IR")*

F, ™ F = Vhel|Cz(R)| hoF, &5 hoF.

F, 2F = Vhel|Cz(R)| hoF, 25 hoF.

F, 5F = Vhe|Rp(MR)| hoF, &% hoF.

F, 5F = Vhe|Rp(R)| hoF, 25 hoF.

Si | € P(IR™)| on a par conséquent A = Loi

4 4T

ms = loi

§ 3. Composée d’une [i-fonctionnelle F et d’une /i p-fonctionnelle

Contenu : Soient | i€ M*(IR) | et | F € FO(f) |. Nous étendons la notation hoF |

d’abord pour h € £!(jif), ensuite pour h € FO(jir).

3.1. Théoreme : Vhe Eo(IR) ona ||[[hoF|z1=|hlae1]-

Dém : [|hllzea=ir (Ih]) =7 (k] oF) =f(lhoF|)=hoF|z:.

3.2. Définition : |Vh € £(jir) | on peut donc définir par densité.

3.3.* Théoreme : Vh e L'(ir) ona hoFe LY i) et |[|hoF|z1=hlzp1 |-

3.4.% Corollaire : Vhe LY (jir) |jfarp(h)=j(hoF)|.

3.5.* Théoreme :

L’application L'(fir) — £Y(j1) : h+— hoF est une isométrie de Riesz.

En particulier on a Vh € £L'(fig) ||hoF| = |h|oF |.

3.6. Théoreme : Vhe Eo(IR) ona ||[[hoF|az2=hllap.2]-
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Dém ||h||,1F,2=l~lF(h2) :ﬂ[(hz)OF} =[ [(hOF)ﬂ = ||hOF||ﬁ,2-

3.7.% Corollaire : Vhe £?(fig) ona hoF e L*f) et |||hoF|z2=[hlze.2]|

3.8.* Corollaire :

L’application L2(fip) — L2(j1) : h—hoF est une isométrie de Riesz.
De plus Vg,he L?(fir) ona |(gh)oF = (goF)(hoF)|.

3.9. Théoreme : Yhe B(apr) ona hoFe B(a) et |[|[hoF|zp= kb5

Dém :
Vhe B(ar) ona [h] <|[hlzzp, donc |[hoF[=|h|oF <|[h|lzzpoF=[hlz 5,
done hoF e B(i) ot [hoFllns < [hlas.

D’autre part Vk € Eo(IR) ona |(hjp)(k)|=|ar(hk)| =|a[(hoF)(koF)]]

< |[hoFlap-a(lkoF|) = ||hoF|as.ar(|k]), dnc [hze < [|hoF|is.

3.10.* Corollaire : L’application B(fr) — B(ft) : h— hoF est un algébromorphisme

et une isométrie de Riesz.

3.11.*% Corollaire : 0 € K(fir) = ocoF € K(f).

Notation : Onpose Yo e K(ig) |[{Feo}=00F| e K(f).

3.12. Théoréme : Vhe L' (ar) ona |Sz(hoF)=S;(h)oF|.

Dém :
LA [n.hoF|[|=1A[n.(|h|oF)]=1A[(n.|h])oF]=(LoF)A[(n.|h])oF]
= [LA(n.|h])]oF; donc S;(hoF) = 1li}lm LA [n.|hoF|] = 1li7£n [IA(n.|h])]oF

= [1liTILn IA(n.|h])]oF = S;(h)oF.

3.13. Définition : |V H e FO(jir) | on peut donc définir | HoF € FO(j1) | par densité

de L'(jir) dans FO(jir) pour la convergence plate ou exacte.

3.14.* Théoreme :

VHe FO(iur) ona HoF e FO(ii) et |S

(HOF): Sﬂ(H)OF .

=
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3.15. Corollaire : L’application | FO(fir) — FO(fi) : H— HoF | est un

algébromorphisme injectif de Riesz.

Dém : Soit He FO(jig) telque HoF =0; soit VneIN o, ={|H|<n};
ona 0= (0,0F)(HoF)= (0,H)oF, or |o,H|<n, donc o,H€E L F);
on peut donc écrire 0= || (o, H)oF|z1= |0, H| zp1, donc YnelN o,H=0,

or o,H 2 H, donc H=0.

3.16.* Théoreme : VH,, He FO(jir) ona (H, = H) < (H,oF = HoF)

(idem pour p.p., A, E).

§ 4. Généralisation aux [i-polyfonctionnelles

Contenu : Soit p € IN* ; on généralise les notions de ce chapitre en se donnant p

—fonctionnelles | Fy, Fo, ..., F, € FO(f1) | et en considérant la fi—polyfonctionnelle

i
F=(F,Fy,...,F,) «avaleurs dans IR? ».

1. Définition :

Soient I, Iy, ..., I, desintervalles de IR et soit K= 1; xIyx...xI, CIRP; alors

Ix € Eg(IRP) etonpose |LlxoF ={FeK}={F,elj}{Fyely}...{F,el,}|

On étend la notation hoF atout h € R(IRP) comme au Chapitre XVII § 10.

2. Définition :

On pose Vh € Rg(IRP) | fir (h) = fi(hoF)|. i est 'image de g par F.

3.* Théoreme : | ap € M*(RP)" | et || iarl=7al|-

4.* Théoreme : Si f€ P(IR™), alors | ip € P(IRP) | et g sappelle la

On peut étendre la notation Ho F a tout H € FO(fig) comme au § 2.
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Chapitre XIX : Conditionnement d’une ji—fonctionnelle sommable

Contenu : Soient | € M*(IR")" | (n€IN*) et | g€ L) |. On se donne de

plus la fi—polyfonctionnelle | F = (F;,Fo, ..., F,)| avec Fy,Fy, ..., F, € FO(fi).

Nous définissons alors la moyenne de g sachant F, ainsi que le conditionné de g par

rapport a F, et nous en développons les principales propriétés .

1. Définition : On pose Vh e Rp(IRP) | (gi)p (h) = (g/i) (hoF) = f[g.(hoF)]|.

2.* Théoréme : Ona | (g7i)r € MR | et [I[(sa)ell < lsllns = Ilg il |.

3. Théoreme : (g f)p est une mesure de base fip, c-a-d | (gi)r € [fr] |-

Dém
1) Supposons d’abord g € £ (IR") ; alorson a ¥ h € o (IR?)
[(ga)e(R)| =|alg.(hoB)]|<llgll a(lhoF|) =gl & (lh|oF)
= |lgll fir (|2]) 5 donc |(ga)r| < gl fir, donc (gh)r € [jiv],
car [fir] est un sous-espace intégral de M®(IRP).
2) Supposons maintenant g € £1(fi) ; soit une suite g, € o (IR") telle que g, 2 g ;
alorson a || (gi)r — (gnft) e, = || [(gn—8) lp|l, < llg—=gnllaa, done

(8nit)p = (g1)r € [fi¥].

4. Définition :

On peut donc poser | (g i)r = E(g|F)ir| avec |E(g|F) e LY ir)|.

E (g|F) s’appelle la moyenne de g sachant F'.

5. Théoréme : Vh € Rp(IRP) ona |(gh)(hoF)=jfr[E(g|F)R]

Dém : (gji) (hoF)=(gi)r(h) = [E(g]|F)jir] (h) = ir[E(g|F)h].

Ezxzemple : Soit p=1 et soit h = 1,5, ou A est une partie élémentaire de IR;

alors la formule ci-dessus devient / E ( g| F) fp = / g [t |, ce qui justifie le terme
A {Fe A}

de « moyenne de g sachant F ».
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6. Théoreme : Vh € Rg(IR?) ona |E(hoF|F) = {h};,|.

Dém : Vke Rp(IRP) ona ap[E(hoF|F)k]={[(hoF)a](koF)
= [(hoF)(koF)] = a[(hk)oF] = fp(hk); donc E(hoF|F).ar=h.fr,
donc E(hoF|F) = {h};,.

7. Définition : On pose E(g|F) =E(g|F)oF| € LYR).

E (g | F) s’appelle la conditionnée de g par rapport a F.

E (g | F) est la composée de F qui approche « au mieux » g |.

Schéma fonctionnel :

8.*% Théoreme : | g>0 = [E(g|F)ZO et E(g|F)20} .

9. Théoreme : || (gfi)r| < (lgl /) |, donc |E(g|F)| < E(|g||F)

donc | |E(g|F)| < E(]g||F)|.

Dém : Ona VheRp(RP) [(gi)r(h)] =]|(gi) (hoF)| < (lgli) (|hoF])

= (lglf)p (1) ; donc |(gf)r| < (gl /i),

10. Théoréme :

plE(elF)] =) | et |IE(IP)ll,, = [E(elF)llarn < lgla |

Dém
1) i[E(2IF)] =i [E(s|F)oF] = jir [E(g]F)] = (2)r (1) = fi(g).
2) [|[E(elF) |, =a[IE(IF)]=a[lE(g|F)|oF] = jir[|E(g]F)]
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= 1B 1F)[[ara = [E(elF) Aell, = [[(s )ell, < Il

11.* Théoréme : Vhe L'(fip) ona |E(hoF|F)=h|.

12. Théoréme : Vhe Rp(IR?) ona |(gh)(hoF) = [ (g|F) ] (hoF)|.

Dém : (g ) (hoF) = (g/)r (k) = v [E(gF)h] = i [[E(2]F) h] o F]

g
— i|[E(gIF)oF].(hoF)| = i [E(gIF).(hoF)] = [E(g]F) ] (hoF).

13.* Corollaire : [E(g|F)/ﬂF: (g@)r |, donc E[E(g|F)|F] =E(g|F) |,

donc /E\[/E\(g|F)|F} = E(g|F) :

14.* Corollaire : g+ E (g | F) est une projection croissante de norme 1 de L£(f).

15. Théoréme :

Vg e L2() ona E(g|F) el (@) et |[E(gIF)llas=[E(sIF) a2 < el |

Dém : Ona VYheRg(R?) jir[E(g|F)R] = [E(g|F)ir](h) = (gi)r (h)
=ffg.(hoBF)] < lgllazlhoFllaz= llghaz lhllap2;
donc E(g|F) e L?(ir) et [E(gIF)lap.2<lgllaz;

donc E(g|F)=E(g|F)oF €L(h) et [E(2IF)llz2=E(sIF) a2 < lglso

16.* Corollaire : g+ E (g|F) est une projection orthogonale croissante de £2(fi).

17.* Théoreme :

Vge B(ji) ona E(g|F)eB(i) et |[E(gIF)lan=]E(eIF)|arn < lellas|-

18.* Corollaire : g+ E (g | F) est une projection croissante de norme 1 de B(fi).
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CINQUIEME PARTIE : Intégration sur 7,

Contenu : Comme application des principes mis en oeuvre dans notre travail nous
présentons dans cette derniere partie une théorie de 'intégration des fonctions et des
mesures réelles ou complexes sur Z,. En particulier I'existence d’une mesure de Haar
réelle sur 7, permet de recycler sans grand changement la théorie des mesures sur [a,b].

On remarquera qu’il n’est fait aucune allusion aux pseudo-mesures : c’est parce que
sur %, les fonctions étagées sont continues, donc que l'espace des fonctions réglées
coincide avec l'espace des fonctions continues, donc que le concept de pseudo-mesure

s’identifie au concept de mesure .

Chapitre XX : Mesures et fonctionnelles sur 7,

§ 1. Définitions et notations

Va,beIN |ab Signiﬁe’«adivise b>>‘,

a+ b| signifie ’« a ne divise pas b » ‘

= algebre des fonctions : 7Z, — IR continues

Cp
F, = algebre des fonctions : 7Z, — IR bornées

Notation : V f € F, onnote | f| = sup |f(z)].

x€Zy

1.1. Définition : Onnote Yu € Z, V{€IN B(u,l) = u+ p*Z, ; c’estla boule

de «centre» u et de «rayon» 1/p*; ona Yué€Z, B(u,0) = %Z,.

1.2.* Théoreme : Tout point d'une boule de Z, est centre de cette boule.

Deux boules de 7, sont soit disjointes soit incluses I'une dans 'autre.
1.3.* Théoreme :

Vu,veXZ, YI{e€IN B(u,é):B(v,ﬁ)ﬁuEB(v,f)].

On note Ig(y, ¢) lafonction égalea 1 sur B(u,?) eta 0 sur Z, —B(u,() ;

c’est la fonction indicatrice de la boule B (u, ¢).
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Une combinaison linéaire (réelle et finie) de fonctions indicatrices de boules de Z,

s’appelle une fonction étagée. On note &, 'espace vectoriel des fonctions étagées.

1.4.*% Théoreme : | €, C C, C F,

Compte tenu de ce théoreme le concept de fonction réglée n’est pas significatif sur 7, :

il coincide avec le concept de fonction continue .

1.5.*% Théoreme : &,, C,, F, sont des algebres de Riesz.

§ 2. Intégrale de Haar des fonctions continues sur 7%,

2.1. Lemme :

felC, & |[Ve>0 ilexiste meIN tel que Yu,veZ, ‘f(u+vpm)—f(u)|<g}_

Dém :

a) = : C, est compact, donc f est uniformément continue sur Z, ; il existe donc
n>0 tel que Yu,weZ, [|w|p <n = ‘f(u+w)—f(u)‘ < 5] ; choisissons m € IN

tel que 1/p™ < n; alors on a bien Vu,veZ, ’f(u—l—vpm)—f(u)‘gs.

b) <« : Trivial.

2.2. Théoreme :

p"—l

1
Soit feC,; alors | lim — Z f(r) | existe; on note cette limite / f(z)ox
Z

n—+oo pm

r=0 P

et on I'appelle I'intégrale de Haar de f.

Dém : Soit >0 etsoit me€IN telque Vu,veZ, |f(utvp™) —f(u)|<e;

1 p™-1 1 p"-1 1 B pm—1 p"—1
ona Vnsmo U ()~ L S f) = [0t f) - X )]
pm—1 p™m—1 pnTm-—1
S L WG M ST
p r=0 r=0 =0
1 p™Mm—1 phTm—1 1 p™m—1 pnTm—1
- X [ =L fresem ] = () = f(r+kp™)]
pP" r=o0 5=0 P" r=0 k=0
donc VneN ‘— pmz_lf(r) - in pil f(?“)‘ <e¢
p r=0 p r=0
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2.3.* Théoreme : /]1(53:: 1.
VA

P

2.4.% Théoreme : V feC, ona | f(z)|dx=0 & f=0.
Z,

2.5.* Théoreme : Vf, geC, ona | f<g = [ f(x)ox S/g(m)(h: .
Z

Z, »

On se donne désormais f € C,.

2.6.* Théoréme ‘/f 5;1;( </ F ()] () 2 < || ] |.

2.7. Théoreme : Vu € Z, flx4+u)dx = | f(x)dx
zZ, Vi

Dém : Supposons d’abord uw =k €IN; alorsona VnelN

1 ri-1 1 pitk-1 1 rp'-1 k—1 Pt k—1
X R = L )= X - X 0+ X f0)]
p" r=o0 p r=k p r=0 r=0 r=pn

en faisant n — + oo on obtient flx+k)dx = | f(z)ox
Z, zZ

Supposons maintenant w € Z, ; soit € >0 et soit m € IN tel que
Vv, weZXZ, }f(v+wpm)—f(v)‘ <e;soit kelN telque u—kepm™Z,;

alors on peut écrire Vr € IN | f(r+u)— f(r+k)| <e; donc VnelN

— Z f(?”+U)—— Z f(r+k)

1 pol
‘ € ; en faisant n — 4 oo on obtient

‘ fx+u5x—/f 5$

2.8. Théoreme : Soit u € Z, tel que |u|, =1; alors /f(ux) dr = [ f(x)dx |.
z

P Z,

Dém : Soit € >0 etsoit meIN tel que Vo, weZ, |f(v+wpm)—f(v)| <e.
Supposons d’abord u=k € IN* ; ona p+ k; soit n€IN, n>2; effectuons
Vrel[l,p”—1] ladivision euclidienne de kr par p"; onpose kr=s,+t,p"

avec S,,t, €IN* et s, <p"—1.
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Montrons que r; =ry < S, = S,, ; en effet supposons s,, = s,, ; alors
p" [ k(ri—ry) donc p™[ri—ry; or |rp—ro| < p"—1, donc r;=ry.

On peut donc écrire {s; |1 <i<p"—1}=[1,p"—1]; onen déduit Vn>m

1 pll 1 pll 1 pll 1 Pl

X SR = R S0 = | R flse ) - R Sl | <6
pP” r=o0 P” r=o0 pP" r=1 r=1
en faisant n — + oo on obtient ‘ f (kx)dx —/ f(z (5x

Supposons maintenant u € Z, et soit k € IN tel que u—kep™Z,; ona Vn>m

1EUWP—szﬂ41§WWHum1%ﬁﬁw>g;
en faisant n — 4 oo on obtient ‘/ uz)dx —/ flz (5:5
2.9. Théoreme : [ Zf(x) 5m}2§ Zf2(x) dx |.

Dém

LS ) = S S0 s H SIS re] = Y 2o

il suffit ensuite de faire n — + co.

2.10. Définition : Yu € Z, V{¢e&IN on pose f(x)dx :/ Ig(u,e)(x) f(x)dx.
B(u,?) Z,

1
2.11. Théoreme : f(z)dr = — flu+p'e) sz
B(u,t) pJaz,

Dém : Supposons d’abord u =k € IN* ; on a f(x)dx :/ Igk, o) (x) fz) oz

B(k7e) ZF
1o 1 .
= lim Z Ik, e)(r) f(r) = lim — > f(k+sp")
n—too Pt = " PRo<s < (pr—k—1)/p!
. 1o ¢ 1 ¢
= lim o Z f(k+sp)= — [ f(k+p'x)dx.
n—-+ 0o — p Z,

Supposons maintenant w € Z, ; soit € >0 et soit m > ¢ tel que Vv, w € Z,

|f(v—|—wpm)—f(v)|§5; soit k€N telque u—kep™Z,; alors ke B(u,/l),
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donc B(u,f)=DB(k,¢), donc f(x)dx = [ f(x)dx = i/f(k—i—péﬂv)éav

B (u, ) B(k,¢) ‘)z,

On en déduit
1
‘/ 5x—— f(u+px 5x‘—)— f(k—I—px)ém—— flu+ ple) oz
Zy pt z,
1
< 0 | 1Ot pte) = fluspfa)| 0w < e fp"
ZP

2.12. Définition : Si A C Z, est une réunion (modérée) disjointe de boules B; de Z,

on pose /f (53:—2/f

§ 3. Espaces fondamentaux

La théorie des mesures et des fonctionnelles sur [a,b] se transpose intégralement a Z,, ,
avec la circonstance simplificatrice que R, = C, (le complété de &, pour la norme || ||

est C,). Reprenons-en les principales étapes.

Sur C, il y a trois normes fondamentales : outre la norme || ||, on pose V f€C,

/
1= [ 1s@loe et I5le=[ [ o]

Une mesure sur Z, est un élément du N-dual de I'espace normé (&,, || ||).

On note M, T'espace vectoriel des mesures sur %, .

Autrement dit | M,, est le N-dual de I'espace normé (&,, || ||) |-

Tout 1 € M,, s’étend canoniquement a C, en posant V f € C,

i(f) = limy i(fa) avee fa€E, et fuf].

Notation intégrale : Yjie M, VY feC, onnote |a(f)= [ f(z)pa(x)]|.

vV feC, laforme linéaire | {f} : £,—-R : g— [ gfdz | est une mesure ;
z,

{f} est la mesure associée a f (ou fonctionnelle associée a f).
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En particulier a la fonction constante |1 =1z, € £, | est associée la mesure

{1} : €&, =R : g+— [ gdz |; c'est la | mesure de Haar | sur Z,.
ZP

Notation : On note C,= {{f} | f e Cp} C M, ; c’est un sous-espace de M,

on utilise une notation analogue pour tous les sous-ensembles de C, .

Dans M, on définit la norme || ||, , duale de la norme || ||, en posant Vi€ M,
[alle = suwp  |a(g)] = sup  fi(g)
ge&p, llgll=1 g€&p, llgll=1
La norme || ||, prolonge la norme || ||; sur C,.

On note £, la fermeture de £, dans M, . Ona C, C L, . Les éléments de L]

s’appellent les fonctionnelles sommables sur Z,. On note Y f € Lol flli =111l

Notation intégrale : ¥ f € L) on écrit f(z) 6z aulieu de f(x): on a donc
ZP ZP

Zf(a:) dr = Zf(x):f(]l) (avec 1 =1g,).

Le N-dual de Pespace normé (&,, || ||2) se note L£2 et ses éléments s’appellent les

fonctionnelles hilbertiennes sur Z,. Ona C, C Ef) C EII) et la norme sur Cg se note

encore || [|o car elle prolonge la norme || || sur C, ; de plus &, est dense dans L2.

Ona Vel [Iflla<IfIi<fI] et VieLy [Iflla<IFl].

Le N-dual de I'espace normé (Sp, I ”1) se note 3, et ses éléments s’appellent les

fonctionnelles bornées sur Z,. Ona C, C B, C L2. Onnote || ||z la norme sur B,

et on a VfGBp ||f||B§||f||2 .

M, et £]13 sont des espaces de Riesz-Banach ; Ei est un espace de Riesz-Hilbert ;

B, est une algebre de Riesz-Banach .

L’ensemble C, des fonctionnelles caractéristiques et 'espace N, des fonctionnelles

totalement singulieres se définissent comme sur [a,b].

On dispose du théoreme de Radon-Nikodym | M, = Ell, &N, |
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On peut de méme définir les espaces de fonctions BA, et W, , espaces respectivement

des fonctions de Baire et des fonctions universelles sur 7, .

Tous les espaces que nous avons définis dans ce qui précede vérifient les mémes
propriétés que leurs correspondants sur [a,b]; quant aux démonstrations elles se
transposent quasiment sans changement. De plus on dispose toujours des incontournables

théoremes de convergence monotone ou bornée.

Finalement on peut construire I’algebre de Riesz FO, des fonctionnelles (générales)

sur Z,, et développer la méme théorie a leur sujet que pour [a,b].

Récapitulatif
Fy FO,
U U
E, CC, C BA, CW, — B, C L CL, CM,
U U
K, N,

La théorie s’é¢tend a %, x Z, et permet de démontrer le théoreme de Fubini.

Ces résultats se généralisent sans difficulté a des fonctions ou des mesures complexes ;

nous utiliserons pour les espaces correspondants les notations C, , etc ...

8 4. Moyenne d’une mesure sur une boule

4.1. Définition : V/]G/\//E Vve#Z, V{c€IN on pose

Te (i) (v) = p* i(Lp(o, o)) = pe/z]lB(u,e)(lﬁ)ﬂ(x)

Ty (1) (v) est la moyenne de i sur la boule B (v, ).

4.2. Théoreme : Vie M, ona T, (a) €&, et ||To(D)| < pllfil-

Dém : Il existe exactement p* boules (disjointes) de «rayon » p’; T, (ji) est constant

sur chacune d’entre elles, donc Ty (i) € g’; . Par ailleurs on a clairement Vv € Z,

| Te (i) (v)] < P 12l
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4.3. Théoreme : VﬂG/\//l\p on a HTg(ﬂ)ng | 2]« |-

Dan < |70, = [ [Te@e)]56) < o [ /ZILBM) )17l ()] 6 (0)

or Vv, 2 €%y, lg, o (r)= L, (v), donc

ITe@l = v [[ oeo@s@]lile = [ lil@ = ..

4.4. Théoreme : eré; ona T,(f) = f quand ¢ — +oc0.

Dém : Soit € >0 etsoit mcIN telque Va,beZ, on ait

| fla+bp™) — f(a)| < €; on peut alors écrire V¢ >m Vv €%,

T (@ -] < [ [+ p') - fw)]de <,

P

ca-d Ve>m || Te(f)(v) = fv)| <e.

~ — ~ ~

4.5. Théoreme : V fe L, ona T¢(f) 5 f quand /¢ — + 0.

—_~ o~

Dém : On applique le LFAF aux opérateurs linéaires T, — 1 : L] — L.

4.6. Théoreme : ver\g ona T,(f) 2 f quand (— + 0.
Dém : Analogue a la précédente.
4.7. Définition : Soient fi,, ft € M, ; ondit que la suite fi,, converge faiblement vers i
ssi VheC, fin(h)— fi(h). On écrit fi, — fi.
4.8. Théoreme : V/]E/T/l\p ona Ty(ji) = i quand /¢ — +co.

Dém : II faut montrer que Vh eC, / v) Ty (1) (v — /

quand £ — +o0o0. Ona /h(v) Ty (i) (v) 6 (v) :/zh(v) Pt [/ZnB(v,g)(x)g(x)] 5 (v)

ZP P P

/Zp /Z]lB o) W) 5(0) | () :/ZTg(h) () fi(z) ; comme Ty (h) = h,

on en déduit /z Ty (h) (x) p(x) — / h(xz) fi(x) quand ¢ — + oco.

P ZP
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Chapitre XXI : Séries de Fourier sur 7,

Contenu : Nous développons la théorie des séries de Fourier des mesures complexes
sur Z, . Ces séries sont des combinaisons linéaires infinies a coefficients complexes de la
fonction 1 et des fonctions de la forme e =27im2/P" (m ncIN*, m < p" —1 et m

non multiple de p), qui constituent les caractéres de Z,,.

Nous proposons ensuite des exemples explicites de calcul de séries de Fourier sur 7, .

§ 1. Caracteres de 7%,

Notation : IK = corps des rationnels

IK, = complété p-adique de IK = corps des fractions de Z,, .

1.1. Théoreme : La fonction | F 1K, - C : u — e2m™iu | est bien définie.

Dém : Comme IK,/Z, est canoniquement isomorphe & Z[1/p|/Z C IK/Z et que

la fonction IK/Z — € : u +— e?™*% est bien définie, il en est de méme de la fonction E .
1.2.* Théoreme : E€C,; deplus Ve €K, [E(z)=0 & z€%Z,].
Notation : Onpose U={zeC]||z|=1}.

1.3. Définition : Une fonction F' : Z, — U est un caractere de Z, ssi F'€C, et
ssi Vao,yeZ, F(x+y)=F(z)F(y).

1.4.* Théoreme :

La fonction constante Ey : Z, — U : z +— 1 est un caractere de Z,,.

1.5.% Théoreme : ¥V m,n € IN* telsque | p+ m < p”—1| la fonction

)

Emn: Zy,— U : 2+ E(ma/p") = e2™m2/P" | est un caractere de Z,, .

1.6.* Théoreme : E,, , = E,n & [m:m/ et n=n'

Remarque : Nous verrons plus loin que Fy et les E,, , sont les seuls caracteres de %, ,

mais nous ne ferons pas usage de ce résultat pour I'instant .

1.7.* Théoreme : Les caracteres de Z, forment un groupe multiplicatif G, .
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Notation : ¥V z €€ nous notons z# le conjugué de z.

1.8.* Théoreme : VF € G, Vo €Z, ona F(—z)=F(z)*=1/F(x).
1.9.*% Théoreme : Vx € Zy, FEpn(—2)= Ep ()= Epn_mn(z).
1.10. Lemme : Si deux caracteres de Z, sont proportionnels ils sont égaux .

Dém : Soient F' et G deux caracteres de Z, et soit ¢ € U tel que G =cF';
ona c*F(1)?=G(1)?=G((2)=cF(2)=cF(1)?, donc ¢*= ¢, donc ¢c=1.

1.11. Théoreme :

Si F et G sont deux caracteres distincts de Z, on a / F(z)G(x)* 62 =0.
Zy

Dém : Ona VyeZ, /F(:c)G(x)#éx:/F(x+y)G(x+y)#5x
Z, z

P

= F(y) G(y)#/ F(z) G(x)* 6z ; puisque F # G, il existe au moins un y € Z,
Zp

tel que F(y) G(y)* = F(y)/G(y) # 1; donc / F(x)G(z)# 6z =0.

Zy

1.12. Corollaire :

Vm,ne€IN* telsque p+m < p"—1 ona /eiz’”mx/pnéx—() )
z

P

§ 2. Séries de Fourier sur 7%,

2.1. Définition : Soit ,&E./T/l\p; on pose | cg :/ a(z) e
zZ

p

et Vm,ne€IN* telsque [p+m < pr—1 cmm:/e_”imx/”nﬁ(as) eC.
Z

p

Ce sont les coefficients de Fourier de /.

2.2.% Théoreme : |co| < ||lls et |cm.nl < | @lx-

2.3. Définition :

00 p"—1 )
La série cq + Y, ( > Cmom 62“’”"’3/?”> est la série de Fourier de fi.
n=1 m=1
pftm
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Y4 pn—1 ) .
Onpose V/eIN VYveZ, Si(f)(v) =co + >, ( S Conp €27EMY/P >;
1

m=1
pftm

Se(p) € E’; est la somme partielle d’ordre ¢ de la série de Fourier de fi.

2.4. Théoreme : V/€IN ona |S,(fn) = Te(f1)|.

0 p"—1 ) .
Dém : On a VUE%P SZ(ﬂ)(U) = ¢co + Z ( Z Conom e?T(’Lm’U/p )

n=1 m=1
pfm
0 p—1 ) N ) N
— /ﬂ(fﬁ) + Z ( Z [/6—27rzm;c/p Ia(x)i|627rzmv/p )
Z, n=1 m=1 Z,
pfm
J4 pt—1 ) .
= [aw+ [ [ 2 (T e i
Z, Z, - n=1 m=1
pfm
pt-1
:/ [ Z e?ﬁim(v—x)/pe}ﬂ(r).
Z, m=0
pf-1 4 ,
Si r€B(v,l), cad si (v —v)/p* €XZ,, ona > e2mimv=o)/pi= 5t
m=0

e

m=0
pi-1 , )
donc Y e?mim(v=e)/pi= plip, 4 (z), donc
m=0
S¢() (0) = 9" [ Lngon(2) 7o) = T () ()
Zp

On en déduit le corollaire suivant :
2.5.* Corollaire : eré; ona S,(f) = f quand ¢ — +o0.
on a Sg(f)—l>f quand ¢ — 4 oo.

VfeLl? ona Sg(f‘)if quand { — + 00.

Remarquons que, contrairement aux séries de Fourier sur IR /27 7% , on se trouve dans la

situation la plus favorable possible.

2.6. Relation de Parseval : V f € ZE on a

oo p"—1 ~
eol? + £ ('S femnl?) = [ 1717 b2
n=1 m{Zl Zp
pfm
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~ ¢ pt—1 ) "
F@)#8e(7) (@) 0 = co | f@F oz + X 5 epn| [ Fla)F e 5|
Z, Z, n=1 m=1 Z
ptm
y4 p"—1
= leol?+ X (X lemal?) ;

n=1 m=1
ptm

de plus S, (1) 2 f, donc f@)#S,(p) (@) 6z — | |f|*(x) 6z quand ¢ — 4+ oco.
Z, Z,

2.7. Corollaire : Les seuls caracteres de 7Z, sont la fonction F, et les fonctions FE,, ,
avec m,neN* et pfm < pr—1.

Dém : Soit F € G, distinct des caracteres énoncés ci-dessus ; ona F € (/','; C Z\g :
or tous les coefficients de Fourier de F sont nuls car F est orthogonal a tous les autres

caracteres de Z, ; on en déduit |F|*(z) 6z = 0, donc F=0.
ZP

2.8. Théoreme : VﬂE/T/l\p Vhe@ on a

co/zh(v)é(v) . [:121 cmm/zh(v) e”imv/p“é(v)] :/zh(x)ﬁ(m)

=1
P n P P
pftm

Dém : Ona V/ & IN*

co [ 105w + X ['E e [ 10) 5] = [ 1618400 50)

P n=1 p P
ptm

:/Zh(v)Tg(ﬂ)(v)(S(v) H/Zh(x)ﬂ(x) quand ¢ — 4 0.

P

2.9. Corollaire :

Soit fi € /\//E tel que tous ses coefficients de Fourier sont nuls ; alors g = 0.

Dém : Si tous les coefficients de Fourier de ji sont nuls, alors Vh e &,

/ h(z) i (z) = 0; donc par définition i = 0.
Z

p
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§ 3. Exemples de séries de Fourier sur 7%,

Exemple 1°  f,: Z, — [0,1] : 2 — [z[5 avec s € R}.

Calcul de cq :

co = [ lal3 8(x) = i’i/ @z 6(2) = 3 1/p 5 (2)

TS
’"prp”'lzp r=1 p Tprp’“‘HZp

=11 1 p—1 & 1 (p—1)p°
=2 ( ) p =y pristh o pstl—1

Calcul de ¢y,

. 0 .
mon = [ Jalg T ) = 5 2l e ()
Z, r=0 per_prJrlZP

_ Z 1 / 6—27Timz/p"é‘(x)
p

"Zp—prtlZy

1 1 . ner 1 , S
|:_/ 6—27rzmx/p 5($) . +1/ e—ZTrzmgc/p 15($)]
P’ Jz, r Jz,

O ]. ]_ ; n—r 1 ; n—r—1
— Z |:_/ 6727r1mz/p (5(%) . +1/ 6727T2mx/p 5(%)]
Z, P Jz

P

1 1 > 1 1 1 1 p—1 = 1
- " + Z <__ pr+1> :_pn(erl)fs + Z pr(s+1)

pln=hs pn = pre A\ pr -
B 1 . p—1 X 1 B 1 . p—1 pst!
- _pn(s—H) [p - = pr(s+1)] pn(s+D) [p p pitl—1
SRS S PR 3 U [ (N it — p'—1
o pn(s+1) ps+1 -1 - pn(s+1) ps+1 -1 o p(n—l)(s+1) ps+1 —1°

Comme f; € C,, on peut écrire Vo € Z,

o] n—1

|(L”S — (p_l)ps _ ps_l Z 1 pZ_ 627rimm/p” )

P ps+1 -1 ps+1 -1 p(n—l)(s-i-l)

n=1 m=1
ptm
Puisque f est une fonction réelle on en déduit :
o] 1 pn—1
s+1 s _ s _ s __ _ ny .
(» Dzl = (p=1p (p*—1) Zl D) Z_l cos (2mmx/p") ;
pfm

en particulier pour s = 1 on obtient :
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(e}

(p+ 1)zl =p - pETTm > cos(2mmaz/p) |.

n=1 m=1
ptm
Par ailleursona Vn > 2
pn_l pn_l p"71—1
> cos(2mma/pt) = > cos(2mmax/p") — cos (2mmax/p™t).
m=1 m=1 m=1
pfm

ce qui permet d’écrire

n

e’} pt—1

P 1

x|, = — — -1 cos (2mmax/p™) |.
|z, | (p );1: oo m§:1 ( /p")

Remarquons que ces séries n’ont qu'un nombre fini de termes non nuls ; les termes

1
d’indice n > k+1 sont nuls quand |z, = — .
p
Exemple 2°

On définit la fonction o : Z, — [0,1] de la maniere suivante :

si ...dpdg—1...dyd; estledéveloppement p-adique de x € Z,, on pose

o(x)=0,dydy...dx_1dy ... quelon considere comme le développement p-adique

oo
d’un nombre réel € [0,1] ; autrement ditsi =z = > dy p*~' € %, , avec Vk e IN*
k

dp €[[0,p—1], onpose o(x) :;E:ldk/pk € [0,1].

Calcul de cq

1 pizt

Co :/Za(x)é(x) = lim —; Z_ o(r); ona V{eIN

pt—1 p—1 p-1 p—1 dl d2 d(
ory = > ... > (——l———l—...—i——)
r=0 di1=0dy=0 de=0 P b Pﬂ

1 rl pl—1 Copt—1 1
B p’ rzzzor - 9 done ¢ :ﬁ—l}-ri-noo 2 pt N
p—1
Lemme : VmeZ telque |pf m| ona 1) e2mimk/y —
k=0
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-1

=

2mimk/p __ p
2) : oke = g2mim/p _ 1
= ePv —1
Dém : Ona VYueC* eP" = ——— . en dérivant par rapport & u
cu _ 1 p p
k=0
p—1
ePt ePt —1 ,
on trouve Z kekv = f“—l — e“m ; en posant u=2mim/p
k=0

on obtient les deux résultats.

Calcul de ¢, 5,

Nous calculons ¢, 3, le cas général s’en déduisant aisément .

—2mimax/p3 : 1 r] Y, P 3
cms = | o(x)e Po(x) = lim — Y o(r)e mimr/p?
z, t—to0 pt =
pf—1
ona VI{>4 Z U(r)e_27”m7"/1)
r=0
p-l p—l p—l p—l dl d2 d3 dﬁ
= X X > (— R —>
d1 =0 da=0 d3=0 dy=0 \ P p? p3 pt

X exp{—27ril% (d1+d2p+ —l—dgpgfl)}

Pl rdy dsy ds Cy . dy
—+—+—+...+—)exp —2mim —
2 (p p?  p3 pt { p3}

p—1 p—1 p-1

=2 2 2

d1=0d2=0 d3s=0 dp=0

.y . ds : (-4

x exp{—27mim — } exp{—27im —}... exp{—27imd,p" "}
b b

p—1 p-1 p-1 p—1 d d d dy
=X Y X X (Tratatotog)

d1=0 ds=0 d3=0 de=0

d d d
X exp {—27rz'mp—;} exp {—27rz'mp—§} exp {—27rz'm?3};

p—1 d
or Y exp{—2mim —3} = 0, donc 'expression ci-dessus peut s’écrire
d3=0 p
p—1 p—-1 p-1 p—1 d3
.02 2 2, —3 exp{- 27mm—}exp{ 27sz—}exp{ 27mm—}
di=0do=1d3=0 dg—O p p3 p?

-l d
= Z Z Z ds exp {— 27mm—}exp{ 27rzm—}exp{ 2mim —};
d1=0 ds=0 d3=0 p
1 e—27rim/p -1 e—27rzm/p 1 P B 1 1
E e—2mim/p3 _ 1 e—2mim/p? _ 1 e—2mim/p _ 1] p_ e—2mim/p3 _ 1"~

donc ¢y, 3 =
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1 1
En généralisant on trouve donc | ¢ n = ——— o — :
) p2n-1 - Tim/p™ _ ]
1 1 7 Q
v R — = —- — t(—),
or Va € e o1 5 + 5 co 5
d ! [ 1+ t(“”)]
onc Cppp = ——— | — icot ({— ).
) 2p2n—1 pn

Comme o € C, on peut écrire Va € Z,

> 1 R o
o1 3 sy B [ ()] e
n=1 p " m=1 pn
pfm
Puisque o est une fonction réelle on en déduit :
= 1 R m
20(x) = 1— Z — Z [cos(?wmx/p”)+ cot (—)sin(Qﬂmx/p") .
p"T p"
n=1 m=1
pfm
Par ailleurs on sait que
SR T i p+1
1-— Z prr Z cos (2mma/p"™) = 5 lz|, ;
n=1 m=1
pftm
on obtient donc
+1 > 1 *E  mr
20(z) = p |z], — Z — Z cot <—> sin (2mmax/p") |,
p n=1 p " m=1 pn
ptm

: : +1 . :
ce qui montre d’ailleurs que p2 |z|, estla partie paire de o (z).
D balt®
P mm
Par ailleurs on a Vn > 2 Z cot (—)sin(mex/p”)
pn
m=1
pfm
= m i m
= Z cot (—) sin (2mmx/p") — Z cot ( - ) sin (2mma/p™ ).
p" P
m=1 m=1

ce qui permet d’écrire

n

pTt—
n

P o@) = ol - (-1 Y —

1
P pe 1cot<m7r>sin(27rmx/p")

pn

m =




Exemple 3° : généralisation de I'exemple 2°

On définit la fonction 7 : Z, — € de la maniere suivante :
siox =Y dpp* ! avec VEkEIN ¢, €[[0,p—1], onpose 7(z)= > dp 7!
k=1 k=1

avec AeC et [N <1.

Calcul de cq

1 p!
co= [ 7(x)d(x) = lim — 7(r); ona V/e€IN
o= [ r@ i@ = tm 5Y e0)
pf—1 p—1 p-—1 p—1
T =2 X .. X <d1+d2)\+...+d5>\“1>
r=0 d =0 dy=0 dy=0
1— )\ 1 1— )\ 1 p—1
Y4 .
= — -1 ;d = 1 - (p—1 = - ——
pilp=1) gy i done eo = Mmoo (p—1) 35 = 5 73
Calcul de ¢y, 5 -
Nous calculons ¢, 3, le cas général s’en déduisant aisément .
—2mima/p3 : 1 il —2mimr/p3
Cm s :/ZZ“) : Sw) = lm = % ) e ;
pf—1 ) s
ona VY{>4 Y 7(r)e 2mimr/p
r=0
p—1 p—-1 p-1 p—1
- Y Y Y LY (d1+d2A+d3A2+...+dm—1)
di1=0do=0 d3=0 dp=0

X exp {—QWiZ% (d1+d2p+ —I—dgpe_l)}

p—1 ) d
- Y Y Y LY <d1+d2>\+d3>\2+...+d5)\5*1) exp{—27rzmp—§}

d d
X exp {—27rimp_§} exp {_2Wimf} oexp{=2mimdp'"}

p—1 p—-1 p-1 p—1
=3 > ¥ ... (d1+d2>\+d3/\2+...+dmf—1)
d1=0ds=0 d3=0 d¢=0

X exp{—27rimp—;} exp{—?wimp—j} exp{—?wimf};

or Y exp{—2mim £ } = 0, donc Pexpression ci-dessus peut s’écrire

co=0 p
p—1 p—1 p-1 p—1 dl d2 d3
o2 > ey dsNexp{—=27mim —} exp{—-27mim — } exp{—27mim —}
d1=0dy=0d3=0 de=0 p p p
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p=1 p-1 p-1 d; do ds
=p 3N Y Y Y d, exp{_erz'm—g}exp{—27rim—2}exp{—27rim—}
di=0d2=0 d3=0 p p p

donc finalement

. B )\_2 6727Tim/p2_1 6727rim/p_1 p B )\_2 1
m,3 — p3 e—2mim/p3 _ 1 e—2mim/p? _ 1 eg—2mim/p _ ] o pQ e—2mim/p3 _ 1"
PP A\t 1
En généralisant on trouve donc | ¢, , = (—) 5 — ,
) P e—2mim/p™ _

1 n—1
c-a-d Cppp = = <é> [—1—1— i cot (m)]
2 \p p"

Comme 7 € C, on peut écrire Vo € Z,

) n_1q
p—1 A\ -1k ) mm rima/pn
2T(I>:m+z <5) Z[—1+100t(p—n)i| 62 /p
n=1 m=1
pfm

On pose Vn € IN* |d,(x) = n'®° chiffre dans le développement p-adique de = € Z, |.

En identifiant les coefficients des puissances de A on obtient Vn € IN*

p"—1
. mm Timax/p"
zdn(ac):p—lern_1 Z[—l—i—zcot(p—n)}ez e,
m=1
ptm
ou encore
1 pel mm
2d,(zx) =p—1— [cos 27muax/p" —l—cot(—)sin 27Tmz p”]
(x) e n;l ( /p") = ( /p")
pfm
Relation de Parseval
1 !

pt-1 p—1 p-1 p—1 1,
> dn(r)? = X dy =gt (p=1)(2p-1);
r=0 di=0 da=0 di=0
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En appliquant la formule de Parseval a la série de Fourier de d,, (z) on trouve donc

2 1 A= 1
vnelN g(p—l)(Qp—l):(p—1)2+ 2(n—1) Z RV
p m =1 S1i ( n)
1 . . pfm p
c-a-d ; (mﬂ) =3 (p*>—1) p?"=Y  donc
m =1 SN -
pfm p
pm—1 1 - p—1 1 . n |:pT1 1 prTi-1 1
m=1 Slnz(mﬂ> m=1 SlIl2 <m> r=2 m=1 SlIl2 (m) m=1 Sln2<m_7z
p" p p" P’
n pnfl n 2
1 1 1 pi—1 1, ,
- = (-1 V=2 (-1 = < (p*"—1),
r=1 mz:% sm2<m:> 3 ;:1 3 pr-1 3
pfm p
p"—1
1 1
c-ied = - (p*"—-1) |,
pn
qui est un cas particulier de la formule (n > 2)
n—1
1 1, .,
SN S S
m—1 sin? (m) 3
n

Exemple 4°
On définit la fonction ¢ : Z, — € de la maniere suivante :

siox= Y dpgp* ! avec VkE€IN ¢, €[0,p—1], on pose
k=1

o(x)= > )\klexp{27rz'w%} avec A€ C, |[A|<1 et well,p—1].
k=0

Calcul de cqo

1 r=}
= 0(r) = lim — (€N
Co /Z:o(x) (x) Jim o Eo o(r); ona Ve
p-1 p—1 p-1 p—1 dy dy
oo(r)y= 3 > .0 |exp{2miw—}+ Nexp{27iw —}
r=0 d1=0dy=0 d¢=0 p p

d
+ .o+ A exp{?wiw—f}] = 0; donc c¢o=0.
p

Calcul de ¢y,

Nous calculons ¢, 3, le cas général s’en déduisant aisément .
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17’_1

ems = [ ol e T () = tim LS () e,
Z

» {—+ o0 p r—0

en raisonnant comme a ’exemple 3°® on trouve V/{ > 4

pf—1 ‘ ) p—1 p—-1 p-—1
S () etmim/rt = pemaye 'y S exp{2mw—}
r=0 d1 =0 d2—0d3—

d d d
X exp{—27rimp—;} exp{—27rz‘mp—§} exp{—27rim;3}

—p e TS S e (comim D) e (~2mim B} e (270 (w-m) 2
di=0 d2—=0 d3—=0 P

_ ey 2:2::;;: :1 :__22:://:2__11 dii:o exp {2mi (w—m) %

=N 66:22:;://:3__11 :;2::10 exp {2 (w = m) Cll;

donc ¢,y 3 = ;\—Z :_22:;://:3__11 dpg—:lo exp {2 i (w—m) %

)\2 e—27rim/p_1

R Py ssi m=w (mod p)

0 ssi m#Zw (modp).

()\>n—1 e—2mim/p _

; ey TR ssi m=w (mod p)

En généralisant on trouve c¢,, , =

0 ssi m#Zw (modp),

A\n—1 e—2miw/p _ 1
( ) c ssim=w (mod p)

—27mim/pn 1
. e
c-a-d  Cppp = p

0 ssi m#Zw (modp).

Comme ¢ € é; on peut écrire Va € 7,

[_Hicot(%)]mzﬁ 2y ”’Z (14 dco (PET2 )] camitwrmee

p"
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En identifiant les coefficients des puissances de A on obtient Vn € IN*

p
n—l_l
1 g : w+Tr ; n—
= — exp{ZWiw in} Z [—1+zcot< - pﬂ')] g2mira/pt
p pr) = p

Relation de Parseval :

On a /z,, ’exp {27riw dn]fx)}

2

p"—1 1 B p2n

§ : . WT

r—0 sin? <w trp 7r> sin? (—)
anrl p
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Chapitre XXII : Convolution sur 7%,

Contenu : Nous étudions la convolution de deux mesures complexes sur 7, avec
les mémes méthodes que sur IR. Nous présentons deux exemples explicites de calcul de

convolution sur %, .

1.* Lemme :

Soit h € £, ; posons H : Z2 —TR : (r,s)— h(r+s); alorsona HeC,(Z)).

2. Définition : On pose Vj, v € M,

pxv €, — R : hH//Z%h(r%—s)ﬁ(r)D(s) :

3.% Théoreme : Vi, v eM, ona pxveM, et |p*xv|,<Ial]].
4. Théoreme : (./\/lp , *) est une algebre de Banach associative, commutative et unitaire .

Dém : Classique.

5. Théoreme : Vi€ M, ona |p+1=p(1)|; en particulier 11 =1.

Dém : Vhe&, (ax1l)(h) ://Z h(r+s)i(r /Zp /Zp r+S) ]ﬁ()

_ /Z [/Z h(s)6(s) ] i) = 2 Q) _h(s)6(s).

6. Théoreme :

1
Vu,ve€Z, Vk,leIN avec |k</(l] ona |Ipw, k) *Ipw,e)= — IButo k) |-
p

Dém : Yhe&, //Zgh(TJrS) Lg(u, k) (1) Lpw,e)(s) d(r) 6(s)
= /z /z (r+5) Lgu,r(r )5(7“)} Lg(v,e)(s) 0(s)
:ﬁ [/ h(u+ p* T+S)(5():|]1B(v 0y (8) 0(s)

:_/ / (u+p T+S)]1B(v€)()5()i| o(r)

— W/z [/Z h(u+p*r+ov+ps)d(s )] o(r)

P
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gt [ L plasesto st o]
_ # th(u—i—v—l-pkr) o(r) = ]%/th(r)llg(uﬂ,k)(r) o(r).

7.% Corollaire : £, &, C &,.

8. Théoreme : Vf,geC, YueZ, ona (fxg)(u) = [ f(z)glu—xz)dz ;

Zp
on en déduit f*xgeC,.

Dém : C’est une conséquence du théoreme de Fubini .
9. Lemme : Vf,g€C, ona (fxg)? < f2xg?.
Dém : Ona VueZ,

292 = [ [ f@gtu=a) ] < [ @)= de = (Frg) W),

10. Théoréme : V f,g€C, ona 1) [[f+gll < |[f] gl
2) [[f*gl < I1flllglh
3) lf*gllz < [ fll2 lgll

Dém : 1) Trivial 2) Conséquence du Théoreme 3

3) Ifxglls = 1(f*9)%lh < N1f2* g% < Nf2 0 gl = 1 fll2 [lgll2-
11.* Corollaire : C,*Cp, C Cp ; LLx L, C L) 5 L2 % L2 C L.

12. Théortme : B, * B, C B, et Vfge B, [f+gls < [flsllgls-
Dém : Soient f,§€ B, etsoit he€&,; ona

((F)( // (r+ 9| 1F1() 31 (s) 6(r) 6(s)

:/z [/z }h(r+s)||f\(7’)5(r)] 131(s) 8(s) ;

or la fonction Z, - 1R : s +— |h(r+ )| | f|(r) 6(r) est continue,
zZ

done |(Frg) ] < gl [ [ [ 106+ 9117100 56)] 509
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~lils [ [ [ 1h6+s)156)]1710) 60

de méme la fonction Z, - IR : r H/ h(r+s)| d(s) est continue,
done [(7+5) 0] < Wl 1l [ [ [ 1ntr+a)15)] a0
= || flls ||§||B/Z (R () 6(s) = [IFlle Nlalle IRl ;

P

1f*glls < fls llglls-

-+

donc f*ge[)’p e

Notation : Vi € /\//l\p onnote co(f) et ¢m n(ft) les coefficients de Fourier de fi.

13. Théoréme :

Vi, ﬁE/T/l\p ona co(fixv) =co(ft) co(D) et cmn(f*x0) = cpmn(ft) Cm n(P).
Dém : ¢ n(fi*xD) :// e 2mim (T /" 1 (1) b (s)
z3

:/ €2ﬂimr/pn/1(r)/ ei2ﬂ-im8/pnﬁ<3) = Cm,n(ﬂ)cm,n(ﬁ)‘
Z, Z

P

14. Calcul de |z|) * |z|5 (r,s € RT).

A partir des séries de Fourier de |x|; et |z|>, et en vertu du théoréme précédent, on

peut écrire Va € Z,

-1 2 . r+s T_1 s _ 1
2| [2] 8 (p—=1)%p L =D -1
p p (pr+1_1> (szrl_l) (prJrl_l) (szrl_l)
p"—1
2wima/p™
XZ (n1r+s+2)<ze p)’
m=1
pftm
or on a
-1 r+s+1 r+s+l 1 2 1 p'—1 ) N
et = T~ bl X et (X ST
prst2 1 prtst2 1 — p(n— ) (r+s+2) —
pftm
on en déduit
. . p—l 2pr+s
el loly = 2 T

(pr+1 — ]_) (ps—i-l _ 1)
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(pr—l) (ps—l) (p_l)pr+s+1_(pr+s+2_1) |x|r+s+1

p
<pr+1_1) <ps+1_1) pr+s+1_1
L (p' =1 (p°—1)
— -1 r+s __ r+s+2_1 r+s+1] ]
pr+s+1_1 (p )p (pr—i-l_l) (ps+1_1) <p ) |$‘p

En particulier pour r = s =1 on obtient
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ADDENDUM

SixiEME PARTIE : Intégration sur les espaces de suites

Contenu : Les espaces de suites constituent le cadre naturel dans lequel traiter les

problemes relatifs aux processus stochastiques, en particulier ceux concernant les suites

de variables aléatoires indépendantes ou les martingales. Nous commencons par le cas tres
particulier du produit cartésien d’une suite d’ensembles finis, espace topologique compact ,
qui permet d’introduire de maniere simple et significative les concepts de base.

Nous réexaminons ensuite ces concepts pour ’espace vectoriel des suites réelles , muni
d’une topologie convenable, qui constitue I'espace fondamental de la théorie des processus.
Cet espace n’étant pas localement compact, contrairement aux espaces IR™, nous serons
amenés a travailler avec une compacité pseudo-locale, utilisant une famille de compacts

suffisamment représentatifs : les compacts élémentaires .

Chapitre XXIII : Espaces de suites

8 1. Les espaces ()

Soit H; une suite d’ensembles finis non vides ; on note {2 ’ensemble des suites X telles
que Vi€ IN X(i) € H;. On munit  de la topologie de la convergence simple : une suite
d’éléments X,, € ) converge simplement vers X € {2 ssi Vj € IN il existe N € IN tel
que Vi<j Vn>N X,(i)=X(i); on écrit X, 50X,

L’espace €2 est homéomorphe au produit cartésien infini AX]NHi-
1€

Remarque : Z, est un cas particulier d’espace 2 : en effet Z, est homéomorphe a (2

avec YieIN H; ={0,1,...,p—1}.

1.1.* Théoreme : € est un espace topologique .

1.2. Définition : Les boules de €2 de centre X € 2 sont les parties

B;j(X)={YeQl||Vi<j Y(i)=X(i)} avec j € N.

1.3.* Théoreme : Les boules sont a la fois ouvertes et fermées dans €. Une partie A

de € est ouverte ssi VX &€ A il existe une boule B avec X € BC A.
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Notation : On note F(2) l'algebre des fonctions bornées € — IR, que 'on munit de la

norme uniforme || f|| = sup |f(X)].
Xe

1.4.* Théoreme : Une fonction f : € — IR est continueen X € Q ssi Ve >0

ilexiste j EIN telque VY €Q |[Vi<j Y(i)=X(G)] = |[fY)-f(X)|<e].

On note C(2) l'algebre des fonctions continues 2 — IR. On a clairement C(92) C F().

Onpose VjeIN |Q; = X H;| et on note F(£2;) l'algebre des fonctions ©; — IR.

i<j

1.5. Définition : Soit j € IN ; pour toute fonction f € F(€;) on identifie f a la
fonction de F(2) définie par

f: Q>R : X~ f[X(0),X(Q1),..., X([)]

1.6.* Théoreme : F(£2;) est une algebre de Riesz (finidimensionnelle) et Vj € IN

F(Q;) C F(Qj1) C C(Q) .

Notation : On pose | £(Q) = F(2,;)| C C(Q).

JEN

Les éléments de 1'algebre de Riesz £(€2) s’appellent les fonctions étagées sur 2 ; ce sont

des combinaisons linéaires de fonctions caractéristiques de boules de €.

1.7.% Théoreme : £(Q) est dense dans C(2) pour la norme uniforme.

1.8. Définition fondamentale :

Une mesure sur Q est un élément du N-dual de I'espace normé (& (), || [|).

Ou encore : Une mesure sur €2 est une forme linéaire i : £(Q2) — R

vérifiant la propriété : | Il existe M >0 tel que V fe &(Q) |a(f)] < M| f]l.

On note M(2) Despace vectoriel des mesures sur €.

Autrement dit | M(Q) est le N-dual de P'espace normé (€(Q), || ||).

On munit M(2) de la norme duale || || .
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Notation intégrale :

VieM(Q) Vfe&E(Q) onnote FX)p(X) = [ fi=p(f)

1.9. Définition : Soit i€ M(2); Vj € IN onnote fi(;) la restriction de i a F(£2;).
fi ;) peut étre considéré de maniere naturelle comme une mesure sur €2 ; .
Réciproquement soit une suite de mesures fi; sur Q; telle que sug | fjlle <+ o0
j €
et VieIN Vfe&(Q) aju(f)=pm;(f); alorslasuite fi; ]déﬁnit de maniere

naturelle une mesure sur ).

Ce que I'on peut énoncer dans le théoreme suivant :

1.10.* Théoreme : La donnée d'une mesure i€ M(Q2) est équivalente a la donnée d’une

suite de mesures fi; sur €2; telle que

sup [ijlls <+oo| et VieIN VfeFEQQ;) |fajulf)=pn;(f)|
VAS]

La suite ||fi;|l« est alors croissante et on a | || i« = sup || |« |-
jEN

Remarque : Comme €2; est un ensemble fini, une mesure fi; sur €; est simplement

une « fonction de poids » [, : 2, — IR.

Les conditions du théoreme précédent signifient donc explicitement :

sup Z |fj(w)] <+oo| et |[VjelN Vwe; Z fj(w,z) = fi;(w) |

jG]Nwer l‘EHj+1

1.11.* Théoreme : Vji, 7 € M(R) <D & [VieN [ig <D

1.12.* Théoreme : Ve M(QQ) VjeIN ||i|g) =kl |-

1.13.* Théoreme : M(Q2) est un espace de Riesz-Banach.

1.14. Définition : g€ M(Q2)" est une (mesure de) probabilité sur © ssi | [|i]«=1].

On note P(£2) l'ensemble des mesures de probabilité sur 2.

1.15. Définition :

[ € M(2)T est une probabilité graduée sur Q ssi |VjeIN [ € P(,)].
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On note PG () l'ensemble des probabilités graduées ; on a clairement PG(£2) C P(Q).

Comme sur [a,b] on définira les algebres suivantes de fonctions sur €2 :

1.16. Définition : Une fonction f € F(Q2) est de Baire ssi elle est limite simple bornée
d’une suite de fonctions de £(£2).

On note BA(Q) = {fonctions de Baire }.

1.17. Définition : Une fonction f € F(Q2) est universelle ssi

Vie M) Ve>0 ilexiste g,h€ BA(Q) telsque g< f<h et ju(h—g)<e]|.

On note W () = {fonctions universelles } .

1.18.% Théoreme : | £() C C(Q) C BA(Q) C W(Q2) C F(Q) |.

1.19.* Théoreme : C(2), BA(Q), W(Q2), F(Q) sont des algebres de Riesz-Banach pour

la norme uniforme.
1.20.* Théoreme : M(Q) est un module de Riesz sur W ().

Ces espaces vérifient les mémes propriétés et théorémes que sur [a,b].

8 2. L’espace it}

2.1. Définition : IR est I'algebre des fonctions de IN dans IR (c-a-d des suites réelles) .
On munit cet espace de la topologie de la convergence simple : une suite d’éléments

X, € IR converge simplement vers X € IR ssi Vie N X, (i) — X (i) ; on écrit

Xn E'S L’espace IR est homéomorphe au produit cartésien infini X IR.

1 €N

2.2.* Théoreme : IR est un espace métrisable et méme pseudo-normable pour la

9] 1 -
pseudo-norme || ||s définie par | [| X ||s = Z 5 A|X(i)] |; de plus IR est complet
i=0

pour cette pseudo-norme.
2.3.* Corollaire : IR est un pseudo-espace de Riesz-Banach .

On note F (lolo%) I’algebre des fonctions IR — IR bornées sur tout compact de IR

DA



2.4. Théoreme : f € f(IOFO{) est continue en X € IR ssi Ve >0 il existe jeIN
et >0 telsque VY€ R

[Vi<j [Y(0)- X0 <n] = |f0V) - [X)|<<]| (4.

Dém : f est continue en X ssi Ve >0 il existe n >0 tel que VY€ i

Y -Xlls<n = [J(Y) - f(X)|<e| ().

Montrons I’équivalence des conditions (*) et (**) ; il suffit de le montrer pour X = 0.

a) (%) = (xx) : Soient j € IN et n <1 vérifiant (*); supposons ||Y||s < % ;

; done Vi<j |Y(i)| < ﬁg n ; donc

1
alors VieIN — AJY(i)] < < 53

n
2 Y]
| f(Y)—f(0)| < e.

1<ﬂ;
- 2

b) (#%) = (*) : Soit n < 2 vérifiant (**); soit j € IN tel que 57

Ui
5741 ; alors on a

supposons Vi <j |Y(i)] <

J oo

1 ‘ > 1 , Loy 1
Yils =) AIY@[+ ) /Y@< SR I
2 2 2i 2

=0

i=0 i=j+1 i=j+1

741 1 n n
S 55t 77+§§ 5 Ty = donc [f(Y) = f(0)| <e.

Notation : On note C(IOFO{) I’algebre des fonctions continues R—R.

2.5. Définition : Les pavés (ouverts, fermés) de IR sont les ensembles de la forme

PxIR ot P estun pavé (ouvert, fermé) de IR/™! pour un certain j € IN.

2.6.* Théoreme : Une partie A de R est ouverte ssi ¥ X € A il existe un pavé ouvert

Bc IR tel que X € B CA.

2.7. Théoreme : Soit A un fermé de ﬁo%; on note VjeIN
A; = {[X(O), X(1), ..., X(j)] € R ||XeA} :

soit Kj la fermeture de A; dans IR/*! ; alors la suite Kj x IR C IR est décroissante

etona |A= ) Kjxﬁo%.
jeEN

Dém : Posons A" = () Kj xﬁO{; soit X € A; on a clairement Vj € IN
jeN

Xe ijﬁo%CKjxﬁo{, donc X € A" ; on en déduit A C A*.
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Montrons maintenant A* C A, c-a-d [X¢ A= X¢ A*} ; soit X & A; comme A est
fermé dans fﬁ, il existe un pavé ouvert B tel que X€ B et AN B = () ; il existe donc
j€IN tel que B =P xIR ot P estun pavé ouvert de IR7*! : supposons X € A;x R
alors il existe une suite X,, € A telle que V1<i<j X,(i) — X(i) ; donc pour n
suffisamment grand [X,(0), X, (1), ..., X,(j)] € P, c-a-d X,, € B ; ce résultat est en
contradiction avec AN B = (0 ; on en déduit X ¢ Kj X IOPO{, donc X & A*.

2.8. Définition : Un fermé A de IR est régulier ssi Vj € IN A; est fermé.

2.9.% Théoreme : Les compacts de R sont réguliers .

2.10. Définition : Une partie de R est primitive ssi elle est de la forme A x R ou A

est une partie de IR/*! pour un certain j € IN.

2.11.* Théoreme : Tout fermé de TR est Iintersection d'une suite de fermés primitifs

et tout ouvert de IR est la réunion dune suite d’ouverts primitifs .

2.12. Définition : Soit j € IN ; pour toute fonction f € W (IR’™) on identifie f & la
fonction de F (IOPO{) définie par

fiR-R: X f[X0), X(1), ..., X({]|

Onadonc VjeIN | W(R™) c W(IRI*2) c F(IR)| et |C(RY) c C(IR) |.

2.13. Définition : On pose | E(R) = U & R+ | ¢ F(R).

JEN

Les éléments de S(fPO{) s’appellent les fonctions étagées sur IR. Elles sont bornées mais

ne sont pas nulles en dehors d'un compact de R (sauf la fonction nulle) .

On munit ’algebre de Riesz 5(ffo{) de la norme uniforme || f|| = sup |f(X)].
XeR

Nous nous restreindrons a I'étude des pseudo-mesures normées sur IR

2.14. Définition fondamentale :

Une pseudo-mesure normée sur IR est un élément du N-dual de I'espace normé (5 (R), | H)
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o0 (o)
Ou encore : Une pseudo-mesure normée sur IR est une forme linéaire i : £ (IR) — R

vérifiant la propriété : | Il existe M >0 tel que V f € E(IR) la(f) < M| fl.

o0

On note PM'(IOFO{) I’espace vectoriel des pseudo-mesures normées sur IR.

Autrement dit PM'(fFO{) est le N-dual de I'espace normé (5 (IOFO{), I ||>

On munit PM*(IR) de la norme duale Il -

Notation intégrale :

ViePM () ¥fee(®) onmote | [ FO0) 00 = [ =i

2.15. Définition :
Soit ji € PM*(IR) ; onnote Vj € IN fi(j) la restriction de o a Eo (IR7T).

fi(j) peut étre considéré de maniére naturelle comme une pseudo-mesure normée sur IR .

2.16.* Théoreme : Soit € PM*(IR) ; alorsona Vj€IN fi(jy € PM®(IR7T1) |,

s Iyl =112l et VjeIN Vfe& (R

i (f) = i () |-

Réciproquement soit une suite ji; € PM*(IRIT!) telle que sup [|ji ]l <+ o0 et
jEN
VieIN Vfe&(IRITY) fj(f)=i,(f); alors lasuite fi; définit de maniere

naturelle une pseudo-mesure normée sur R.

Ce que I'on peut énoncer dans le théoreme suivant :

2.17.* Théoreme : La donnée d’une pseudo-mesure normée i € PM'(IDIC%) est équivalente

a la donnée d’une suite de pseudo-mesures normées ji; € PM*(IRI*!) telle que

sup [[fislle <o) et VjEN VeI [jn(f) =i ()]
J

La suite ||fi;|l. est alors croissante et on a | || i« = sup || |« |-
jEN

2.18.% Théoreme : Vji, 7 € PM*(R) |i<i & [VieN g <ig]l

2.19.* Théoreme : ‘v’ﬂEPM'(Iﬁ) VieIN ||ilgy=|mul |-
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2.20. Définition :

o]

ji € PM*(IR) est une mesure normée sur IR ssi | Vj € IN fijy € MO(IR7T) |

o]

o0
On note M* (]R) I’espace vectoriel des mesures normées sur IR.

2.21.* Théoreme : PM'(ﬁO{) et ./\/l'(ff{) sont des espaces de Riesz-Banach .

2.22. Définition : i € /Vl'(IoFO{)Jr est une (mesure de) probabilité sur R ssi | ill« =11

On note P (]OIO{) I’ensemble des probabilités sur IR

2.23. Définition :

(o]

Q€ M'(]ofo{)+ est une probabilité graduée sur IR ssi |VjeIN [ e PR/ |.

On note PG (]Of{) CcP (ﬁ%) I’ensemble des probabilités graduées.

§ 3. Compacts élémentaires de R

Soit T; une suite d’intervalles compacts non vides de IR ; on pose
K={XeR|VieN X(i)eT:} c R.

On munit K de la topologie induite par celle de R. L’espace K est donc métrisable.

C’est I'espace des suites réelles dont le i°™® terme appartient & T, pour tout i € IN .
L’espace K est homéomorphe au produit cartésien infini 'X]NTi'
1€

3.1. Théoreme : K est un espace topologique ; un tel compact s’appelle un

compact élémentaire (coel) de IR .

Dém : Classique.

3.2. Théoreme : Tout compact de R est inclus & un coel.

Dém : Soit K un compact de R ; Supposons qu’il existe i € IN tel que

sup | X (i)] = + oo ; soit une suite X,, € K telle que | X, (7)| — + oo ; alors aucune
XeK

sous-suite de X, ne pourrait converger dans IR car la convergence dans it} implique la
convergence en i ; donc sup |X(i)] <+oo; posons Vi€ IN 6, =sup |X(i)|] et
XeK XeK

T,=[—0;,0;]; onaalors KC X T;.
N
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3.3.*% Corollaire : F (fﬁi) est 'algebre des fonctions bornées sur tout coel de IR.

3.4. Définition : f € f(f.lo%) est continue en X € IR sur le coel K3X ssi Ve >0 il
existe j € IN et 7 >0 telsque VY€K

(Vi< [Y(@)-X@)|<n] = [f¥)-f(X)]<e

Remarque : Ceci revient a exiger que f|k est continue en X .

3.5. Théoreme :

fe .7:(]1.0%) est continue en X € IR ssi f est continue sur tout coel K> X .

Dém :
a) = : Trivial.
b) < : Supposons par exemple que f n’est pas continue en 0 ; alors il existe ¢ >0,
une suite 7; > 0, que 'on peut supposer décroissante, et une suite Y; tels que
Vi<j |Y;(@)] <n; et |f(Y;)] >e. Posons VieIN §, = max |Y; (4)],
cequiaunsens car Vj>i |Y;(i)|<mn; <m;; posons Vie N T,=[-0,,0;]
et K :ig(]NTZ- cona Vi,jeIN Y;(i)<#6,, donc VjeIN Y;eK, donc f n'est pas

continue en 0 sur K> 0.
Notation : Pour tout coel K on note F(K) l'algebre des fonctions bornées K — IR.

3.6. Définition : Une fonction de F(K) est étagée sur K ssi elle est la restriction a K

d’une fonction de &£ (]Cﬁ) . On note &£(K) l'algebre de Riesz des fonctions étagées sur K.
On peut faire sur un coel K la méme théorie que sur [a,b] dans la Premiere partie :

3.7. Définition fondamentale :

Une pseudo-mesure sur K est un élément du N-dual de I'espace normé (E(K), || |).

Ou encore : Une pseudo-mesure sur K est une forme linéaire i : £(K) — IR vérifiant la

propriété : | Il existe M >0 tel que V fe EK) |a(f)] < M| [l

On note PM (K) l'espace vectoriel des pseudo-mesures sur K.

Autrement dit | PM (K) est le N-dual de I'espace normé (E(K), || [|).
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Contrairement a ce qui se passe pour les espaces IR"™, qui sont localement compacts, le
prolongement par 0 d’une fonction de £(K) n’est pas une fonction de & (f[gn) (sauf pour la
fonction nulle). Une pseudo-mesure normée sur IR n’a donc pas pour l'instant de valeur

naturelle sur £(K) ; c’est 'objet de la définition suivante .

3.8. Théoreme-Définition :

Soit un coel K= .X]NTZ- ; Vje€IN onnote Aj €& (fFo{) la fonction caractéristique de
1€

Ty xTyx...xT;x it} ; soit Ve PM'(IOFO{) ; alors la suite A, i est convergente en

norme || ||, dans PM'(IOFO{) et on pose |k = *lim (A;f) | € PM'(]OTO{).

Ona ||k, < liil| et Yge&(R) |g.(ix) = (97| deplus | [fin] =Iflx],

donc aussi (MK)+:(;}+)K et | (k) =(a )k

[k s’appelle la restriction a K de i et on note |V f € 5(1?{) ik (f) = / fil.
K

Dém : Soit d’abord i > 0 ; alors la suite Aj; i € PM'(IOFO{) est positive et
décroissante ; elle est des lors convergente en norme || ||, dans PM*(IR) ;

pour fi quelconque ona Aji = A;jf" — A; i, qui est donc aussi convergente.

3.9. Théoreme : V f, g€ E(R) ona [f\K:g\K = [LK(f):/]K(g)}.

Dém : Ona fk(f)=lim [(A;j)(f)] =lim @(A;f); or pour j suffisamment grand
J J
Ajf=Ajg; dou le résultat .

3.10. Définition : En vertu du théoreme précédent on peut identifier ik a I’élément de

PM(K) défini par V f € E(IR) | ix (f]x) = ix(f)]. ik a d’ailleurs la méme norme en

tant qu’élément de PM (K) qu’en tant qu’élément de PM'(IOFO{) :

3.11. Théoreme : Vi € PM(K) il existe un unique (fi) € PM*(IR) tel que

(f1) est défini par V f € E(R) | (i) (f) = i (f]x)

vk =] et [NGa) e = Nl

et s’appelle la pseudo-mesure normée sur it} engendrée par ji.

Ona Vge&(R) |g.(a)=(glx ) |; deplus | [{(@)] = (|al)],

donc aussi | ()" = (a") | et | ()" = (i) |
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Dém
1) Soit i € PM(K): posons YV fe E(R) (i) (f) = fi(f|k) ; montrons que
(i) € PM*(IR) . La lindarité de (fi) est évidente ; par ailleurs on a ¥V f € E(IR)
1) (O] = 12 (Fl) T < NI F KIS T2 Al done (i) € PMP(IR) et
ICEY e < N Al

Montrons maintenant (ji)x = ji; soit f € E(R); ona (f)k (flk) = (fi)k (f)
= lim () (A; f) = lim  [(A; )|k ] = A (fle) car Vi€ N (A;f)le = flx;
on en déduit (fi)x = fi; onadoncaussi [|fills = [[(f)x|l« < [I{/t)[lx; donc

[l = 11 Il

2) Soit g€ E(R); ona Vfe&(R) [g.(a)](f)= (@) (gf) = a[(fg)lx]
= a[flkglk] = (9lk &) (fI) = (gl &) (f) ; donc g.(@) = (g|k fx)-

3) Vge ()™ ona [()|(9) = llg-(i)ll = [{glk i)l = H;1”11<>1<g|+< ) (f)

= H]S‘1||1£)1(9|K i) (f ) :nfTu|F<1(g|K ) (fl«) = lglk 2l = 12l (glk) = (|]) (g)-

4) Montrons l'unicité. Soit # € PM*(IR) tel que 7 =i et |7l = || fills :
supposons d’abord i >0; alors (i) >0; ona Vfe&(R)T #x(flk) = #x(f)
= lim (A;7) (f) = lim (A;7%) () = lim (A; 7)) (f) = A (fTe) = () (f) ;
done V f € £(R)" #(f) > lim (A;7) () > (@) (f) 5 done 7" > (i) 20,
par ailleurs || 7|l = [|[l. = [[{A)[l«, donc 7= (j).

Supposons maintenant & non nécessairement > 0; ona (71)x= (7x)" = gt
done [|7* |l = |[a* ]l ; de méme (77)x = (7x)” = i, donc [[7 [l = [[A~ |l ;

comme on a ||l = [|fi]l«, onen déduit ||z, = [[a" [l et |7~ [ = [[a" [,

done 7% = (i) = (@) et 7 = (") =(p)", c-a-d T = ().

3.12. Corollaire : Toute pseudo-mesure sur K est la restriction a K d’une pseudo-mesure

o0
normée sur IR.
Le corollaire précédent justifie la définition suivante :

3.13. Définition : Une mesure sur K est une pseudo-mesure sur K qui est la restriction

o0
a K d’une mesure normée sur IR .

On note M (K) lespace vectoriel des mesures sur K.
3.14.* Théoreme : PM(K) et M(K) sont des espaces de Riesz-Banach .
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Comme sur [a,b] on définira successivement les algebres suivantes de fonctions sur K :

R (K) = fonctions réglées sur K = limites uniformes de fonctions de £(K)

PR (K) = fonctions pseudo-réglées sur K = limites simples bornées de fonctions de £(K)

W (K) = fonctions universelles sur K : une fonction f € F(K) est universelle ssi

Vie M(KYT Ve>0 ilexiste g,he€ PR(K) telsque g<f<h et a(h—g) <e].

avec les mémes propriétés et théorémes que sur [a,b].

Ona |&(K)C R(K)C PR(K)CW(K)cC F(K)|.

R(K), PR(K), W(K), F(K) sont des algebres de Riesz-Banach pour la norme uniforme.

On peut alors définir les algebres correspondantes sur R :

3.15. Définition :
fe f(fFo{) est réglée sur R ssi flk € R(K) pour tout coel K.
f e ]:(f?{) est pseudo-réglée sur R ssi flk € PR(K) pour tout coel K.

fe f(ﬁ) est universelle sur IR ssi flk € W(K) pour tout coel K.

Notation : R(ﬁo%) = algebre de Riesz des fonctions réglées sur R
PR (ﬁ?{) = algebre de Riesz des fonctions pseudo-réglées sur R

w (fﬁ) = algebre de Riesz des fonctions universelles sur IR.

Ona |E(R) c R(R) c PR(R) c W(IR) |.

On note Wpg (]of{) I’algebre des fonctions universelles bornées sur IR

Wpg (fFO{) est une algebre de Riesz-Banach pour la norme uniforme .

3.16. Définition : V,&EM'(JOIO{)JF VfEWB(ﬁO{)+ on pose | fi(f) = sup fk (f|k)

K coel

Vie M(R) Vfews(R) onpose [i(f)= " (f7)— it (f)— i (fH+a (F)]

On a ainsi étendu 'action de M'(Iofoi) a Wg (]of{) ; jusqu’a présent cette action n’était

définie que sur & (ﬁ:oi) .

3.17. Théoreme : M'(IOFC{) est un module de Riesz sur Wg (IoFO{) :
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§ 4. Espaces associés a une mesure normée positive sur IR

.- ~ S0 +
On se donne une mesure positive | i € M'(IR)

o0
Les espaces ) peuvent s’étudier comme cas particuliers de I'espace IR, en choisissant

des mesures i dont les restrictions fi(;) & IR7T' sont discretes.

Il en va de méme pour 'espace IR™, qui peut étre considéré comme l’espace IR, portant
une mesure définie par la suite Vj>n fi; = T® Jy® ... ® oy, ou 7 est une mesure
————

sur IR™ et §y est la mesure de Dirac sur IR en . J+1-n fois

4.1. Définition : On pose 8(f§).ﬂ = {hﬁ||he€(ff{)} .

[

& (IR) . [t est un sous-espace de l’espace de Riesz-Banach M'(]ﬁ) .

4.2. Définition :

[fi] est la fermeture de £(R). 7 dans M*(IR) pour la norme Il 1«

Les éléments de [fi] s’appellent les ’ mesures de base fi ‘

4.3.* Théoreme : [fi] est un espace de Riesz-Banach pour la norme || ||«

4.4.* Théoreme : | [f1] est un sous-espace intégral de M (IR).

4.5. Définition :

On pose | L1(f1) =

| 7€ [/Z]} ;onadone |[i]=LYpa). .

==
=
Il
—
=

Les éléments de £'(ji1) s’appellent les ji—fonctionnelles sommables ; elles sont

représentées par des lettres « droites » ; on peut écrire

fel'(p) = fhe[i] c M (R)

4.6. Définition : Vfe L) onpose |f(f)= (fa)(l) avec 1= Ie |.

4.7. Définition : Vf e L) on pose || f]

a1 = IEal=padf]) ]

Notation intégrale : ¥V € L'(1) on note Lf(X) a(X) = Afﬂ = a(f)
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4.8. Définition : V f € Wi (IR) on pose {f}a= % e LYa).

{f}s s’appelle la fi—fonctionnelle associée a f.

4.9.* Théoréme :

L’application | Wpg (]Of{) — LYa) © f—{f}s]| est un morphisme de Riesz.

On définit £2(1), B(n), K(i1), FO(ir) comme dans la Quatrieme partie, avec les

mémes propriétés et théoremes.

Notation pratique : Soit A une partie de IR telle que llpo € Wp (ﬁo%) ;

alors on note | i (A) = ji(1a)|; side plus f € L}(jz) on note /f,& =pa(f.1a)].
A

4.10.* Théoreme : Soit j € IN et A une partie de IR/ telle que 1o € Wp(IR/T);

alors on a | fi¢;) (A) = (A X ]of{) .

DI



Chapitre XXIV : Probabilités

IR est muni d'une probabilité | i € P(fﬁ) .

§ 1. Vocabulaire des probabilités

Elément de FO(fi) = Variable aléatoire = v.a.
Si fell(i): a(f) = m(f) = Moyenne de f
E(|f—a(f)]) = U(f) = Ecart moyen de f

Sifel?(f): plf—pa(f)]” = V(f) = Variance de f.

Si felin): [L[f—ﬁ(f)]4 = W(f) = Bivariance de f.

Elément de (i) = Evénement

Si o est un événement : 1 — o = non o
Si o et 7 sont des événements : VT = o ou T
oNT=0cT=0¢€trT

Si o, est une suite d’événements : Sup o, = au moins un o,
n

Inf o, = tous les o,
n

Lim o, = une infinité de o,
n—-4 oo

Lim o, = une infinité de o, consécutifs

n—-4 oo
Les événements oy, 0o, ..., 0, sont indépendants ssi pour toute suite de k£ indices
il, iQ, ey ’lk (2 S k S Tl) on a ,&/(O'il Oig « - Uik) = /1(0'1'1)[1<0'1'2) ﬂ(02k> .

Une suite 0, € K(f1) est une suite d’événements indépendants ssi toute sous-famille finie

de la suite o, est constituée d’événements indépendants ; on a alors

[L(Ingn) = ﬂ(Han) = 1;[,&(0”) :

(2

Les v.a. Fy, Fy, ..., F, sont indépendantes ssi V g1, g2, ..., gn € Eo(IR)

/l[(gloF1> (gaoFa) ... (gnan)] = fi(g10oFy) fi(gaoFa) ... fi(gnoFy)|.
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Alors I'égalité ci-dessus est encore vraie V g1, go, ..., g, € R(IR) du moment que
Vi gioF; € LY1) et (gioFy)(gaoFs) ... (gnoFy,) e LY(fi).

Une suite F,, € £1(j1) est une suite de v.a. indépendantes ssi toute sous-famille finie de la

suite f, est constituée de v.a. indépendantes.

Les v.a. Fy, Fo, ..., F, sont indépendantes deux a deux ssi Vi# j les v.a. F; et F;

sont indépendantes ; si de plus Vi F; € £2(f1) on peut écrire

V(Fi+ Fo+...+F,) = V(F)+V(F) +...+ V(F,) |.

Exemple | :

Soit une suite ¢, € P(IR); Vj € IN onpose fi; = 6o ® ¢ ®...® ¢; € P(IRIT).

On voit facilement que la suite ji; définit une probabilité graduée i sur ity

Onpose VieIN X;:IR—>TR: X — X (i) ; alors VieIN X; € FO(i) et les v.a.
X; sont indépendantes.
(]of{, /1) constitue le modele probabiliste associé a la donnée d’une suite abstraite de v.a.

indépendantes X; de lois &1

Exemple Il :

Soit une suite de v.a. F, € FO(ji) ; Vj € IN on note 7; la loi conjointe de

Fo, Fi, ..., F;; alors la suite 7, définit une probabilité graduée v sur .

(1010%, 77) constitue le modele probabiliste associé au processus représenté par la suite F,, .

§ 2. Applications

2.1. Lemme de Borel-Cantelli

Soit o, une suite d’événements et posons ¢ = Lim o, ; alors on a
n—-+ oo

1) L iilow) <400 = i) =0
2) [Zﬂ(an):—i—oo et les o, indépendants | = (o) =1.

Dém :

a) Posons VpeIN 7, = Sup o0, ; onaalors fi(1,) < > ji(0,); comme o= Inf 7,,
n>p n>p p

ona VpeIN fi(o) < fi(rp) < > fi(oy); or Y fi(o,) est convergente, donc fi(o) =0.

n>p n
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b) Ona 1—0¢ = Lim (1-0,) = Sup Igf (1 —-0,); posons VpeIN
n=zp

n—-+ oo p
T, = II>lf (1 —0,) ; comme les événements 1 — o, sont indépendants, on a
nzp
fi(r,) =11 i(1—0,) =TI [1—fi(on)]; or 3 fi(o,) est divergente, donc Vp € IN
nzp n=p n

fi(rp) =0, donc 1—0 = Sup7, =0, donc 1—fi(o) <> 7,=0, donc ji(o)=1.
p p

2.2. Théoreme : Soient fy, fy, ..., f, € LYi) des v.a. indépendantes de moyenne m ;

on suppose qu’il existe W, >0 tel que Vi W(f;) < W, ; onpose VneIN

S, 3 W,
S,=fi+fs+...+1,; alors Ve>0 ona ﬂ{‘——m‘>€}§ 51 |-
n n2e

i+ {552 = i {[S ] 2 ) < L[S ]
B n4154 ﬂ[sn_”mr: n4154 [‘[Z(fz m)]4
_ n4154 S W) +6 Y VEV(E)] < n4154 DS W(E) 46 JWEW ()]
i i<j i i<j
< n41€4 [Zm—i_(j;m} < nT/;‘* [n+3n(n—-1)] < 3:42£l,< _ s:‘g/’;.

2.3. Loi forte des grands nombres [

Soit une suite de v.a. indépendantes f, € £%(ji) de moyenne m , telle que

Sn
sup W(f,) <400 |; onpose VneIN S, =f +fy+...+f,; alors | = 25 m |,
n n

c-ad Ve >0 @{‘%—m‘ze}:o.

Dém : On applique le théoréeme précédent et le cas 1) du lemme de Borel-Cantelli.

2.4. Inégalité de Kolmogorov : Soient fi, fy, ... f, € £L%(i) des v.a. indépendantes

de moyenne nulle ; on pose V1<k<n Sp=fi+fo+...+1f et V,=V(S,);

Va
alors Ve >0 ona /l{|51|\/|52|\/...\/|5n\Za}gg :

Dém : Posons
a:{]Sl|\/|52|\/...\/|5n\25}:{]Sl|2€}v{152]Za}v...v{]Sn|zs}
et Uk:{‘51’<5}{‘52‘<5}--'{|Sk—1’<5}{|sk’25};

ona o0=o0,VoaV...Vo, et Vi#j 0,0;=0,donc 0 =01 +03+...+0,.

De plus fi(ok S2) = fi[o% (Sk+ fop1 + ...+ £)?]
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+ oy (fep + .o+ 1) + 2 4ok Sk (fepa + ...+ ) ]
= [i(or S5) + flon) o] (frr + oo+ £)?] + 2 (0% Sk) o (fppn + ...+ £2)
_l’_

1 Vo
donc en sommant sur k fi(S2) > i(cS2) > %ji(o) ; donc ji(o) < ] i (S2) =}

2.5. Théoréme : Soit une suite f, € £2(ji) de v.a. indépendantes de moyenne nulle,

telle que > V(f;) < +oo; alors Y f; converge p.p.
i=0

1=0

Dém :

p

Posons Vne€IN o, = Sup {

p=>n

.

5}; ona o, < Sup o, .p ;
p>n

}g Sup{ Sup

i=n p>n n<r<p li=n

Posons Vp>n o, , :{ Sup

n<r<p li=n

N 1 < 1 &
de plus fi (o, ,) < = ZV(fi) < = ZV(f

i=n 1=n

Or Vn € IN lasuite o, , estcroissante, donc Vn € IN

u(an)<§upu0np <3 ZV ; donc fi(0,) — 0.

- t=n

2.6. Théoréme : Soient F,F, € FO(ji) tels que F, 2 F: on pose Vn e IN*

n Sn
Sn:ZFi;alors ZgF'

i=1

Dém : En remplacant F,, par F, —F on peut supposer F =0 ; soit ¢ >0 et p € IN ;

alors on peut écrire Vn > p

Sup{‘sq—q‘>8}<8up{ ‘Z

qzn q>n

>

SEEE{EH }+§1§5{§‘._ZF >€/2}
g{’i—p’>5/2} + Sup{lzq:||:i|>5/2}

q>n

\sp\>ng/2} Sup{qqp Z IFi| > (g — p)8/2}

>n i=p+1

IA

+ Sup Sup {%|Fi|>5/2}

g>n p+1<i<gq

<{
{Isy] > ne/2
<{

)
’Sp’>n5/2}+Sup Sup {\Fi\>5/2}

g>n p+1<i<gq
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- {|Sp} > n5/2} + igggl {|Fi|>5/2}.

Comme Igf {’Sp’ > n5/2} = 0, on en déduit
o {
EREP

>5} < Sup {|F;|>¢/2}; deplus F, P2 F. donc

i>p+l

>5} < Inf Sup {|F;|>¢/2} = Lim {|F,|>¢/2} = 0.
P i>p+1 n

oo

i
2.7. Théoreme : Soit une suite F,, € FO(f) telle que Z — converge p.p.; On pose
1
i=1

S Pp

= 0.

VnelN* S, = Z F, ; alors

i=1

n
n

n

= F, F,
Dém : Posons T = E — € FO(u) et YnelN* T, = E — ; on peut écrire
i

: [/ :
1=1 1=1

. - L F S, 1 1
ST =Y (1= = (it )T, = S, done 2% = (1+E)Tn— 3T
j=1 =1 j=1
pp R pp 1. O pp
Ona T, = T, donc aussi — ZTj — T ; on en déduit — — 0
n n

j=1

2.8. Loi forte des grands nombres 11

Soit une suite de v.a. indépendantes f, € £2(ji1) de moyenne m , telle que

Sn
sup V(f,) <+oo|; onpose YneIN S,=1f +fy+...4+1,; alors o PR .
n n
= £ = V(f;)
Dém : O V(=) = <
ém na ;1 (z) ZEI 3 + 00,
= f,— S, —n.m S,
donc g .m converge p.p., donc Sn " M- pp 0, donc = 22 m.
— n n
2.9. Inégalité de Bernstein : Soient fi,fy, ..., f, € B(fr) des v.a. indépendantes

de moyenne nulle ; on suppose qu'il existe M >0 tel que Vi [f;| < M;

onpose S,="f +fy+...+f, et V,=V(S,); alors VA>0 ona

/Z{SnZA}gexp[—%@<)\‘é\jj>] avec Yo >0 |O(x)=(1+2)In(l4+2)—2x|.

Dém : D’apres I'inégalité de Markov ona V¢ >0
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A{fi+fad. . >N = ﬁ{et(f1+f2+---+fn—A) 21}
< ﬂ[et(f1+f2+...+fn—)\)] < e_Mﬂ[H etfz} _ ot Hﬂ(etfi)
= exp (= A+ 3 m[a(et)]).

Onpose Vz>0 &(z)= % (e —x —1) ; grice au développement en série de Taylor
de e? il est clair que la fonction ® est positive et strictement croissante sur IR* .

On en déduit V1<i<n :

[t =m{a(th—tf,— 146+ 1)) = m[a(etti—tr, —1) +1]
=In (1+ [ t* £} @(tfi)}) <In[l1+ V() @(EM)] < 2V(E) ®(tM),
donc fi{S, > A} <exp[—tA+ 2V, P(tM)].

Onpose H(t)=—t\+ 2V, ®(tM) = —t )\ + ﬁ(etM—tM—l) ;

WE
on choisit ¢ > 0 tel que H(t) soit minimal ; ¢ doit donc vérifier I’équation
Vn tM N Vn tM \
H'(t):—)\JrW(Me —M) =0, cad —)\+M(e -1) =10, cad
1 AM Vo AM
t:Mln(l—i— Vn):t*;ontrouvebien H(t*):—me)(vn>.
2.10.* Corollaire 1 : Soient f;,fy, ..., f, € B(ii) des v.a. indépendantes

de moyenne nulle et de méme variance V' ; on suppose qu’il existe M > 0 tel que

Vi |f;]<M; onpose S, =f;+fy+...4+f,; alors Ve >0 ona

ﬂ{%ze}ﬁ exp[—%@<%>}

2.11. Corollaire 2 : Sous les mémes hypotheses qu’au Corollaire 1 on a

Sz e) = ew [ 55 050

2 3
Dém : On montre facilement que Yz >0 ©O(x) > % — % , d’ott le résultat .
2.12.* Corollaire 3 : Soient f;,fy, ..., f, € B(fi) des v.a. indépendantes

de moyenne m et de variance V'; on suppose qu’il existe M > 0 tel que

Vi [f;—m| < M; onpose S, =f;+fs+...+1f,; alors Ve >0 ona

(15wl = 2o (50
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Algebre de Riesz 47
Riesz-Banach 49
standard 47
Algébromorphisme de Riesz 49

Caractere de Z,, 197
Changement de variable 89
Conditionnée 186
Conservation des inégalités 10
Convergence bornée 2, 126
exacte 104, 122
faible 139, 196

fidele 139

fine 17, 128

(en) loi 180

(en) loi forte 180

(en) mesure 97, 113
(en) norme * 4, 128
(en) norme 1 6, 130
(en) norme 2 51, 131
(en) norme fi,1 165
(

en) norme fi,2 167
plate 103, 121
ponctuelle 2, 126
presque partout 101, 117
simple 2, 126
uniforme 2, 126
j—fine 168

Convolution 158, 154, 211

Dérivée 84
Différentielle 83
Domaine de Riesz 28

Ensemble modéré 77
Equations linéaires 123
Espace ordonné 8

ordonné archimédien &

(de) Riesz 23
Riesz-Banach 29
Riesz-Hilbert 29

pseudo-normé de Riesz 117

semi-normé 2

semi-normé de Riesz 29

Fonction absolument continue 84
(de) Baire 80
(de) Hermite 163
pseudo-réglée 39, 125

INDEX

semi-continue supérieurement 33
o-additive 63
universelle 44, 125, 195
universelle nulle p.p. 59, 133
a-p.p. 171
(a) variation bornée 83
Fonctionnelle 111
Fonctionnelle associée &5, 57, 127, 193
bornée 55, 182
caractéristique 59, 134
hilbertienne 51, 151
localement bornée 132
hilbertienne 130
sommable 130
sommable 6, 130
Forme linéaire normée 3

Hypercontinuité 15, 142
Hypercontinuité généralisée 142

Image d’'une mesure normée 177, 183
Indicateur 951, 111, 112, 173
Inégalité de Markov 96
Infimum 15, 17, 20
Intégrale de Haar 190
Intégration par parties 86
Isométrie de Riesz 31
Riesz-Banach &1

Lemme d’approximation 38 — 43
de convergence fine 37 — 45

LFAF 7

Limite inductive 126

Limite Inférieure 17, 121

Limite Supérieure 17, 121

Loi 177

Loi conjointe 183

Mesure 15, 142
Mesure atomique 77
(de) base p 165
Dirac 77
diffuse 15
étrangere a u 172
(de) Haar 196
Lebesgue &, 15, 127
Radon 81
totalement singuliere 154
Module de Riesz 50



Morphisme croissant , de Riesz 31
Moyenne sachant F 185

Moyenne sur une boule 195

ji-fonctionnelle 174

pi-fonctionnelle associée 168

170
caractéristique 172
168

166

bornée

hilbertienne
sommmable
fi-polyfonctionnelle 183

p-support 172

N-dual 2, 25
Notation intégrale 4, 6, 129, 150,
141, 178, 184, 193, 194

Partie élémentaire de IR 174

dominée inf/supérieurement 19, 20
négative/positive 2/
Présentation d’une suite Cauchy-exacte 104
Primitive 83

Produit tensoriel de fonctions 143

pseudo-mesures

145
Pseudo-espace de Riesz-Banach 117

Pseudo-mesure atomique 78
booléenne 62
(de) Dirac 78
impaire 129
intégrable 127
normée 127
paire 129
spécifique 10
totalement singuliere 72
Pseudo-norme 99
Racine carrée 54
Relation de Parseval 199
Série de Fourier 198
Semi-norme 2
Sommes de Lebesgue 7
Riemann-Stieltjes 85
Sous-espace cohérent 27
intégral 9
Suite Cauchy-exacte 103, 122
Cauchy-fine 18
Cauchy-plate 102, 122
(de) Cauchy en mesure 99, 113
presque partout 101, 117
déclinante 10/
dominée 17, 128

dominée dans FO 119

292

en mesure 100, 114
presque partout 102, 118
inductive 126
totale 105
Suprémum 15, 17, 20
Support 64
Théoreme (de) balayage dans £! 26
£ 54
FO 123
complétude de W 44
FO 114
continuité 135

convergence bornée
(voir théoreme de Lebesgue)
convergence monotone
dans PM, L' 11

£2 57

FO 120

PM*(R) 128

LYIR), L2(IR) 150, 131

LYp), £2(7) 167, 169
convergence uniforme dans § 34
135
extension 41, 80

Dieudonné

(d’)

fermeture uniforme 40
Fubini 148, 150
(d’) holomorphie 137
(de) Lebesgue sur [a,b] 87-46
[a,b]x[c,d] 142
R 1385
IR? 150

projection 148

Radon-Nikodym 72, 73, 134, 172

Riesz-Radon 128
semi-complétude de S 34
stabilité = 34
Titchmarsh 156
148
Transformée complexe de Fourier
158
155
réelle de Fourier
158

transfert
163

cosinusoidale
de Laplace
158
sinusoidale
Treillis 26
Treillis (de) Boole 62
complet de Boole
distributif 62

63

Valeur absolue 14, 238



' NOTATIONS|

1. NOMBRES

C : nombres complexes

2# = conjugué de z
K : nombres rationnels
N : nombres entiers naturels

alb signifie «a divise b »

a+ b signifie «a ne divise pas b »
R : nombres réels

|I| = longueur de l'intervalle borné I ¢ IR
Z : nombres entiers relatifs

[a,b]] = ensemble des entiers compris entre a et b (a et b inclus)
K, : nombres rationnels p-adiques

Z, : nombres entiers p-adiques

2. FONCTIONS SUR [a,b]

BA : fonctions de Baire 80

C : fonctions continues 2

CV : fonctions continues a variation bornée 83

£ : fonctions étagées 1

EK : fonctions étagées caractéristiques 60

ES : fonctions étagées positives semi-continues supérieurement 33
EU : fonctions étagées f telles que |f|=1 74

F : fonctions bornées 2

H : fonctions f telles que > |f(z)|<+oc0 77
a<xz<b

PR : fonctions pseudo-réglées 39

R : fonctions réglées 2

RS : fonctions réglées positives semi-continues supérieurement 33
S : fonctions positives semi-continues supérieurement 33

W : fonctions universellles 44

Z : fonctions universellles nulles presque partout 59
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3. FONCTIONNELLES , MESURES ET PSEUDO-MESURES SUR [a,b]

A : mesures atomiques 77

Ag : combinaisons linéaires finies des mesures de Dirac 77
Ay : pseudo-mesures atomiques droites 78

A_ : pseudo-mesures atomiques gauches 78

B : fonctionnelles bornées 55

EX : suites Cauchy-exactes de fonctionnelles bornées 107
FO : fonctionnelles 111

K : fonctionnelles caractéristiques 60

L' : fonctionnelles sommables 6

L£? : fonctionnelles hilbertiennes 51

M : mesures 15

Mp : mesures diffuses 16

M : mesures de Radon 79

N : mesures totalement singulieres 73

Np : mesures diffuses totalement singulieres 73
PA : pseudo-mesures atomiques 78

PM : pseudo-mesures 3

PMp : pseudo-mesures booléennes 62

PM s : pseudo-mesures spécifiques 10

PN : pseudo-mesures totalement singulieres 72
R : fonctionnelles associées aux fonctions réglées 4

VW : fonctionnelles associées aux fonctions universelles 58

4. FONCTIONS SUR IR

E(IR) : fonctions étagées 125 (idem pour C, R, W, ...)

Ep(IR) : fonctions étagées bornées 125 (idem pour C, R, W, ...)

Eo (R) : fonctions étagées a support borné 125 (idem pour C, R, W, ...)

EL(IR) : fonctions étagées caractéristiques 134

Z(IR) : fonctions universelles nulles presque partout 133

Zp(IR) : fonctions universelles bornées nulles presque partout 133
CY (R) : fonctions bornées uniformément continues 158

R(OQ)(IR) : fonctions a support borné et a dérivée seconde réglée 158
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5. FONCTIONNELLES , MESURES ET PSEUDO-MESURES SUR IR

B(IR) : fonctionnelles bornées 132
Loc (R) : fonctionnelles localement bornées 132
K(IR) : fonctionnelles caractéristiques 133
LY(IR) : fonctionnelles sommables 130
L£?(IR) : fonctionnelles hilbertiennes 151
£ .(R) : fonctionnelles localement sommables 130

EQ

Toc IR) : fonctionnelles localement hilbertiennes 131

M(R) : mesures 127

M°®(IR) : mesures normées 128

Mp(IR) : mesures diffuses 127

M% (IR) @ mesures normées diffuses 128

N(IR) : mesures totalement singulieres 13/

N*(IR) : mesures normées totalement singulieres 154
P(IR) : mesures de probabilité 128

Pp (IR) : mesures de probabilité diffuses 128
PM(IR) : pseudo-mesures 126

PM*(IR) : pseudo-mesures normées 128

W (IR) : fonctionnelles associées aux fonctions universelles 127

6. ESPACES ASSOCIEES A UNE MESURE NORMEE POSITIVE fi SUR IR"

[f2] : mesures de base g 165
[f1]* : mesures normées étrangeres & fi 172
B(p) : pi-fonctionnelles bornées 170
FO(i) : p-fonctionnelles 174

K(f) : fi-fonctionnelles caractéristiques 172
LY(j1) : pi-fonctionnelles sommables 166
L2(f1) : ji-fonctionnelles hilbertiennes 168

Wge(IR"); : fi-fonctionnelles associées aux fonctions universelles bornées 168

Zp, i (IR™) : fonctions universelles bornées nulles fi-presque partout 171
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7. ESPACES SUR %,

BA,, Cp, €y, Fp, W), : fonctions sur Z, 189, 190, 195
By, Kp, E%,, E%, FO, : fonctionnellles sur Z, 194, 195
M, : mesures sur Z, 193

5;, B;, etc... : fonctions, fonctionnelles et mesures complexes sur Z, 195

8. CONVERGENCES

l=

: convergence bornée 2, 126

1=

: convergence uniforme 2, 126

— : convergence faible 139, 196

le

: convergence fidele 139

I8

: convergence en mesure 97, 113

12

. convergence presque partout 101, 117

&

: convergence en loi 180

1>

: convergence plate 103, 121
£ : convergence exacte 104, 122
— : convergence en loi forte 180
— @ convergence simple 2, 126

— : convergence fine 17

= : convergence en norme || ||. 4, 128
5 convergence en norme || |1 6, 130
2 convergence en norme || |2 51, 151

BX convergence ji—fine 168

—— : convergence en norme || |51 167
L convergence en norme || || z,2 169
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9. NORMES ET PSEUDO-NORMES

|| || : norme uniforme 2, 128

| ||+ : norme des pseudo-mesures 4, 127

|| [l1 : norme des fonctionnelles sommables 6, 130

| [|2 : norme des fonctionnelles hilbertiennes 49, 131
| [ : norme des fonctionnelles bornées 55, 132

|| Il 7,1 : norme des fi-fonctionnelles sommables 167

|| Il 7,2 : norme des fi-fonctionnelles hilbertiennes 169
| Il z,B : norme des fi-fonctionnelles bornées 170

|| |7 : norme dans H 77

|| l|a : pseudo-norme de la convergence plate 102, 122

|| [lms : pseudo-norme de la convergence en mesure 99, 117

10. OPERATEURS

V, A, Jul, uT, u” : opérations sur un espace de Riesz 2/
A : transformée cosinusoidale 158

B : transformée sinusoidale 158

L : transformée de Laplace 155

S : support 64

Sy @ fi—support 180

T : transformée réelle de Fourier 162

7 : transformée complexe directe de Fourier 163

Z# . transformée complexe réciproque de Fourier 163

Inf : Infimum 15, 17, 20, 120

Sup : Suprémum 15, 17, 20, 120

Lim : limite fine ou p-fine ou presque partout 17, 121, 168
Lim : Limite Supérieure 17, 120

Lim : Limite Inférieure 17, 120

Lim : limite inductive 126

*lim : limite en norme || ||« 4, 128
im : limite en norme || || ou || |z1 6, 130, 1675
2lim : limite en norme || |2 ou || ||z,2 51, 151, 169

Alim : limite plate 122
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Elim : limite exacte 122

{f} : fonctionnelle associée a la fonction f 4, 57, 127, 193
{f}s : pfonctionnelle associée a la fonction f 168

[ @ mesure-image de o par F 177

E (g |F) : moyenne de g sachant F 185
(

E(g |F) : conditionnée de g sachant F 186

11. FONCTIONS PARTICULIERES

H, : n®e fonction de Hermite 163
Xy : fonction caractéristique de [~ k, k]| 129

Y, : fonction caractéristique de [0, a] 156

12. DIVERS

scs : semi-continue supérieurement 33
C-exacte : Cauchy-exacte 104, 122

C-fine : Cauchy-fine 18

C-plate : Cauchy-plate 103, 122

Cms : de Cauchy en mesure 100, 113

Cpp : de Cauchy presque partout 101, 117
Dms : dominée en mesure 100, 114

Dpp : dominée presque partout 102, 118
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