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Résumé

L’intérét que suscite [’optimisation topologique s’explique par sa capacité a offrir des
solutions innovantes permettant un gain notable de performance. Pendant la derniére décennie,
des efforts considérables en recherche fondamentale ont été consacrés au développement de
nouvelles méthodes, fiables et efficaces, pour [’optimisation topologique des structures. Cette thése
apporte une contribution dans ce domaine en proposant ['utilisation des algorithmes génétiques.
Deux méthodes ont été développées. La premiéere propose une approche par algorithme génétique
basée sur une représentation graphique par courbes de Bézier. Le principe consiste a construire la
structure en utilisant d’abord un squelette que ['on compléte ensuite avec de la chair. Le squelette
est composé par ['ensemble des courbes cubiques de Bézier reliant les surfaces d’application des
conditions aux limites entre elles. La chair, sous forme de couches d’épaisseurs variables,
compleéte le squelette pour donner la forme finale de la structure. Avec cette technique, les éléments
de la structure sont tous reliés entre eux. Il n’y a donc pas de matiere déconnectée ni probleme de
damier. La deuxieme méthode propose une approche, toujours par algorithmes génétiques mais
basée cette fois ci sur une représentation par adjacence. Le principe de base de cette
représentation est fondé sur le concept de connectivité des éléments finis, considérés comme
cellules. Ce principe s ’exprime par une matrice d’adjacence similaire a celle utilisée en théorie des
graphes. Le codage des structures solutions utilise cette matrice en transformant cette derniere en
une chaine binaire unidimensionnelle. Les deux méthodes proposées on fait ['objet d’une
implémentation informatique dans [’environnement de programmation Matlab. Elles ont été
validées par des applications numeériques sur des benchmarks simples en élasticité linéaire
bidimensionnelle.

Mots clés

optimisation topologique, algorithme génétique, représentation graphique, représentation par
adjacence

Abstract

The interest of topological optimization is explained by its capacity to offer innovating
solutions allowing a notable profit of performance. During the last decade, considerable efforts in
fundamental research were devoted to the development of new methods, reliable and efficient, for
the structural topology optimization. This thesis contributes in this field by using genetic
algorithms. Two methods were developed. The first proposes a genetic algorithm approach based
on a graphical representation by Bézier curves. The principle consists in building the structure by
a skeleton and a flesh. The skeleton is composed by the set of the Bézier cubic curves connecting
the boundary conditions surfaces. The flesh, in form of layers, completes the skeleton to give the
final form of the structure, completely connected. The second approach is based on a
representation by adjacency. The principle of this representation is founded on the concept of
connectivity of finite elements, considered as cells. This principle is expressed by an adjacency
matrix similar to that used in the graph theory. The encoding of the structure solutions uses this
matrix by transforming it into a binary string. The two proposed methods are implemented inside
Matlab programming environment. They are validated by numerical applications on simple two-
dimensional linear elasticity benchmarks.
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topology optimization, genetic algorithm, graphical representation, adjacency representation
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Introduction générale

Contexte de la thése

Le travail présenté dans ce mémoire de thése est dédié a 1’optimisation topologique par
algorithmes génétiques de structures continues. Les approches que nous proposons sont
générales mais, pour des raisons pratiques liées au temps de calcul, nous nous restreindrons

dans ce mémoire aux structures bidimensionnelles en élasticité linéaire.

L’optimisation topologique est actuellement un domaine en pleine effervescence. En
effet, depuis les ouvrages de référence cités dans les études bibliographiques menées par
Saitou et al. [Sai05] et par Eschenauer et Olhoff [Esc01], on constate une recrudescence
des publications dans le domaine de I’optimisation topologique. Cette recrudescence a été
particuliérement marquée a partir du milieu et jusqu’a la fin des années 90. Dans cette
période, des efforts considérables en recherche fondamentale ont été consacrés au
développement de nouvelles méthodes basées sur des approches micro-macro [Ben02].
L’intérét que suscite 1’optimisation topologique s’explique par sa capacité a offrir des
solutions innovantes permettant un gain de performance nettement supérieur a ce que 1’on

peut obtenir par optimisation dimensionnelle ou par optimisation de forme.

Les méthodes d’optimisation peuvent se diviser en deux classes: les approches
déterministes et les approches stochastiques. Les méthodes déterministes utilisent des
informations sur les valeurs aux points courants de la fonction a optimiser, sur les
limitations, ainsi que sur leur gradient. A D’inverse, les méthodes stochastiques ne
nécessitent aucune hypothése de régularité (continuité, différentiabilité) portant sur la
fonction a optimiser ou sur les limitations imposées. Les avantages et les inconvénients des
deux méthodes sont bien connus : les méthodes déterministes garantissent une convergence
robuste, mais souvent vers I’optimum local le plus proche du point de départ. Les
méthodes stochastiques, en particulier les algorithmes génétiques, sont capables de
localiser I’optimum global, en se basant sur une recherche par probabilités, mais avec une

vitesse de convergence généralement tres lente.



Introduction générale

Les algorithmes génétiques [Gol89] ont prouvés leur efficacité en optimisation dans
différents domaines comme la médecine [Pen99], I’économie, la gestion de trafic
(optimisation de trajet [Vae95]) ou encore dans 1’ingénierie [Haj92]. Par contre, cette
efficacité est fortement liée a un choix judicieux des parametres de 1’algorithme. Parmi
tous ces parametres, le codage est généralement considéré comme étant le plus important.
En effet, le codage est basé sur la représentation des solutions, représentation qui doit
décrire au mieux le probleme traité. En optimisation topologique des structures continues,
la représentation est souvent binaire puisqu’elle s’appuie généralement sur la présence ou
I’absence de matiere. Ce principe a été¢ adopté deés les premiers travaux par Sandergen et
ses collaborateurs [San90], par Jensen [Jen92], par Jakiela et ses collaborateurs [Cha%94,
Dud97, Jak00], par Fanjoy et Crossley [Fan02a, Fan02b] et récemment par Wang et Tai
[Wan04]. Cependant, 1’étude bibliographique menée dans cette thése, montre que cette
représentation est la principale cause des difficultés rencontrées. En effet, la représentation
binaire souffre de plusieurs limitations dont la plus importante concerne les défauts de
connectivité et la dépendance par rapport au maillage. La réparation de ces défauts est
coliteuse et elle participe a la dégénérescence des chromosomes [Kan96], ce qui conduit a

I’inefficacité de I’algorithme dans la recherche de 1I’optimum global.

L’¢étude bibliographique, présentée dans le chapitre I, montre aussi la possibilité de
surmonter ces difficultés en proposant d’autres représentations. Hamda et ses
collaborateurs [HamOO] ont proposé une représentation par des cellules de Voronoi qui
dépassent la limitation de la représentation binaire concernant la dépendance par rapport au
maillage. Tai [Tai98] a proposé une représentation graphique par courbes de Bézier qui
assure la connectivité dans les structures générées. Nos travaux de thése s’inscrivent dans
ce dernier cadre. Plus précisément, nous avons centré nos travaux sur la recherche d’une
représentation visant a améliorer I’efficacit¢ de 1’algorithme génétique dans le cadre de
I’optimisation topologique des structures continues. Nos travaux ont été orientés dans deux
directions faisant chacune I’objet d’un chapitre (chapitres II et III). La premiére a consisté
a étendre et généraliser les travaux de Tai. Le but visé est ’amélioration des performances
de I’algorithme génétique tout en conservant 1’idée force de Tai qui permet d’assurer la
connectivité dans les structures générées. La deuxiéme orientation sur laquelle nous avons
travaillé propose des idées originales inspirées partiellement des méthodes déterministes
(Automates cellulaires [Abd04, Tat00, Tov04]). Cette deuxiéme orientation vise a proposer
une représentation qui soit adaptée a la problématique de 1’optimisation topologique des
structures continues. En effet, malgré son efficacité, que nous avons établie sur plusieurs
exemples numériques, ’approche de Tai reste pour une large part dédiée a 1’étude des

mécanismes. Pour préserver la continuit¢ des ¢éléments, nous avons choisi une
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représentation par adjacence. Le terme ‘adjacence’ est emprunté de la terminologie de la

théorie des graphes [Dou01].

Dans les deux directions de recherche que nous avons choisies, nos travaux ont été
guidés par le souci de proposer les approches les plus générales possibles, en essayant de
s’affranchir, autant que faire se peut, de I’intuition qui prévaut souvent dans le choix des

parametres des algorithmes génétiques.

Plan de la thése

Le mémoire de cette thése est divisé en trois chapitres. Le premier est consacré a une
¢tude bibliographique dont la plus grande partie concerne 1’optimisation topologique des
structures par algorithmes génétiques. Le deuxiéme chapitre est dédié aux extensions que
nous avons apportées a I’approche de Tai. Le troisieme chapitre porte sur la méthode par

adjacence.

Le premier chapitre commence par un bref historique sur 1’optimisation structurale.
L’approche déterministe est ensuite évoquée au travers de la présentation des méthodes les
plus connues. Les algorithmes génétiques, qui sont au cceur de ce travail, sont présentés
dans le dernier paragraphe de ce chapitre. Aprés un résumé sur les contributions par
algorithmes génétiques en optimisation topologique, le principe, ainsi que les parameétres
de I’algorithme, sont présentés. Parmi tout ces parametres, le codage, considéré comme
étant le plus important, prend la plus grande part du paragraphe. Enfin, le chapitre se
termine par la présentation des techniques de partage et de regroupement appelées souvent

parametres évolués.

Le deuxiéme chapitre décrit notre contribution sur la représentation graphique par
courbes de Bézier. Notre travail s’inscrit dans la continuité des travaux de Tai qui a
proposé 1’idée pour la premicre fois en 1998 [Tai98]. Les premiers paragraphes sont
consacrés aux développements théoriques de notre approche pour 1’optimisation
topologique des structures continues. Sur ces bases théoriques, nous avons développé un
code de calcul en langage Matlab. Le dernier paragraphe est dédi¢ a la validation du code
de calcul a I’aide d’applications simples en élasticité linéaire bidimensionnelle. Le chapitre

se termine par des conclusions et des perspectives.

Le troisieme chapitre a pour objectif de proposer une contribution originale, toujours
dans le contexte de I’optimisation topologique par algorithmes génétiques des structures
continues. Nous visons a proposer une méthode générale, exempté de toute intuition, et
compatible avec le probleme posé. La théorie de cette contribution, dont le principe est

inspiré partiellement de la méthode déterministe appelée ‘Automates cellulaires’ [Abd04,
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Tat00, Tov04], fait ’objet des premiers paragraphes. L’idée de base consiste a résoudre le
probléme d’optimisation topologique en se basant sur le concept de connectivité des
¢léments finis, considérés comme cellules. Cette connectivité est exprimée par une matrice
binaire similaire a une matrice d’adjacence utilisée en théorie des graphes. La
représentation adoptée en utilisant la matrice d’adjacence offre beaucoup de souplesse pour
la mise en ceuvre d’un algorithme génétique. En effet, les chromosomes codés en utilisant
la matrice d’adjacence sont similaires a ceux obtenus par codage binaire. Cela simplifier
largement les opérations génétiques. Des applications numériques sont présentées dans le
dernier paragraphe de ce chapitre.

Des conclusions générales cloturent ce mémoire de thése. Elles synthétisent nos
principaux résultats et exposent quelques perspectives qui ouvrent des voies pour des

développements et des recherches ultérieures.
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Chapitre 1 Etat de l’art

1. Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons 1’état de ’art de I’optimisation topologique des
structures continues. Nous commengons par la formulation générale d’un probléme
d’optimisation structurale suivi par un bref historique de l’optimisation de structures.
L’optimisation topologique de structures est la plus récente des méthodes d’optimisation
structurale. Les premiers travaux dans ce domaine remontent a la fin des années quatre-
vingt [Ben88]. Aujourd’hui, deux approches concurrentielles sont utilisé€es : les approches

déterministes d’une part et les approches stochastiques d’autre part.

Les méthodes déterministes, dont la méthode d’homogénéisation est la plus connue
[All02a, Ben03], sont présentées dans le paragraphe 4.1. Les méthodes stochastiques, dont
la plus populaire est 1’approche par algorithmes génétiques [Gol89], font I’objet du
paragraphe 4.2. Cette dernicre méthode a connu un regain d’intérét ces dernieres années
grace au développement d’outils de calcul numérique, notamment en calcul parallele. Les
contributions majeures en optimisation topologique par algorithmes génétiques [San90,
Jen92, Cha%94, Kan96, Fan02], seront d’abord présentées avant le principe général d’un

algorithme génétique.

Parmi les différents paramétres d’un algorithme génétique, le codage est le plus
important. Il doit en effet étre compatible avec I’algorithme génétique pour permettre la
convergence de celui-ci vers ’optimum global mais doit aussi étre compatible avec le
probléme traité pour étre représentatif de ce dernier. Le codage le plus fréquemment utilisé
est basé sur une représentation en tableau binaire. Le principe de ce codage est d’associer a
chaque ¢€lément fini du maillage une variable binaire indiquant la présence ou I’absence de
matiere dans cet élément. Ce principe, qui ne tient pas compte de la connectivité, peut
conduire a la génération de structures comprenant des €léments et des blocs completement
déconnectés. Ces défauts induisent une instabilité numérique lors de 1’analyse structurale
par €léments finis. De plus, la longueur du chromosome, basé sur ce codage, est €¢gale a la
taille du maillage. Cette dépendance par rapport au maillage contribue a I’augmentation du
temps de calcul sachant que ce dernier est proportionnel a la longueur du chromosome.
Afin de remédier aux limitations de la représentation en tableau binaire, d’autres
représentations ont été proposées. Hamda et ses collaborateurs [Ham0O] ont proposé une
représentation par des cellules de Voronoi afin de remédier au probleme de la dépendance
par rapport au maillage. Tai [Tai98] a proposé une représentation graphique en utilisant les
courbes de Bézier dans le but de dépasser la limitation de la représentation par tableau

binaire concernant la connectivité des structures.
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Les autres parametres de 1’algorithme génétiques (sélection, croisement et mutation)
sont bien sir également trés importants bien qu’a un degré moindre que le codage. La
convergence de 1’algorithme dépend en effet d’un choix judicieux de la méthode de
s¢lection ainsi que les parametres qui controlent les opérateurs de croisement et de
mutation. Selon des études comparatives [Gol91], le choix de la méthode de sélection est
crucial pour la performance de I’algorithme génétique. Concernant les opérateurs de
croisement et de mutation, I’efficacité de 1’algorithme est liée aux probabilités qui
contrdlent le taux de ces opérations [Eib99], ainsi qu’aux types des opérateurs utilisées
[Kan96, Spe92].

Afin d’améliorer I’exploration du domaine de conception, une technique dite de
partage est parfois utilisée [Gol87]. Cette derniére s’accompagne souvent d’une technique
de regroupement, appelée ‘Clustering’, dans le but d’augmenter ’efficacité des opérations
de croisement [Dud97].
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2. Généralités

Face aux exigences d’un marché toujours plus concurrentiel, les industriels doivent
impérativement réduire leurs cofits de production tout en proposant des produits toujours
plus innovants. Ce défi devient aujourd’hui, plus que jamais, la premicre préoccupation des
ingénieurs. C’est pourquoi I’optimisation s’impose comme un outil incontournable pour
augmenter les performances tout en réduisant la masse des structures mécaniques,

entrainant ainsi de substantielles économies.

L’optimisation est actuellement un domaine de recherche en pleine effervescence grace
au développement d’outils de modélisation, d’algorithmes et de moyens de calcul de plus
en plus rapides et performants. Ce progres a facilité le développement des méthodes

d’optimisation notamment dans le domaine mécanique.

L’optimisation structurale en mécanique peut intervenir, soit par I’amélioration de
I’existant, en modifiant des parametres vis a vis de nouveaux objectifs ou limitations, soit
par I’émergence de nouvelles conceptions par modification de la topologie. Un probléme

d’optimisation peut prendre la forme générale suivante :

Minimiser : f(x) (1-1)

ous limitations .
h(x)=0  j=1-L

ou f est la fonction objectif que nous voulons minimiser et g et /# sont les limitations a

respecter.

Le volume et la compliance sont les deux types de fonction objectif habituellement
considérées en optimisation de structures mécaniques. Si le volume est sélectionné comme
fonction objectif, on lui associe en général une limitation sur la compliance. Cela se traduit
par la recherche du volume minimum tout en ne descendant pas en dessous d’un seuil de
rigidité qui représente la limitation. A I’inverse, si la compliance est sélectionnée comme
fonction objectif, la limitation portera sur le volume. La problématique consiste alors a
rechercher la structure la plus rigide possible (minimiser la compliance ou maximiser la
rigidité), tout en restant en dessous d’un volume limite qui représente la limitation
imposée. En d’autres termes, le premier probléme revient a chercher parmi toutes les
solutions ayant une rigidité donnée celle qui a le volume minimum. Le second probleme
consiste a rechercher parmi toutes les solutions d’un volume donné celle qui est la plus

rigide.
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L’optimisation de structures est habituellement divisée en trois catégories, par ordre

croissant de difficulté et de généralité (Fig. 1-1).

\

e [’optimisation dimensionnelle qui consiste a ne retenir, comme variables de
conception, que les dimensions transversales des composants structuraux telles que
les sections de barres d’un treillis, les épaisseurs de membranes ou de plaques,

.. etc.

e [’optimisation de forme qui permet de contrdler la géométrie de la structure a
topologie fixe. Les variables de conception sont des parameétres décrivant les
frontiéres du domaine, par exemple des coordonnées de points, des rayons de
congés de raccordements ou des alésages. Elle demande une gestion délicate du
modele géométrique issu de la CAO et son colit de réalisation est essentiellement
li¢ a la nécessité de modifier le modele éléments finis au cours du processus

d’optimisation.

e [’optimisation topologique, appelée aussi optimisation de forme généralisée,
permet de controler non seulement la géométrie, mais aussi la topologie de la
structure. Elle consiste a déterminer la nature et la connectivité des éléments
constitutifs d’une structure pour laquelle les conditions aux limites et le domaine
spatial dans lequel elle se situe sont spécifi€s. Les variables de conception prennent
alors le sens de wvariables logiques: présence ou absence de la matiére.
L’optimisation se ramene donc a la recherche de la distribution optimale de matiere
dans un domaine donné. Elle permet de déterminer les endroits ou on peut éliminer
la matiere. Optimiser la topologie conduit naturellement a déterminer, d’une
certaine maniere, la forme ou les dimensions transversales optimales de la structure,
de sorte que certains auteurs [All02a] lui attribuent aussi le nom d’optimisation de
forme généralisée. Elle est potentiellement beaucoup plus intéressante, car elle

ouvre la voie a une plus grande variété de conceptions.

La flexibilité disponible avec une topologie variable permet des gains de performances
trés significatifs et nettement supérieurs a ceux obtenus par une méthode
d’optimisation de forme ou I’optimisation dimensionnelle. Pour des problemes de
conception courants, on peut estimer que les gains moyens de performances vont, en
optimisation dimensionnelle, de 5 a 10 % et de 10 a 30 % en optimisation de forme
[Duy96]. Avec une optimisation topologique, les gains obtenus sur la performance
peuvent aller de 40 a 100 %. Cela montre la potentialité de 1’optimisation topologique

par rapport aux autres méthodes d’optimisation de dimensionnement et de forme.
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Figure 1-1. Les trois types d’optimisation structurale : (a) dimensionnelle (b) de forme (c)

topologique. [Ben03]

3. Evolution historique de ’optimisation structurale

Historiquement, I’évolution de I’optimisation structurale remonte au début des années
soixante. C’est a cette époque qu’ont été développées les bases théoriques modernes de
I’optimisation des structures fondées sur les concepts de programmation mathématique et
d’analyse de sensibilit¢ [Sch63]. Paradoxalement, a cette époque, le ‘Fully Stressed
Design’ était la seule technique a étre largement utilisée en pratique méme s’il n’existait
aucune justification théorique, en dehors de I’empirisme et de I’intuition des ingénieurs. Il
a fallu attendre quelques années pour que les méthodes variationnelles et les conditions
d’optimalité de Lagrange permettent de justifier les critéres de ‘Fully Stressed Design’
pour une classe de problémes d’optimisation structurale [Pra68]. Les conditions
d’optimalité du probléme d’optimisation furent alors utilisées directement pour construire
un algorithme de résolution itératif qu’on appelle la technique des critéres d’optimalité
[Sav85, Roz8&8].

A coté des méthodes de critéres d’optimalité, le probléme d’optimisation structurale
fait des progres rapides basés sur le développement d’analyse de sensibilité, le concept
d’approximation structurale explicite et les méthodes de programmation mathématique
[Sva87]. Le probleme de dimensionnement automatique a bénéficié en premier lieu de ces
recherches, de sorte que 1’optimisation des dimensions transversales est actuellement un
outil fiable. Outre les dimensions transversales des ¢léments structuraux, il est possible

d’en faire varier la forme mais la topologie reste inchangée [Sva81].

Le probleme d’optimisation de forme est plus complexe que le dimensionnement,
puisque les modifications de la forme du contour extérieur entrainent des modifications du
domaine intérieur, et dans ce cas il faut surmonter plusieurs difficultés. Le calcul des
sensibilités est plus complexe qu’en dimensionnement. Un calcul mené de fagon semi-

analytique peut entrainer des erreurs importantes [Bar88]. D’autre part, pour maitriser les

11
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frontiéres du domaine on procede au remaillage, qui nécessite des mailleurs automatiques
fiables. Malheureusement, lorsque les changements de forme deviennent trés importants, il
est parfois difficile de faire varier le modele €léments finis sans introduire des éléments

tres distordus et, par conséquent, une erreur d’approximation trés importante.

Pour généraliser 1’optimisation de forme, il est nécessaire d’abandonner Ila
représentation paramétrique pour décrire le domaine. Poser le probléme sous forme d’une
distribution de matiére répond a ce critére. Mais une méthode de résolution générale restait
inconnue jusqu'a ce que Bendsge et Kikuchi [Ben88] suggerent d’introduire la notion de
microstructure poreuse et la théorie de homogénéisation dans le probléme de distribution
optimale de matiere. La publication de Bendsoe et Kikuchi en 1988 constitue une date

pivot et un tournant dans le domaine de la recherche en optimisation topologique.

Les premieres techniques d’optimisation topologique remontent au début du vingtiéme
siecle avec les travaux de Michell [Mic1904]. Les solutions intuitives proposées par ce
chercheur australien concernent les structures naturellement discrétes (treillis de barres).
Plus tard, et dans le méme cadre, les premiéres formulations du probléme ont été proposées
dans le contexte de la programmation mathématique en utilisant le principe appelé univers
structural ou ‘Ground Structure’ [Kir93]. Dans cette approche, le domaine de conception
est constitué d’un ensemble de nceuds, de coordonnées fixes, reliés entre eux par des
barres. En faisant varier la section ou 1’épaisseur de chaque barre entre zéro (dans ce cas
I’élément disparait) et certaines valeurs maximales, on génere une variété de solutions de
topologies différentes (Fig. 1-2). Cependant, elle est inadaptée aux problemes de grande
taille car le processus d’optimisation topologique demeure indissociable du
dimensionnement. La méthode a prouvé son efficacité pour résoudre les problemes de

petites tailles. Cependant, elle est inadaptée aux problémes de grandes tailles.

(a) (b)

Figure 1-2. L approche ‘Ground Structure’ (a) univers structural (b) solution optimale. [Bek97]

12
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En introduisant le concept de Bendsoe qui consiste a relaxer les propriétés physiques
du matériau composant le domaine de conception, les recherches en optimisation
topologique sont désormais tournées vers les structures continues (membranes, plaques et
volumes). Les structures continues sont souvent discrétisées en ¢éléments finis et les
variables de conception, dont le nombre est égale a celui des éléments finis, sont de type

logique (0 ou 1) exprimant I’absence ou la présence de maticre.

4. Méthodes d’optimisation topologique

Deux catégories de méthodes d’optimisation topologique structurale, basées sur deux
principes différents, sont présentées dans cette section. La premiere catégorie regroupe les
méthodes classiques qui adoptent un principe déterministe, basé sur [’analyse de

sensibilité. La deuxieme catégorie utilise des principes stochastiques.

4.1 Méthodes déterministes

Dans ce paragraphe nous présentons chronologiquement les méthodes d’optimisation

structurales les plus populaires, dites déterministes.

4.1.1 La méthode d’homogénéisation

L’optimisation topologique des milieux continus ¢lastiques débute avec les travaux de
Bendsee et Kikuchi [Ben88]. La méthode qu’ils proposent pour résoudre les problémes
d’optimisation topologique, et qui est maintenant connue sous le nom de méthode
d’homogénéisation, est fondée sur les idées de distribution optimale de matiere et de
relaxation. Pour cela, Bendsoe et Kikuchi [Ben88] introduisent une microstructure poreuse
dont ils déterminent les propriétés macroscopiques en fonction de la densité grace a la
théorie de I’homogénéisation des microstructures [Ben78]. Une microstructure périodique
est utilisée avec une porosité variable provenant d’une perforation rectangulaire au sein de
la cellule de base (Fig. 1-3). La théorie de I’homogénéisation, valable pour tout matériau
composite de microstructure périodique, est utilisée pour déterminer les propriétés
macroscopiques €quivalentes. Les variables de conception sont les dimensions de la
perforation de la cellule de base au sein de chaque ¢élément fini et, comme le matériau
homogénéisé est orthotrope, I’orientation des microstructures locales est également une
variable de conception du probleme d’optimisation. Le probléme numérique d’optimisation
étant de treés grande taille, on adopte le principe de minimisation du travail des charges

extérieures appliquées (encore appelé compliance) pour I’aborder.

13
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Figure 1-3. Principe d’homogénéisation avec microstructures.

Le choix de la microstructure poreuse a fait I’objet de nombreux travaux [Wan03].
Dans sa version primitive, la méthode d’homogénéisation s’est tournée vers les micro-
perforations rectangulaires mais, trés tot, on a proposé de nouvelles microstructures et
d’autres lois donnant la raideur en fonction de la densité relative. Malheureusement, la
technique de microstructure conduit a des résultats qui sont souvent inutilisables pour la
pratique de I’ingénieur. En effet, la structure solution est largement remplie de zones de
matériaux composites de densité comprises entre le vide et le solide. Ces microstructures
ne sont ni usinables, ni faciles a interpréter pour dégager un modéle CAO qui servirait a un
autre type d’optimisation. Pour améliorer la séparation entre les régions occupées par le
vide et le solide, et pour donner lieu a des solutions qui soient plus directement utilisables

dans la pratique, on préfére recourir a des microstructures sub-optimales.

Simultanément a 1’introduction des microstructures, Bendsee [Ben89] a suggéré
d’employer une loi dans laquelle les densités intermédiaires sont pénalisées par une loi de

type puissance (Power Law). Le module d’¢lasticité E; de chaque élément fini est exprimé
en fonction de la densité relative p,et de la valeur maximale Ej:

>1 (1-2a)

(p=1)
P; = PPy (0 sp< 1) (1-2b)

po et Ey sont la densité et le module d’¢lasticité du matériau.

La méthode est appelée souvent SIMP (Solid Isotropic Material with Penalization). La
méthode SIMP a été proposée, sous le nom ‘Approche directe’ ou ‘Approche par densité

artificielle’, par Bendsge en 1989 [Ben89]. Elle a été¢ développée, et largement utilisée par
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son groupe de recherche depuis 1990 (http://www.topopt.dtu.dk). Le nom SIMP a été proposé

en 1992 par le méme auteur.

Dés le début des années quatre-vingt dix, plusieurs chercheurs ont contribué¢ au
développement de la méthode d’homogénéisation. Parallelement a la méthode SIMP, de
nouvelles microstructures ont été proposées. Allaire [All02a], propose la méthode OMP
(Optimal Microstructures with Penalization). Mais la méthode SIMP n’a pas cesser de se
développer, et la contribution la plus importante est celle appelée ‘Schémas
d’interpolation’ de Bendsee et Sigmund [Ben99]. Depuis cette date, la méthode SIMP est
devenue la plus utilisée en optimisation topologique. Ses avantages par rapport a d’autres

méthodes sont présentés dans [Roz01a].

La méthode SIMP a été utilisée avec la méthode de critere d’optimalité ou avec la
programmation mathématique. Par conséquent, les performances de cette méthode ont
considérablement augmenté, et le domaine d’étude a été étendu a une grande variété de
problémes : charges de pression, systemes multi-physiques, nouvelle classe de composites,

non-linéarité géométrique, interaction fluide/structure, ... [Roz0la].

4.1.2 Les méthodes évolutives

En parall¢le des méthodes d’homogénéisation, d’autres méthodes basées sur I’approche
évolutive ont été proposées. Ces méthodes trouvent leur origine dans le principe intuitif des
critetres d’optimalité ‘Fully Stressed Design’. Le principe consiste a ¢éliminer
progressivement du domaine de conception la mati¢re jugée inutile. Le processus se fait,
soit par ¢limination des espaces occupés par les éléments de faibles valeurs de contraintes
locales, soit par manipulation des propriétés physiques du matériau, en affectant de faibles
valeurs aux modules d’¢lasticité de ces ¢léments. Plusieurs méthodes on été développées
sur ce principe telle la méthode ESO (Evolutionary Structural Optimization) [Xie93,
Xie97, Lia00, Tan02] ou encore les méthodes appelées ‘Hard kill’ et ‘Soft kill’ [Pap96].

En 1993, Y.M. Xie et G.P. Steven ont proposé une approche appelée ‘Evolutionary
Structural Optimization’ (ESO). Cette méthode est basée sur I’élimination des éléments

ayant un niveau de contrainte de Von Mise faible. Le niveau de contrainte de chaque
¢lément est déterminé en comparant la contrainte de cet élément o.” a la contrainte de

vm

Von Mises maximale o,;, . Apres chaque analyse élément fini, les ¢éléments vérifiant la

condition suivante sont éliminés de la structure :

O <RR (1-3)
Max

ou RR; représente le taux d’élimination de I’itération en cours.
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L’opération d’¢élimination continue avec le méme taux RR; jusqu’a 1’élimination de
tous les ¢léments vérifiant la condition (1-3). A cette étape, un parametre ER dit

‘Evolutionary Rate’ est introduit et ajouté au taux d’¢élimination :
RR;:1 = RR;+ ER (1-4)

Le processus évolutif se poursuit jusqu’a la convergence. En se basant sur ce critére, la
solution optimale recherchée est une structure ayant une distribution quasi-uniforme des
contraintes locales de Von Mises, ce qui est en réalité¢ 1’ancien concept intuitif de la
méthode de critére d’optimalité ‘Fully Stressed Design’. Cette méthode évolutive requiert
le choix de deux paramétres. Un taux d’¢élimination initial RR, dont la valeur est de 1’ordre

de 1 %, et le taux évolutif ER d’une valeur souvent égale a 1 %.

La méthode ESO semble avoir quelques avantages par rapport aux autres méthodes
d’optimisation topologique. Elle est d’abord trés simple a implémenter numériquement ou
a coupler avec un logiciel d’analyse de structure basé sur la méthode des éléments finis. De
plus, le cott du calcul structural devient de plus en plus faible en approchant de la solution
finale en raison de I’¢limination progressive des éléments du maillage. La simplicité de la
méthode ESO a été prouvée dans plusieurs applications concernant des problémes discrets
ou continus. Cependant, la méthode ESO n’a pas de bases théoriques encore établies, et
clle est considérée a 1’heure actuelle comme une méthode intuitive. Enfin, dans certaines
situations, Zhou et Rozvany [ZhoOl] ont prouvé que cette méthode ne converge pas

toujours vers des solutions optimales.

4.1.3 Autres Méthodes

Depuis les premiers travaux en optimisation topologique par homogénéisation,
I’optimisation topologique bénéficie de 1’apport constant de nouvelles approches et
méthodes proposées par les chercheurs. L’objectif de paragraphe est de présenter quelques

unes de ces méthodes parmi les plus connues et les plus efficaces.

= Approche duale

Le probléme dual consiste a maximiser une fonction qui ne dépend que des
multiplicateurs lagrangiens associés aux contraintes. Il est continu et quasi non contraint,
mais sa non-différentiabilité requiert I’utilisation de méthodes basées sur les sous-
gradients. Dans ce contexte, M. Beckers [Bec97, Bec99] a réussi a résoudre en variables
discretes les problemes d’optimisation topologique de trés grande taille dans le domaine de

I’¢lasticité linéaire. La méthodologie consiste a générer des sous-problémes discrets
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approchés par des schémas d’approximation convexes et sé¢parables. Chacun des sous-

problémes est résolu dans un espace dual avec un algorithme basé¢ sur le sous-gradient.

En optimisation structurale, un probléme discret standard s’écrit sous la forme
[Bec97] :

min g,(x)

g,(x)<gi™ j=lLm (1-5)
avec< " :

x,eX, i=Ln

Le vecteur x = (x,,..., x,) contient les n variables de conception. L’ensemble X; représente

la liste des valeurs admissibles associées a la i™ variable et g la fonction objectif.

L’approximation convexe consiste 4 remplacer toutes les fonctions gy(x), au point x*,

par les approximations convexes et séparables g(x) données par 1’expression :

. dg, (x* dg. (x*) 1 1
G0=gahH+ ¥ By 5 ) L1, (1-6)
28, ) ox, 28, G ox, X, X
7’5)([ >0 7’5);[ <0

Les structures continues sont discrétisées en ¢léments finis et chaque ¢lément fini est
associ¢ a une variable binaire dont la valeur ‘1’ indique la présence de 1’¢lément et ‘0’

indique son absence.

= Méthode de lignes de niveaux (level-set)

G. Allaire, F. Jouve et A.M. Toader [All02b] étudient des problémes d’optimisation de
formes en utilisant une représentation des formes par la méthode ‘level-set’. L’idée est de
reprendre les résultats fondateurs d’Hadamard au début du 20°™ siécle et de Murat-Simon
de la fin des années 70, cités dans [All02b], concernant I’optimisation de formes dite
‘classique’ (aussi appelées méthodes de variation de frontieres ou de variation de domaine)
et de les adapter a une représentation des formes de type ‘courbe de niveau’. Les formes
sont capturées sur un maillage fixe, et la dérivée de forme est utilisée comme une vitesse
de transport dans une équation d’Hamilton-Jacobi. Bien que cette méthode ne soit pas
spécifiquement congue pour faire de 1’optimisation topologique, elle permet trés facilement
les changements de topologie de la forme d’une structure pour des fonctions objectif trés
générales. Son colt en temps de calcul est modéré puisqu’il s’agit d’une méthode
numérique de capture de formes sur maillage Eulérien fixe. On évite ainsi les

inconvénients des méthodes classiques d’optimisation de forme dii aux problémes de
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remaillage successif du domaine. La méthode a été¢ implémentée et testée en 2D et en 3D
[A1102b].

La contribution de Wang et al. [Wan03] combine la méthode de ligne de niveaux avec
la programmation mathématique. Dans ce travail, les auteurs ont montré la flexibilité de la

méthode avec le changement de la topologie dans des applications 3D.

Cependant, contrairement a la méthode d’homogénéisation, on n’a plus I’assurance de
trouver un optimum global de la fonctionnelle a optimiser, et les solutions obtenues

dépendent fortement de la configuration initiale (Fig. 1-4).

S 220

Figure 1-4. Méthode de lignes de niveaux (a) initialisations, (b) solutions optimales. [Al102b]

= Méthode d’automates cellulaires (Cellular Automata)

Le paradigme des automates cellulaires, dont le principe est basé sur des regles de
transitions locales entre une population de cellules, a été¢ fondé et utilisé dans les années
quarante. Cependant, ce paradigme n’est devenu populaire que récemment grice au
développement du calcul parall¢le. Ce principe a été utilisé la premicre fois par Kita et
Toyoda [Kit00] et par Tatting et Gilirdal [Tat00] pour D’optimisation des structures
continues. Le domaine de conception a été¢ discrétisé en €léments finis, chaque élément
représentant une cellule. La recherche de la solution optimale est basée sur la mise a jour
des paramétres d’optimisation dans chaque cellule en fonction des parameétres des cellules
de voisinage (Fig. 1-5). Chaque cellule, a la position r, est définie par un ensemble de
variables d’état S(S,..., S,). L’évolution de chaque variable d’état, S,(7, t+1), est controlée

par une regle locale :

Sqr, t+1) = R(S(r, 1), S(+A1, 1),..., SG+Aw, 1)) (1-7)
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Ou r+A; désigne la position associée a une cellule voisine. L’ensemble des régles locales
R(R;,..., R,) sont identiques pour toutes les cellules et sont appliquées simultanément.
Dans les premiers travaux utilisant cette approche [Kit00], une régle basée sur le principe

FSD ‘Fully Stressed Design’ a été largement utilisée.

(a) (b) (c)

Figure 1-5. Voisinage d’une cellule (a) Von Neumann (N = 4), (b) Moor (N = 8), (¢) MvonN (N
=12). [Tov04]

La méthode des automates cellulaires a été adoptée par plusieurs auteurs. Abdalla et
Giirdal [Abd04] ont utilisé une regle locale basée sur le critére d’optimalité interprétée par
la condition de Kuhn-Tucker. Une technique hybride a été proposée par Tovar et al.
[Tov04], ou la régle locale est inspirée de la modélisation des os. La variable de conception
est la densité dont la valeur est calculée a chaque itération par la régle locale. Le principe
‘Power Law’ de la méthode SIMP a été utilisé ensuite pour calculer le module d’¢lasticité
en fonction de la densité. Dans ce cas, 1’état de chaque cellule Si(Sp;,..., Sr;) est défini par
des variables de conception Sp, (propriétés géométriques et physiques par exemple) et des
variables de champ Sy; (contraintes mécaniques, déformations). La régle locale modifie les

. . . . . *
variables de conception en conduisant les variables de champ vers des valeurs cibles S, .

Le calcul s’effectue selon I’algorithme itératif présenté sur la figure 1-6.
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Figure 1-6. Algorithme de la méthode ‘Hybrid Cellular Automata’ [Tov04]
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L’avantage de cette méthode est I’indépendance par rapport au maillage ainsi que la
stabilit¢ numérique grace a 1’absence de damiers (la notion de damiers, checkerboared en
anglais, est présentée dans le paragraphe suivant). En revanche, la convergence vers la
solution optimale nécessite des milliers d’itérations a cause de la forte non-linéarité¢ du

probléme (Fig. 1-6).
4.1.4 Limitations des méthodes déterministes

Les méthodes classiques d’optimisation par approche déterministe, sont confrontées a
de sérieuses difficultés malgré les progrés de ces derniéres années. L’une d’entre elles
concerne la stabilit¢é numérique. Dans les méthodes adoptant le principe de relaxation des
propriétés physiques, la méthode d’homogénéisation par exemple, la difficulté est liée a la
présence de damiers (Fig. 1-7). Le phénomeéne de damier consiste en une distribution de
densité du matériau, dans les éléments finis, de maniére périodique a la maniére des cases
noires et blanches dans le jeu de dames. Enfin, on résout les problémes discrets par les
méthodes déterministes sans tenir compte du caractere discret des variables, puis on
arrondit les résultats aux valeurs discrétes admissibles les plus proches. Cela peut conduire
a une solution ¢éloignée de 1’optimum et méme parfois inadmissible. Beckers [Bek97] a
réussi a résoudre les problémes discrets en utilisant 1’approche duale, mais sa méthode
reste limitée au traitement des fonctions objectif dérivables. En fait, la plupart des

méthodes déterministes sont limitées aux traitements des fonctions objectif différentiables.

Figure 1-7. Probléme de damiers.

Zhou et Rozvany [ZhoO1] ont prouvé dans des applications simples que la méthode
appelée ‘ESO’ donne des solutions non optimales. Le principe intuitif des criteres
d’optimalité ‘Fully Stressed Design’, sur laquelle cette derniere méthode est basée, a été
critiqué dans un autre travail de Rozvany [Roz01b]. Dans ce dernier article, I’auteur
critique également les méthodes d’optimisation basées sur la minimisation de la
compliance qui peuvent aboutir a des solutions non optimales dans certains problémes. De
plus, la stabilit¢ numérique de la méthode évolutive ESO dépend fortement des ses

parametres RR et ER représentant les taux d’élimination et d’évolution respectivement.
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Les méthodes déterministes utilisent souvent 1’analyse de sensibilité. La technique de
calcul de sensibilité (gradient), n’est pas une tache facile car les fonctions objectifs ne sont
pas toujours différentiables, et un calcul semi-analytique ou par différences finies peut
aboutir a des approximations importantes, sans parler du cott de ce calcul qui s’ajoute au
colit des analyses structurales. C’est pourquoi le développement de méthodes non basées
sur le gradient présente un intérét certain. Il s’agit des méthodes d’ordre zéro, capables de
travailler sur n’importe quel domaine physique et permettent d’optimiser des fonctions non

différentiables, voire discontinues.

4.2 Méthodes Stochastiques

Les phénomeénes physiques ou biologiques ont été la source d’inspiration de nombreux
algorithmes de calcul numérique pour la modélisation, et particulierement pour
I’optimisation. Ainsi 1’algorithme de recuit simulé est inspiré de la thermodynamique et les
algorithmes évolutionnaires (AEs) (dont les plus connus sont les algorithmes génétiques)

sont inspirés de I’évolution Darwinienne des populations biologiques.

Les algorithmes évolutionnaires sont des méthodes stochastiques. Le caracteére global
d’optimisation, ainsi que la souplesse de ces algorithmes a traiter des fonctions objectif non
régulicres ou des fonctions définies sur des espaces de recherche non standards (espaces
discrets,...etc.), permet de les appliquer aux problemes d’optimisation structurales qui ne

peuvent €tres résolus par des méthodes déterministes.

4.2.1 Recuit simulé

La méthode de recuit simulé a ét¢ développée des le début des années quatre-vingt par
Kirkpatrick et al. [Kir83]. Elle est basée sur la technique du recuit, utilisée en métallurgie,
qui consiste a chauffer un solide métallique jusqu'a sa température de fusion, puis a le
refroidir lentement jusqu'a la température ambiante, afin que les atomes aient le temps de
prendre des positions qui minimisent 1’énergie. L’algorithme simulant ce processus
consiste, a une certaine température, de perturber d’'une maniere aléatoire la position des
atomes de maniére a avoir un nouvel état d’énergie. Dans le cas d’une augmentation
d’énergie, une décision probabiliste aléatoire juge 1’acceptation ou le rejet de cet état
d’autant plus séverement que la température est faible. D’autres perturbations sont alors
générées, jusqu'a obtention d’un état d’énergie minimale. L’application a I’optimisation
topologique de structures repose sur 1’analogie suivante : la fonction objectif est assimilée
a I’énergie et les variables de conception aux positions des atomes. La température devient

un parameétre de contrdle de la convergence de I’algorithme.
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Le domaine de conception est discrétisé en ¢léments finis ou chaque €lément contient
de la matiére ou du vide. Il n’y a pas de densités intermédiaires. La méthode de recuit

simulé travaille donc sur un domaine binaire {0, 1}.

La caractéristique principale de cette méthode est d’accepter, avec une certaine
probabilité, I’augmentation de la fonction objectif. On permet ainsi de se dégager des
optima locaux et de continuer la recherche. Mais le probléme principal pour atteindre le
minimum global dans un temps fini est la détermination de 1’ensemble des parametres qui
gouvernent la convergence de 1’algorithme. C’est ce qu’on appelle le ‘schéma de
refroidissement’. Ces parametres sont la valeur initiale du parametre de controle (la
température initiale), le facteur de réduction de température, le nombre d’itérations et enfin

le critére d’arrét.

4.2.2 Algorithmes génétiques

Les algorithmes génétiques sont des méthodes d’optimisation stochastiques maintenant
bien connues, depuis le travail de J. Holland [Hol75], consolidé par le livre de D. Goldberg
[Gol89]. Plus récemment, le cadre initial strict des chalnes de bits de longueur fixe a été
étendu a des espaces de recherche quelconques, montrant clairement que les algorithmes
de base peuvent étre modifiés pour tenir compte des particularités du probléeme a traiter. Il
est aujourd’hui admis que le terme algorithmes évolutionnaires recouvre toutes ces

variantes.

De telles méthodes peuvent permettre, en calcul scientifique comme dans bien d’autres
domaines, de dépasser certaines limitations des méthodes classiques. Elles sont en effet
capables de travailler sur des espaces discrets aussi bien que continus (voir des espaces
mixtes, comme dans le domaine de 1’optimisation topologique des structures en treillis
[Ohs95]). Ce sont des méthodes d’ordre zéro particulierement efficaces lorsque la fonction
objectif possede de nombreux optimaux locaux qui pénalisent des méthodes classiques

telles que les algorithmes de type gradient.

La plupart des problémes d’optimisation sont de nature multi-objectif. L’optimisation
multi-objectif cherche a optimiser plusieurs composantes d’un vecteur de fonction coft.
Contrairement a un probléme mono-objectif, la solution n’est pas unique mais constituée
d’un ensemble de solutions dites de Pareto optimales (Fig. 1-8). Sur cette figure, on a
représenté la surface de Pareto d’une fonction colt bijectif associée a un probléme de
minimisation de section droite de poutre, les sections droites sont symbolisées par les
carrés. Cependant, ®; et ®; sont les composantes du vecteur de la fonction colt. La

difficulté principale d’un probléme multi-objectif ne consiste pas a chercher une solution
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optimale mais a déterminer 1’ensemble des solutions optimales pour lequel on ne pourra
pas effectuer une opération de classement. Les méthodes d’optimisation multi-objectif sont
donc des méthodes d’aide a la décision pour lesquelles les algorithmes génétiques semblent
particuliérement adaptés.
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Figure 1-8. Exemple d’un probléme multi-objectif. [Fan02b]

Les premiers travaux d’optimisation topologique par algorithmes génétiques datent du
début des années quatre-vingt dix avec les travaux de Sandergen et de ses collaborateurs
[San90]. Jensen [Jen92] a exploité les algorithmes génétiques pour 1’optimisation de la
section d’une poutre. Plus tard, son travail a été étendu pour 1’optimisation des structures
continues : Chapman and al. [Cha94] ont optimisé¢ une plaque console, Chapman et Jakiela
[Cha96] ont montré la souplesse des algorithmes génétiques pour travailler avec différentes
fonctions objectifs, Duda et Jakiela [Dud97] ont utilis¢ les techniques de partage et de
regroupement dans le but d’améliorer 1’efficacité de 1’algorithme. D.W. Fanjoy et W.A.
Crossley [Fan02] ont optimisé¢ la section d’une poutre soumise a des charges multiples de
flexion et de torsion. En France, le probléme d’optimisation topologique des structures
continues a été¢ abordé par C. Kane et ses collaborateurs [Kan95, Kan96], et par H.
Hamada et ses collaborateurs en proposant une nouvelle représentation basée sur les sites
de Voronoi [HamO00]. Tai et ses collaborateurs ont proposé¢ une nouvelle représentation
graphique qui s’affranchit du codage binaire traditionnel [Tai98, Tai00]. Enfin, toujours
dans le cadre d’optimisation des structures continues, les algorithmes génétiques ont été
combinés avec d’autres méthodes déterministes telle que la méthode des automates
cellulaires [Haj99].

A cause de leur nature combinatoire, les problémes discrets peuvent étre résolus avec
efficacité par les algorithmes génétiques. Les travaux d’optimisation de structures en

treillis constituent une part importante des travaux d’optimisation par algorithmes
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génétiques a cause de la nature discrete de ces problémes. Citons le travail de Ohsaki
[Ohs95] pour I’optimisation d’un systéme de barres sur un domaine de conception mixte
(continu, discret). Wu et Chow [Wu95] ont proposé¢ une stratégie basée sur les algorithmes
génétiques pour un probléme de treillis mixte sous contraintes non linéaires. Hajela et Lee
[Haj95] ont utilisé une technique de deux niveaux pour un probléme de treillis sous
contraintes de stabilité cinématique. Coello et Christiansen [Coe00] ont résolu un probleme
d’optimisation multi-objectif et Azid and al. [Azi02] ont proposé une technique pour

résoudre un probleme sous limitations de déplacement et de contraintes.

Une étude bibliographique trés riche a été présentée par R. Kicinger et al. [Kic05].
Cette ¢tude regroupe des travaux de recherche récents dans le domaine de I’optimisation

structurale par des méthodes évolutionnaires, en particulier par algorithmes génétiques.

4.2.2.1 Principe d’un algorithme génétique

Les algorithmes génétiques sont inspirés des mécanismes de la sélection naturelle et de
la génétique. Ils utilisent les principes de la survie des individus les mieux adaptés. C’est
Holand [Hol75] qui a posé les fondements théoriques des algorithmes génétiques, passant
du paradigme Darwinien de 1’évolution naturelle a celui de 1’évolution artificielle. Une
nouvelle étape est franchie lorsque les travaux de Goldberg [Gol89], vers le milieu des
années quatre-vingt, donnent aux algorithmes génétiques leurs lettres de noblesse en tant

que méthode d’optimisation viable, efficace et non spécifique.

Pour optimiser une fonction objectif donnée f'dans un espace de recherche €, on définit
une fonction performance ‘fitness’ reliée a cette fonction objectif. Les algorithmes
génétiques maximisent souvent la fonction performance afin de s’adapter au principe

Darwinien. Les étapes principales d’un algorithme génétique sont les suivantes :

La premiere étape d’optimisation par algorithme génétique consiste a initialiser une
population avec une méthode complétement aléatoire. La population se compose d’un
ensemble d’individus (points dans I’espace de recherche), solutions possible du probléme.
Un individu, appelé généralement ‘chromosome’, est constitué¢ de genes en chaine de bits
codés souvent en binaire ‘0-1°. A chaque individu, on attribue une fonction performance
évaluant le mérite de cet individu en tant que solution possible du probléme. La population
évolue en une succession de générations en respectant le principe que les individus les plus

adaptés (en terme de valeurs de la fonction performance) survivent et se reproduisent.

La deuxi¢me étape est la reproduction, dont la phase la plus importante est la sélection.
Les opérateurs de sélection s’appliquent sur une population pour créer une population

intermédiaire. Dans le but d’explorer le domaine de recherche, les opérateurs de
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croisement et de mutation s’appliquent ensuite sur la population intermédiaire pour créer
une nouvelle population. Le croisement est un opérateur de reproduction qui donne
naissance a deux nouveaux individus en échangeant des parties de deux individus qualifiés
de parents. L’opérateur de mutation consiste pour sa part a perturber les valeurs de
quelques geénes du chromosome dans le but d’augmenter les capacités d’exploration du
domaine de recherche. Une fois la nouvelle population constituée, a priori plus
performante que la précédente, on examine une condition d’arrét. Si la condition d’arrét,
définie par I'utilisateur, est satisfaite on met fin au processus de calcul. Dans le cas
contraire, on retourne a la deuxiéme étape, c'est-a-dire la reproduction, et le processus se

poursuit jusqu'a la satisfaction de la condition d’arrét.

4.2.2.2 Représentation des individus et codage

Une méthode évolutionnaire, spécifiquement basée sur un algorithme génétique,
nécessite une représentation des individus qui sont les solutions du probléme que 1’on

cherche a résoudre. Le choix de cette représentation est crucial.

Une représentation d’un systétme mécanique est une description de ce systéme
exprimée en fonctions d’attributs. Dans la plupart des représentations, chaque gene
correspond a un attribut qui représente une variable dans 1’espace de recherche. Chaque
variable, associée a une des caractéristiques de I’espace, peut prendre certaines valeurs
(discretes ou continues). Une représentation simple, souvent utilisée en algorithmes
génétiques, adopte le principe des genes binaires exprimant la présence ou 1’absence de la
caractéristique associée. Dans de telles représentations, chaque individu est représenté par

une chaine de longueur généralement fixe.

Aujourd’hui, il est unanimement admis qu’il faut considérer deux espaces : 1’espace ou
est pos¢ le probleme, sur lequel on peut calculer la fonction objectif, ou espace
phénotypique, et ’espace ou travaillent les opérateurs génétiques, ou espace génotypique.
Le codage est le passage du phénotype au génotype. Un bon codage est celui qui favorise
la formation des briques ¢élémentaires qui seront recombinées par [’opérateur de

croisement.

e Codage en tableau binaire (Bit-array)

Malgré toutes les critiques qui lui ont été adressées, le codage le plus utilisé reste le
codage binaire. L’idée est de partir d’un maillage donné pour définir une représentation
binaire appelée tableau de bits ou ‘Bit-array’. Elle est associée au maillage du domaine de

conception qui est utilis¢é pour calculer le comportement mécanique de toutes les
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structures. A chaque ¢élément du maillage on attribue une valeur ‘0’ qui représente le vide

ou ‘1’ pour la représentation de la matiere (Fig. 1-9).
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Figure 1-9. Représentation en tableau binaire (a) génotype (b) phénotype. [Jak00]

A priori, il existe une équivalence formelle entre le génotype, représenté par un tableau
de bits, et une chaine de bits. Mais il a ét¢ montré par C. Kane [Kan96], en utilisant le
théoreme des schémas et I’expérimentation, que ces deux types de représentations sont loin
d’étre équivalentes quand on utilise les opérateurs de croisement standard de la théorie des

algorithmes génétiques (Fig. 1-10).
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Figure 1-10. (a) représentation en une chaine de bits, (b) représentation en tableau de bits.

Ce type de représentation a été largement adopté dans les travaux d’optimisation
topologique des structures continues. Cependant, il souffre d’une profonde limitation liée a
la dépendance du maillage et aux défauts de connectivité des structures générées (Fig. 1-
11). La dépendance par rapport au maillage est problématique car des résultats théoriques
[Cer96], ainsi que des constatations expérimentales [Gol92], indiquent que la taille critique
de la population nécessaire pour atteindre la convergence augmente au moins linéairement
avec la taille des individus. Or, la taille d’un individu (le nombre de bits nécessaire pour le
décrire) est égale a la taille du maillage. De plus, les populations de grandes tailles
nécessitent souvent un grand nombre de générations pour converger. Il est donc clair que
cette approche doit restreindre son domaine d’application a des maillages grossiers
bidimensionnels, alors que les ingénieurs ont souvent besoin de maillages fins

tridimensionnels.
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Figure 1-11. Défaut de connectivité.

Pour réparer les défauts de connectivité, on a recours a des méthodes cotteuses dites
d’analyse de connectivité (Fig. 1-12). Dans les travaux de Jakiela et de ses collaborateurs
[Jak00, Cha96, Cha94], les ¢éléments ou bloc d’éléments finis qui ne sont pas connectés,
d’une maniere directe ou indirecte, aux zones dites de support, sont éliminés de la
structure. Mais ces composantes contiennent du matériel génétique qui peut étre utile lors
des opérations génétiques. Les supprimer augmente donc considérablement le risque de
converger vers un optimum local [Kan96]. Dans le travail de Fanjoy et Crossley [Fan02],
une technique appelée ‘chromosome mask’ a été utilisée. Elle consiste a supprimer les
parties déconnectées de I’espace phénotypique mais a les conserver dans le génotype afin
de ne pas détériorer la diversité génétique. Ces parties déconnectées peuvent alors étre

transmises par les opérations de croisement.

Connactivity
Analysis

—
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Figure 1-12. Analyse de connectivité, (a) avant réparation, (b) aprés réparation. [Jak00]

M. Schoenauer [Sch95] a propos¢ une technique de pénalisation. Le principe est de
modifier la fonction performance en introduisant le volume déconnecté sous forme
pénalisée. L’ objectif est de favoriser la disparition progressive de la matiére déconnectée.

Pour une minimisation de la masse, par exemple, la fonction mérite prend la forme :

Fitness = - (1-8)
Ve+a- -V

Vo est le volume de la partie connectée et Vyc celui de la partie non connectée
pénalisée par le coefficient a. La difficulté d’utilisation de cette technique est liée a
I’ajustement du parametre de pénalisation. Wang et Tai [WanO4] ont proposé¢ une

technique de pénalisation basée sur un principe de traitement d’images.
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Fanjoy et Crossley [Fan02] ont mené une étude comparative entre les différentes
techniques d’analyse de connectivité proposées dans la littérature. L’étude a montré que

leur technique, appelée ‘Chromosome Mask’, est la moins cotiteuse.

Ces considérations ont conduit a la recherche de représentations plus compactes, dont
la complexité ne dépend pas de celle de la discrétisation. Pour obtenir une représentation
indépendante de la complexité une ultime étape consiste a la faire évoluer elle-méme en

I’ajustant par algorithmes génétiques.
®  Représentation de Voronoi

La représentation de Voromoi est un premier pas vers les représentations non
structurées pour I’optimisation topologique. Elle a été proposée pour la premiere fois dans
[Sho95] et a ¢été utilisée essentiellement pour des problémes d’identification. Cette

représentation surmonte les limitations de la représentation par tableau binaire ‘Bit-array’.

Dans ce type de représentation, le domaine de travail est divisé en sous-ensembles de
formes polyédriques appelées ‘cellules de Voronoi’ ou ‘sites de Voronoi’. Le diagramme
de Voronoi est la partition du domaine défini par cellules de Voronoi. Le génotype est
défini en affectant a chaque cellule 1’étiquette ‘0’, indiquant 1’absence de la matiere, ou

I’étiquette ‘1’ pour la présence de la matiere (Fig. 1-13).

Figure 1-13. Représentation d’une plaque console en diagrammes de Voronoi. [Sch95]

D’un point de vue pratique, la performance de toutes les structures est évaluée en
utilisant un maillage de taille fixe. Une partition décrite par un diagramme de Voronoi peut
facilement se projeter sur un maillage donné. Un élément appartient a I’une ou I’autre des
catégories (matériau ou vide) en fonction du label de la cellule de Voronoi dans laquelle se
trouve son centre de gravité, mais il y a indépendance entre le nombre de site et la taille du
maillage.

28



Chapitre [ Etat de l’art

Un point important en optimisation topologique est 1’ajustement des fronticres de la
structure solution. Une forme optimale ne peut étre atteinte en un temps de calcul
raisonnable que si l’algorithme est capable de contréler précisément les frontieres.
Malheureusement, la représentation Voronoi ne permet qu’un contrdle indirect de la
frontiere. De plus, par sa structure méme, cette représentation rend difficile la modification
d’une portion de la frontiere sans toucher aux portions adjacentes. La représentation par
dipdles est une tentative pour palier cette difficult¢ [HamOO]. Un troisiéme type de
représentation est celui en barres de Voronoi qui a été propos¢ afin de résoudre les

problémes dont les solutions ont tendance a évoluer vers des formes en treillis.

Les représentations de Voronoi ont été testées par H. Hamda and al. [HamO0O] sur des
problémes-test simples d’optimisation topologique, afin de vérifier I’indépendance par
rapport a la complexit¢ du maillage. Les résultats semblent montrer que les trois
représentations sont adaptées a la résolution de ce type de problémes. Elles demandent
grossierement le méme temps de calcul pour atteindre des solutions comparables, avec un
léger avantage pour la représentation par barres de Voronoi. Pourtant, aprés examen de la
complexit¢ du codage des solutions obtenues, on trouve un avantage net pour la
représentation par barres de Voronoi, dont les solutions utilisent moins de genes que les

deux autres.

®  Représentation graphique

L’utilisation de représentation graphique pour 1’optimisation topologique a été
récemment proposée par Tai [Tai98]. Le principe consiste a relier les zones d’application
des conditions aux limites (chargement et déplacements) par des courbes de Bézier. Ces
zones sot qualifiées de zones de support. Dans une premiere étape, les zones de supports
sont définies sur I’espace de conception (Fig. 1-14a). Dans une deuxiéme étape, le domaine
de conception est discrétisé, chacun des ¢éléments en noir sur la figure 1-14b représentant
une zone de support. Chaque couple de zones de support est ensuite reli€¢ par une courbe de
Bézier. Dans une troisieme étape, entit¢ géométrique appelée squelette est définie en
suivant 1’abscisse curviligne des courbes de Bézier (Fig. 1-14c¢). Enfin, dans une quatrieme
et derniere étape, une structure, dont tous les €léments sont complétement connectés, est
construite en complétant le squelette par la chair (Fig. 1-14d). Chaque courbe, reliant deux
zones de support, est divisée en trois segments de longueur paramétrique fixe égale a 1/3.
Les ¢léments de la chair sont disposés par couches autour des éléments constituant chaque

segment du squelette. La quantité de chair est controlée par le nombre de couches ajoutées.
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Figure 1-14. Principe de la représentation géométrique, (a) définition des zones de support, (b)
connexion des zones de support par des courbes, (c) construction du squelette, (d) ajout des

¢léments de la chair. [Tai98]

Le premier avantage de cette nouvelle représentation est qu’elle assure la connectivité
des structures solutions générées. D’autre part, le codage basé sur cette représentation
surmonte la limitation du codage ‘Bit-array’ concernant la dépendance par rapport au
maillage. Cependant, cette représentation souffre de quelques limitations. Les zones de
support fixes pénalisent I’exploration du domaine de conception et peuvent conduire a une
convergence prématurée. La disposition d’¢éléments de la chair, enrobant complétement les
¢léments d’un segment de squelette, sur une longueur fixe, pénalise la répartition de la

matiere (c'est-a-dire la répartition des ¢léments).

Dans notre travail, présenté dans le chapitre qui suit, nous avons adopté le méme
principe. Nous avons cependant apporté des modifications afin de dépasser les limitations
exposées ci-dessus et afin de pouvoir résoudre une plus grande variété de problémes
d’optimisation topologique que les seuls mécanismes auxquels I’approche de Tai était a

I’origine destinée.
4.2.2.3 Initialisation

L’initialisation sert a constituer la population initiale. C’est une étape a ne pas négliger
car si la population n’est pas uniformément répartie au départ, 1’évolution risque de se
concentrer sur un optimum local duquel il peut étre difficile de sortir. On essaie donc de

créer une population initiale aussi diversifiée que possible. Classiquement, pour chaque
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individu de la population, le mécanisme d’initialisation consiste a effectuer un tirage
aléatoire de chacun des bits dans une chaine. Dans le cas d’une représentation binaire par

exemple, le tirage s’effectue dans I’ensemble {0, 1}.

4.2.2.4 Evaluation

A chaque solution, on associe une fonction performance ‘fitness’ reliée a la valeur de la
fonction objectif. Cette fonction performance décrit le mérite de I’individu qui est
représenté par un chromosome. L’évaluation des individus en optimisation topologique des
structures se fait par une méthode d’analyse numérique des structures, généralement la

méthode des éléments finis.

La fonction performance est trés importante pour un algorithme génétique au méme
titre que le codage. En effet, pour que les algorithmes génétiques se comportent bien, nous
devons trouver une maniere de formuler des fonctions performance ne comportant pas trop

de maxima locaux et ne présentant pas de maximum local isolé.

La construction de la fonction performance est évidente pour certains problémes. Pour
les problémes de maximisation par exemple, la fonction mérite peut étre égale a la fonction
objectif. Par contre, pour les probléemes de minimisation, I’objectif est de trouver des
solutions pour lesquelles la fonction objectif atteint des valeurs minimales. Dans ce cas, la
fonction performance choisie est la réciproque de la fonction objectif. Dans tous les cas,
’algorithme génétique cherche a maximiser la fonction performance qui, dans le cadre

d’un probléme de minimisation, prend la forme suivante :

1
J(x)

Fitness(x,) =

(1-9)

Ou f(x;) représente la fonction objectif évaluée pour I’individu x;.

Un choix classique de fonction objectif est la compliance. Ce choix se justifie
pleinement dans le cadre d’une approche déterministe ou il est nécessaire de dériver pour
pouvoir procéder a une analyse de sensibilité. Dans un algorithme génétique, ou I’approche
stochastique ne nécessite pas de dérivation, le choix de la compliance comme fonction
objectif n’est pas aussi vital. Jakiela et ses collaborateurs [Jak00, Cha94] ont posé le
probléme d’optimisation sous forme de maximisation de la raideur de la structure en
supposant que la raideur est inversement proportionnelle au déplacement maximal ‘dmax’

de la structure :
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Fitness=L (1-10)

| Max

La raideur n’etant pas une grandeur différentiable, les méthodes déterministes ne sont
opérationnelles pour maximiser mérite définie par (1-10). En revanche, ce n’est pas le cas
pour les méthodes stochastiques, telles que les algorithmes génétiques, qui sont exemptées

de I’analyse de sensibilité.

e Probleme sous limitations

Les algorithmes génétiques, comme toutes autres méthodes classiques d’optimisation,
trouvent des difficultés pour traiter les limitations. Ces limitations représentent, dans le cas
d’un probléme mécanique par exemple, les conditions technologiques ou fonctionnelles

qui doivent étre satisfaites. Un probléme sous limitation est souvent formulé comme suit :

Maximiser : Fitness(x) = !
S(x)
avec: g;(x)20 j=1J (1-11)

h(x)=0 k=LK

Ou g représente des limitations de type inégalité et / des limitations de type égalité.

Plusieurs méthodes ont ét¢ proposées dans la littérature, les plus utilisées étant basées
sur le principe de pénalité¢ [Coe02]. Avec ce principe, la formulation d’un probléme sous

limitations prend s’exprime généralement de la maniére suivante :

ﬁ sixe E
Fimess(x)=1" " 1 (1-12)
S1 non
f(x)+violation(x)

E est I’espace de solutions admissibles et violation(x) la fonction de pénalisation exprimée

en fonction des limitations :

Violation(x) = i(ag) G )+ i(ah)k (H (x)) (1-13)
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G et H sont les degrés de violation correspondant aux limitations du probléme (1-11) et o
et f sont des coefficients de pénalisation dont les valeurs doivent étre judicieusement

choisies.

Les coefficients de pénalisation peuvent prendre des valeurs constantes au cours des
générations et, dans ce cas, on parle de méthodes de pénalité statique. L’¢tude de Kane
[Kan96], ainsi que d’autres études cités dans [Coe02], ont montré que la recherche des

valeurs adéquates est enticrement empirique et dépend du probléme posé.

L’ajustement de ces paramétres de pénalisation peut étre dynamique [Mic95]. Jakiela
[Jak00] a utilis€¢ une stratégie ou la pénalisation est une fonction linéaire du nombre de
générations. Cependant, la stratégie dynamique requiert une bonne intuition pour étre

efficace.

Les parameétres de pénalisation dépendent généralement du probléme traité et doivent
étre donc ajustés en fonction des parameétres du probléme lui-méme. C’est la stratégie
adaptative dont le principe est de mettre a jour les coefficients de pénalisation
conformément aux informations sur la population en cours. Hamda et a/. [Ham0O] ont
proposé¢ une technique adaptative basée sur des statistiques concernant le nombre

d’individus admissibles et le nombre de ceux qui ne le sont pas.

Dans le cadre général d’un algorithme génétique classique, Deb [Deb00] a proposé une
technique de pénalisation simple. La technique est inspirée du principe de ’algorithme
génétique qui consiste a distinguer les individus, les uns par rapport aux autres, selon leurs
performances. Cette technique a été largement utilisée dans notre travail et sera présentée

dans le deuxiéme chapitre de ce mémoire.

4.2.2.5 Reproduction

La reproduction joue un role fondamental pour le passage d’une génération a une autre.
Elle représente un cycle de I’algorithme génétique. Elle se fait en appliquant des opérations
génétiques qui simulent les processus naturels appliqués par la nature aux especes
biologiques vivantes. Ces opérations génétiques sont la sélection, le croisement, la
mutation et le partage. Elles sont présentées en détail dans les quatre paragraphes qui

suivent.

4.2.2.6 Sélection

Les parents sont choisis aléatoirement suivant une méthode qui favorise les meilleurs

d’entre eux. C’est la phase dite de sélection basée sur le principe Darwinien de 1I’évolution.
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Certains individus peuvent étre choisis plusieurs fois tandis que d’autres ne le seront

jamais.

La sélection des individus s’effectue sur la base de leur fonction d’évaluation. Plusieurs

opérateurs de sélection existent parmi lesquels la sélection par probabilité, par rang ou par

tournoi ainsi que d’autres techniques faisant intervenir des notions de voisinage entre
individus [Gol89].

Sélection _a la roulette : c’est la méthode la plus connue des sélections

stochastiques. Elle consiste a copier les individus proportionnellement a leur
performance. Ainsi un individu x; a la probabilité suivante d’étre sélectionné :
Fitness(x;)
PS'él (xl) = PopSz (1-14)
ZFitness(xj)

J=1

Ou PopSz représente le nombre d’individus de la population.

Pratiquement, on procede a un tirage sur une roulette représentée par la figure 1-15.
La roulette est un disque constitué de secteurs angulaires. Chaque angle est
proportionnel a la valeur de la fonction performance de I’individu associé¢ a ce
secteur. On détermine 1’individu sélectionné en tirant un réel de facon aléatoire sur
I’intervalle [0 ; 2x]. L’individu sélectionné est celui qui correspond au secteur de la
roulette auquel le réel tiré aléatoirement appartient. Le tirage par roulette présente
toutefois de nombreux inconvénients. Le plus important est 1i¢ a 1’échelle de la
fonction performance. En effet, dans le cas d’un écart considérable entre les
performances des individus, les plus performants sont les plus favorisés par la
sélection. Cela conduit a la stagnation de 1’algorithme puis & une convergence
prématurée. Afin de remédier a ce probléme, on utilise souvent une technique de
mise a I’échelle des fonctions performances [Gol89]. Mais cette technique de mise
a I’échelle n’est pas toujours efficace car elle dépend fortement des performances
des individus. C’est pourquoi ce mode de sélection est presque totalement

abandonné aujourd’hui.
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Figure 1-15. Principe de sélection a la roulette.

Sélection par rang : cette méthode de sélection est divisée en deux étapes. Tout

d’abord, il faut ranger les individus par ordre croissant (ou décroissant) de
performance. Ensuite, une procédure de sélection similaire a la sélection par
roulette est utilisée. Cette procédure permet d’attribuer une probabilité de sélection
en fonction du rang. Cette probabilité est proportionnelle a une performance
artificielle calculée en fonction du rang. A titre d’exemple, on donne la variante
linéaire de cette performance artificielle :

2XPS -2

Fit () =PS—(ri—-1)X—— 1-15
i1, =PS = (i=)x, o (1-15)

Ou ri est le rang de I’individu i, PopSz le nombre d’individus et PS est la ‘pression
de sélection’. Dans la littérature, on trouve d’autre variante de classement des
individus (exponentielle par exemple [Law91]). Le choix d’une variante ou d’une

autre dépend généralement du probléme traité.

L’avantage de cette méthode de sélection est qu’elle n’est pas soumise a la
limitation de la méthode a la roulette concernant la mise a ’échelle. En effet, les
probabilités de sélection ne dépendent que de la variante utilisée pour le calcul de la

performance artificielle.

Sélection par Tournoi: Cette méthode, qui utilise des comparaisons entre
individus, au méme titre que la sélection par rang, ne nécessite en revanche aucun
tri de la population. Le principe consiste a choisir uniformément 7 individus et a
sélectionner le meilleur de ces 7T individus. Le choix de 7, qui représente la taille du
tournoie, permet de faire varier la pression sélective. De cette maniére, on contrdle

les chances de sélection des individus les plus performants par rapport aux plus
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faibles. Il est a noter que le cas 7= 2 correspond, en espérance et en premier ordre,

a la sélection par rang linéaire décrite par la formule (1-15).

Des études comparatives entre les différentes méthodes de sélection ont montré que la
sé¢lection par rang et la sélection par tournoi sont les meilleures [Gol91]. Ces méthodes ont
été comparées sur des critéres concernant la qualité¢ des résultats obtenus et la vitesse de

convergence.

4.2.2.7 Croisement

Le croisement est I’échange d’un certain nombre de bits entre deux chromosomes
représentant deux individus de la population. En choisissant aléatoirement deux individus
parents, 1’opération de croisement donne naissance a deux nouveaux individus. Il existe
différents types de croisement pour un algorithme génétique classique. Sur la figure 1-16
nous présentons les trois principaux types de croisement (& un point, a deux points et
uniforme). Cette opération est controlée par une probabilité qui varie généralement dans
I’intervalle [0.6, 0.8].

Crowement | pont Crolsement 2 pombs Croisensent unifiorme
pwety L | | 11 ]]] T T LLL I [T 1]}
preecy L0 | 01 0BT ] 655 T D 5T Y N A R
ratny || T | Do | [ | | Do | B [ |
sy HEERER e | | DN HE B

Figure 1-16. Exemples d’opérations de croisement.

Les opérateurs de croisement en optimisation topologique sont similaires aux
opérateurs classiques. Cependant, ils sont appliqués souvent sur ’espace phénotypique
[Kan96, Fan02]. Cela est dii a I’incompatibilité entre la représentation en chaine binaire et
le phénotype. Nous présentons dans ce paragraphe les opérateurs de croisement les plus

utilisés et les plus adaptés aux problémes de 1’optimisation topologique de structures.

e (Croisement a deux points : c’est un croisement unidimensionnel dont le principe

consiste a échanger les informations des bits comprises entre deux points de
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coupure. Les deux point sont choisis aléatoirement sur la chaine représentant un

chromosome (Fig. 1-17b).

e (Croisement uniforme : les points de croisement peuvent étre multiples et choisis
aléatoirement. Dans ce cas, on parle de croisement uniforme. Ce type de croisement

peut étre appliqué sur une chaine unidimensionnelle ou bidimensionnelle.

e (Croisement diagonal : 1’idée de base de ce croisement est de généraliser en deux
dimensions le trés populaire croisement a un point (Fig. 1-17a). On choisit
aléatoirement deux points distincts sur le chromosome. Ces deux point vont générer
une droite ou une diagonale (Fig. 1-17d). Les enfants sont le résultat d’échange des

parties délimitées par la diagonale.

e (Croisement par blocs : chaque parent est divisé en blocs en utilisant des droites
horizontales et verticales, définies aléatoirement (Fig. 1-17¢). L’échange s’effectue
sur les blocs définis par ces droites. Cette technique a ét¢ utilisée par Jensen [Jen93]
et par Kane [Kan96].

|
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Figure 1-17. Opérateurs de croisement : (a) a un point, (b) a deux points, (c) par blocs, (d)

diagonal. [Kan96]

Des études comparatives entres les différents types de croisement ont été faites. Les
¢tudes de Kane [Kan96] ont montré que les opérateurs bidimensionnels sont plus
performants que les opérateurs unidimensionnels excepté le croisement uniforme. Cela
confirme que la chaine de bits unidimensionnelle n’est pas équivalente au tableau de bits
comme nous I’avons déja signalé dans le paragraphe 4.2.2.2.

Dans les travaux de Schoenauer et de ses collaborateurs [Sch95, HamO00], ainsi que

dans le travail de Fanjoy et Crossley [Fan02], le croisement a été appliqué sur I’espace
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phénotypique (Fig. 1-18). Les techniques de coupure ont été purement géométriques en

simulant les techniques de croisement bidimensionnelles utilisées dans le travail de Kane.

Figure 1-18. Croisement basé sur un principe géométrique. [Had00]

4.2.2.8 Mutation

De fagon aléatoire, un géne peut, au sein d’un chromosome, étre substitué a un autre.
La mutation la plus simple sur un chromosome change un bit de fagcon aléatoire (Fig. 1-
19). De la méme maniere que pour le croisement, on définit une probabilité qui contrdle
I’opération de mutation. Ce parameétre peut étre associé a chaque géne du chromosome,
c'est-a-dire que chaque bit a une probabilité de muter. En affectant a chaque individu une
probabilité, la valeur de cette derniére représente le taux maximal possible d’individus
mutant. Ce taux est généralement faible dans un algorithme génétique a codage binaire
classique et peut étre trés élevé avec un algorithme génétique a codage réel [Tai98]. Il
existe plusieurs variantes de mutation qui ont été adaptées aux problémes d’optimisation
topologique [Kan96]. La mutation peut étre aussi spécifique selon la représentation utilisée
[Sch95].

[1foft1jofojif=]1fo o0fofof1]

Figure 1-19. Un exemple d’une opération de mutation.

e  Mutation uniforme . c¢’est la mutation souvent utilisée dans un algorithme génétique
classique. Le principe est d’altérer le contenu d’un certain nombre de génes choisis

aléatoirement.
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®  Mutation générale : ce type de mutation prend en compte les caractéristiques de la
population dans son ensemble, généralement la diversité¢ génétique. On affecte a
chaque bit une probabilité de mutation inversement proportionnelle a sa diversité.
Ce type de mutation est trés efficace pour empécher la convergence prématurée

mais il ralentit aussi la convergence [Kan96].

®  Mutation des composants : il s’agit d’un opérateur local congu spécifiquement pour
les problémes d’optimisation de forme. Le principe consiste a faire des petites
modifications localisées sur les contours du domaine de conception. On utilise ce

type de mutation a la fin de 1’évolution afin de raffiner la forme.

Le choix des probabilités de croisement et de mutation est crucial. Ce choix doit étre
judicieux afin de maintenir un équilibre entre I’exploration et 1’exploitation dans
I’algorithme génétique. Cependant, il est difficile de maintenir cet équilibre en choisissant
des probabilités fixes au cours des générations. C’est pourquoi la gestion des opérateurs de

croisement et de mutation peut étre dynamique ou adaptative [Spe92, Sri94].
4.2.2.9 Partage (Shearing)

Le partage est un parameétre évolué des algorithmes génétiques [Gol87]. 1l est utilisé
pour éviter le regroupement d’individus performants, et assurer une certaine diversité
génétique dans la population. Le principe consiste a pénaliser les individus qui ont
beaucoup de voisins proches en divisant leurs performances sur une fonction dite de
partage. Cette derni¢re, dont la valeur est comprise entre 0 et 1, est calculée en fonction
d’un parametre qui mesure le degré de similarité entre les individus. La performance

modifiée pour un individu x; s’écrit de la manicre suivante [Deb89] :

Fitness(x,)

Fitness g, (x,) = —

> Sh(d(x,.x,))

(1-16)

Sh (Shearing) est la fonction de partage et d est la distance entre les individus qui exprime

le degré de similarité entre ces individus.

La fonction de partage dépend du codage adopté. Duda et Jakiela [Dud97] ont utilisé

une fonction appelée coefficient de Jaccard et I’ont appliqué sur le génotype :

C = na

- 1-17
" na+nb ( )
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ou na est le nombre d’¢éléments finis contenant de la matiére simultanément dans les deux
structures testées. nb représente le nombre d’éléments finis qui ne contiennent pas de la
matiere simultanément dans les deux structures testées. Le degré de similarité, mesuré par
un coefficient compris entre 0 et 1, est fixé par I'utilisateur. Dans le travail de Duda et
Jakiela [Dud97], on considére que deux individus sont similaires si le coefficient de

Jaccard est supérieur a 0.85.

La technique de partage est souvent accompagnée par une technique de regroupement
appelé ‘Clustering’ [Rom84]. L’information fournie par la fonction de partage peut étre
utilisée pour éviter le croisement, inutile, entre les individus similaires. Considérons la
figure 1-20a, qui schématise le domaine de conception ou les solutions sont représentées
par les points ronds numérotés de 1 a 6. La premiere étape de regroupement consiste a
mesure le degré de similarité entre un couple de solutions en utilisant le coefficient de
Jaccard de I’équation 1-17. La figure 1-20b montre le regroupement des solutions 1 et 5,
qui peuvent étres considérées donc comme une seule entité. On poursuit ensuite le méme
processus : regroupement des solutions 2 et 3 (Fig. 1-20c) et regroupement des solutions 1-
5 et 4 (Fig. 1-20d). Le tirage de deux individus pour le croisement s’effectue donc a partir

de deux groupes différents.
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Figure 1-20. Processus de regroupement. [Dud97]

Sur la figure 1-21, nous présentons un exemple de regroupement des individus de la

population selon leurs degrés de similarité.
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Figure 1-21. Les solutions finales regroupées selon leur degré de similarité. [Jak00]

L’exemple de regroupement de la figure 1-21, concerne 1’optimisation topologique

d’une structure continue réalisé par Jakiela and al. [Jak00].

4.2.2.10 Avantages et désavantages des algorithmes génétiques

Les algorithmes génétiques, méthodes d’optimisation d’ordre zéro, présentent
I’avantage de ne pas avoir besoin de calcul de sensibilités. Ils ne nécessitent que la
connaissance des valeurs prises par ma fonction a optimiser. Ils sont donc efficaces lorsque
cette fonction posséde plusieurs optima locaux, cas ou les méthodes d’optimisation
déterministes classiques sont défaillantes. Cette situation se présente pour les problémes
complexes, problemes impliquant par exemple des non linéarités ou problémes avec
interaction entre variables de conception. De plus, les algorithmes génétiques sont capables
de travailler sur des espaces quelconques : espaces continu, discret ou produit cartésien

d’espaces continu et discret par exemple.

Pour bien expliquer ’avantage des algorithmes génétiques par rapport aux méthodes
déterministes, prenons par exemple le probléme de I’optimisation de structures de treillis
de barres. Ce type de probléme est aujourd’hui bien connu. Dans sa version la plus simple,
les variables de conception sont les sections des différentes barres. Les méthodes
classiques de type gradient permettent alors de trouver la solution dans le cas ou les
sections prennent des valeurs dans un intervalle réel donné. Ces méthodes peuvent
¢galement prendre en compte différents types de limitations imposées a la solution tels que

des déplacements maximaux ou des valeurs de contraintes mécaniques en certains nceuds.
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Mais le probléme concret qui est posé a I’ingénieur de bureau d’étude est généralement
limité par le catalogue des différentes barres disponibles. Le nombre de sections possibles
est alors fini. De plus, I’'un des degrés de liberté du probléme peut étre le matériau
constituant les barres, parametre discret par nature. L’ensemble des variables de
conception peut €tre ainsi constitué de variables continues et de variables discretes,
certaines méme purement qualitatives. Or, les méthodes classiques d’optimisation
numérique ne peuvent plus s’appliquer dés que I’une au moins des variables de conception

prend des valeurs discretes.

Enfin, du point de vue de la mise en ceuvre informatique, les algorithmes génétiques

sont tres faciles a implémenter dans un code de calcul numérique.

Cependant, le talon d’Achille des algorithmes génétiques est bien connu. Il s’agit du
colt en temps de calcul, qui est ¢élevé et parfois méme prohibitif. En effet, pour un
probléme d’optimisation structurale par exemple, I’évaluation nécessite I’analyse, souvent
par ¢léments finis, d’une population de structures solutions. Autrement dit, il est nécessaire
de procéder a autant d’analyses éléments finis que d’individus dans la population.
Heureusement, les progres réalisés en calcul parallele, ainsi qu’en algorithmique (en
restreignant par exemple I’analyse €éléments finis a une classe d’individus de la population
— cf par exemple paragraphe 7, chapitre II a ce sujet), permettent de réduire
significativement le colit de I’évaluation. Si bien qu’aujourd’hui, le colit informatique des
algorithmes génétiques incombe essentiellement a la lenteur de la convergence dans la
mesure ou il est nécessaire de générer un grand nombre de populations avant d’obtenir la
solution cherchée. Enfin, les algorithmes génétiques utilisent un grand nombre de
parametres qui doivent étre fixés par l’utilisateur (taille de la population, probabilités
d’application des opérateurs génétiques,...) et dont la mise au point de ces parametres ne
peut se faire qu’empiriquement. Pour effectuer cette mise au point, il est parfois nécessaire
de procéder a de nombreux tests numériques, ce qui augmente d’autant le colit du temps de

calcul.
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5. Conclusions

Le premier chapitre de ce mémoire a été¢ consacré a un état de Dart détaillé de
I’optimisation topologique, considéré aujourd’hui comme la plus puissante des méthodes
d’optimisation. L’étude bibliographique qui a été réalisée montre que ce domaine de

recherche fait I’objet de nombreux travaux.

Les méthodes déterministes, malgré un certain nombre de limitations, sont les plus
utilisées. Ces méthodes ont connues un grand succes depuis le travail de Bendsoe et
Kikuchi [Ben88] qui ont suggéré d’introduire la notion de microstructure poreuse dans le
probléme de distribution optimale de la matiere. La recherche bibliographique menée dans
ce chapitre montre par ailleurs que les contributions en optimisation topologique de
structures continues par algorithmes génétiques restent trés modestes. La majorité de ces
travaux a en effet été consacrée aux problémes discrets. Cela s’explique par le fait que ces
problémes sont les mieux formulés pour étre résolus efficacement par un algorithme
génétique.

Pour évaluer les performances des solutions avec un algorithme génétique, dans le
cadre de I’optimisation topologique, la méthode des éléments finis est largement utilisée,
aussi bien pour les structures continues que pour les structures discrétes. En effet, une
représentation binaire peut €tre utilisée, chaque ¢lément étant cod¢ par un 0 ou par un 1
suivant qu’il contient de la matiére ou non. On se ramene ainsi dans tous les cas a une
problématique discreéte qui convient parfaitement aux algorithmes génétiques. Cependant,
en se basant sur cette représentation, il s’avere a posteriori que le codage adopté souffre de
sérieuses limitations (défauts de connectivité¢ des structures, dépendance par rapport au
maillage). De plus, la réparation des défauts de connectivité, par des méthodes d’analyse
géométrique, est coliteuse. Ce colit s’ajoute au colt de I’analyse structurale par éléments
finis pour 1’évaluation des solutions. Pour peu que la convergence soit lente, ce qui est
souvent le cas et ce qui nécessite de nombreuses évaluations, le cumul de toutes les
opérations numériques peut s’avérer au final rédhibitoire pour une utilisation efficace des

algorithmes génétiques.

Dans le but de palier aux limitations de la représentation par tableau binaire, d’autres
représentations ont été proposées dans la littérature. Hamda et al. [HamO0O] ont proposé une
représentation, basée sur les sites de Voronoi, qui dépasse la limitation concernant la
dépendance par rapport au maillage mais qui n’assure pas la connectivité. Tai [Tai98] a
proposé une représentation graphique qui assure la connectivité des structures générées, ce

qui permet un gain notable du cott de calcul. En revanche, cette représentation n’offre pas
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toute 1’efficacité souhaitée en raison du caractére trop figé de certains parametres dans la

gestion de I’ajout de matiere, ce qui pénalise 1’exploration du domaine de recherche.

Malgré leur efficacité démontrée pour la résolution des problémes d’optimisation dans
différents domaines, les algorithmes génétiques n’ont pas encore totalement prouvé
aujourd’hui leur capacité a traiter les problémes d’optimisation topologique des structures
continues. Cela est essentiellement di a la difficulté d’adopter une représentation conforme
au probléme traité et adaptée aux opérations génétiques. Méme si tous les paramétres
génétiques (sélection, croisement, mutation) sont importants, 1’efficacit¢ de 1’algorithme

génétique sera principalement conditionnée par le codage utilisé.

Vu I’importance du codage dans un algorithme génétique, nous avons consacré la plus
grande partie de ce travail de thése a la recherche d’un bon codage. La représentation
proposée par Tai [Tai98], malgré ses limitations, se distingue des autres représentations par
le fait qu’elle assure la connectivité des structures générées. C’est cette particularité qui
nous a poussé a I’adopter. Les adaptations et améliorations que nous lui avons apportées

sont exposées dans le chapitre suivant.
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Chapitre 11 Représentation graphique par courbe de Bézier

1. Introduction

Dans ce chapitre, nous développons une approche par algorithme génétique pour
I’optimisation topologique de structures continues. L’algorithme génétique est basé sur un
codage géométrique qui consiste a utiliser les courbes de Bézier comme un élément moteur

pour représenter la morphologie des structures solutions.

A Dorigine, I’idée a été proposée par Tai [Tai98] (Chapitre 1: § 4.2.2.2). L auteur a
proposé cette nouvelle technique pour remédier a un probléme majeur en optimisation
topologique par algorithmes génétiques. Il s’agit de la connectivité des structures solutions
lorsque la représentation en tableau binaire est utilisée. En effet, avec la nouvelle
représentation, la connectivité est assurée grace a un schéma graphique basé sur
I’utilisation de courbes de Bézier (Fig. 2-8). Cependant, la technique de Tai comporte
plusieurs limitations qui empéchent son utilisation dans un contexte d’optimisation
topologique générale. La premiére limitation concerne le choix des zones de support qui
doivent, d’une part, se cantonner au niveau des surfaces d’application des conditions aux
limites et, d’autre part, rester fixes dans toutes les structures générées. Notre contribution
sur ce point consiste a élargir la définition d’une zone de support, qui dans notre approche
ne contient pas de la matiere. Les éléments finis, résultant de 1’intersection des surfaces
d’application de conditions aux limites et des surfaces de haute concentration de
contraintes, forment une zone de support (Fig. 2-7). Une partie du squelette peut aussi
servir comme zone de support (Fig. 2-8a). La deuxiéme limitation de Tai concerne la
longueur fixe, égale a 1/3, des segments du squelette sur lesquels se disposent les ¢léments
de la chair (Fig. 2-5). Notre apport sur ce point est I’introduction de la notion de segment
de longueur variable. Enfin, nous avons introduit deux nouveaux types de chair ou les
¢léments de cette derni¢re peuvent étres disposés a droite ou a gauche du squelette (Fig. 2-
8b). Sur ce point, notre approche se démarque de 1’approche de Tai ou les ¢léments de la
chair sont disposé€s simultanément des deux cotés (Fig. 2-6). Ces différents apports ont
pour objectif de conférer plus de souplesse au schéma graphique afin d’améliorer

I’exploration du domaine de conception.

Le principe de cette nouvelle représentation sera présenté en premier lieu, suivi par
I’exploitation de cette technique dans le cadre d’un algorithme génétique. Cette
exploitation se traduit par le passage au codage, c'est-a-dire la représentation des structures
solutions par des chromosomes. Chaque chromosome, solution possible du probléme, est
évalué par une fonction performance. Cette fonction est reliée a la fonction objectif, qui
permet de mesurer la qualité de la solution, et aux limitations imposées (Chapitre I: §
4.2.2.4).
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Le codage est le parametre le plus important en algorithmes génétiques, car il
représente la position du probléme, mais il y a aussi d’autres paramétres importants. Ce
sont les opérateurs génétiques de sélection, de croisement et de mutation qui assurent les
fonctions d’exploitation et d’exploration dans un algorithme génétique. La convergence
vers un optimum global nécessite un choix judicieux de ces opérateurs, ainsi qu’une bonne
stratégie de gestion d’une génération a 1’autre. Dans le but de conserver la diversité
génétique de la population, notre choix de I’opérateur de sélection a porté sur la méthode
dite ‘Stochastic Universal Sampling’ [Bak94]. Pour la gestion des opérations de croisement
et de mutation, nous proposons une stratégie adaptative, partiellement inspirée des travaux
de Jakobovic [Jak97].

Sur la base des développements théoriques que nous allons présenter dans ce chapitre,
nous avons développé un code de calcul avec le langage de programmation Matlab. En
assurant la connectivité, nous pouvons rechercher la solution optimale en ajoutant
progressivement de la matic¢re a I’inverse des toutes les autres méthodes d’optimisation qui
procedent a I’élimination de la matiére. Cela peut induire comme avantage un gain notable
du colit de I’analyse par ¢léments finis. Nous proposons aussi une technique de calcul en
deux étapes. Dans la premicre, nous recherchons le squelette optimal. Dés la convergence
vers ce dernier, la deuxieéme étape, dont le but est la recherche de la distribution des
¢léments de la chair, commence. Cette technique permet, d’une part, de réduire le temps du
calcul en diminuant le nombre de variables dans chaque étape, et de minimiser le colt de
I’analyse éléments finis d’autre part. Dans le paragraphe 8 nous présentons les résultats de
plusieurs applications numériques réalis€és a ’aide de ce code. Ces résultats seront
comparés avec ceux de la méthode d’homogénéisation [Ben03, Sig01] qui est bien connue

dans la littérature. Le chapitre se termine par des conclusions et des perspectives.
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2. Formulation du probléme d’optimisation topologique

Considérons un domaine Q (sur R*> ou R’) dont les conditions aux limites sont
spécifiées (Fig. 2-1). Le but de I’optimisation topologique est de déterminer le sous
domaine Q,, qui doit étre occupé par la matieére en satisfaisant certains criteres prédéfinis.

Cela équivaut a la recherche des zones vides €.

///

Vide

Figure 2-1. Domaine de conception.

Déterminer les zones de présence ou d’absence de mati¢re implique la discrétisation de
I’espace de conception. Si x décrit la position spatiale d’un point sur le domaine €, la

fonction indicatrice u(x) indique la présence ou I’absence de la matiére :

2-1)

1 si:xe Q)
H(x) =

0 si:xe Q)

Toute intégrale sur le volume de matic¢re €, d’une fonction quelconque g(x) peut étre
réécrite comme une intégrale sur le volume total Q en multipliant I’élément d’intégration
dQ par u(x) :

[ e dQ=[g@ude 22)

En particulier, en choisissant g(x) = 1, on peut définir le volume V par :

V= [dQ = [ u(x)dQ (2-3)

m

La formulation du probléme d’optimisation topologique requiert le choix d’une

fonction mesurant la qualité de la solution, ou fonction objectif. Un choix classique est la
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compliance qui représente la souplesse de la structure. Le probléme fondamental de la
topologie s’intéresse au probleme de la détermination de la topologie d’une structure

soumise a un chargement statique unique.

En choisissant la compliance comme fonction objectif, le probleme d’optimisation
consiste a rechercher la structure la plus rigide en imposant une limitation sur le volume.

Le probléme s’écrit alors :

Minimiser : ((U)
avec: V = jﬂ(x) dQ<V,,. (2-4)
Q

Ou Vi est le volume limite, U le champ de déplacement obtenu en résolvant le probleme
mécanique et /(U) la compliance.

3. Probléme mécanique

La méthode que nous allons développer est générale car elle peut s’appliquer a des
problémes en 3D ainsi qu’a des problemes non linéaires. Cependant, dans le cadre de la
thése, nous nous sommes limités a des cas simples (problémes d’élasticité linéaire 2D).
Ces cas simples constituent autant de benchmarks permettant de valider I’approche
proposée. Le domaine de conception (structure initiale avant optimisation) est continu,
bidimensionnel et composé d’un matériau ¢lastique, homogene et isotrope. Il représente
une structure soumise a des conditions de chargements et de déplacements statiques. La
procédure d’optimisation consiste a définir la distribution optimale de la matiere sur le
domaine de conception. Cette distribution se traduit par 1’absence ou la présence de
matiere dans chaque ¢élément fini du maillage. La figure 2-2 montre un exemple d’un
modele mécanique représentant un domaine de conception avant optimisation sous
certaines conditions de chargements et de déplacements. La frontiere S, représente les
surfaces ou les déplacements sont connus et la frontiére Sy symbolise les surfaces

d’application des sollicitations.

Le probléme mécanique consiste a rechercher le champ de déplacement U sur le
domaine €. Ce champ de déplacement s’obtient en résolvant 1’équation d’équilibre qui

s’écrit en tenant compte des charges surfaciques [Bat90] :

[ Hye, (e, (UYAQ = [FUds, VU’
Q s, (2-5)
avec:U =0 et U=U surS,
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ou Hjy représente les composantes d’un tenseur du 4°™¢ ordre faisant intervenir les
R IE . , . * ,
caractéristiques physiques du matériau et U est un champ de déplacement

cinématiquement admissible.

Pour un matériau élastique linéaire, les contraintes sont des fonctions linéaires des

déformations :

o, = Hijkl €y (2-6)

1

Et les déformations &;; sont des fonctions lin€aires du déplacement :

1{oU, U,
(NN=—| —L 4+ —2L 2.7

Domaine de
conception Sy
Q

Figure 2-2. Mod¢le mécanique.

La méthode des éléments finis classique a été utilisée dans ce travail. Le domaine
géométrique Q est alors discrétis¢é en un nombre nelt éléments finis (Fig. 2-3).
L’introduction des polynomes d’interpolation associés a ces ¢léments dans la formulation

variationnelle (2-5) nous raméne a la résolution du systéme matriciel :

KeU=F (2-8)

Ou U est le vecteur des déplacements, F' la charge appliquée et K la matrice de rigidité

globale obtenue par I’assemblage des matrices élémentaires :

KG = iﬁ jBieTHBie ine (2_9)

el Qi(’
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Bi. est une matrice reliant les déformations aux déplacements nodaux d’un élément fini ie
et H est la matrice de Hooke qui sous I’hypothése d’état plan de contraintes et en tenant

compte d’un comportement isotrope, s’écrit [Bat90] :

1 v 0
-_E Iy, 1 o (2-10)
_ 2
(1-v) 0 0 1-v
2

Figure 2-3. Mod¢le discret.
4. Algorithme génétique

Les algorithmes génétiques [Gol89] adoptent le principe de I’évolution darwinienne
des populations biologiques. Une population de taille PopSze ou chaque individu est codé
en une chaine de caractéres (chromosome), est initialisée al€atoirement au début de
I’algorithme. La population évolue au cours des générations en appliquant a chaque
génération un processus analogue au processus de sélection naturelle. Les individus les
plus adaptés gagnent la compétition de la reproduction tandis que les moins adaptés
meurent avant la reproduction. Les opérateurs génétiques de croisement et de mutation

sont appliqués ensuite sur la population sélectionnée.

Lors de I’opération de croisement, deux chromosomes s’échangent des parties de leurs
chaines pour donner de nouveaux chromosomes. Ce croisement peut étre simple ou
multiple. Le taux maximal d’individus qui peuvent se croiser est contrdlé par une
probabilité de croisement. En régle générale, on fixe la proportion d’apparition a 0.8 dans

un algorithme génétique classique [Gol89].
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De facon aléatoire, un gene peut, au sein d’un chromosome, étre substitué a un autre.
C’est ce qu’il est convenu d’appeler le processus de mutation. De la méme maniére que
pour le croisement, on définit ici un parametre (probabilité) qui contrdle le taux de
mutation. Il est nécessaire de choisir pour ce taux une valeur relativement faible de
manicre a ne pas tomber dans une recherche complétement aléatoire qui diluerait les effets

bénéfiques des principes de sélection et d’évolution.

Les opérateurs génétiques, dont la tache est I’exploration du domaine de conception
dans le but de la recherche de 1’optimum global, générent une nouvelle population plus
performante que la population de la génération précédente. Cette exploration se termine en
vérifiant un test de convergence dont la nature sera précisée ultérieurement. L architecture

classique synthétisant les grandes €tapes mises en ceuvre dans un algorithme génétique est

‘ Initialisation ‘

présentée sur la figure 2-4.

Y
‘ Evaluation des individus ‘

Sélection

| |
e Croisement
e Mutation

Figure 2-4. Organigramme d’un algorithme génétique.

5. Représentation graphique

La topologie d’une structure mécanique peut étre classiquement décrite par un tableau
binaire indiquant la présence (1) ou non (0) de la matiere [Jen92, Jac00, Fan02].
Cependant, outre la dépendance qu’elle induit par rapport au maillage, cette représentation

présente 1’inconvénient de ne pas assurer de maniere automatique la connectivité des
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¢léments de la structure. On peut alors étre confront¢ a [’apparition de solutions
techniquement irréparables avec des blocs de matiere déconnectés les uns des autres. Pour
pallier a ce défaut, il est possible d’avoir recours a des techniques de réparation de
connectivité, appelées méthodes d’analyse géométrique [Jak00, Fan02]. Cependant, ces
méthodes sont extrémement coliteuses car toutes les structures doivent étre examinées et
réparées. Dans le cas de probleme de grande taille, le colt de cette opération d’analyse
géométrique devient prohibitif. C’est pourquoi nous proposons une nouvelle approche qui
intégre completement des le départ la notion de connectivité. Cette approche dont le
principe sera présenté¢ dans le paragraphe qui suit, s’inspire de celle proposée par Tai
[Tai98] (Chapitre I : § 4.2.2.2).

5.1 Principe

Une nouvelle représentation graphique, récemment proposée par Tai [Tai98], présente
I’avantage de générer des structures dont les éléments sont complétement connectés. Le
principe consiste a connecter, d’une maniere directe ou indirecte, des régions prédéfinies
dans la structure. Ces régions, qu’on qualifiera par la suite de zones de support, seront en
général choisies au niveau des surfaces d’application des conditions aux limites
(encastrement, chargement surfacique,...). La connexion est assurée par un schéma
graphique composé d’un certain nombre de courbes de Bézier ou chaque courbe est divisée
paramétriquement en trois segments (Fig. 2-5). Chacun de ces trois segments est identifié
par la coordonnée paramétrique u. Pour le premier, u varie de 0 a 1/3, de 1/3 a 2/3 pour le
second et de 2/3 a 1 pour le troisiéme. Le rdle exact joué par ce paramétre ainsi que

I’équation paramétrique générale d’une courbe de Bézier sont décrits par I’équation 2-11.

2" zone de

P(u = 2/3) support

Un point de v
controle [ Tr==g T \

1ére

zone de

support ® 5

] \
(/ \
(A= 1)

—

Figure 2-5. Principe de la représentation graphique.
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La connexion des zones de support entre elles est assurée par une entité géométrique
appelée squelette. Ce squelette est généré par un ensemble d’éléments connectés entre eux
par leurs cotés et disposés en suivant ’abscisse curviligne d’une courbe de Bézier. Le
squelette, qui constitue ’ossature et les prémisses de la topologie finale, est ensuite
complété par une autre entité géométrique qu’on appelle la chair. Les éléments composant
la chair sont disposés par couches autour des ¢léments du squelette (Fig. 2-6). La quantité
de chair ajoutée est controlée par un parametre de longueur et par un paramétre
d’¢épaisseur. Le parametre de longueur correspond a la longueur du segment du squelette
que I’on veut enrober. Le paramétre d’épaisseur précise ensuite le nombre de couches
d’¢léments de chair autour de chaque élément du squelette de ce segment. Au final, le
squelette et la chair forment une structure dont les ¢léments sont complétement connectés,

ne contenant ni éléments flottants, ni damiers.

(a) ()

Figure 2-6. (a) squelette + chair, (b) élément du squelette enrobé d’une couche de chair.
5.2 Notre contribution

Dans notre travail, nous adoptons une approche similaire a celle proposée par Tai
[Tai98]. Cependant, cette derniere, qui a ét¢ développée pour 1’étude des mécanismes,
comporte plusieurs limitations qui empéchent son utilisation dans un contexte
d’optimisation topologique général. La premicre limitation concerne le choix des zones de
support qui doivent, d’une part, se cantonner au niveau des surfaces d’application des
conditions aux limites et, d’autre part, rester fixes dans toutes les structures générées par
I’algorithme génétique. Ces limitations peuvent conduire 1’algorithme a une convergence
prématurée en limitant la zone d’exploration. En effet, en réduisant les possibilités
d’exploration, on dégrade la capacité d’adaptation des courbes de Bézier a des géométries
complexes. Or, bien souvent, les solutions définissant une distribution optimale de la

matiere sont justement caractérisées par des géométries complexes. La deuxiéme limitation
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de I’approche de Tai touche a la distribution des ¢léments de la chair. Cette distribution
doit se faire de maniere symétrique de part et d’autre du squelette. Il n’est donc pas
possible d’avoir de la chair d’un c6té et pas de I’autre, ce qui nuit encore une fois, a la
capacité d’exploration de 1’algorithme génétique. Enfin, la troisiéme limitation est a
nouveau relative a la répartition de la chair qui doit s’opérer sur des segments de longueur

fixe égale a 1/3.

La technique consistant a exploiter des zones dans le domaine de conception, dites de
support dans le travail de Tai, n’est pas une nouveauté. L’utilisation de cette technique
remonte aux premiers travaux de Jakiela et de ses collaborateurs [Jak00, Cha96, Cha94]
qui ont appelé ces zones ‘Seed Points’. Dans tous les travaux qui ont adopté cette
technique, ces zones contiennent toujours de la matiére et restent fixes dans toutes les
structures solutions. Le role de ces zones est de servir comme supports aux niveaux des
surfaces d’application des conditions aux limites. La localisation de ces zones sur les
surfaces d’application des conditions aux limites est intuitive et ne se base sur aucun
critere. Par conséquent, une mauvaise localisation conduit a pénaliser 1’algorithme en
limitant la zone d’exploration, ce qui entraine une convergence prématurée. Kane
[Kan96(a), Kan96(b), Kan95], en traitant plusieurs types de problémes, a constaté les

limitations induites par une telle technique.

Dans la présente approche, nous avons modifié sur 1’approche de Tai dans le but de

pouvoir traiter une catégorie de problémes plus large que les mécanismes.

Pour déterminer les zones de support, le domaine de conception est tout d’abord
discrétisé en éléments finis (Fig. 2-3). Avant de procéder a I’optimisation, une analyse de
la structure compléte par la méthode des éléments finis permet ensuite de localiser les
zones de forte concentration de contraintes mécaniques dans le domaine de conception
(Fig. 2-7). L’intersection entre les surfaces d’application des conditions aux limites (Fig. 2-
7b) et les surfaces représentant les zones de forte concentration de contraintes (Fig. 2-7a),
forme les zones de support (Fig. 2-7c). Dans le but de conférer plus de flexibilité au
schéma graphique nous avons donc donné une définition plus large aux zones de support
que celle proposée par Tai. Une autre différence notable concerne la présence ou non de
matiere dans les zones de support. Avec I’approche de Tai, tous les ¢léments de ces zones
contiennent de la matiere alors que seuls les ¢léments représentant un point de départ ou un
point d’arrivée d’une courbe de Bézier sont concernés dans notre contribution. De plus,
dans le cas d’une zone composée de plusieurs éléments, les points de départ et d’arrivée
peuvent étre sélectionnés parmi tous ces €¢léments. En d’autres termes, les courbes de
Bézier sont d’extrémités mobiles, ce qui, la encore, participe a la flexibilité du schéma

graphique. Enfin, toujours dans I’esprit de fournir le plus de flexibilité possible au schéma
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graphique, les courbes de Bézier elles mémes peuvent servir de zone de support (courbe

N°1 Fig. 2-8a), ce qui n’est pas possible dans 1’approche de Tai.

R = g /L :
\ H
\ / g Eléments \ /
retetate | 0 el | = | e
contraintes g S et S,
gt / i
HH i
(a) (b) (c)

Figure 2-7. (a) zones de haute concentration des contraintes. (b) conditions aux limites (c¢) zones

supports.

L’étape suivante consiste a établir le schéma graphique, composé¢ de courbes de
Bézier, connectant toutes les zones de support. Les courbes de Bézier sont définies de
maniére classique par un point de départ, un point d’arrivée et plusieurs points de contrdle.
L’équation paramétrique générale définissant une courbe de Bézier de degré n s’écrit
comme suit [Yam88] :

n

P(u) :;#ik)!uk(l—u)"-"gk @-11)

Ou u€[0,1] représente la coordonnée paramétrique de la courbe, n+1 est le nombre de

points de contrdle, Q (k = 0,..., n) représente un point de controle, Oy étant le point de

départ et O, le point d’arrivée.

Dans ’approche que nous proposons, il est possible d’utiliser des courbes de Bézier de
degré quelconque. De maniére pratique, nous nous sommes néanmoins limités a des
courbes de Bézier cubiques (n =3). Elles posseédent en effet un minimum de points de
contrdle, ce qui réduit le nombre de variables, tout en assurant une bonne flexibilité. Il
s’agit donc d’un bon compromis entre la flexibilité et le colt du calcul. De plus, ces
courbes présentent I’avantage de ne posséder qu’un minimum de points de croisement, ou
points double (Fig. 2-12a), et un minimum de points d’inflexion. Il s’agit d’un avantage
supplémentaire car les points doubles posent des problémes algorithmiques dans la

construction du squelette. Ce sont donc des points indésirables dont il faut limiter au
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maximum la présence. Pour empécher leur apparition, un traitement spécifique, basé sur

des limitations, a €t¢ mis en place.

Le point de départ de chaque courbe se trouve au centre d’un élément fini dans la
premiére zone support, et le point d’arrivée se trouve au centre d’un élément dans la
deuxiéme zone support que I’on souhaite connecter avec la premiére. Les éléments,
connectés entre eux par leurs cotés et disposés le long de 1’abscisse curviligne des courbes
de Bézier forment le squelette (Fig. 2-8b). Chaque courbe est divisée en trois segments de
longueurs paramétriques éventuellement différentes (par exemple 5/10, 2/10 et 3/10) a la
différence de Tai ou chaque segment est de longueur fixe égale a 1/3. Cette nouvelle notion
introduite dans notre approche concernant la longueur variable des segments va donner

plus de souplesse a la distribution de la matiere autour du squelette.

Une certaine quantité¢ d’éléments est ensuite ajoutée au squelette afin de compléter la
structure et lui donner sa forme finale. Cette quantité, représentant la chair, est ajoutée au
squelette par couches ou le nombre de couche détermine la quantité ajoutée. Ici aussi nous
dépassons la définition classique de la chair proposée par Tai. En effet, les éléments de la
chair peuvent étre ajoutés en entourant completement les éléments du squelette, selon la
définition classique introduite par, c'est-a-dire simultanément des deux cotés du squelette,
ou en ajoutant des éléments soit du coté droit du segment concerné soit du c6té gauche. La
figure 2-8b montre les trois types de chair proposés dans notre approche. Avec le premier
type, la chair est disposée sur la droite du squelette. Un exemple en est donné avec la
courbe N°1 de la figure 2-8a. Son squelette, et la chair qui est ajoutée, uniforme et
d’¢épaisseur €gale a 1, sont présentés sur la figure 2-8b. la droite du squelette est identifiée
en partant du point de départ de la courbe, de coordonnées (0, 0), et en se déplacant vers le

point d’arrivée, de coordonnées (1, 1).

Avec le deuxieme type, la chair est disposée sur la gauche du squelette. Une
illustration est fournie par la courbe N°2 de la figure 2-8a. Le squelette et la chair qui lui
sont associés sont présentés sur la figure 2-8b. Pour repérer la gauche du squelette, on
adopte la méme convention qu’avec le premier type de chair, en partant du point de départ
de la courbe N°2, de coordonnées (1, 1), il est en effet clair, en examinant la figure 2-8b,
que la chair est bien disposée a gauche du squelette. Enfin, le troisieme type correspond a
la définition utilisée par Tai. Il consiste a enrober le squelette simultanément a droite et a
gauche. C’est la courbe N°3 de la figure 2-8a qui correspond a cette situation ainsi qu’on

peut le constater a I’examen de la figure 2-8b.
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Figure 2-8. Représentation graphique.

La structure de la figure 2-9 illustre un exemple ou les trois types de chair sont
disposés avec différentes valeurs d’épaisseurs sur des segments de longueurs différentes.
La disposition des ¢léments de chair, sur des segments de longueur variable, a droite et/ou
a gauche du squelette et avec des quantités différentes permet la génération de topologies
complexes qui ne restent pas uniquement dépendantes de la capacité des courbes de Bézier
a s’adapter a des formes complexes. Sur ce point, notre approche se démarque de
I’approche de Tai. Enfin, on note que I’ensemble squelette et chair forme une seule
structure ou les ¢léments sont complétement connectés ce qui est était I’objectif affiché. De

ce point de vue, notre approche reste par contre similaire aux travaux de Tai.

Figure 2-9. Structure d’¢éléments complétement connectés.
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5.3 Codage

L’exploitation de la représentation géométrique présentée dans la section précédente
dans le cadre d’un algorithme génétique nécessite le codage des parameétres de cette
représentation. Avant de présenter le codage, nous commengons par exposer toutes les
variables sous forme de graphes orientés. La structure de la figure 2-8b est considérée a
titre d’exemple. Le schéma des graphes orientés associés a cette structure est détaillé sur la
figure 2-10. A chaque sommet du graphe, une valeur réelle ou un nombre entier désigne
une information affectée a chaque variable de la représentation géométrique. Les sommets
sont reliés par des arétes (arcs), désignés par des fleches. Les sommets et les arcs relévent
de la terminologie de la théorie des graphes.

[ ] Contient le numéro d’élément ou une

N 4
A It // position (u€[0, 1]), du point départ/arrivée.

D of
@\ , @ O Contient la valeur d’épaisseur de la chair

controle.

\
, Q Contient I’attribut du type de la chair
_ e Contient la valeur de la position de la fin du
)@ L segment

‘.i Contient le numéro d’élément du point de

Figure 2-10. Représentation graphique du codage.

Pour ne pas surcharger la figure 2-10, nous avons présenté seulement les informations
concernant un segment de courbe. Pour le premier graphe, par exemple, nous avons
présenté le point de départ, I’épaisseur de chair du premier segment, un point de contrdle,
I’attribut de la chair du premier segment, la position du fin de ce premier segment et enfin
le point d’arrivée de la courbe.

Les points de départ et d’arrivée de chaque courbe de Bézier se trouvent au centre des
¢léments des zones de support, et dans ce cas le numéro de I’élément correspondant est
affecté au sommet représentant cette variable. Dans le cas d’un point de départ ou d’arrivée
glissant sur une autre courbe, le numéro d’élément sera remplacé par une valeur réelle u
comprise entre zéro et un. D une maniére pratique, et dans le but de limiter le nombre de

variables de ’algorithme génétique, la variable paramétrique u prend des valeurs dans un
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tableau ou le nombre des composants est limité. Par exemple, u peut étre égale a 0, 1/10,

2/10, ..., ou 1, ce qui limite le choix de la variable continue u a 11 valeurs discretes.

Les points de controle se situent au centre des éléments finis. Par conséquent, les
numéros de ces €léments finis sont affectés aux variables qui correspondent aux points de
contrdle. Les segments de chaque courbe de Bézier sont de longueur variable. Une variable
paramétrique contrdle les longueurs de ces segments dont les valeurs sont stockées dans un
tableau. La chair disposée autour d’un segment est controlée par deux variables. La
premiere variable concerne la quantit¢ d’¢léments ou de matiere ajoutée. Cette
quantification est exprimée par des nombres entiers. Le nombre entier ‘1’°, par exemple,
désigne une seule couche d’éléments (fig. 2-8b). La deuxieéme variable concerne le type de
la chair. Un attribut est affecté a cette variable précisant le type de disposition de ces
¢léments. L attribut ‘1’ désigne une disposition sur la droite du segment, I’attribut ‘2° une
disposition sur le coté gauche et I’attribut ‘3’ correspond a la définition classique de Tai,
c'est-a-dire des deux cotés.

Le codage consiste a mettre toutes les variables de la représentation géométrique en
une chaine de bits appelée souvent chromosome. Le génotype ou chromosome doit &tre
compatible avec les opérateurs génétiques de croisement et de mutation. Le codage que
nous proposons, sous forme d’un tableau, semble le plus adéquat car il facilite les
opérations de croisement. Un exemple de codage, associé a la représentation graphique de
la figure 2-10 est donné dans le tableau 2-1.

Point | 19°valeur | 1% pointde | Type 1°¢ 1 Point

départ chair contrdle chair segment d’arrivée
Graphe N°1 1 2 200 1 1/3 e 999
Graphe N°2 999 2 997 2 0.5 e 345
Graphe N°3 345 1 321 3 0.5 0.5

Tableau 2-1. Chromosome.

Douze variables sont associées a chaque courbe dans notre approche. Quatre variables
représentent les points de controle, y compris le point de départ et le point d’arrivée. Trois
variables sont associées aux deux premiers segments et deux au troisieme : la valeur de
I’épaisseur de la chair, I’attribut du type de la chair et la position de la fin du segment (sauf
pour le troisiéme segment qui arrive sur le point d’arrivée). Ce nombre relativement faible
permet de limiter le colt du calcul de I’algorithme génétique. Mais il s’agit également
d’une bonne solution de compromis car on a constaté que les géométries générées étaient

suffisamment riches pour promouvoir une large variété de topologies.
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5.4 Décodage

Les informations stockées dans le tableau 2-1 seront utilisées pour la construction du
phénotype. Ce passage du génotype au phénotype s’appelle décodage. Pour construire la
structure, nous commengons par le squelette avant de traiter la chair. Afin de maintenir la
stabilité de la structure, le squelette sera composé d’éléments connectés entre eux par les
cotés. Ces ¢léments sont disposés en suivant |’abscisse curviligne de la courbe
paramétrique cubique de Bézier (équation 2-11). Connaissant 1’¢lément de départ,
I’élément suivant est déterminé en trouvant le co6té qui remplit la condition d’intersection
avec la courbe de Bézier. Cela se traduit par la résolution ou la vérification de I’existence
des solutions d’une équation cubique. Dans notre travail nous avons utilisé les formules
analytiques de Cardan (Annexe A) pour calculer les racines de cette équation, ce qui
permet d’accélérer notablement la construction informatique du squelette. Cette opération
se répete pour chaque élément jusqu’au atteindre le dernier élément d’arrivée qui est
connu. Cette technique assure la connectivité et la stabilit¢ du squelette qui lui-méme
assure la connectivité de la structure compléte. La figure 2-11 montre le principe de la

technique adoptée pour la construction du squelette.

Un point

d’intersection \

Courbe de Bézier

Elément de départ —_—

Figure 2-11. Construction du Squelette.

Les points de contréle qui gerent la courbure des courbes de Bézier sont initialisés
aléatoirement au début de 1’algorithme. Ces points, localisés aux centres d’¢léments du
maillage, changent de coordonnées au cours des générations par [’application des
opérateurs génétiques. Bien que les courbes planes cubiques paramétrées soient trés
flexibles, la gestion aléatoire des points de controle peut conduire a I’intersection de la
courbe avec elle-méme en formant ainsi une boucle (Fig. 2-12a). Les courbes possédant
des boucles posent des difficultés pendant la construction du squelette et peuvent
provoquer un bug dans notre code de calcul. De plus, ce phénomene de boucles, bien qu’il

montre le degré de souplesse des courbes de Bézier, peut engendrer des formes
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indésirables. Ce probleme de boucle peut étre traité sous forme de limitations. Pour cela, il

est nécessaire d’¢étudier la courbe de Bézier sous sa forme paramétrique [ Yam§88] :

P(u) = (X (), Y (u)) (2-12)

ou X(u) et Y(u) sont des polyndomes cubiques.

La fonction P admet comme fonctions dérivées premiére et seconde :
P'(u) = (X'(u), Y'(u)) P"(u)=(X"(u), Y (u)). Les courbes paramétrées sont définies pour
des valeurs restreintes du parameétre, prises généralement dans I’intervalle [0,1]. Wang, Su
et Liu [Wan81, Su83] ont démontré que la présence d’une boucle peut étre déterminée en

examinant la fonction :

D) = Det(P'(u), P" (1)) = X' () - Y (u)— X" (u)- Y (1) (2-13)

Cette fonction est proportionnelle au signe de la courbure de la courbe au point P(u).
L’équation ®(u) = 0 indique la présence d’un point d’inflexion, puisque, pour un tel point,
les vecteurs de la dérivée premiere et de la dérivée seconde sont linéairement dépendants.
Cette dépendance montre que P(u) est une fonction cubique. Les auteurs montrent par la
suite que le terme cubique est nul et c’est ainsi que ®(u) devient une fonction quadratique

de la forme :
Du)=pu*-2qu+2r (2-14)

Le discriminant réduit A = ¢* — 2pr joue alors un role prépondérant. Wang, Su et Liu
[Wan81, Su83] ont en effet montré que les caractéristiques de la courbe sont entierement

déterminées a partir des valeurs p, g et r. En particulier, la courbe contient une boucle si :
A<O (2-15a)

La coordonnée paramétrique u, associée au point de croisement ®(u) de cette boucle

est donnée par :

u,=1=Y""2 (2-15b)

Si la condition (2-15a) est satisfaite, la structure concernée sera considérée comme
inadmissible. Dans ce cas, une limitation artificielle sera ajoutée aux limitations associées a
cette structure solution. Nous attribuions a cette limitation une valeur égale a la solution

maximale u, (équation 2-15b) car cette valeur est toujours bornée dans I’intervalle 0, 1].
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Figure 2-12. Courbe de Bézier cubique (a) avec boucle (b) sans boucle.

5.5 Fonction performance

Le principe des algorithmes génétiques est la recherche de I’individu le plus
performant. Ce dernier est évalué par une fonction performance qualifiée souvent de
fonction Fitness ou fonction mérite. L’individu le plus performant sera celui pour lequel la
fonction Fitness est maximum. Pour un probléme d’optimisation avec recherche de
maximum, la valeur de la fonction performance affectée a cet individu peut donc étre égale
a la valeur de la fonction objectif. Par contre, pour un probléme d’optimisation avec
recherche de minimum, la fonction performance Fitness devra étre considérée comme la

réciproque de la fonction objectif f:

1
J(x;)

Fitness(x,) = (2-16)

ou x; représente le i“™ individu de la population.

Dans les problémes concrets d’optimisation structurale, rencontrés dans 1’industrie, la
solution optimale finale doit satisfaire certaines conditions technologiques ou
fonctionnelles. Ces conditions se traduisent par des limitations de type égalité ou inégalité

et la formulation du probléme prend la forme suivante :

Maximiser : Fitness(x) = ! (2-17)
S(x)
sous limitations : g(x) =>0. j=1,...,J
hd(x) = 0. k=1, .., K

Dans ce probléme, il y a J limitations sous forme d’inégalité¢ et K limitations sous

forme d’égalité. La fonction objectif f'est supposée positive et non nulle.
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La fonction performance joue un role trés important dans un algorithme génétique au
méme titre que le codage. En effet, pour que I’algorithme génétique converge, il est
préférable que cette fonction ne comporte pas trop de maxima locaux et ne présente pas de

maximum local isolé.

Un choix classique de fonction objectif est la compliance [Ben03, All02, Jak00,
Kan96(a)]. L’intérét principal de ce choix est le caractére différentiable de cette grandeur.
Ce choix se justifie pleinement dans le cadre d’une approche déterministe ou il est
nécessaire de dériver pour faire I’analyse de sensibilité. Dans notre cas, ou 1’approche
stochastique ne nécessite pas de dérivation, le choix de la compliance comme fonction
objectif n’est pas aussi vital. Du point de vue de D’ingénieur, il peut méme étre
problématique. La compliance de la structure n’est pas toujours une grandeur physique
simple a appréhender physiquement méme si elle représente le travail des forces
extérieures. L approche adoptée par Jakiela et ses collaborateurs [Cha94] s’inscrit dans un
contexte ou la fonction objectif n’est pas différentiable. Le probléme d’optimisation est
posé sous la forme de la maximisation de la raideur de la structure en supposant que la

raideur R est inversement proportionnelle au déplacement maximal d.x de la structure :

R=—0o (2-18)

Ces derniers auteurs ont proposé aussi de maximiser le rapport de la raideur au

volume :

Fitness = § = (2-19)

Dans cette formulation, deux quantités de grandeurs différentes sont associées pour
exprimer un seul objectif. Mais une telle approche augmente considérablement le risque de
converger vers des optima locaux. Le probléme peut alors étre formulé autrement en
prenant en considération les deux objectifs par la sommation des deux quantités multipliées
par des coefficients de pondération. On parle dans ce cas d’un probléme d’optimisation
multi-objectif, ce qui ne fait pas 1’objet des travaux de recherche présentés dans ce

mémoire.

Dans notre contribution, nous nous sommes limités a la minimisation de la compliance
avec une limitation sur le volume et a la minimisation du volume avec une limitation sur la
compliance. Ces choix classiques vont nous permettre de valider notre approche en

comparant nos résultats avec ceux des approches déterministes.
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5.6 Analyse structurale

La méthode d’analyse structurale utilisée dans notre approche est la méthode des
¢léments finis classique. Chaque structure, solution du probléme, est analysée par éléments
finis si cela est nécessaire. Le résultat de cette analyse sera exploité par la suite pour
¢évaluer I’individu associé a cette structure. Cette analyse est 1’opération la plus colteuse
dans un algorithme génétique car elle concerne tous les individus admissibles, et peut étre
aussi quelques individus inadmissibles. En effet, pour une population de grande taille
(quelques centaines d’individus), le colt de 1’analyse structurale est considérable. Ce colit
devient critique dans certains problémes d’optimisation tels que les calculs 3D et les

problémes non linéaires.

L’approche souvent adoptée dans de nombreux travaux d’optimisation topologique
des structures continues [Ben88, Cha94, Cap03, Sig01] est basée sur la relaxation des
propriétés physiques du matériau. Le principe consiste a établir une relation entre le
module de Young et un parametre dit de densité [Ben88]. Ce dernier représente
généralement le volume relatif d’un élément fini. Une telle approche est tres utile dans un
algorithme génétique avec un codage binaire, puisqu’elle permet de remédier au probléeme
de connectivité. Par contre, I’analyse devient plus coliteuse car tous les éléments finis sont
présents. Ainsi tous les éléments du maillage sont concernés par les phases classiques du
maillage et de la résolution. Méme les éléments associés a une faible densité doivent étre
pris en considération bien qu’ils participent peu a la tenue mécanique de la structure. Avec
I’approche par densité, ces éléments alourdissent donc inutilement le calcul. De plus, dans
le cadre non-linéaire des grands déplacements et des grandes déformations, ces éléments
subissent des déplacements de trés forte amplitude. Ce phénomene induit des difficultés

numériques dues au mauvais conditionnement qu’ils provoquent dans la matrice de raideur
[Kim04].

Dans notre travail, la connectivité est assurée, ce qui nous permet de ne prendre en
compte que les éléments contenant de la matiére. Les éléments finis qui ne contiennent pas
de matiere sont ¢éliminés. Par conséquent, la taille du probléme mécanique se réduit d’une

maniére considérable et 1’évaluation devient beaucoup moins cofiteuse.

5.7 Traitement des limitations

Les problemes d’optimisation avec limitations se présente généralement sous la forme
de I’équation (2-17) lorsqu’on les traitent avec des algorithmes génétiques. Les méthodes

de pénalité sont les plus utilisées pour le traitement des limitations [Coe02]. Les limitations
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peuvent se présenter sous formes d’égalités ou d’inégalités. Les limitations sous forme

d’¢égalité sont, souvent, transformées sous forme d’inégalité comme suit [Deb00] :

g () =e=|h (0|20 k=1..K (2-20)

ou & est une valeur positive trés faible. Cela augmentera le nombre de contraintes sous

forme d’inégalité a : m = J+K.

En adoptant la transformation (2-20), les limitations sous forme d’égalité et les
limitations sous forme d’inégalit¢ peuvent étre additionnées et introduites dans la
formulation de la fonction performance. On obtient ainsi la forme pénalisée de la fonction
de performance d’un probléme de maximisation sous limitations d’inégalités [Coe02] :

. 1
Fitness(x) = — (2-21)
2
f)+Y R(g;(x)
Jj=1

ou < g; (x)> est la valeur absolue de la quantité de violation des limitations dans le cas ou

I’opérande est négatif, et zéro dans le cas contraire. Le parametre de pénalité R;,
correspondant a la /™ limitation, sert 4 mettre la valeur de la quantité de violation de la
limitation gj(x) a la méme échelle de grandeur que la fonction objectif f{x). Il est clair
qu’avec cette définition, les individus violant le plus de limitations dégraderont le plus leur
performance. La formule (2-21) permet ainsi de pondérer la performance pure en terme de

fonction objectif f'par le degré de violation des limitations.

L’exploitation de la fonction performance telle qu’elle est donnée par 1’équation (2-
21) exige I’évaluation de tous les individus. Cette évaluation nécessite au préalable une
analyse par la méthode des ¢éléments finis dans notre travail, ce qui demeure trés coliteux
méme si ’élimination des éléments de densité nulle permet d’en amortir le colit comme
cela a été expliqué au paragraphe 5.6. D’apres Deb [Deb00], le fait que le principe des
algorithmes génétique soit de rechercher le meilleur individu n’exige pas I’évaluation de
chacun d’entre eux. Il suffit seulement de distinguer les plus performants des moins
performants. Suivant ce principe, les individus représentant des solutions admissibles sont
les plus favorisés, et leur évaluation est obligatoire afin de pouvoir les comparer. Les autres
individus sont d’autant plus défavorisés que leurs degrés de violation de limitations sont
¢levés. Leur évaluation par éléments finis n’est alors plus nécessaire puisque c’est ce degré
de violation qui permet de définir leur position dans la population. Notons enfin qu’il est
difficile d’ajuster le paramétre de pénalité R; (voir le chapitre I § 4.2.2.4). Afin de remédier

a ce probleme, Deb [Deb00] propose d’introduire dans la formulation de la fonction
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performance la quantité¢ de violation de contraintes sans le coefficient de pénalité. La

fonction performance pénalisée prend alors la forme suivante :

! sixeE
S (x)
Fitness(x) = 1 <i non (2-22a)
font 2.6, ()
avec : G,;(x) =max[0, — g, (x)], (2-22b)

E représente 1’espace des solutions admissibles et f,,,, I’évaluation de la fonction objectif

de I’individu le moins bon parmi les individus admissibles.
Cette formulation, telle quelle est proposée par Deb [Deb00], ne tient pas compte des

m
grandeurs d’échelles entre f,,,, et la somme des quantités de violation des limitations z G,.

J=l
Pour mettre ces deux quantités a la méme échelle, nous avons normalisé ces limitations de

telle sorte qu’elles soient comprises entre 0 et 1 :

G, =G, -G,,

/(Gmax - Gmin) (2-23)

En introduisant (2-23) dans (2-22a), et afin de mettre la valeur f,,. et la somme des

quantités de violation des limitationsZG - la fonction performance prend la forme finale
=

suivante :

sixe B
Fitness(x) = 1 <i non (2-24)
me@+2@wﬂ

5.8 Opérateurs génétiques

5.8.1 Sélection

La diversité génétique, variété des génotypes dans la population, et la pression
sélective sont les deux facteurs importants dans un processus de recherche stochastique tel

que les algorithmes génétiques. Ces deux facteurs sont fortement dépendants puisqu’une
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augmentation de la pression sélective diminue la diversité dans la population, et vice versa.
Autrement dit, une forte pression sélective rend la population trés homogene, ce qui
conduit & une convergence prématurée de 1’algorithme. Par contre, une faible pression
sélective rend la recherche inefficace car le caracteére aléatoire qu’elle privilégie ne permet
pas I’émergence des individus les plus performants. De ce fait, il est important de trouver
un compromis entre ces deux facteurs, ce que les méthodes dites ‘Sampling Mechanisms’

peuvent réaliser.

La méthode de sélection dite ‘Stochastic Universal Sampling’ (SUS), proposée par
Baker [Bak94], fait partie de la famille de méthodes de type ‘Sampling Mechanisms’. Nous
I’avons utilisé¢ dans ce travail car elle permet d’établir un compromis entre la diversité
génétique et la pression sélective. Dans cette méthode, chaque individu est représenté par
un secteur rectangulaire dont la longueur correspond a sa probabilité de sélection (Fig. 2-
13). Le secteur total, de longueur 1, est marqué par des indices, désignés par des fleches
sur la figure 2-13. Ces indices sont réguliérement espacés. Considérons N indices, nombre
d’individu que nous souhaitons sélectionner. La distance entre chaque indice est égale a
I/N. La position du premier est défini aléatoirement dans I’intervalle [0, 1/N] (Indice

aléatoire sur la figure 2-13). Si le premier indice, noté o sur la figure 2-13, est strictement

. 1 1 o . .
plus petit que N (a< N ), le dernier indice, égal a o+ , sera strictement plus petit

N -1

: NV | C R , :
que 1. Si a est égal a N le dernier indice sera égal a N + =1. La méthode consiste
a introduire dans la nouvelle population tous les individus marqués par les indices.

Indice aléatoire

|
1 (2) | 3 T p 1] T T T
I O B B I B B
0<a< l { Rang d’individu ‘ ‘ Probabilité cumulative ‘ o+ N-1 <1
Ses .

Figure 2-13. Principe de la méthode de sélection SUS.

Dans une population de taille N, les individus sont classés par rang de 1 a V. Le rang 1

est attribué au meilleur individu et le rang N a I’individu le moins performant.

La probabilit¢ de sélection d’un individu est proportionnelle a une performance
artificielle calculée en fonction du rang de cet individu. Il existe plusieurs variantes dans la
littérature qui permettent le calcul de la performance artificielle en fonction du rang. La

variante linéaire [Bak94] est donnée par la formule suivante :
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Fitnessy,,, (x,)=(2—Ps)— 2(Ps _]3]);(1’”" =N (2-25)

ou Ps est la pression sélective, comprise entre 1 et 2, et 7; le rang de I’individu x;.

Il est facile de voir que, Ps, Ps-1 et 2-Ps étant positifs, la fonction performance

artificielle est une fonction positive qui décroit linéairement de Ps a 2-Ps (Fig. 2-14).

Ps

Fitness

2-Ps

Rang (r;)

Figure 2-14. Fonction performance artificielle — variante linéaire.

On remarque que le cas extréme Ps = 1, qui correspond a la pression sélective la plus
faible possible, donne une fonction performance égale a 1 et identique pour toute la
population (Fig. 2-15). Ce cas extréme est bien entendu a éviter car aucun individu, et en

particulier les plus performants, n’est alors favorisé par rapport aux autres. La recherche du

meilleur individu devient alors inefficace.

Fitness

1 N
Rang (r;)

Figure 2-15. Fonction performance artificielle — Ps = 1.
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Enfin, on constate que l’autre cas extréme, correspondant a Ps = 2, donne la

décroissance linéaire la plus forte avec une pente égale a — Nl En effet, on a :

2 _2Ps-1)
N-1~ N-1

V Pse [1,2]

En pratique nous avons souvent opté pour la pression sélective la plus forte, c'est-a-
dire Ps = 2. Les nombreux tests numériques que nous avons réalisés semblent en effet
montrer qu’il s’agit du choix le plus pertinent pour converger dans les meilleures

conditions.

En adoptant la méthode de sélection ‘Stochastic Universal Sampling’, combinée avec
la variante linéaire de classement des individus par rang, nous cumulons les avantages des
méthodes de sélection par roulette, par rang et par tournoi. C’est une trés bonne technique
qui permet de maintenir la diversité génétique en choisissant seulement le schéma de
classement par rang des individus ou en faisant varier les parameétres de la pression

sélective.

5.8.2 Croisement

Le croisement est I’un des parametres les plus importants en algorithme génétique. Le
principe de cet opérateur est de produire deux nouveaux individus, les enfants, en
¢échangeant des informations entre deux autres individus appelés parents. Le croisement
s’effectue en deux étapes. Dans la premicre étape, deux individus sont choisis
aléatoirement dans la population. Dans la deuxiéme étape, en localisant d’une maniére
aléatoire des points sur les deux chromosomes parents, I’opération de croisement échange
le contenu (informations) de ces points entre les deux chromosomes. L’information peut
étre une valeur d’épaisseur de la chair, un point de contrdle, un attribut d’un type de chair
ou la longueur d’un segment, etc. Cette opération produit deux individus modifiés
génétiquement qui font partie de la génération ultérieure. Ce sont les enfants. Le taux

maximal de croisement est contrdlé par la probabilité de croisement Pc.

L’opérateur de croisement doit participer a la convergence de 1’algorithme en
produisant une population plus performante. Cet objectif ne peut étre atteint en croisant
aléatoirement les individus de la population. Le principe des algorithmes génétiques,
inspiré de la biologie, consiste en effet a transmettre les caractéristiques des bons individus
aux générations ultérieures. Afin de respecter ce principe, on doit favoriser le croisement
des individus les plus performants. Cela peut étre réalisé en gérant la probabilité de croiser

deux parents Pr; et Pry. Nous proposons dans notre approche la formule suivante :
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(PopSz — mean(r,, 1,) + 1)

Pc (Pr,, Pr,) = Coef, - Pops:

(2-26)

Le parametre Coef. est une constante de 1’ordre de 0.85, PopSz est la taille de la
population et mean(r;, r;) la moyenne des rangs r; et r, des parents Pr; et Pr,

respectivement.

La formule (2-26) constitue une contribution originale par rapport aux distributions
aléatoires de probabilités utilisées classiquement. Dans cette équation, la probabilité de
croiser deux parents est une fonction linéaire de la moyenne de leurs rangs. Si cette
moyenne est faible, la probabilité de croisement sera forte. Cela signifie que deux parents
performants, c'est-a-dire placés aux rangs les plus faibles, seront favorisés par 1’opération
de croisement. A l’inverse, deux parents peu performants posséderont une moyenne de
rang forte et auront donc une probabilit¢ de croisement faible. Dans une situation
intermédiaire, un parent performant et I'autre pas, [’opérateur de croisement permet
d’attribuer une probabilité de croisement moyenne, ce qui contribue a entretenir la
diversité génétique en n’écartant pas de manicre définitive le croisement entre des

individus performants et d’autres moins.

La probabilit¢ de croisement Pc calculée par la formule (2-26) est toujours dans
I’intervalle ]0, 0.85[, et cela quelques soient les rangs r; et r,. En effet, les rangs r; et 1,
prennent des valeurs entiéres comprises entre 1 et PopSz. Le quotient de 1’équation est
alors supérieur a 0 et inférieur a 1 et, par conséquent, une probabilité Pc comprise entre 0
et Coef.. La valeur de Coef, a été choisie égale a 0.85, dans notre approche, car nous avons
constaté que c’est la valeur la plus appropri¢e selon les tests numériques que nous avons

effectués.

Dans les algorithmes génétiques classiques, les opérateurs de croisement sont souvent
a un ou a deux points [Mic96]. Mais plusieurs études récentes ont montré que les
croisements avec plusieurs points sont beaucoup plus avantageux [Kan96a]. Certaines
¢tudes ont porté sur le croisement uniforme qui s’applique sur L/2 points en moyenne pour
des chaines de longueurs L [Spe92]. Cependant, il est difficile de prévoir le type de
croisement optimal pour un probléme donné. En général, le choix est basé sur des criteres

empiriques en observant I’effet de différents types de croisement.

Deux types de croisement ont été utilisés dans notre travail. Le premier est a deux
points. Son principe est d’échanger les informations de deux chromosomes compris entre
deux points de coupures. Choisissant aléatoirement une ou plusieurs courbes de Bézier, la

technique consiste, dans une premiere €tape, a découper les deux chromosomes par deux
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points (Fig. 2-16). L’étape suivante consiste a permuter le contenu des zones (les

composants du tableau) situées entre les points de coupure.

Pomts de coupure
\' ;

o [ pj T e e )

|999|

Parent 1 Parent 2

g

22 6 N N 0 9 0w 5 3 I T B 3 3 20 N

Enfant 1 Enfant 2

Figure 2-16. Opération de croisement (deux points de coupure).

Le deuxieme type de croisement est le croisement uniforme. Nous avons calqué son
principe sur ce qui est déja pratiqué par les algorithmes génétiques a codage binaire
(chapitre 1: § 4.2.2.7). Ce principe consiste a choisir aléatoirement un certain nombre de
positions dans le chromosome. Le contenu des génes, correspondants a ces postions, est

alors échangé entre les deux chromosomes parents.

Le premier type de croisement est utilis¢ au début du calcul pour la recherche du
squelette optimal afin d’éviter un phénomene de dominance de certaines parties du
squelette par rapport aux autres, ce qui conduit & une convergence vers un optimum local.
Nous avons en effet constaté que le croisement uniforme favorisait ce phénomene lorsqu’il
¢tait utilis€é au début du calcul. En revanche, il s’avere tres efficace pour 1’échange des
informations concernant la distribution des ¢léments relatifs a la chair. Sur la base de ces
constatations, nous avons adopté une stratégie de changement du type d’opérateur de
croisement au cours du calcul. C’est une technique qui compléte une stratégie adaptative
adoptée dans notre travail et dont les grandes lignes sont décrites dans le paragraphe 6 de

ce chapitre.
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5.8.3 Mutation

Le but de la mutation est d’explorer, dans le domaine de conception, de nouvelles
zones de solutions admissibles ou d’explorer I’une de ces zones dans le but de localiser
I’optimum global. Le principe consiste a altérer une information contenue dans le tableau
représentant le chromosome. Pour mettre en oeuvre ce principe de maniére pratique,
plusieurs variantes sont possibles : locale, uniforme ou classique [Kan96]. Toutes ces
variantes différent les unes des autres mais ont en commun d’utiliser une probabilité de
mutation qui peut étre utilisée de manicre aléatoire ou adaptative [Mic96, Cap03].
L’objectif de ce paragraphe est de justifier les choix que nous avons réalisés dans notre

approche vis-a-vis de ces différentes variantes.

Les individus de la population peuvent étre classés en trois catégories : les performants,
les moins performants et les intermédiaires. En conséquence, ils ne doivent pas étre
exposés au méme type de mutation. Les plus performants représentent des optimaux
locaux et une altération aléatoire des informations dont ils sont porteurs peut détériorer
leurs caractéristiques. Pour cette catégorie d’individus, nous proposons une mutation de
type locale. Cependant, ce type de mutation ne permet pas d’explorer tout le domaine de
conception. La mutation uniforme, appliquée sur les individus les moins performants, peut
étre utilisée pour remplir cette tiche. Mais 1’aspect aléatoire de ce dernier type de mutation
ne peut garantir une diversité génétique qui représente un facteur important dans un
algorithme génétique. Un troisiéme type de mutation est alors utilisé dans notre approche.
Ce troisieme type, que nous avons appelé mutation classique, a pour objectif de maintenir
la diversité génétique. Il est appliqué aux individus intermédiaires situés entre les plus et
les moins performants. En résumé, les individus les plus performants sont exposés a une
mutation locale, les moins performants & une mutation uniforme et les "intermédiaires" a
une mutation classique. Nous allons préciser maintenant comment fonctionne en détail

chacun de ces trois types de mutation.

Si la mutation est uniforme, le choix du point de mutation est aléatoire. Dans ce type de
mutation, tous les points ont la méme probabilit¢ de muter alors que chaque point est li¢ a
une variable différente. L’objectif de la mutation est d’explorer de nouvelles zones. Les
espaces de recherche des variables sont de tailles différentes donc I’exploration ne peut
étre efficace en exposant tous les point, géne dans le codage, a la méme probabilité de

mutation.

Un autre type de mutation appelé mutation classique est basé sur la diversité génétique
de chaque gene dans le chromosome. Le principe consiste a exposer les points de faible
diversité génétique a une forte probabilité de mutation. En affectant a chaque point une

probabilité de sélection, le principe de la roulette est appliqué pour choisir le point de
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mutation. Ce type de mutation améliore 1’exploration et permet de maintenir la diversité

génétique, mais il peut ralentir la convergence.

Dans ces deux types de mutation, uniforme et classique, la valeur au point de mutation
est remplacée par une valeur choisie aléatoirement dans I’espace de recherche de la
variable liée a ce point. L’objectif de ces deux types de mutation est de se rapprocher de
I’optimum global en explorant le domaine de recherche. Mais elles permettent
difficilement de converger précisément vers cet optimum lorsque des optima locaux
coexistent dans son voisinage. Dans ce cas, il est plus efficace de provoquer une légere
variation de la longueur d’un segment, de 1’épaisseur de la chair ou de la courbure d’une
courbe de Bézier puisque les différences entre les optima locaux et I’optimum global sont
naturellement localisées, les grandes tendances définissant la topologie étant identiques.
C’est le role de la mutation locale qui, de provoquer ces altérations locales permettant de se
dégager des optima locaux pour converger vers I’optimum global. Ce dernier type de
mutation joue aussi un rdle de lissage des frontieres quand 1’algorithme converge vers

I’optimum global.

De maniére pratique, I’opération de mutation consiste a altérer une information dans le
tableau représentant le chromosome. Cette information peut étre la position d’un point de
départ/arrivée, la position d’un point de contrdle, une valeur d’épaisseur, I’attribut du type
de la chair ou la longueur d’un segment. Un individu x;, choisi aléatoirement dans la

population, mute si sa probabilit¢ de mutation Pm (x;) vérifie la condition [Mic96] :

rand < Pm (x;) (2-27)

ou rand est une valeur générée aléatoirement dans ’intervalle [0, 1].

L’exposition de tous les individus a une probabilité de mutation affectée aléatoirement
risque d’altérer les bonnes caractéristiques des individus performants. Or, ces bonnes
caractéristiques doivent étres transmises aux générations ultérieures par croisement. Pour
éviter de les altérer par mutation, nous proposons dans notre approche une distribution

linéaire de probabilité qui favorise la mutation des individus les moins performants :

Pm(x,) = Coef, (PO’; Szj (2-28)

ou Coef,, est une constante de I’ordre de 0.2. Ce choix de 0.2 résulte des nombreux tests
numériques que nous avons effectué¢ afin de déterminer la valeur la plus approprié€e. r; est

le rang de I’individu x; et PopSz la taille de la population.
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Cette approche, exprimant la probabilit¢ de mutation d’un individu en fonction de son
rang, constitue une contribution originale par rapport aux distributions aléatoires de
probabilités utilisées classiquement. Dans 1’équation (2-28), les individus performants sont

protégés alors que les individus les moins bons sont perturbés.

La figure 2-17 illustre une opération de mutation ou le point de mutation représenté par

la couleur grise dans le tableau est altéré :

1 el 3 200 | - | 2 | | 130 | | 999
999 | | 4 | | 997 | | 3 | - 1. - | 345
345 | | 0 | | 320 | | 1 | | 23 | 1

Mutation

1 el 3 200 | - | 2 | | 130 | | 999
999 | | 4 | | 123 | | 3 | 1. | 345
345 | | 0 | | 320 | | 1 | | 23 | - 1

Figure 2-17. Opération de mutation.

Les taux de croisement et de mutation sont contrdlés par les probabilités Pc et Pm
respectivement. Ces probabilités sont définies par les relations (2-26) et (2-28) au cours de
I’évolution de la population. Néanmoins, la convergence des algorithmes génétiques étant
trés sensible vis a vis de ces parametres, il est préférable de les ajuster de maniére
adaptative, en fonction de I’évolution de la population, plutot que de les laisser fixes. C’est

ce que nous proposons d’expliquer au paragraphe suivant.

6. Croisement et Mutation adaptatifs

Deux caractéristiques s’averent essentielles en optimisation de fonctions multimodales
par algorithmes génétiques. La premicre est I’aptitude de converger vers un optimum, qu’il
soit local ou global, apres localisation de la zone contenant cet optimum. La deuxieme est
la capacité d’explorer de nouvelles zones dans 1’espace des solutions admissibles afin de
localiser I’optimum global. La balance entre ces deux caractéristiques est déterminée par

les valeurs de probabilités Pc et Pm et le type d’opérateur utilisé.

En combinant les individus les plus performants, le croisement joue un rdle trés
important pour la convergence. Cependant, le croisement des solutions les plus

performantes peut accélérer la convergence de 1’algorithme vers I’optimum local le plus
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proche. Autrement dit, quand la population devient trées homogene, la sélection des
individus performants devient difficile, ce qui conduit I’algorithme a une convergence

prématurée vers un optimum local et a une stagnation.

L’opérateur de mutation a pour rdle d’empécher 1’algorithme de stagner. Si la
population converge vers un optimum local, I’opérateur de mutation intervient avec un
taux €levé, c'est-a-dire avec une probabilité Pm élevée, ce qui a pour effet de disperser une
partie importante de cette population sur 1’espace de recherche. Néanmoins, le choix de la
valeur de Pm est critique car il induit des effets importants sur les performances de
I’algorithme génétique. En effet, un taux de mutation trés €levé transforme 1’algorithme
génétique en un algorithme de recherche purement aléatoire, alors que seulement quelques

opérations de mutation pourraient suffire pour empécher la convergence prématurée.

La recherche des valeurs optimales de Pc et Pm, afin d’améliorer les performances de
I’algorithme génétique, est un probléme récurrent qui a fait I’objet de nombreux travaux
[Sri89, Dav89, Jak97].

L’idée principale d’un algorithme génétique adaptatif est d’adapter les probabilités des
opérateurs de croisement et de mutation sur la base de statistiques concernant les
performances de tous les individus de la population et ce a chaque génération. La
technique adoptée dans notre travail est partiellement inspirée de la stratégie de Jakobovic
[Jak97].

L’observation montre que 1’allure de la population au cours des générations dépend de
la performance maximale F,. et de la performance moyenne F de la population. La
différence F,  — F pour une population convergente est plus faible que la différence pour
une population plus dispersée. Cette quantité¢ joue un rdle primordial dans un pilotage
adaptatif car sa valeur normalisée représente le degré de diversité de la population :

Dvrst = Tms = (2-29)
F

max

Avant d’évaluer Dvrst, la performance de I’individu le moins performant doit étre
soustrait du calcul de F afin de trouver une valeur toujours supérieur a zéro. En pratique,
et pour la plupart des applications, la valeur de Dvrst est généralement comprise entre 0.05
et 0.85. Si cette quantité est faible la population converge vers un optimum local. Si elle
augmente, la population est plus diversifiée. Cependant, il a été observé que la variation de
la valeur de Dvrst dépend du probléme traité, c'est-a-dire de la fonction objectif employée
[Jak97]. Cette valeur peut, dans certains cas, dépasser les valeurs des générations

antérieures, ce qui pose une difficulté pour la mise en place de la stratégie adaptative.
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Concretement, pour palier a ce probleme de dépassement de valeur, la variable Dvrst est
évaluée a chaque génération et comparée avec une ancienne valeur stockée dans une
variable statique notée Val. Si la nouvelle valeur est supérieure a I’ancienne, signe que la
diversité s’est améliorée, aucune action de nature adaptative n’est entreprise. On actualise
simplement la variable statique Val par la nouvelle valeur de Dvrst. En revanche, si la
nouvelle valeur est inférieure a 1’ancienne, ce qui est symptomatique d’un appauvrissement
de la diversité, un mécanisme adaptatif est mis en ceuvre afin de contrer I’appauvrissement.
Pour cela, on utilise un coefficient, not¢ ConvCoef, qui représente le degré
d’appauvrissement de la diversité de la population d’une génération a 1’autre :

Dvrst
Val

ConvCoef = (2-30)

Ce coefficient positif, et plus petit que 1 lorsque la diversité régresse, va nous permettre
d’adapter les probabilités de croisement Pc et de mutation Pm en fonction de la diversité

de la population.

En ce qui concerne le croisement, la probabilité (2-26), fonction linéaire des rangs des

parents, est remplacée par une dépendance non linéaire :

(2-31)

(POPSZ - mean(r] . 7'2) + 1) ConvCoef
Pc (PI‘1 ,Pr)) = COefC )

PopSz

Cette dépendance non-lin€aire traduit une action adaptative sur le croisement lorsque la
diversité génétique régresse de maniere importante avec un ratio ConvCoef proche de zéro.
Dans ce cas, la probabilité définie par (2-31) tend vers une valeur constante Coef.,
imposant de ce fait une probabilité de croisement quasiment égale a tous les individus.
Cela a donc pour effet de réintroduire de la diversité au sein de la population en retardant

I’émergence et ’hégémonie des individus les plus performants.

Une autre maniere d’interpréter la formule (2-31) consiste a remarquer que le
coefficient ConvCoef est aussi un indicateur de convergence. En effet, lorsque ce
coefficient tend vers zéro, la performance moyenne est proche de la performance maximale
en vertu de (2-29). La distance entre les individus est alors faible et la proximité entre les
individus les moins performants est réduite. Dans ces conditions, il apparait naturel
d’imposer une méme probabilité de croisement a tous les individus, ce que refleéte bien la

formule (2-31) lorsqu’elle est déclinée avec un coefficient ConvCoef proche de zéro.

Toujours dans I’esprit de prendre en considération de maniere adaptative la diversité de

la population dans les opérations de croisement, le tirage des individus s’effectue en tenant
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compte de la diversité¢ dans le calcul du rang. En rappelant que les individus étaient
auparavant classés par rang, ou le rang 1 est attribué¢ au meilleur individu et le rang PopSz
au moins bon, le calcul adaptatif du rang est maintenant réalisé a I’aide de la formule (2-

32) ou la diversité intervient par le biais du paramétre Pwr :

7, = round (PopSz —1) - rand ™) + 1 (2-32)
Pwr =1+2-ConvCoef (2-33)

Ou PopSz est la taille de la population, rand une valeur générée aléatoirement dans

I’intervalle [0, 1] et round est une fonction d’arrondi.

La valeur de la variable Pwr varie de 1 a 3 lorsque ConvCoef varie de 0 a 1. Plus la
diversité est faible, plus Pwr est faible et plus le coefficient rand”™” intervenant dans (2-32)
est grand puisque rand est plus petit que 1. Grace a ce coefficient, un individu aux
performances médiocres pourra plus facilement bénéficier d’un bon rang. L’introduction
d’un facteur non linéaire de diversité de type puissance rend donc plus équitables les
chances de tirage de chaque individu au sein d’une population homogeéne en diminuant la

prépondérance des plus performants.

La mutation est adaptée différemment. Le nombre d’individus mutant doit varier en
fonction de la diversit¢ génétique de la population. Si le taux de diversité génétique est
¢levé, le nombre d’individus mutant doit baisser afin de favoriser la reproduction.

L’expression de la probabilit¢ de mutation de 1’équation (2-28) prend donc la forme :

Pm(x;) = Coef, - (1— Dvrst)- (wJ (2-34)
PopSz

La probabilit¢ de mutation s’exprime en fonction de la diversité génétique par le
produit d’une partie linéaire et d’une partie non-linéaire. Il s’agit, pour la partie linéaire,
d’un coefficient de pondération 1-Dvrst permettant d’augmenter le nombre d’individus
mutant lorsque la diversité est faible et de le diminuer si la diversité est ¢levée. Il s’exerce
de mani¢re adaptative au cours des générations. En convergeant, la probabilit¢ de mutation
tend vers une distribution uniforme Coef,/PopSz. En effet, s’il y a convergence, la
diversité Dvrst et le ratio ConvCoef tendent vers zéro. La probabilité de mutation, dans ce

cas, ne dépend plus du rang. Chaque individu a alors la méme probabilité de muter.
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7. Implémentation

Sur la base des développements théoriques présentés dans les paragraphes précédents,
nous avons développé un code de calcul avec le langage de programmation Matlab
[Hig05]. Ce code de calcul inclut un solveur ¢éléments finis en é€lasticité lin€aire isotrope,
avec I’hypothése de contraintes planes, ainsi qu’un module d’optimisation basé sur les
algorithmes génétiques. L’organigramme de ce module est présenté sur la figure 2-18. Par
ailleurs, il est a noter que nous n’avons pas utilisé¢ les toolbox dédié¢es du logiciel Matlab
mais seulement le langage de programmation qu’il propose. Notre choix s’est porté sur
cette plate-forme de développement en raison des nombreuses facilités de programmation
qu’elle procure au stade de I’avant-projet. Cependant, en vue d’améliorer les performances

en terme de temps de calcul, le portage de nos travaux en C++ fait partie des perspectives

envisagées.
Population initiale : StartPop
i 2
> Stratégie ? >
E Etape I : : | . |
~tape Etgpe .H ) ¢ 1 | Optimisationdu | !
1| optimisation du optimisation de o . !
: . ¢ 1 | squelette + chair |
: squelette la chair b '

Y
Evaluation des | _
individus

Sélection

\ J

Croisement

Mutation

Figure 2-18. Organigramme de I’approche proposée.

80



Chapitre 11 Représentation graphique par courbe de Bézier

Deux stratégies ont été développées dans notre algorithme. Avec la premicre stratégie,
le calcul s’effectue en deux étapes. La premicre étape consiste a rechercher le squelette
optimal sans faire intervenir la chair. Une fois cette premiére étape acquise, la seconde
étape consiste a compléter le squelette par de la chair. A I’inverse, avec la deuxieme

stratégie, I’optimisation est réalisée en considérant simultanément le squelette et la chair.

L’intérét de la premiere stratégie est de diminuer le colt du calcul en analysant par
¢léments finis des structures ne comportant qu’un nombre réduit d’éléments puisque la
chair n’est pas représentée dans la 1 étape. D’autre part, le nombre de variables gérées
par I’algorithme génétique est trés réduit, ce qui a également pour conséquence de réduire
le colt du calcul. En effet, dans la premiére étape, seules les variables controlant le
squelette, en 1’occurrence les points de contrdle, sont pris en considération. Et dans la
deuxieme étape, seules les variables qui controlent la chair, en I’occurrence le type de la
chair, I’épaisseur de la chair et la longueur des segments, sont prises en compte.
Cependant, I’inconvénient de cette stratégie est que la convergence vers I’optimum dépend
beaucoup de la convergence du squelette. Le squelette optimal peut aussi limiter la

distribution des éléments de la chair, ce qui entraine une convergence prématurée.

Dans la deuxiéme stratégie, le squelette et la chair évoluent simultanément. Le
probléme est plus coliteux dans ce cas puisque toutes les variables du probléme sont gérées
a la fois et que les structures sont plus volumineuses. En revanche, 1’évolution du squelette

offre plus de la souplesse pour distribuer la matiere par I’intermédiaire de la chair.

Par ailleurs, il est possible que des individus des générations antérieures réapparaissent
dans la population actuelle. La fréquence de cette réapparition augmente avec la
convergence lorsque la population devient quasiment homogeéne. Afin de minimiser le cotit
de Dl’analyse structurale et du décodage de ces individus, nous avons développé une
méthode basée sur une copie de la population. Pratiquement, avant d’appliquer les
opérateurs génétiques, une copie de la population courante est sauvegardée. Seuls les

individus n’existant pas dans cette copie sont évalués dans la génération suivante.

Le test de convergence est basé sur deux critéres : le nombre maximal de génération et
la comparaison de la solution en cours avec la solution des générations antérieures. Nous
avons fixé a 2000 le nombre maximal de génération. Pour ce qui concerne le critere de
comparaison, celui-ci sera vérifié si la solution ne change pas pendant vingt-cingq

générations successives.
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8. Résultats et discussions

Dans ce paragraphe nous allons évaluer notre approche a [’aide d’exemples
numériques. Ces exemples numériques sont des benchmarks classiques en optimisation
topologique. 11 s’agit du treillis de Michell [Mic1904], de la poutre cantilever [Xie97] et de
la poutre MBB [O1h91].

8.1 Treillis de Michell

Cette application est un benchmark classique d’optimisation topologique des structures.
Le domaine de conception est une plaque plane, de dimensions Lx2.4L (avec L=10 m) et
d’épaisseur égale a 1 mm, encastrée du coté gauche et sollicitée par une force F concentrée
au milieu du c6té droit (Fig. 2-19a). Le domaine, discrétisé en 25%60 éléments finis (Fig.
2-19b), est composé d’un matériau élastique isotrope avec un module de Young E = 100
GPa et un coefficient de poisson v = 0.3. Enfin, on considere I’hypotheése de contraintes

planes.

24

20

Zones de
support

/7
4

N Une courbe
de Bézier

2.4L

OO, O E O R Y

0 Z)

(a) (b) (c)

Figure 2-19. (a) Domaine de conception (b) maillage (c) schéma graphique proposé.

Le probléme d’optimisation consiste & minimiser la compliance en limitant le volume a
moins de 20 % du volume initial. La premiere étape consiste a établir un schéma
graphique. Pour cet exemple, un schéma simple de deux graphes a été¢ proposé (Fig. 2-
19¢). Les deux graphes, dont I'une des deux extrémités est mobile, assurent la connexion
des trois zones de support définies pour ce probléme. La population est composée de 60

individus initialisés aléatoirement au début de calcul.

La solution de référence proposée par Michell [Mic1904] est constituée de deux barres
formant un angle droit entre elles (Fig. 2-20). Cette solution va nous permettre de valider

I’approche proposée.
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Figure 2-20. Solution de référence du treillis de Michell.

La solution trouvée apreés une centaine de génération (Fig. 2-21a) correspond a la
solution de référence de la figure 2-20. Cette solution est également conforme a la solution
obtenue par la méthode d’homogénéisation (Fig. 2-21b) [Sig01] ainsi qu’a la solution
obtenue par le logiciel commercial ANSYS (Fig. 2-21c) [Law03].

(b) (©)
Figure 2-21. Solution par : (a) Algorithme génétique (b) homogénéisation (¢) ANSYS

Les résultats numériques des trois solutions, en terme de compliance, sont donnés dans

le tableau suivant :

AG SIMP ANSYS
Compliance 0.0167 0.01575 0.015638
Ecart - 5.69 % 6.36 %

Tableau 2-2. Treillis de Michell - Comparaison de la compliance.
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La solution obtenue par notre approche est d’un volume égale a 19.6 % du volume
initial. La limitation de 20 % que nous avions imposé¢ sur le volume limite est donc
respectée de manicre satisfaisante. Par contre, nous avons constaté que la compliance de
notre solution est Iégerement supérieure, de 5 a 6 %, a celles fournies par Sigmund [Sig01]
et ANSYS (tableau 2-2). Ceci s’explique par le fait que les solutions obtenues par [SigO1]
et ANSYS résultent d’une approche par relaxation de densité. Cela signifie que tous les
¢léments, mémes ceux de faible densité, sont concernés, ce qui diminue marginalement la

compliance, alors que ces ¢léments ne sont pas pris en compte dans notre approche.

L’évolution des performances, maximale et moyenne, ainsi que 1’évolution de la
fonction objectif (compliance) au cours des générations sont présentées sur la figure 2-22.
Cette figure montre que 1’algorithme a convergé en 130 générations. Kane [Kan96], qui a
résolu un probléme similaire par un algorithme génétique avec un codage en tableau

binaire, n’a obtenu la convergence qu’en 1500 générations.

0.8r

0.7r

0.04f
06}

Fitness
Compliance

05 1 0.03}

0.4

e Best Fitness 0.02¢

0.3

Mean Fitness

. . . . . . . . . . . .
20 40 60 80 100 120 20 40 60 80 100 120
Generation )
Generation

(a) (b)

Figure 2-22. (a) évolution des performances (b) évolution de la compliance.

Influence de la courbe d’extrémité mobile

Dans ce sous-paragraphe, nous allons illustrer 1’intérét d’utiliser des courbes de Bézier
a extrémité mobile. Rappelons pour cela que nous avons introduit une technique
permettant la mobilité¢ d’extrémités de courbes de Bézier sur les zones de support (§ 5.2 de
ce chapitre). A 1’opposé, Tai [Tai98] a fait le choix de courbes a extrémité fixe. Ce choix
peut limiter la zone d’exploration et conduire a la pénalisation de la solution, comme nous
allons le constater sur ’exemple du treillis de Michell traité dans ce sous-paragraphe. La
figure 2-23a montre le squelette optimal obtenu avec une courbe d’extrémité fixe. On

observe que ce squelette optimal conduit a une solution optimale (Fig. 2-23b) qui n’est pas
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conforme a la solution de référence (Fig. 2-20). Par contre, avec un schéma de courbes

mobiles (Fig. 2-23¢), la solution trouvée est similaire a celle attendue.

20

(a) )

Figure 2-23. Influence de la courbe d’extrémité mobile (a) squelette optimal avec extrémités fixes

(b) solution optimale avec extrémités fixes (c) solution optimale avec extrémités mobiles.

Influence du type de la chair

Le but de ce sous-paragraphe est de montrer I’importance du type de la disposition des
¢léments de la chair autour du squelette. Rappelons que dans notre approche, nous avons
enrichi cette variable en introduisant deux nouveaux types (§ 5.2 de ce chapitre). Nous
allons montrer avec un exemple simple que notre contribution sur ce point apporte une
amélioration sensible. Cet exemple est toujours le treillis de Michell mais avec une
limitation de 30 % sur le volume initial cette fois a la place des 20 % précédemment
imposé. Les solutions obtenues avec différents types de chair sont représentées sur la
figure 2-24. La premiere (Fig. 2-24a), est obtenue en imposant une chair de type ‘1’
(disposition de la matiére a droite de chaque courbe en considérant I’extrémité mobile
comme point de départ). La deuxieéme (Fig. 2-24a), est obtenue avec une chair de type ‘2’
(disposition a gauche des courbes de Bézier). La troisieme (Fig. 2-24c), est obtenue en
imposant la chair du type classique dont I’attribut est ‘3°. Enfin, la quatriéme solution (Fig.
2-24d) a été obtenue en combinant tous les types de chair. On remarque que c’est cette
configuration qui approche le mieux la solution optimale de référence donnée par la figure
2-20.
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(a) (b) (c) (d)

Figure 2-24. Solution : (a) avec chair de type “1°, (b) avec chair de type ‘2°, (c) avec chair de type

3”, (d) de référence.

En imposant un seul type de chair, la distribution de matiere n’est pas réalisée de
manicre idéale, toutes les solutions obtenues ((a), (b) et (¢)) s’écartant de la solution de
référence (d). Si on observe les compliances des différentes solutions (tableau 2-3), on
remarque néanmoins une plus grandes proximité des solutions (a) et (b) avec (d), la plus
¢loignée étant la solution (c). Cela s’explique par le fait qu’avec la solution (c), la quantité
de chair disposée autour d’un segment est le double de celle utilisée dans les solutions (a)

et (b), ce qui confeére moins de souplesse a I’algorithme génétique.

Solution (a) Solution (b) Solution (c) Solution (d)
Volume 30 % 30 % 30 % 30 %
Compliance 1.01924x10 1.033948x107 1.217851x107 1.0008x107

Tableau 2-3. Influence du type de la chair.

Deux stratégies de calcul :

Nous présentons dans ce sous-paragraphe la résolution du treillis de Michell par les
deux stratégies qui ont été présentées au paragraphe 7. Avec la premicre stratégie, le calcul
s’effectue en deux étapes. Dans la premiére étape, la structure est composée seulement du
squelette. Le nombre de variable se réduit alors au nombre de points de contrdle de chaque
courbe. Une fois la convergence du squelette obtenue, la deuxiéme étape commence en
activant les variables qui controlent la chair. Avec la deuxieéme stratégie, toutes les
variables de la représentation sont prises en compte. La structure est composée du squelette

et de la chair tout au long du calcul.
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Sur la figure 2-25, nous présentons I’évolution de la meilleure solution au cours des

générations pour la premicre strétégie.

20

0 5 oo 5 10 % 5 0 % 5 0 0 5 0 0 5 10
génération 1 génération 11 génération 41 génération 61 génération 71 génération 101

Figure 2-25. Evolution de la meilleure solution (premiére stratégie).

L’historique des performances maximale ainsi que I’historique du temps de calcul sont

présentés sur la figure 2-26.

Best fitness
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Figure 2-26. Premiére stratégie, historique : (a) des performances (b) du temps de calcul.

La figure 2-26 montre clairement les étapes du calcul. En effet, dans la premicre étape,

les performances (Fig. 2-26a) ainsi que le temps de calcul sont faibles (Fig. 2-26b). Le

temps de calcul continue a diminuer légerement en convergeant vers le squelette optimal.

De¢s la convergence du squelette, le colt du calcul, ainsi que les performances, augmentent

considérablement. Cela s’explique par I’ajout de la chair, absente dans la premicre étape,

qui augmente notablement la taille du maillage et donc le temps de 1’évaluation.
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Les résultats de la deuxiéme stratégie sont présentés sur les figures 2-27 et 2-28. Sur la
figure 2-27 nous présentons 1I’évolution de la solution la plus performante. On remarque
que la meilleure solution a la premiere génération est plus prometteuse avec la deuxieme
stratégie (Fig. 2-27) qu’avec la premiere (Fig. 2-25). Néanmoins, on constate ainsi que les
générations suivantes apportent rapidement les corrections nécessaires, les deux stratégies

fournissent au final des solutions analogues.

0 5 10 o 5 w0 % 5 10

génération 1 génération 11 génération 21 génération 31 génération 51 génération 91

Figure 2-27. Evolution de la meilleure solution (deuxiéme stratégie).
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Figure 2-28. Deuxiéme stratégie, historique : (a) des performances (b) du temps de calcul.

A I’'inverse de la premiere stratégie, le colt du calcul augmente d’une manicre linéaire
au cours des premicres générations (Fig. 2-28b). Apres environ 25 générations, on atteint
un niveau de 25 a 30 (s) qui reste homogene par la suite. Une diminution légere a été
constatée dans les derniéres générations a cause de 1’augmentation d’individus redondants

qui ne sont pas concernés par 1’analyse ¢léments finis.

Les deux stratégies aboutissent a des solutions similaires (solutions optimales finales).

Par contre, le temps de calcul de la deuxiéme stratégie est plus élevé par rapport a la
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premiere. Cela s’explique par le colt de I’analyse par éléments finis, plus important dans la
deuxiéme stratégie puisqu’elle implique des le départ un nombre plus élevé d’éléments.
Nous préconisons donc I’utilisation de la premiere stratégie puisqu’elle aboutit a des
solutions optimales de la méme qualit¢é que la seconde stratégie tout en étant moins

consommatrice de temps de calcul.

8.2 Poutre console (cantilever)

L’objectif de ce paragraphe est double. Le premier objectif est de valider I’ensemble de
notre approche a I’aide d’un benchmark classique. Le deuxiéme objectif est de tester plus
particulierement 1’extension que nous avons proposée au sujet de la notion de zone de
support, extension dans laquelle une partie du squelette peut étre considérée comme zone
de support (§ 5.2 de ce chapitre).

Un benchmark trés populaire pour I’optimisation topologique est celui de la poutre
console appelée souvent cantilever [Ben03]. Le domaine de conception est un rectangle de
longueur L, de largeur H et d’épaisseur th (Fig. 2-30a). La structure est encastrée sur le
coté gauche et sollicitée par une force au milieu du co6té droit. Le matériau est élastique
linéaire et isotrope avec comme propriétés physiques: E = 207 GPa et v = 0.3. Une
solution analytique de ce probléme, proposée par Michell [Bec97], est donnée par la figure
2-29.

Figure 2-29. Solution analytique du probléme de la poutre console. [Bec97]

Le schéma approprié pour traiter ce probléme est composé¢ de quatre graphes dont deux
connectent les zones de support d’une maniere directe. Les deux autres courbes sont
connectées par une extrémité a une zone de support et par 1’autre a une des deux premicres
courbes (Fig. 2-30b).
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Zones de support

Domaine ® | I
de conception F

L

(a) (b)

Figure 2-30. Poutre console. (a) modéle mécanique (b) schéma graphique adopté.

Le probleme d’optimisation consiste a minimiser la compliance sous limitation de
volume de 40 % du volume initial. Ce choix classique de la compliance a ét¢ adopté par
plusieurs auteurs [All02, Ben03, Bec97, Cha94]. La topologie optimale obtenue par la
méthode SIMP est présentée sur la figure 2-31 pour deux dimensions L et H différentes. La
plupart des topologies optimales fournies par d’autres approches sont similaires a celle e la
figure 2-31. On peut donc les considére comme des solutions de référence. Ces deux
solutions sont obtenues a 1’aide du code du calcul en langage Matlab proposé par Sigmund
[Sig01] et téléchargeable gratuitement sur le site internet : http://www.topopt.dtu.dk.

(a) (b)

Figure 2-31. Solutions par la méthode SIMP pour les dimensions : (a) LxH=1.6x1 (b) LxH = 2x1

Le probléme a été résolu pour deux dimensions différentes de la poutre. Pour la
premicre application, le domaine de conception de dimension LxH = 1.6X1 est discrétisé
en 64x40 ¢éléments finis. La population est de taille fixe et composée de 100 individus. La
figure 2-32 montre les résultats de deux exécutions différentes pour une limitation de
volume de 40 % du volume initial. La premiere stratégie (paragraphe 7), qui consiste a
effectuer le calcul en deux étapes (squelette et chair séparément), a été utilisée dans les
deux exécutions. Dans la premicere application (figures 2-32 (a) et (b) en haut) nous avons

baissé le taux de croisement afin de limiter un phénomene indésirable que nous avons
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constaté. Il s’agit de la dominance de certaines parties du squelette par rapport aux autres.
En effet, avec une technique standard telle que celle expliquée au paragraphe 5.8.2, le
résultat obtenu (Fig. 2-32b en bas) ne correspond pas a la solution optimale de la figure 2-
31a.

Cet exemple illustre bien la difficulté du choix et du réglage des parametres des
algorithmes génétiques. En abaissant le taux de croisement, on a en effet obtenu une
solution satisfaisante alors que les parameétres standard que nous avions initialement fixés
ne le permettaient pas. Il s’agit probablement de ’un des défis majeurs que devront relever
les algorithmes génétiques dans le futur que de proposer des parameétres fiables permettant

la convergence sans connaissance a priori de la solution optimale recherché.

(a) (b)

Figure 2-32. Solutions par AG (a) squelette optimal (b) structure optimale.

Le tableau 2-4 montre les valeurs de la fonction objectif (compliance) des solutions
optimales obtenues par algorithme génétique ainsi que celle obtenue par la méthode SIMP
(Fig. 2-31a). On remarque que, par rapport a la solution obtenue par SIMP, notre approche
surévalue d’environ 5 % la compliance. Ceci s’explique par le fait que la méthode SIMP
releve de la catégorie des techniques d’homogénéisation. En utilisant la relaxation des
propriétés physiques du matériau, aucun élément fini n’est rejet¢ de la structure,
contrairement a notre approche. En conséquence, la solution optimale est plus rigide. La
compliance est donc plus faible.
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Solution N°1 par AG  Solution N°2 par AG  Solution par SIMP

Squelette 10.04863 9.825672 -

Compliance
Structure 2.194928 2.188824 2.0973

Tableau 2-4. Poutre console (résultats numériques - application 1).

Une deuxiéme application pour le méme probléme a été¢ réalisée en prenant les
dimensions : LxH = 2x1. Le domaine est discrétisé en 60%30 ¢léments finis. Les solutions
sont présentées sur la figure 2-33. Comme pour la premiere application présentée

précédemment, la premicre solution a été obtenue en abaissant le taux de croisement.

(a) )

Figure 2-33. Solutions par AG (poutre console) (a) squelette optimal (b) structure optimale.

Les résultats numériques concernant la fonction objectif sont montrés dans le tableau 2-
5. On remarque une surévaluation d’environ 7 % de la compliance fournie par notre
approche par rapport a la méthode SIMP. Une partie de 1’explication est similaire a celle
que nous avons fournie pour la 1¢ application, & savoir la conservation des éléments de
faible densité avec la méthode SIMP, ce qui a pour effet de diminuer artificiellement la
compliance. Mais, pour cette seconde application, si on compare les figures 2-33b avec la
figure 2-31b, on constate que les algorithmes génétiques fournissent une solution optimale

qui ne respecte pas la symétrie, et ce bien que le squelette optimal soit satisfaisant. Cela
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signifie que la chair n’a pas €té correctement distribuée malgré les améliorations que nous
avons apportées sur ce point par rapport a la méthode de Tai. Cette non symétrie introduit
certainement un biais dans le calcul de la compliance, ce qui contribue a creuser 1’écart
entre notre approche et la méthode SIMP. On peut donc raisonnablement penser qu’en
introduisant encore plus de souplesse dans la gestion de la chair, par des techniques qui

restent a définir, 1’écart pourrait diminuer.

Solution N°1 par AG  Solution N°2 par AG  Solution par SIMP

Squelette 12.53976 13.15292 -

Compliance
Structure 3.792897 3.915260 3.5502

Tableau 2-5. Poutre console (résultats numériques - application 2).

A I’examen des figures 2-32 d’une part et 2-33 d’autre part, il est clair que le squelette
influence fortement le résultat. Grace aux tableaux 2-4 et 2-5, on constate méme un lien
direct entre la compliance finale et la compliance du squelette optimal. En effet, pour la

premiére application (tableau 2-4), le ratio entre ces deux compliances est quasiment

invariant :
Solution N°1 : ﬁ = % =4.578113724 (2-35)
Cf  2.194928
Solution N°2 : g = w =4.489018761 (2-36)
Cf 2.188824

Ou Cs représente la compliance du squelette et Cf'la compliance de la structure finale.

L’écart relatif entre ces deux ratios n’est en effet que de 1.95 %. On obtient une
conclusion analogue avec la deuxiéme application (tableau 2-5) pour laquelle 1’écart relatif

entre les deux ratios est de 1.59 %.

Solution No1 : 5 21233976 _ 5 34611667 (2-37)
Cf  3.792897

Solution N2 : 5 = 13:15292 _ 5 359398565 (2-38)
Cf  3.91526

Le lien que nous avons établi entre la compliance du squelette et la copliance finale
montre que, pour converger vers la meilleure topologie finale, il est nécessaire d’obtenir

préalablement le meilleur squelette possible. Nous avons pu obtenir ce squelette optimal en
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abaissant le taux de croisement. Mais il s’agit d’un pis-aller car, avec un taux de
croisement faible, 1’efficacité d’exploration diminue et la solution dépend fortement de la
premiere population. Or, la diversité de la premiére population, générée aléatoirement au
début de calcul, dépend de la taille de cette derniere et de la complexité du probléme. Dans
la partie qui suit, nous allons introduire la notion de squelette renforcé qui permet

I’obtention du squelette optimal sans modification arbitraire du taux de croisement.
Influence du schéma

Le squelette est composé de plusieurs portions dont chacune correspond a une courbe
de Bézier dans le schéma proposé. C’est la combinaison de toutes ces portions qui donne le

squelette optimal.

Le schéma de la figure 2-30b est composé de quatre courbes dont deux connectent
deux zones de support entre elles d’une maniere directe. Ces deux courbes constituent la
partie du squelette sollicitée par la force appliquée. Les deux autres courbes ont pour role
de soutenir les deux premicres. Elles peuvent étre qualifiées de secondaire puisqu’elles
représentent la partie du squelette qui n’est pas sollicitée. En conséquence, les deux
premiéres courbes peuvent dominer les deux autres en définissant la topologie finale de la
structure et 1’algorithme converge vers un optimum local. Une illustration en est donnée
par la figure 2-34 qui montre une solution ou la topologie est influencée par les deux
courbes principales. La solution converge vers la bonne topologie pendant les premicres
dizaines de génération puis I'une des deux courbes secondaires tend a se superposer sur

une courbe principale ce qui conduit a la convergence vers un optimum local.

Figure 2-34. Squelette nu - évolution au cours des générations.
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Afin de tester I’influence des parties secondaires du squelette nous avons initialisé la
premiere population avec une chair uniforme de type ‘1’ et d’épaisseur égale a 1.
L’historique de convergence des squelettes montre que les parties secondaires dans le
squelette ont la méme influence que les parties principales (Fig. 2-35) et le phénomene de

superposition disparait.

Figure 2-35. Squelette renforcé — évolution au cours des générations.

Nous proposons donc de renforcer le squelette par une couche de chair, ce qui permet
de maintenir un équilibre entre les différentes portions de ce squelette. En effet, lorsqu’on
travaille avec un squelette nu, les portions sollicitées directement par la force risquent de
dominer les autres, ce qui peut conduire a une convergence prématurée vers un optimum

local.

8.3 Poutre MBB

Un benchmark classique d’optimisation topologique de structures est celui de la poutre
MBB (Messerschmitt-Bolkkow-Blohm) dont le modele mécanique est présenté sur la
figure 2-36. Le probléme consiste & minimiser la masse d’une poutre de support dans un
avion de transport civil de type Airbus. La solution optimale recherchée doit respecter
certaines limitations de conception, notamment le nombre et les dimensions des trous qui
doivent faciliter D’installation des cables hydrauliques et électriques. La déflexion
maximale au centre de la poutre ne doit pas excéder 9.4 mm pour une charge de 20 kN
appliquée au milieu du c6té haut de la poutre. Le domaine de conception est de dimension
LxH = 2.4x0.4 (m®) et d’épaisseur égale a 4 mm. Le matériau est élastique isotrope de

caractéristiques physiques : E =70 Gpa etv=0.3.
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L2 L2

Figure 2-36. Mod¢le mécanique de la poutre MBB.

A T’origine, le probleme a été résolu par des techniques d’optimisation de forme (Fig.
2-37) [Olh91]. Dans ce probléme, d’optimisation de forme, seuls les contours des
perforations étaient optimisées et il n’était pas possible d’en modifier le nombre. Le
modele avec trois trous circulaires (Fig. 2-37a) est d’une déflexion maximale égale a 10.1
mm. La solution obtenu par optimisation de forme (Fig. 2-37b), en utilisant 1’interpolation
B-spline, n’apporte qu’un gain de 5.2 % de la masse pour une déflexion maximale égale a

9.4 mm. Pour améliorer sensiblement la solution, une nouvelle topologie est nécessaire.

L O (O O ) oo
AT LY, ;

Figure 2-37. (a) Enoncé du probléme (b) et solution par optimisation de forme [Olh91].

Compte tenu de ces limitations, les auteurs on procédé a une optimisation topologique
par homogénéisation en utilisant un modéle avec microstructures. Le probleme
d’optimisation a consisté a minimiser le volume sous une limitation sur le déplacement
maximal. La solution obtenue (Fig. 2-38a) ne peut étre utilisée comme base pour un
modele CAO de la structure a réaliser. Olhoff et al. [O1h91] proposent alors une conception
finale en interprétant les zones vides et pleines suggérées par la solution de I’optimisation
topologique puis en optimisant la forme (Fig. 2-38b). Le volume a été réduit de 42 % par

rapport a la premicre solution (Fig. 2-37) pour une déflection maximale de 9.4 mm.
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Figure 2-38. Solutions proposées par Olhof et al. [Olh91] : (a) par optimisation topologique (b)

solution finale (demi poutre) (c) solution finale (poutre compléte).

Zhou & Rozvany [Zho91] ont proposé une solution théorique composée d’un réseau de
courbes orthogonales (Fig. 2-39). Cette solution ne peut étre retenue a cause des trous dont

les dimensions et le nombre ne remplissent pas le cahier de charge proposé.

Figure 2-39. Solution théorique proposée par Zhou et Rozvany [Zho91].

Le probléme de la poutre MBB a également été résolu par des méthodes d’optimisation
topologique en variable continues [All02, Ben03, Duy96] et discretes [Bec97]. Le point
commun entre ces solutions est la distribution de la matiere qui est conforme avec la
solution théorique de Zhou et Rozvany (Fig. 2-39). Un exemple de résolution en variables
continues par la méthode SIMP [Sig01] est présenté sur la figure 2-40. Mais on voit sur la
figure 2-40a que le nombre de perforations pose un probléme. Ce probléme peut étre résolu
en utilisant la méthode SIMP avec filtre. La solution est alors améliorée (Fig. 2-40b).
Cependant, toutes les méthodes que nous venons de présenter ont ¢été¢ confrontées au
probléme de damier (voir chapitre 1 : § 4.1.4). C’est ’'un des avantages de la méthode que

nous proposons que d’étre exemptée de ce probleme.
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(b)

Figure 2-40. Probléme de la poutre MBB - Solutions par la méthode SIMP (a) sans filtre (b) avec
filtre.

Pour réaliser une application numérique avec notre méthode, nous avons discrétisé le
domaine de conception en 150%25 ¢élément finis. Pour établir le schéma graphique, qui doit
satisfaire les conditions de conception, une analyse préliminaire par ¢léments finis a été
réalisée. Cette analyse fait apparaitre trois zones de concentration de contraintes
mécaniques au niveau des surfaces d’application des conditions aux limites (Fig. 2-41).
Ces zones de concentration feront donc partie des zones de support des courbes de Bézier
(Fig. 2-7, § 5.2). Par ailleurs, le nombre de courbes de Bézier doit étre limité afin de
contrdler le nombre de perforations. Enfin, la poutre étant large, la solution optimale ne
peut étre obtenue si on impose uniquement des connexions directes entre les zones de
support. Sur la base de ces arguments, nous proposons un schéma constitu¢ de huit courbes
dont quatre seulement assurent des connexions directes. Les autres courbes assurent des
connexions indirectes, en se servant des premicres courbes comme zones de support (Fig.
2-42).

Zones de concentration de contraintes

Figure 2-41. Distribution des contraintes de Von Mises sur la déformé de poutre avant

optimisation.

B Zones de support

Figure 2-42. Probléme de la poutre MBB - schéma proposé pour la résolution par AG.
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Compte tenu de la symétrie du modele mécanique, nous n’avons pris en considération
que la moiti¢ du domaine (Fig. 2-43a). Les dimensions se réduisent a 1.2x0.4 (m?) et le
maillage est réduit de moiti¢ avec 75%25 ¢€léments finis. Nous avons posé le probleme
d’optimisation de deux maniéres différentes. Dans la premicre, nous recherchons la
solution la plus légere avec une limitation sur la déflexion maximale. Dans la deuxiéme, la

solution recherchée est la plus raide possible en posant une limitation sur le volume.

La population, dans une premicre application, est composée de soixante individus
générés aléatoirement au début du calcul. Le probléme d’optimisation consiste a minimiser
le volume en se limitant a un déplacement maximal égale a 8.5 mm sachant que le cahier
de charge impose 9.4 mm comme limite. Nous avons choisi cette valeur pour tenir compte
des erreurs numériques possibles provenant de 1’analyse structurale. La source principale
de ces erreurs vient du modele éléments finis proposé (type d’¢éléments, taille du
maillage,...). C’est une simple mesure de sécurité traduite par la multiplication de la
limitation imposée (9.4 mm) par un coefficient de sécurité d’environ 0.9. La recherche de
la solution optimale est réalisée en deux étapes, la premiere concernant le squelette
exclusivement et la seconde impliquant la chair avec le squelette optimal trouvé dans la 1°°
étape (voir § 7). La figure 2-43 montre la solution obtenue aprés 272 générations. La
solution optimale que nous avons trouvée présente un volume égale a 49,86 % du volume
initial de la structure pleine et une déflexion égale a 8.467837 mm, ce qui est trés proche
de la limitation imposée. De plus, la réduction du volume est de 51.14 % du volume initial
total, ce qui constitue un excellent résultat. De plus on remarque que 1’allure générale de la
distribution de la matiere est trés proche de la solution théorique (Fig. 2-39) et de celle
fournie par I’approche SIMP (Fig. 2-40b).

Figure 2-43. Solution optimale de la poutre MBB par algorithme génétique (application N°1)

(a) demi poutre, (b) poutre compléte.
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Afin de tester I'influence de la taille de la population, nous avons fait une autre
application avec une population composée de 75 individus. La limitation dans cette
application est égale a 9 mm. Dans le méme esprit de ’application précédente, nous
applicons maintenant un coefficient de sécurité de 0.95. La solution obtenue apres 353
générations est présentée sur la figure 2-44. Le volume de cette solution est égale a 42,98
% du volume initial et la déflexion maximale est égale a 8.982748 mm. On constate un
gain de volume d’environ 7 % contre une surélévation de la déflexion d’environ 0.5 mm
par rapport a la solution précédente, ce qui est logique puisque nous avons €té moins
contraignant sur la limitation imposée a la déflexion maximale. Le temps de calcul, d’autre
part, est plus €élevé dans cette derniere application. La aussi, le constat est logique puisque,
par rapport a ’application précédente, nous avons augment¢ la taille de la population de 15
individus. En revanche, comme nous avons €t¢ moins contraignant sur la limitation, les
structures sont moins volumineuses, ce qui rend leur analyse par éléments finis moins
coliteux. Rappelons a ce sujet que, dans notre approche, on procéde a I’ajout progressift de

la matiére.

(b)

Figure 2-44. Solution optimale de la poutre MBB par algorithme génétique (application N°2)

(a) demi poutre, (b) poutre compléte.

Nous nous intéressons maintenant a la deuxiéme facon de poser le probleme de
I’optimisation topologique de la poutre MBB en minimisant la compliance sous limitation
sur le volume. Il est classique de fixer cette limitation a 50 % du volume initial [Duy96,
Bec97]. Par contre, nous avons remplacé la compliance par le déplacement maximal
comme fonction objectif. En effet, bien qu’il représente une grandeur non différentiable, le
déplacement maximal est une donnée plus significative que la compliance de point de vue

de I’ingénieur. La fonction performance que nous avons utilisée est donc définie par
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I’équation (2-18). Notre solution la plus raide sous limitation d’un volume maximal de 50
% est représentée sur la figure 2-45. La solution est obtenue aprés 350 générations avec
une population composée de 60 individus. Le déplacement maximal est égal a 8.50567 mm
et le volume est égale a 49.92 % du volume initial. On observe que la topologie de cette
solution est légerement différente de celles obtenues lorsque la fonction objectif portait sur
le volume (figures 2-43b et 2-44b). Ce résultat est bien entendu logique puisque les deux
problémes ne sont pas formulés de la méme maniere. Pour le premier probléme, le volume
est considéré comme la fonction objectif, la limitation portent sur la déflexion maximale.
Pour le second probléme, c’est I’inverse. Ce que montre en tout état de cause la figure 2-
45, c’est que le schéma graphique que nous avons proposé, bien qu’il ne soit composé que
de quatre courbes, est capable de traiter des situations trés diverses en générant une grande

variété de topologie.

(b)

Figure 2-45. Solution optimale de la poutre MBB par algorithme génétique (application N°3)

(a) demi poutre, (b) poutre compléte.

Pour ce dernier exemple, nous avons fixé un nombre de 40 générations successives
comme critére d’arrét. L’historique de convergence est présenté sur la figure 2-46. Sur la
figure 2-46a nous avons présenté I’évolution de la fonction objectif. Sur cette figure on
observe deux zones distinctes. La premicre, qui représente la premicre étape du calcul
correspondant a la recherche du squelette optimal, s’étend sur environ 150 générations.
Cette évolution du squelette est clairement visible sur la figure 2-46b, ou le volume est tres
faible. Dés la convergence du squelette, la deuxiéme étape commence en ajoutant des
¢léments de la chair. Cette deuxiéme étape est visible sur la figure 2-46b ou le volume

augmente de la 150°™ a la 300°™ génération environ pour se stabiliser sur une valeur
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proche de la limitation imposée. En paralleéle de I’évolution du volume, le déplacement

maximal (Fig. 2-46a) continue a baisser puis se stabilise a 8.50567 mm.

\

Par ailleurs, en procédant a des tests numériques, nous avons constat¢ que la
compliance (Fig. 2-47) suit une évolution identique a celle du déplacement maximal,
représentée sur la figure 2-46a. Ce constat est logique puisque la déflexion maximale se
situe au point d’application de la force. Comme la compliance est par définition le produit
de cette force par la déflexion du point d’application, on voit que, sur cet exemple de la
poutre MBB, compliance et déflexion maximale sont proportionnelles, le coefficient de
proportionnalité étant donné par la force. Cela signifie que I’optimisation de la poutre en

minimisant la compliance équivaut a la minimisation du déplacement maximal.
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Figure 2-46. Evolution : (a) de la fonction objectif (Suay), (b) des limitations (volume).
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Figure 2-47. Evolution de la compliance.
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En conclusion de ce paragraphe, on peut noter que les solutions trouées avec notre
approche sont cohérentes avec les solutions de référence connues dans la littérature. De
plus, nos solutions remplissent parfaitement le cahier de charge, notamment en terme de
déflexion maximale et de nombre de perforations imposées. Enfin, elles sont exemptées
des problémes de damier. Elles ont donc pu étre congues sans qu’il soit nécessaire de

procéder a une optimisation de forme.
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9. Conclusions

Une approche d’optimisation topologique de structure par algorithme génétique basée
sur une nouvelle représentation a été présentée dans ce chapitre. Le principe de I’approche
est de considérer la structure comme composée de deux entités géométriques : le squelette
et la chair. Le squelette est basé sur un schéma graphique composé d’un certain nombre de
courbes de Bézier de degré trois. Chaque courbe connecte d’une manicere directe ou
indirecte deux zones prédéfinies sur le domaine de conception. Ces zones sont appelées
zones de support. Les éléments finis connectés entre eux par leurs cotés et disposés le long
de I’abscisse curviligne des courbes forment le squelette. La chair, composée des éléments

finis enrobant le squelette, compléte la structure sans générer de damiers.

Outre I’avantage de la connectivité des structures générées, notre approche permet un
gain notable du temps de calcul. La recherche de la solution optimale peut en effet étre
réalisée en deux étapes. Dans la premiere, 1’optimisation porte sur le squelette seulement.
Lorsque le squelette optimal est obtenu, la deuxiéme étape commence avec pour objectif
de trouver la distribution optimale de la chair. Sur ce point, notre approche, qui procéde a
I’ajout progressif de la matiere, se démarque des méthodes d’optimisation topologique qui

procedent souvent a 1’¢limination de la matiere pour la recherche de la solution optimale.

Les résultats obtenus avec I’approche proposée ont été validés et comparés avec ceux
de la méthode déterministe d’homogénéisation SIMP. La comparaison a montré un écart
faible sur les compliances. Cet écart s’explique par la présence de tous les éléments finis
dans les structures optimales trouvées par la méthode SIMP. La présence de tous les
¢léments, et en particulier ceux de faible densit¢, conduit en effet a une légere

surestimation de la compliance.

Parmi tous les exemples que nous avons traité, le probléme de la poutre MBB illustre
clairement les avantages de 1’optimisation topologique par rapport a 1’optimisation de
forme en montrant qu’elle conduit a des topologies originales. Les solutions que nous
avons obtenues satisfont le cahier des charges et notamment le nombre de perforations
souhaitées. Cependant, ce nombre est contrdlé par le choix du schéma graphique, choix
qui, dans notre approche, reste pour une large part intuitif. Il n’est pas toujours facile de
trouver le plus adapté au probleme traité, en particulier dans le cas de géométries
complexes. Aujourd’hui, il s’agit probablement de la principale limitation de la méthode
que nous proposons. C’est pourquoi le chapitre III de ce mémoire s’attache a développer
une méthode, toujours basée sur les algorithmes génétiques, mais qui a pour ambition de

s’affranchit des schémas graphiques.
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Chapitre I11 Représentation par adjacence

1. Introduction

Dans ce chapitre nous présentons une approche pour I’optimisation topologique de
structures continues basée sur une représentation par adjacence. Le principe de base de
cette représentation est fondé sur le concept de connectivité qui est exprimé par une
matrice binaire dite d’adjacence. Par rapport a la représentation par courbes de Bézier, qui
fait 1’objet du chapitre II, cela permet de traiter tout les problémes d’optimisation
topologique des structures. Cette approche par adjacence est une contribution originale
dont les concepts de base sont inspirés des méthodes déterministes [Abd04, Tat00, Tov04].

La représentation en tableau binaire (bit-array [San90, Jen92, Jak00]), qui est souvent
adoptée dans le cadre des algorithmes génétiques, est basée sur le principe d’absence ou de
présence de matiere. Ce principe, qui se traduit par un codage en chaine binaire, est bien
adapt¢ a la mise en ceuvre des algorithmes génétiques. Il présente néanmoins
I’inconvénient de ne pas tenir compte de la connectivité, ce qui est un frein a son utilisation
pour traiter les problémes d’optimisation topologique. De plus C. Kane [Kan96] a montré
qu’il n’y a pas équivalence entre la représentation en tableau binaire et la représentation en
chaine binaire si on utilise les opérateurs de croisement standard de la théorie des

algorithmes génétiques (Fig. 1-10, chapitre I).

Pour I’essentiel, I’optimisation topologique d’une structure se résume a déterminer la
nature et la connectivité des ¢léments qui la constituent. L’approche que nous présentons
s’appuie sur cette considération. Elle consiste a considérer chaque élément fini comme une
cellule et a définir une représentation basée sur la connectivité de ces cellules entre elles.
Cette connectivité s’exprime par une matrice binaire creuse, dite d’adjacence. Le codage
des structures solutions utilise cette matrice en transformant cette derniére en une chaine
binaire unidimensionnelle. Ce codage est bien adapté au probléme d’optimisation
topologique puisque il est basé sur la connectivité. De plus, poser le probléme en variables
binaires augmente considérablement 1’efficacité de 1’algorithme génétique. Le principe de

cette nouvelle approche est présenté en détail dans le paragraphe qui suit cette introduction.

La recherche de la solution optimale, qui correspond a une distribution optimale de
matiere, s’effectue en déterminant les connectivités des éléments cellules. La mutation joue
le rdle le plus important pour réaliser cette tache. L’opération de mutation est inspirée
partiellement de la méthode des automates cellulaires (Chapitre I : § 4.1.3). Nous affectons
a chaque cellule une variable de densité¢ artificielle dont la valeur est altérée en mutant. La
technique de mutation est étudiée en s’inspirant des travaux de Tovar and al. [Tov04]. La

valeur de la densité artificielle est utilisée ensuite pour la recherche des éléments liaisons
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associés a la cellule mutante. De par ’utilisation d’une variable de densité, 1’approche que
nous proposons présente une certaine proximité avec les techniques d’homogénéisation

[Ben03] méme si, par ailleurs, les principes mis en ceuvre sont tres différents.

Sur la base des développements théoriques présentés dans ce chapitre, nous avons
développé un code de calcul en langage Matlab [Hig05]. Des applications numériques sont

présentées a la fin de ce chapitre afin de valider I’approche proposée.

2. Représentation par adjacence

Dans ce paragraphe nous présentons le principe, ainsi que la mise en ceuvre sous forme

de chromosome, de la représentation par adjacence.

Dans le cadre de la thése, nous nous somme limités aux problemes bidimensionnels

sachant que I’approche proposée peut étre étendue facilement aux problémes en 3D.

2.1 Principe

Le principe de cette nouvelle représentation s’appuie sur le concept de voisinage ou
d’adjacence. Chaque ¢lément fini est considéré comme une cellule entourée par d’autres
¢léments finis qui la relient avec d’autres cellules (Fig. 3-1). En considérant les éléments
finis, en gris sur la figure 3-1, comme cellule, les ¢léments qui remplissent la tache de
connexion des cellules entre elles sont considérés comme éléments liaisons (en blanc). La
suppression d’une liaison entraine I’¢élimination de 1’¢lément fini associé et par conséquent
I’¢limination de matiére occupant 1’espace géométrique occupé. Par contre, I’ajout de
matiere s’opere par le renforcement de la connexion d’une cellule avec ses cellules
voisines en ajoutant un ou plusieurs €léments liaisons. Pratiquement, 1’¢lément considéré
comme cellule dans la génération actuelle sera une liaison dans la génération qui suit, et
vice versa pour un ¢lément liaison. Chaque élément fini, en tant que cellule ou liaison, est
donc alterné d’une génération a 1’autre. Cette alternance permet de donner le maximum de
souplesse a la représentation, sans quoi I’exploration de 1’espace des solutions risque d’étre

bridée si des ¢léments restent figés dans un role particulier.

| F

C; Cg Co

Cy Cs Ce

C G C3
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Figure 3-1. Principe de la représentation par adjacence.

Eléments de frontiéres

Un cas particulier concerne les ¢éléments cellules qui se trouvent sur les surfaces
d’application des conditions aux limites. Pour ces éléments, nous ajoutons des cellules
fictives voisines qui représentent les surfaces d’application des conditions aux limites (Fig.
3-2). Les cellules C;, C; et Co ont les cellules fictives voisines Cjr, C7r et Cor

respectivement.

&

i Cre C; Csg Cy

Cs Cs Cs

i Cy C G C;

Figure 3-2. Cellules fictives sur les frontieres.

Avant de passer au codage, nous illustrons le principe des relations d’adjacence entre
les cellules a 1’aide d’un exemple (Fig. 3-3). Cet exemple concerne les ¢léments cellule et
liaison de la figure 3-2. La ligne d’entrée de la matrice booléenne de la figure 3-3 est
formée par les ¢léments cellules (C;, Cs, Cs, C; et Coy) et la colonne d’entrée par les
¢léments liaisons (C,, C4, Cq et Cg). Les relations entre les éléments cellules et les ¢léments
liaisons sont exprimées par une matrice booléenne. La valeur 1 indique la présence de
I’¢lément liaison alors que la valeur 0 indique 1’absence de cet élément. Un trait symbolise
le fait qu'un ¢lément cellule donné ne peut étre mis en relation avec un élément liaison
donné. Seules les valeurs 0 et 1 sont donc prises en considération par 1’algorithme
génétique.

Pour expliquer pratiquement, sur un exemple, comment s’opére le remplissage de la
matrice d’adjacence, prenons le cas de la cellule C;. Cette derniere est entourée par les
¢léments liaisons C,, C4 et un élément fictif Cir. La connectivité de cette cellule C,
s’exprime dans notre exemple par I’absence de la liaison C, (valeur 0 dans le tableau), et
par la présence des liaisons C4 et Ci¢ (valeurs 1 dans le tableau). Autrement dit, 1’élément
cellule C; posséde un potentiel maximum de trois liaisons (C,, C4 et Ci¢) qui s’activent (1)

ou se désactivent (0) au gré des itérations de 1’algorithme génétique.
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Ci Cs Cs Cr | G
C, 0 1 1 - -
Cy 1 - 1 1 -
Cs - 1 1 - 1
Csg - - 1 0 1
Co i L i - b -4 -4 -
Cyd- i - B
Cor d - 4 - i -t -t 1

Figure 3-3. Représentation par une matrice d’adjacence.

La représentation de la structure de la figure 3-2 est la partie de la matrice d’adjacence
(fig. 3-3) qui exprime la connectivité des ¢léments entre eux. Cette partie, indiquée par la
couleur grise, est celle que nous utilisons pour construire le génotype, c'est-a-dire le

codage.

2.2 Codage

Le codage consiste a transformer la matrice d’adjacence donnée par la figure 3-3 sous
forme d’une chaine unidimensionnelle afin de faciliter les opérations génétiques,
notamment celles du croisement. A I’inverse du codage basé sur la représentation ‘Bit-
array’, ou chaque ¢élément fini est représenté par un bit, les éléments sont représentés par
des geénes dans notre approche. La colonne, correspondant & un élément cellule dans la
matrice d’adjacence, représente le géne associé a cet élément fini. Par contre, le géne
associé a un élément liaison correspond a une ligne dans la matrice d’adjacence. Le codage
consiste a disposer ces genes les uns a coté des autres en formant ainsi une chaine binaire.

Le chromosome résultant, basé sur la représentation de la figure 3-1, est donné par :
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‘ géne associé a C, ‘ ‘ géne associé a Cy ‘

(—4 géne associé a C, ‘

Figure 3-4. Codage basé sur la représentation par adjacence.

Chaque géne du chromosome est composé d’un certain nombre de bits ou chaque bit
est associé a un ¢lément de type liaison. Concrétement, chaque élément fini est une cellule
entourée par des ¢léments liaisons. Dans ce cas, les génes des éléments cellules et les génes

des éléments liaisons partagent entre eux des bits.

Le codage ne consiste pas seulement a stocker les parametres de la représentation sous
forme de chaine. La disposition des informations génétiques, qui représente le
chromosome, doit €tre aussi compatible avec les opérateurs de croisement. Or, cette

compatibilité dépend de la technique utilisée pour ce stockage.

Nous avons comparé entre elles deux techniques différentes de codage. La premiére
correspond a celle que nous venons de présenter (Fig. 3-4). Dans cette technique, la
disposition des genes les uns a coté des autres dans le but de construire le chromosome est
aléatoire. Les tests numériques que nous avons réalisés dans ce cas montrent que le
génotype résultant n’est pas compatible avec les opérateurs de croisement basé sur les

points de coupure.

La deuxieme technique est similaire a la premicre. Cependant, I’ordre des éléments
cellules sur la chaine (chromosome) est basé sur le lien de connectivité entre les éléments
exprimé par I’arborescence de la figure 3-5. Le principe des relations entre cellules est
indiqué par des fleches sur la figure 3-5. Si on commence par exemple par 1I’élément
cellule Cy, les éléments liaisons qui le jouxtent sont C, et C4. On poursuit ensuite par les
éléments cellules associés a C, et Cy, soit Cs, Cs et C7. Les éléments liaisons associés a ces
trois derniers sont Cq et Cg. On termine enfin par 1’élément cellule Cy et on obtient ainsi

une disposition arborescente compléte de la figure 3-1.

Cette deuxieme technique de codage est celle que nous avant adopté. Les tests
numériques que nous avons réalisés ont en effet montré qu’elle est plus efficace que la

premiére technique de codage.
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Figure 3-5. Connectivités des éléments finis en arborescence.

3. Initialisation

La premicre étape dans un algorithme génétique est I’initialisation. Elle consiste a
générer aléatoirement des individus qui représentent des structures solutions. Cette
premiere étape est trés importante car la premiere population doit €tre suffisamment

diversifiée pour permettre I’exploration de tout le domaine de recherche.

Un individu est initialisé en sélectionnant aléatoirement, en premiere étape, un certain
nombre d’¢léments finis. Les éléments sélectionnés sont du méme type, c'est-a-dire qu’ils
sont tous de type cellule ou de type liaison. L’initialisation consiste a affecter au bit du
gene associ¢ a chaque ¢élément la valeur 1 qui indique la présence de 1’élément liaison
associé a ce bit ou la valeur 0 pour indiquer son absence. Chaque géne doit comporter un
nombre de liaison minimal assurant la connectivité de chaque élément cellule avec au
moins deux cellules voisines. A I’inverse de la représentation en tableau binaire ‘Bit-
array’, notre approche assure la connectivité de toutes les structures initialisées. La figure
3-6 montre quelques individus initialisés aléatoirement. Chaque cellule est représentée par
une couleur dont le niveau de gris est proportionnel au nombre d’¢léments liaisons
entourant la cellule. La couleur blanche indique 1’absence de matiere alors que la couleur
noire indique une présence maximale. La couleur intermédiaire indique la présence de

matiere mais avec une densité plus faible.
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Figure 3-6. Des individus initialisés aléatoirement.

Les structures, ou individus, générés dans cette premiere étape de ’algorithme, ne
comportent pas de défauts de connectivité. Néanmoins, il est possible que de tels défauts
apparaissent au niveau des surfaces d’application des conditions aux limites. Dans ce cas,
une opération de correction de ces défauts est mis en ceuvre apres l’initialisation. Cette
opération de correction consiste a vérifier la connectivité des cellules, sur les surfaces des

conditions aux limites, avec au moins une cellule fictive.

4. Evaluation

L’¢évaluation est effectué¢e a I’aide de la méthode des éléments finis. La formulation de
la fonction performance est la méme que celle utilisée dans le chapitre 11 (§ 5-5).
Cependant, nous utilisons dans cette approche une technique de relaxation des propriétés
physiques du matériau semblable a celle utilisée dans la méthode d’homogénéisatrice
SIMP [Ben03]. Le module de Young est en effet fonction d’un parametre de densité

relative p et du module de Young réel du matériau :
E(ie)=p/E,  (p>1) (3-1)

ou Ej est le module d’Young réel du matériau de 1’élément ie, p est un coefficient de

pénalisation et p; est la densité relative donnée par 1’expression :

Nbits(ie)
Zblt ;(ie)

PO =it (3-2)

ou Nbits(ie) est la longueur du geéne associ€¢ a 1’¢lément cellule ie et bit; le jé’”e bit de ce

gene.

L’expression (3-2) donne la densité de 1’¢lément cellule ie en fonction de la moyenne
des valeurs de bits. Sachant que ces valeurs sont binaires, la densité devient nulle dans le
cas d’un ¢élément fini ne possédant aucun élément liaison. La densité est égale a 1 dans le

cas ou tous les bits ont la valeur 1. Pratiquement, nous affectons une valeur faible, de
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’ordre de 10™, aux densités nulles pour éviter la singularité de la matrice de rigidité. Cette
derniere est calculée en assemblant les matrices élémentaires associées aux éléments du

maillage :

nelt

K, =Y plkie) (3-3)

ie=1

ou K¢ est la matrice de rigidité globale, k(ie) est la matrice élémentaire associé a 1’élément

ie et nelt est le nombre d’éléments total.

La matrice de rigidité élémentaire k(ie) s’exprime, entre autres, en fonction du module
d’Young réel E; du matériau. Cela permet de calculer les matrices de rigidité élémentaires

indépendamment des densités artificielles p; qui sont affectées aux éléments.

5. Mutation

L’opération de mutation consiste a modifier un certain nombre de geénes du
chromosome de 1’individu mutant. Ce nombre de géne est I’un des parametres qui doivent
étre judicieusement choisis afin d’assurer la convergence de 1’algorithme. Dans ce
troisieme chapitre, la mutation que nous utilisons est la mutation uniforme, souvent utilisée
dans un algorithme génétique classique (chapitre I §: 4.2.2.8). Un individu sélectionné
aléatoirement dans la population mutera donc si sa probabilit¢ de mutation vérifie la
condition 2-27.

Le choix de la cellule qui doit muter s’opére en deux étapes afin que ’opération de
mutation n’affecte I’ajout éventuel de matiere. Dans la premiére étape, nous tirons
aléatoirement une cellule de densité non nulle, c'est-a-dire une cellule dont le géne associé¢
contient au moins un bit non nul. La deuxiéme étape consiste a effectuer un deuxiéme
tirage aléatoire parmi toutes les cellules voisines de celle retirée a la premicre étape. C’est
cette deuxiéme étape qui permet de définir la cellule mutante. Afin de mieux expliquer le
fonctionnement de ce tirage, considérons les cellules présentées sur la figure 3-7.
Supposons que la cellule C; soit sélectionnée aléatoirement a la premicre étape. Le
deuxieme tirage s’effectue sur I’ensemble {C;, C,, C3, C4, Cs}. On rappelle que le niveau
de gris représente la densité et que le blanc indique une densité nulle. Contrairement a la
1 étape, les cellules de densités nulles (Cs et C4) peuvent étre choisies pour muter. On

permet ainsi 1’ajout de matiére sur les frontieres.
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m

Figure 3-7. Technique pour le tirage de la cellule mutante.

Cette technique de mutation en deux étapes permet de garantir la propagation de
matiere. En effet, une cellule tirée a la premiére étape peut se trouver sut une fronticre
d’une perforation. Le choix d’une cellule voisine pour muter favorise donc la propagation

de la mati¢re dans le domaine de conception.

En choisissant aléatoirement une cellule, I’opération de mutation consiste & modifier
les informations du geéne associé. Il s’agit de la modification des valeurs binaires des bits
de ce geéne qui entraine, en conséquence, la suppression ou 1’ajout des ¢léments liaisons.
Pratiquement, le nombre des éléments liaisons est proportionnel a la densité de 1’élément
cellule. Par conséquent, la modification de la densité de 1’élément cellule mutant conduit a
la modification du nombre des éléments liaisons. Nous avons proposé une stratégie basée
sur I’adaptation de chaque cellule avec son voisinage. Cette stratégie s’inspire de la
méthode des automates cellulaire ‘Cellular automata’ [Tov04]. Le principe consiste a
interpoler la densité de la cellule mutante en fonction des densités des cellules voisines,

puis a corriger sa valeur selon 1’expression suivante :

xie = )%ie + Ax[e (3'43)
Nc
pie + ije
avec: X, = ——2"— (3-4b)
Nc+1

Vand . (_l)ruund(rand)

length(gen.,)

et: Ax (3-4c¢)

ie

x;c représente la densité artificielle de I’élément mutant ie, X,, la moyenne des densités des

cellules voisines y compris la cellule mutante, Nc le nombre de cellule voisines et pj. les
densités données par 1’expression (3-2). Ax;. est la correction donnée par la formule 3-4c,
rand est une valeur, générée aléatoirement, comprise entre 0 et 1 et round est une fonction

d’arrondi vers I’entier le plus proche.
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L’expression (3-4a) pouvant donner une valeur supérieure a 1 ou inférieure a 0, on

apporte la correction suivante :

0 six, <0

x, =41 six,>1 (3-5)
x, si0<x,<l

Le nombre entier Nc dépend du schéma choisi. Dans notre approche, nous utilisons

I’un ou I’autre des schémas de Von Neumann et de Moor (Chapitre I : § 4.1.3) (Fig. 3-8).

(a) (b)

Figure 3-8. Schéma de type Von Neumann (Nc = 4), (b) Moor (Nc = 8).

L’expression (3-4a) est composée de deux parties. La premiére exprime une
interpolation de la densité. Cette partie, équivalente a un filtre, participe efficacement a la
I’élimination de damiers et des éléments flottants. La deuxiéme partie est la correction qui

permet soit d’accroitre soit de diminuer la densité.

La densité artificielle x;, est utilisée ensuite pour calculer le nombre de liaisons qui
doivent étre maintenues. Les bits correspondants a ces ¢léments liaisons prennent la valeur
1 tandis que le reste des bits ont des valeurs nulles. Le nombre de ces liaisons est calculé

par la formule :

Nbr = round (x,, X Nbit) (3-6)

ou Nbr est un nombre entier qui correspond au taux des €léments liaisons. Le nombre

maximal Nbit est la taille du géne associé a I’élément mutant.

L’affectation de la valeur 1 a Nbr bits, permettant de définir les €léments liaisons,
s’effectue aléatoirement parmi les bits du géne mutant. Cependant, les bits correspondants
aux ¢léments liaisons assurant la continuité de la mati¢re sont choisis prioritairement. Ce
choix est effectué en testant les ¢léments liaisons qui permettent la continuité de la maticre.

Concrétement, on repere ceux qui possédent des cellules voisines de densité non nulle.
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6. Croisement

Nous avons testé plusieurs types de croisement. Les résultats ont montré que le
croisement uniforme et le croisement basé sur des points de coupure multiples sont les plus
efficaces. Rappelons que le croisement uniforme consiste a échanger un nombre aléatoire
de points entre les deux chromosomes parents. Dans notre approche, les points échangés
sont des parties d’un certain nombre de genes choisis aléatoirement. Le croisement a points
de coupure multiples consiste a échanger des parties des deux chromosomes, inclues entre
des points de coupures pris aléatoirement (Fig. 3-9). Le nombre de points, en croisant deux
individus trés proches, est élevé afin de permettre un échange maximal d’informations

entre les deux parents.

Parent 1

Parent 2 W
5 5 B 5 5

Enfant 1

Enfant2 [ T T T T T [ [ [ [ [ [ [

Figure 3-9. Principe du croisement a points de coupures multiples.

7. Implémentation

Sur la base de la théorie présentée dans les paragraphes précédents, nous avons

développé un code de calcul en langage Matlab selon I’organigramme de la figure 3-10.

Le code de calcul est composé de deux parties. La premicre est celle ou 1’utilisateur
introduit les parameétres du probléme traité (maillage, conditions aux limites, propriétés
physiques, parametre de 1’algorithme génétique, etc.). La deuxiéme partie se décompose en
deux sous parties. La premicre concerne la détermination des parameétres du probléme,
notamment ceux du codage en se basant sur les données fournies par I’utilisateur. La

deuxiéme partie est un algorithme génétique classique.
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Modele éléments finis —

: Paramétres définis
i | '«——1 parl'utilisateur
: Paramétres du codage | |

Initialisation
gen =1

Evaluation

gen =gen +1 i

Convergence ?

Non

Sélection

Permutation

o Croisement
cellules, liaisons

Mutation

Figure 3-10. Organigramme de I’approche proposée.

8. Résultats et discussion

Nous avons testé¢ notre code de calcul sur quelques benchmarks simples en nous
limitant au cadre de 1’¢lasticité linéaire bidimensionnelle sachant que la méthode peut étre

étendue facilement aux problémes 3D.

8.1 Treillis de Michell

Cette premiere application est destinée a 1’étude du probléme de la poutre courte traité
dans le chapitre II (§:8.1). Il s’agit d’une poutre courte de forme rectangulaire de
dimensions 10x24 m® et d’épaisseur égale a4 1 mm. La structure est encastrée sur le coté
gauche et sollicitée par une force concentrée au milieu du coté droit (fig. 3-11). Le
domaine de conception, composé d’un matériau homogeéne isotrope élastique et linéaire,

est discrétisé en 10x24 élément finis rectangulaires.
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24L

Figure 3-11. Domaine de conception (treillis de Michell).

Le probléme d’optimisation consiste a minimiser la compliance sous limitation sur le

volume. Le probléme se formule de la maniére suivante :

Maximiser —
X; F U(x[)

nelt

avec: zpielfie S VLim

ie=1

(3-7)

ou F est le vecteur force appliqué, U(x;) est le déplacement de I’individu x;, p. et Vj. sont
respectivement la densité artificielle et le volume de 1’élément ie et V7, le volume limite

fix¢é dans cette application a 50 % du volume initial.

L’algorithme génétique utilise comme parametres un schéma de voisinage pour les
cellules de type Von Neumann, une population composée de 40 individus, la méthode de
sélection SUS, un croisement uniforme et une mutation uniforme. Les coefficients de
croisement Coef, et de mutation Coef,, prennent les valeurs 0.9 et 0.35 dans les équations
(2-26) et (2-28) que nous avons utilisées dans cet exemple. Les paramétres, notamment les
coefficients de croisement et de mutation, sont choisis sur la base de nombreux tests que
nous avons réalisés. Selon ces tests, le coefficient Coef. doit prendre ses valeurs dans
I’intervalle [0.8, 0.9] alors que le coefficient de mutation Coef,, se situe généralement dans
I’intervalle [0.1, 0.4]. Concernant le schéma que nous avons utilisé, les tests numériques
que nous avons réalisés montrent que le schéma de type Von Neumann est le mieux adapté
pour cet exemple. En effet, le schéma de type Moor a tendance a favoriser les défauts de

discontinuité de la matiére.
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Figure 3-12. Evolution de la meilleure solution (treillis de Michell).

La figure 3-12 présente I’évolution de la meilleure solution au cours des générations.
L’objectif est de faire apparaitre des zones de densité nulle, ou la matiére est absente, et
des zones de densité élevée égale ou proche de 1. Au cours des premiéres générations (gen
= 1 par exemple), la matiere est répartie sur tout le domaine de conception avec des
densités différentes. En revanche, au cours des générations suivantes, deux zones, ['une de
forte densité et I’autre de faible densité, se forment et se distinguent nettement. Par ailleurs,

on remarque que des ¢éléments flottants peuvent apparaitre au cours des générations (gen =
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201 par exemple) mais qu’ils disparaissent ensuite grace a la technique de filtrage que nous
avons implémenté (formule 3-4b). Enfin, on constate que la solution finale (gen = 1060)

est similaire a la solution théorique présentée sur la figure 2-20 (chapitre II).

La figure 3-13 présente I’historique de la fonction objectif (compliance) ainsi que
I’historique des contraintes (volume) au cours des générations. La compliance atteint un
minimum avec une décroissance continue au cours des quatre cent premicres générations.
A T’issue de ces quatre cent générations, la topologie finale de la solution est quasiment
acquise (gen = 401, Fig. 3-12), la pente de décroissance de la compliance étant alors tres
faible. En revanche, pour ce qui concerne la limitation imposée sur le volume, on constate
des oscillations importantes autour du volume imposé de 50 % (Fig. 3-13b). Ces
oscillations ont cependant tendance a s’estomper au cours des générations pour se stabiliser
a 49.96 % du volume initial a la fin du calcul, ce qui est trés proche de la limitation
imposée de 50 %.

4

x 10
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5 0.52
0.51
4
Q
E o 05
E
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1L
0.47
0

0 200 400 600 800 1000 1200 046 200 200 800 800 1000 1200

Generation Generation
(a) (b)

Figure 3-13. Historique : (a) de la fonction objectif (b) des contraintes.

Sur la figure 3-14 nous représentons le nombre d’individus évalués et le temps de

calcul consommé au cours des générations.
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Figure 3-14. Historique du nombre d’individus évalués et du temps consommeé.

On constate sur la figure 3-14 que le temps total consommé au cours des générations,
temps dédié aux opérations génétiques inclus, est proportionnel au nombre d’individus
évalués. Cela signifie que I’évaluation est I’opération la plus coliteuse dans un algorithme
génétique. La figure montre aussi que le colit est ¢levé au début du calcul puis qu’il
diminue en convergeant. Cela est dii a la technique que nous avons utilisée et qui consiste a
ne pas évaluer les individus qui ont été copiés, sans modifications, a partie de la génération
précédente. Les premicres générations étant plus diversifiées et les derniéres plus

homogeénes, cet effet est logiquement plus marqué lorsque 1’on converge.

Influence des taux de mutation

Les taux de mutation, le nombre d’individus et le nombre de cellules mutantes
influencent beaucoup I’algorithme. C’es pourquoi nous nos proposons d’étudier
numériquement 1’influence de ces parameétres dans la suite — deux exemples sont proposés.
Le premier traite d’un cas ou la mutation est faible et le second d’un cas ou la mutation est

forte.

Mutation faible

En affectant au coefficient de mutation Coef,, (équation 2-28) une valeur faible é¢gale a
0.05 et un taux de cellules mutantes égale a 0.001, on constate sur la figure 3-15, qui
présente I’historique de la meilleure solution au cours des générations, que 1’on ne

converge pas vers la solution théorique de référence donnée par la figure 2-20.
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Figure 3-15. Historique de la meilleure solution (mutation faible).

Par rapport au calcul ou il y avait convergence (Fig. 3-12), la figure 3-15 montre que la
topologie évolue trés faiblement au cours des générations. A partir de la 600°™ génération
(gen = 601), on observe méme une quasi stagnation. Cela s’explique par la chute de la
diversité génétique, ce qui conduit a une population homogeéne puis a la stagnation de

I’algorithme.

Par rapport au calcul précédent (Fig. 3-13), on constate sur la figure 3-16a que la
décroissance de la compliance présente un profil moins régulier, signe d’une convergence
plus difficile. En outre, au cours des générations, le volume de la meilleure solution reste
souvent au dessous de la limitation imposée (Fig. 3-16b). Lors des dernic¢res générations, le
volume se stabilise a 49.7 % du volume initial, soit une performance moindre que le

précédent calcul (Fig. 3-13b) ou la stabilisation s’opérait sur une valeur de 49.96 %.
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Figure 3-16. Mutation faible - Historique : (a) de la fonction objectif, (b) de la limitation.

Mutation forte

Dans ce deuxiéme test, le taux de mutation est élevé avec un coefficient de mutation

Coef,, égal a 0.5 et un taux de cellules mutantes égal & 0.1. L’historique de la meilleure
solution au cours des générations est présenté sur la figure 3-17.
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Figure 3-17. Historique de la meilleure solution (mutation forte).
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La topologie de la solution, présentée sur la figure 3-17, évolue, au cours des
générations, plus rapidement que celle de la figure 3-15 et celle sur la figure 3-12.
Cependant, cette évolution stagne a partir de la 300°™ génération. Cela en effet est a cause
de la mutation élevée qui provoque une dégradation d’informations génétiques et, par
conséquence, une décadence des performances des individus. La solution finale, trouvée
apres 600 générations environ, n’est pas similaire a la solution théorique de la figure 2-20.
De plus, la distribution de matieére de la solution finale n’est pas homogene en raison de la

présence de perforations provoquées par une mutation trop forte.

La figure 3-18a montre une décroissance de la compliance moins réguliére par rapport
au calcul présenté sur la figure 3-13. A partir de la 350°™ génération environ, la
compliance devient quasiment stable. Par contre, I’évolution du volume (limitation),
présentée sur la figure 3-18b, montre moins d’oscillations par rapport au calcul précédent.
Cela est caractéristique d’une population dispersée mais possédant des caractéristiques

génétiques dégradées.
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Figure 3-18. Mutation forte - Historique : (a) de la fonction objectif, (b) de la limitation.

Pratiquement, 1’étude de sensibilité réalisée dans ce paragraphe fournit des indications
pratiques sur le choix du nombre de cellules mutantes. En effet, il est clair qu’un nombre
trop faible dégrade la convergence de I’algorithme génétique. De plus, un taux trop faible
peut conduire, dans certain cas de maillage grossier, a un nombre de cellules mutantes nul.

C’est la raison pour laquelle nous fixons un nombre minimal de cellules mutantes ¢gal a 1.
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8.2 Poutre console (cantilever)

Le probléme traité ici est similaire a celui du chapitre II (§ : 8.2). C’est une poutre
console de longueur L = 1.6 m et de hauteur H égale a 1 m, encastrée sur le coté gauche et
sollicitée par une force concentrée au milieu du coté droit (Fig. 3-19). Le domaine de

conception est compos¢ d’un matériau homogene ¢€lastique, isotrope et linéaire.

Z

Domaine ® o)
de conception F

Figure 3-19. Domaine de conception de la poutre console.

L’objectif est de minimiser la compliance sous limitation d’un volume a 50 % du
volume initial de la structure initiale. La structure est discrétisée en 29x18 éléments finis
rectangulaires a quatre nceuds. Les parameétres de 1’algorithme génétique sont une
population de taille fixe égale a 80, un schéma de cellule de type Moor, la méthode de
sélection SUS, le coefficient de croisement Coef. égal a 0.9 et de mutation Coef,, égal a
0.25. Par rapport au benchmark traité¢ dans le paragraphe précédent, le nombre d’éléments
du maillage est plus important (522 éléments contre 210 précédemment, soit plus du
double). La taille de la population a donc été augmentée en conséquence (80 individus
contre 40 précédemment). Pour ce qui concerne le schéma utilisé, nous avons comparé les
résultats obtenus a 1’aide des schémas de Von Neumann et de Moor. Pour cet exemple,

c’est le schéma de Moor qui a paru le plus adéquat.

La figure 3-20 montre I’évolution de la topologie de la meilleure solution au cours des
générations. On fait un constat similaire, concernant 1’évolution de la topologie, que celui
qui a été établi pour I’exemple traité au paragraphe précédent. En effet, deux zones, I’une
de faible et I’autre de forte densité, apparaissent progressivement au cours des générations.
On constate également que 1’on converge vers la topologie obtenue a 1’aide de méthodes
déterministes (Fig. 2-31a), et ce au moins dans les grandes lignes. En effet, dans la partie
centrale du domaine de conception, I’algorithme que nous avons développé ne permet pas
d’obtenir la structure en croix de la figure 2-31a car, a partir de 800°™ génération, on
observe une stagnation. Cela peut s’expliquer par le fait que la topologie recherchée est

plus complexe que celle de I’exemple traité au paragraphe précédent. Cela montre aussi
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que des améliorations doivent étre apportées a 1’algorithme pour le rendre plus performant.
L’amélioration pourrait par exemple étre réalisée en introduisant dans notre algorithme des
techniques de filtrage utilisées par des méthodes déterministes. Des limitations sur le
périmetre [Bec97, Duy96] pourrait aussi €tre introduites dans notre algorithme afin

d’améliorer les résultats.

X . 1 K . X .
Gen = 701 Gen = 801 gen = 941

Figure 3-20. Evolution de la meilleure solution (Cantilever).

Sur la figure 3-21 nous présentons les historiques de la fonction objectif et de la
contrainte sur le volume. La figure 3-21a montre une augmentation de la compliance dans
les premicres dizaines de générations. Cela s’explique par le fait que tous les individus sont
inadmissibles. La compliance diminue ensuite au cours des générations pour se stabiliser a
partir de la 800°™ génération. Le volume, qui représente la limitation, chute rapidement
dans les premieres générations. Sa valeur oscille ensuite autour de la limitation imposée et,

en fin de calcul, se fixe a 49.97 %.
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Figure 3-21. Poutre console — Historique : (a) de la fonction objectif, (b) des limitations.

8.3 Une structure de type Michell

Une application bien connue dans la littérature est la structure de type Michell [Xie97],
ou treillis de Michell [Abd04]. Le domaine de conception est de forme rectangulaire, de
dimensions 1x0.5m” (L = 0.5m). La structure est articulée sur le coin bas gauche et en
appui simple sur le coin bas droit (Fig. 3-22). Une force ponctuelle égale a 4x10° N est
appliquée au milieu du co6té inférieur. Le domaine de conception est composé d’un
matériau homogene ¢€lastique, isotrope et linéaire ayant un module d’Young E égal a 100
GPa. Le probléme possede une solution théorique représentée par le treillis de la figure 3-
22.

2L

Figure 3-22. Une structure de type Michell (le domaine de conception et une solution
théorique). [Abd04]

Le domaine de conception est discrétisé en 36x18 éléments finis. Le probléme consiste

a minimiser la compliance sous une limitation du volume égale a 50 % du volume initial.
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La population, de taille fixe, est composée de 80 individus. Nous utilisons pour cet
exemple un schéma de type Moor (Fig. 3-8b), la méthode de sélection SUS, un croisement
a points de coupure multiples et une mutation uniforme de coefficients Coef. égal a 0.9 et

de mutation Coef,, égal a 0.2 respectivement.

L’historique de la meilleure solution est présenté sur la figure 3-23 qui montre une
évolution de topologie similaire a celles des deux précédentes applications. Au début du
calcul, la matiere est répartie sur tout le domaine de conception mais avec une densité
différente dans chaque cellule. En convergeant, deux zones commencent a apparaitre, ['une
de forte densité et I’autre de faible densité. La solution tend vers la solution théorique (Fig.
3-22) sous forme d’une demi-roue. On note cependant qu’il n’y a pas une correspondance
exacte, les rayons de la roue n’étant pas parfaitement dessinés et 1’écartement entre les
rayons n’étant pas a I’identique de ceux de la solution théorique. Il s’agit néanmoins d’une
solution satisfaisante dans la mesure ou celle obtenue par une méthode déterministe avec

ANSYS (Fig. 3-24) s’¢loigne encore plus de la référence.

Figure 3-23. Evolution de la meilleure solution (structure de type Michell).
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Figure 3-24. Solution obtenue par ANSY'S (structure de type Michell).

La figure 3-25a montre I’historique de la compliance au cours des générations. La
variation est significative lors des 600 premieres générations. Cependant, les limitations,
présentées sur la figure 3-25b montrent des oscillations importantes au début de calcul. Ces
oscillations s’interpretent par le fait que I’algorithme recherche la distribution optimale de
matiere en testant de nombreuses possibilités. Ces oscillations, qui caractérisent I’ajout et
I’élimination de la matiere, diminuent dans les derniéres générations, signe que la

recherche s’est stabilisée sur une distribution optimale de matiére.
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Figure 3-25. Structure de type Michell - Historique : (a) de la fonction objectif, (b) des

limitations.
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9. Conclusions

Dans ce chapitre, nous avons présenté une contribution originale qui propose une
nouvelle représentation pour I’optimisation topologique des structures continues par

algorithmes génétiques.

L’idée est inspirée partiellement de la méthode déterministe ‘Automates cellulaires’
[Kit00, Tat00, Tov04]. Les structures continues sont discrétisées par la méthode des
¢léments finis, ou chaque élément est considéré comme cellule. Le codage des structures
solution est basé¢ sur une représentation par matrice binaire similaire a la matrice
d’adjacence utilisée dans la théorie des graphes. La recherche de la distribution de la
matiere est basée sur le principe de la relaxation de densité souvent utilisé par la méthode
d’homogénéisation SIMP [SigO1]. La variable de densité est altérée par I’opérateur de
mutation en utilisant une technique inspirée de la méthode ‘Automates cellulaires’
[Tov04]. Cette technique joue un réle important pour €liminer les damiers et les éléments
flottants. La densité est utilisée ensuite pour altérer les bits du gene associé¢ a la cellule

mutante.

Des trois exemples que nous avons traités, deux ont fourni la solution attendue, ce qui
valide notre approche. Dans I’exemple ou la solution idéale n’a pas été obtenue, méme si
nous nous en somme approchées, les densités intermédiaires empéchent 1’algorithme de
converger vers une distribution de matiere avec une densité proche ou égale a 1. Cette
inefficacité peut étre expliquée par I’incompatibilité des opérateurs génétiques, notamment
I’opération de mutation, avec I’algorithme génétique. En effet, I’opération de mutation est
basée sur un concept qui provient de la méthode déterministe ‘Automates cellulaires’, ce

qui nuit a cette efficacité.

L’approche que nous avons proposée partage des concepts avec les méthodes
déterministes. Cela peut €étre un avantage comme on I’a vue avec la gestion des connexions
entre ¢léments. Mais cela peut aussi constituer un inconvénient, notamment pour ce qui
concerne la mise en ceuvre de la mutation. C’est probablement dans cette direction,
I’amélioration de la compatibilité de 1’opération de mutation avec un concept issu de
méthodes déterministes, qu’il faudrait ceuvrer pour améliorer les performances de

I’approche que nous avons présentée dans ce chapitre.
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Les travaux présentés dans ce mémoire de thése sont consacrés a la recherche
d’algorithmes dédiés a I’optimisation topologique de structures continues. Les approches

proposées sont basées sur un principe stochastique utilisant les algorithmes génétiques.

Le premier chapitre est consacré essentiellement a une étude bibliographique sur les
méthodes d’optimisation topologique de structures. Aprés un bref historique sur
I’optimisation structurale, les méthodes déterministes les plus connues sont présentées. La
plus grande partie de ce premier chapitre est ensuite consacrée a 1’étude de I’optimisation
topologique des structures par algorithmes génétiques. Cette étude bibliographique montre
qu’un nombre trés modeste de travaux a été consacré aux algorithmes génétiques appliqués
a I’optimisation topologique de structures continues. Cela peut s’expliquer par le fait que
les algorithmes génétiques, malgré leur popularité, constituent un champ de recherche
encore relativement jeune. Leur utilisation dans le contexte de 1’optimisation topologique
de structures reste donc encore marginal, contrairement aux méthodes déterministes dont

I’exemple le plus mature est la méthode par homogénéisation.

En se basant sur le principe de présence ou d’absence de mati¢re dans chaque élément
fini, la majorité des travaux par algorithmes génétiques utilisent une représentation par
tableau binaire. Mais le codage basé sur cette représentation souffre de sérieuses
limitations (défaut de connectivité, dépendance par rapport au maillage,...). Afin de
corriger les défauts de connectivité, on a souvent recours a des techniques dites d’analyse
de connectivité [Jak00]. Cependant, en plus de leur cott élevé, ces techniques de réparation

induisent souvent une dégénérescence des informations génétiques des chromosomes.

En raison de I’importance du codage, constaté en menant cette étude bibliographique,
nous avons propos¢€ une approche basée sur une représentation graphique par courbes de
Bézier. Cette approche, proposée pour la premiére fois par Tai [Tai98], est exposée dans le
deuxiéme chapitre. L’avantage de la représentation graphique est qu’elle assure la
connectivité¢ des ¢léments du maillage. Nous avons exploité cette caractéristique pour

améliorer la performance de I’algorithme, notamment la minimisation du colt de calcul.
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Cela a ét¢ réalis¢ en adoptant des techniques qui consistent a rechercher la solution
optimale en rajoutant progressivement de la matiére. En adoptant une stratégie de calcul en
deux étapes (construction du squelette d’abord, ajout de chair ensuite) le gain du cott de
I’analyse structurale par éléments finis est notable. Cependant, la représentation reste
dépendante du schéma graphique et cela malgré toutes les améliorations que nous avons
apportées : nouvelle définition des zones de support, segment de longueur variable et

¢épaisseur de chair non uniforme de part et d’autre du squelette.

Dans le but de trouver une représentation générale, compatible avec n’importe quel
probléme d’optimisation topologique, nous avons propos¢ une deuxieme approche dont les
principes fondateurs différent de ceux qui sont utilisés pour la représentation graphique.
Cette deuxieme approche, qui constitue une contribution originale, est présentée dans le
troisieme chapitre de ce mémoire. Elle est basée sur le principe de la connectivité¢ des
¢léments entre eux et permet d’éviter ’emploi des techniques de réparation qui sont
coliteuses. En considérant chaque ¢lément fini comme cellule, la représentation des
structures solutions est exprimée par une matrice d’adjacence binaire. La matrice est
exploitée ensuite pour définir le codage, c'est-a-dire pour construire le chromosome.
Chaque cellule est représentée par un gene dont la longueur est proportionnelle au nombre
d’¢léments de type liaison voisins a cette cellule. Le principe de la relaxation du matériau,
a I’aide d’une densité artificielle, est utilis€¢ ensuite pour la recherche de la distribution
optimale de matiere. L’opérateur de mutation, qui joue le rdle le plus important dans cette
recherche, utilise une technique inspirée de la méthode déterministe appelée ‘Automates

cellulaires’ [Tov04].

Cette deuxieme approche a été testée sur plusieurs benchmarks simples en élasticité
linéaire bidimensionnelle. Deux de ces benchmarks ont abouti, avec succes, a la solution
attendue, ce qui valide 1’approche proposée. Par contre, I'un des benchmarks testés n’a pas
fourni la solution de référence bien qu’il ait permis d’améliorer la solution initiale. Cela
s’explique sans doute par ’utilisation de concepts déterministes sans tenir compte des
propriétés des algorithmes génétiques. En effet, ’opérateur de mutation, qui est inspiré de
la méthode des automates cellulaires, est peu compatible avec ’algorithme génétique. En
revanche, ce point commun, qui concerne le partage de quelques concepts entre les
approches déterministes et notre approche, peut étre exploité pour améliorer I’efficacité de
cette derniére. Cela pourrait par exemple étre réalisé en introduisant dans notre algorithme
des techniques de filtrage utilisées par des méthodes déterministes. Des limitations sur le
périmetre [Bec97, Duy96] pourrait aussi étre introduites dans notre algorithme afin

d’améliorer les résultats.
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Suites a ces travaux nous avons tiré les conclusions suivantes :

Les algorithmes génétiques constituent une voie prometteuse pour résoudre les
problémes d’optimisation topologiques de structures continues. Nous avons en effet

résolu avec succes plusieurs benchmarks avec cette approche.

Par rapport aux approches proposées dans la littérature, le codage par
représentation graphique est I’un des moins cofliteux. De plus, les modifications que
nous lui avons apportées, notamment pour ce qui concerne la gestion de 1’ajout de

matiere, permettent d’économiser encore plus de temps de calcul.

Le codage par adjacence permet d’aborder de maniere systématique n’importe
quelle topologie, contrairement a la représentation graphique qui nécessite parfois
I’¢laboration d’un schéma graphique adéquat pour une convergence efficace. Le

prix a payer pour ce caractere systématique est le colt élevé du temps de calcul.

En termes de perspectives, la continuité des travaux de recherche présentés dans ce

mémoire pourrait étre orientée dans les directions suivantes :

Le codage par représentation graphique, présent¢ dans le deuxiéme chapitre,
pourrait étre étendu a des problémes plus complexes que ceux traités dans ce

mémoire : problémes 3D et problémes non-linéaires par exemple.

Nous avons montré que la dépendance de 1’algorithme par rapport au schéma
graphique pouvait, dans certains cas, constituer une limitation dans la recherche de
la solution. Surmonter cette limitation doit donc étre une priorité pour de futurs

travaux utilisant le codage par représentation graphique.

Avec la représentation par adjacence, présentée dans le troisieme chapitre, nous
avons établi que le manque de compatibilité entre 1’algorithme génétique d’une part
et ’opérateur de mutation génétique défini sur la base d’approches déterministes
d’autre part, nuisait a 1’efficacité de 1’approche. C’est donc prioritairement sur ce

point que devront se focaliser de futurs développements.
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Annexe

Résolution d’équations polynomiales cubiques par les formules de
Cardan

Nous présentons dans cette annexe les célebres formules de Cardan pour la résolution
de I’équation cubique (A-1). Si Cardan était un mathématicien, ¢’était aussi un médecin et
un mécanicien célebre puisqu’il inventa la piéce mécanique qui porte son nom. Les
formules de Cardan, publiées dans 1’ouvrage mathématique 1’4rs Magna en 1545, ont été

utilisées dans ce travail de thése (chapitre II) pour la construction du squelette.

Soit I’équation cubique :

ax’ +bx* +cx+d =0

(A-1)
avec a,b,c,de R
En posant :
x=X- (ij (A-2)
3a
On ramene 1’équation (A-1) a la forme :
X +pX+g=0 (A-3)
ou les nouveaux parameétres p et g sont définis en fonction des racines a, b, c et d par :
a’ 2a° ab
=b—-—— ;g=————c A-4
p 3 975773 (A-4)
Les racines de 1’équation (A-3) sont données par les formules de Cardan :
Xi=A+B (A-5a)
Xo=0,A+ a,B (A-5b)

X3=a, A+ o, B (A-5¢)



Annexe

Dans lesquelles :

Si A <0, 1l y a trois racines réelles ;

__a_((a) . (2Y ]
b \/ 2 @ +(3) ’ (A-0)

—1-i3
. A
(A-8)

. . : : 3
Si A =0, il y a trois racines réelles, dont deux sont confondues (égales a —2—q), la
p

troisieme étant distincte des deux premieres (égale a _q) ;
p

Si A >0, il y a une racine réelle et deux racines complexes conjuguées.
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