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Notations

Ensembles et éléments
T : réel positif.

Ω : ouvert non vide de R
N de frontière BΩ de classe C2.

QT : produit cartésien de Ω par p0,Tq.
ΣT : produit cartésien de BΩ par p0,Tq.
ν : vecteur unitaire normal extérieur au domaine Ω.

f plq : fonction dérivée lème de la fonction f .

δkl : le symbole de Kronecker est une fonction de deux variables qui est égale à 1 si
celles-ci sont égales, et 0 sinon.

A : fermeture de l’ensemble A.
˝

A : intérieur de l’ensemble A.

Supp : Supp( f ) désigne le support de la fonction f .

C : constante indépendante des paramètres du système étudié.

Espace de fonctions

L2p0,T; Hq : espace de classes de fonctions de carré intégrable (au sens de Bochner) de r0,Ts
dans un espace de Hilbert H.

Wp0,T;V,V1q : ensemble des classes de fonctions y de L2p0,T;Vq dont Bty appartient à
L2p0,T;V1q, oùV est un espace de Hilbert.

Wp0,Tq : ensemble des classes de fonctions y de L2p0,T; H1
0
pΩqq dont Bty appartient à

L2p0,T; H´1pΩqq.
W2d,d

2
pQTq : ensemble des classes de fonctions y de L2p0,T; H2dpΩq X H1

0
pΩqq dont Bd

t y ap-
partient à L2pQTq.

L2
ρpQTq : ensemble des classes de fonctions f de L2pQTq telles que ρ1/2 f appartient à

L2pQTq.
C8

c pAq : ensemble des fonctions réelles de classe C8 définies sur A et à support com-
pact.

Espace d’applications linéaires

LpE,Fq : ensemble des applications linéaires continues définies sur un espace vectoriel
E et à valeurs dans un autre espace vectoriel F.

LpEq : ensemble des applications linéaires continues définies de E vers lui-même.

MnpRq : ensemble des matrices carrées de taille n.

Mn,mpRq : ensemble des matrices réelles à n lignes et m colonnes.
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Plan du manuscrit

Dans une partie introductive, nous nous donnerons pour objectif principal d’expliquer
les différentes techniques utilisées dans ce manuscrit sur des exemples simples, de présen-
ter les résultats existants et de montrer en quoi ceux des chapitres qui suivront en sont
le prolongement. Nous commencerons par introduire différentes notions de contrôlabilité
(partielle ou non) des systèmes paraboliques dans un cadre général et expliquerons quelles
relations existent entre ces concepts à l’aide de certaines propriétés du système dit adjoint.
Nous présenterons ensuite certaines techniques permettant d’étudier la contrôlabilité à zéro
des systèmes paraboliques en les appliquant à des problèmes de contrôlabilité déjà résolus
ou non. Dans un premier temps, nous utiliserons les inégalités de Carleman établies par
A.V. Fursikov et O.Y. Imanuvilov dans [FI96], la méthode des moments introduite par H.O.
Fattorini et D.L. Russell dans [FR71 ; FR74] ainsi qu’une méthode permettant de montrer
des résultats de non contrôlabilité que l’on peut trouver dans l’article [GI13] de S. Guerrero.
Nous expliquerons ensuite comment il est possible de contrôler l’équation de la chaleur par
un contrôle de classe Ck (k P N) l’aide de deux techniques différentes, l’une élaborée par V.
Barbu dans [Bar00] où l’auteur obtient des contrôles L8 grâce à la méthode de dualité dé-
veloppée par A.V. Fursikov et O.Y. Imanuvilov dans [FI96] et l’autre utilisée dans une suite
d’articles [BGBPG04b ; BGBPG04c ; BGBPG04a ; GBPG06] écrits par O. Bodart, M. González-
Burgos et R. Pérez-Garcia où les auteurs souhaitent également obtenir des contrôles L8 afin
d’étudier la contrôlabilité d’un système non linéaire. Après cela, mous montrerons com-
ment, en combinant la méthode par contrôle fictif avec une technique d’inversion locale
d’opérateurs différentiels à l’aide de combinaisons algébriques (Cf [Gro86, Section 2.3.8] de
M. Gromov), il est possible d’obtenir des résultats de contrôlabilité. Nous dresserons en-
suite un état de l’art concernant les problèmes de contrôle étudiés dans les trois premiers
chapitres et détaillerons trois résultats en particulier afin de mieux comprendre quelles sont
les contributions que nous apportons. Après cela, nous donnerons les principaux résultats
de ce manuscrit et évoquerons les perspectives qui pourraient en découler.

Le premier chapitre est consacré à l’étude de la contrôlabilité à zéro et approchée des
systèmes définis sur un domaine non vide borné Ω de R

N (N P N
˚) de m équations parabo-

liques (m ě 2) contrôlées par m ´ 1 forces localisées sur un sous-ensemble ouvert non vide
et couplées par des matrices d’ordre zéro et un. Lorsque les coefficients de couplage sont
constants, nous donnerons une condition nécessaire et suffisante de contrôlabilité à zéro et
approchée en tout temps. Dans le cas de deux équations et un domaine de dimension un,
nous prouverons la contrôlabilité approchée et à zéro en tout temps sous une condition gé-
nérique suffisante pour des coefficients généraux dépendants des variables d’espace et de
temps lorsque les supports des termes de couplage intersectent le domaine de contrôle. Les
résultats sont obtenus à l’aide de la méthode de contrôle fictif combinée avec une méthode
algébrique et des estimations appropriées de Carleman. Ce chapitre reprend en grande par-
tie l’article « Indirect controllability of some linear parabolic systems of m equations with m ´ 1

controls involving coupling terms of zero or first order » (Cf [DL15]), écrit en collaboration avec



P. Lissy et soumis pour publication.
Dans un deuxième chapitre, nous étudierons la contrôlabilité à zéro et approchée d’une

classe de systèmes linéaires de deux équations paraboliques contrôlées par une force avec
un terme de couplage d’ordre un et dépendant de l’espace. Nous nous placerons sur un
intervalle borné réel, et le contrôle agira dans un sous-intervalle ou sur la frontière. Nous
commencerons par prouver la contrôlabilité à zéro en tout temps lorsque l’intersection des
domaines de contrôle et de couplage est non vide. Dans le cas contraire, nous fournirons un
temps minimal de contrôlabilité à zéro. Ce résultat viendra compléter ceux du chapitre pré-
cédent. Finalement, nous donnerons une condition nécessaire et suffisante pour la contrô-
labilité approchée. Nous obtiendrons principalement ces résultats grâce à la méthode des
moments. Ce chapitre reprend en grande partie l’article « Contrôlability of a 2 ˆ 2 parabolic
system by one force with space-dependent coupling term of order one » (Cf [Dup15]) soumis pour
publication.

Nous consacrerons le troisième chapitre à l’étude de la contrôlabilité partielle des sys-
tèmes linéaires paraboliques de n équations. Nous nous placerons sur un domaine borné
donné et étudierons l’effet de m contrôles (m ď n) localisés dans un sous-ensemble ouvert
non vide contrôlant seulement p composantes de la solution avec p ď n. Le premier résultat
de ce chapitre sera une condition nécessaire et suffisante lorsque les matrices de couplage
et de contrôle sont constantes. Puis nous donnerons une condition suffisante de contrôla-
bilité partielle à zéro pour des matrices de couplage et de contrôle dépendant seulement
du temps. Nous terminerons par des résultats positifs et négatifs de contrôlabilité partielle
à zéro d’un système parabolique 2 ˆ 2 avec un coefficient de couplage dépendant de l’es-
pace et qui est toujours partiellement approximativement contrôlable. Ce chapitre reprend
l’article « Partial null controllability of parabolic linear systems » (Cf [AKCD15]), écrit en colla-
boration avec F. Ammar Khodja et F. Chouly et qui est à paraître dans Mathematical Control
and Related Fields.

Dans le dernier chapitre, nous illustrerons numériquement des problèmes de contrôla-
bilité partielle que nous aurons étudiés dans le chapitre précédent. Nous nous attacherons
à distinguer numériquement la contrôlabilité approchée de la contrôlabilité à zéro sur un
système parabolique donné. Pour cela, nous utiliserons la HUM méthode initialement in-
troduite R. Glowinski, J.-L. Lions et J. He dans [GLH08 ; Lio68] en suivant la méthodologie
de F. Boyer donnée dans [Boy13]. Nous nous placerons dans un cadre général que l’on peut
retrouver dans [Boy13 ; BHLR10a ; BHLR10b ; BHLR11 ; BLR14 ; LT06]. Nous commence-
rons par transformer le problème par pénalisation et par dualité. Après avoir discrétisé le
système parabolique étudié à l’aide d’un θ-schéma général, nous montrerons comment il
est possible de se ramener à un==ce cadre général dans le cas des éléments finis et des diffé-
rences finies. L’algorithme sera implémenté en Python à l’aide principalement des librairies
NumPy, Scipy, Dolfin et FeNICS (Cf [JOP+01 ; LW10]). Nous terminerons par quelques ob-
servations et commentaires.



Chapitre I

Introduction

1 Généralités

Dans cette section, nous présenterons quelques aspects de la contrôlabilité. Nous rappel-
lerons entre autres certains résultats connus concernant les systèmes paraboliques linéaires
et les systèmes d’équations différentielles linéaires ordinaires. Pour une introduction plus
générale à la théorie du contrôle, nous renvoyons à [Cor07 ; TW09 ; Zab92].

1.1 Motivation

La contrôlabilité des systèmes paraboliques est utilisée dans l’étude de réactions chi-
miques (Cf [ÉT89 ; BH03]) et une large variété de situations biologiques et physiques (Cf
[HP09 ; SKT79 ; LAK82]). Nous allons présenter un modèle en particulier qui peut être
trouvé dans [CH09], provenant d’une description mathématique d’une croissance des tu-
meurs cérébrales.

Soit Ω un domaine non vide borné de R
3 de bord BΩ de classe C1 et T ą 0. Notons

QT := Ω ˆ p0,Tq et ΣT := BΩ ˆ p0,Tq. Considérons le système suivant de trois équations de
la chaleur semi-linéaires

Pour y0 : Ω Ñ R
3, u : QT Ñ R

Trouver y := py1, y2, y3q : QT Ñ R
3 tel que

$
’’’’’’’’&
’’’’’’’’%

Bty1 = d1∆y1 + a1g1py1qy1 ´ pα1,2y2 + κ1,3y3qy1 dans QT ,

Bty2 = d2∆y2 + a2g2py2qy2 ´ pα2,1y1 + κ2,3y3qy2 dans QT ,

Bty3 = d3∆y3 + a3g3py3qy3 + u dans QT ,

Bνyi := ∇yi ¨ ν = 0, 1 ď i ď 3 sur ΣT ,

yp¨, 0q = y0 dans Ω,

(1.1)

où ν est le vecteur normal extérieur unitaire à la frontière BΩ, g1, g2, g3 sont trois fonctions
et les coefficients d1, d2, d3, a1, a2, a3, α1,2, α2,1, κ1,3, κ2,3 sont des constantes strictement
positives. Ici y1 représente la densité de cellules tumorales, y2 la densité de cellules saines
et y3 la concentration de médicament en tout vecteur position x et tout temps t. Dans la
première équation, le taux de croissance des cellules tumorales g1py1q peut être exponentiel
(égale à 1), logistique (égale à p1´y1/k1q) ou Gompertz (égale à lnpk1/y1q), où k1 est la capacité

1



CHAPITRE I. INTRODUCTION

d’accueil de cellules tumorales. Ici a1 représente le taux de croissance intrinsèque de cellules
tumorales. Le terme α12 correspond au taux de mortalité des cellules tumorales dû à la
compétition de ressources et de place avec les cellules saines et le terme κ13 correspond au
taux de mortalité des cellules tumorales dû au médicament. La densité de cellules saines
est décrite suivant le même principe. Dans la troisième équation,

g3py3q := ´1,

appelée fonction de réabsorption, modélise la réaction chimique du médicament avec les
tissus sains. Finalement, u, représentant la quantité de médicament injecté chez l’individu,
sera le contrôle.

Afin de mieux connaître la dynamique des cellules tumorales, nous pouvons utiliser et
étudier ce genre de modèles pour répondre aux questions :

‚ Est-il possible de trouver un contrôle u qui permette d’amener la densité de cellules
tumorales et la concentration de médicament proche de zéro sans que la densité de
cellules saines soit nulle à l’instant T ?

‚ Sachant que l’on a pu amener la densité de cellules tumorales et la concentration de
médicament d’un patient à un état stable et opérable avec une certaine injection, est-il
possible pour un autre patient de trouver l’injection qui puisse l’emmener au même
état stable ?

Le système (1.1) est un exemple de modèle où apparaissent des problèmes de contrôlabilité
similaires à ceux traités tout au long de ce manuscrit bien que nous nous concentrions sur les
systèmes linéaires. Ce modèle-ci motivera tout particulièrement l’introduction de la notion
de contrôlabilité partielle qui sera étudiée en détails dans les chapitres III et IV.

1.2 Notion de contrôlabilité

Dans cette section, nous introduirons de manière générale les notions de contrôla-
bilité approchée, à zéro, exacte et aux trajectoires pour des systèmes paraboliques. Nous
expliquerons quelles relations existent entre ces différents concepts pour de tels systèmes.

SoitV,H ,W etU quatre espaces de Hilbert réels séparables. Nous identifionsH ,W et
U à leurs espaces duaux. Nous supposerons queV est dense dansH et que les inclusions
suivantes sont vérifiées

V Ď H ĎV1, (1.2)

où l’inclusion deV dansH est continue. Considérons le système
#

Bty = Aptqy +Bptqu,
yp0q = y0,

(1.3)

où y0 P H est la donnée initiale et où u PU est le contrôle.
Nous supposerons queA : L2p0,T;Vq Ñ L2p0,T;V1q et

@φ,ψ PV, t Ñ xAptqφ,ψyV1,V est mesurable.

Par ailleurs, il existe des constantes α, β ą 0 et λ P R telles que pour tout t P p0,Tq et tout
φ,ψ PV

|xAptqφ,ψyV1,V| ď β}φ}V}ψ}V

2



1. Généralités

xAptqφ,φyV1,V + λ}φ}2
H

ě α}φ}2
V.

L’opérateur B sera un élément de LpU,L2p0,T;V1qq. Nous ferons également l’hypothèse
que l’adjointA˚ de l’opérateurA satisfait la propriété rétrograde : la solution ϕ du système

#
´Btϕ = Aptq˚ϕ,

ϕpTq = ϕ0

vérifie
pDt0 P p0,Tq t.q. ϕpt0q = 0q ñ pϕ = 0 sur p0,Tqq. (1.4)

Dans ce cadre, le système (1.3) est bien posé :

Théorème 1.1 (Cf [Lio68], p. 102). Pour toute donnée initiale y0 P H et toute fonction u PU, le
système (1.3) admet une unique solution y dans l’espace

Wp0,T;V,V1q := ty P L2p0,T;Vq : Bty P L2p0,T;V1qu.

De plus, nous avons l’estimation

}y}Wp0,T;V,V1q ď eCp1+Tqp}y0}H + }Bu}L2p0,T;V1qq,

où C est une constante indépendante de T, y0 et u.

Tout au long du manuscrit, nous utiliserons la propriété suivante de l’espace, que nous
venons d’introduire, Wp0,T;V,V1q :

Propriété 1.1 (Cf [DL88] p. 570). L’injection

Wp0,T;V,V1q ãÑ C0pr0,Ts;Hq

est continue.

Remarque 1.1. Le théorème 1.1 est démontré à l’aide de la méthode de Galerkin. Si les opé-
rateurs Aptq et Bptq sont indépendants du temps, il est possible d’utiliser la théorie des
semi-groupes (Cf A. Pazy [Paz83]) pour étudier le caractère bien posé du système (1.3).

Dans les chapitres IV et V, nous étudierons la contrôlabilité partielle des systèmes parabo-
liques qui consiste à ne contrôler que certaines composantes de la solution. Afin de définir
cette notion de manière générale, considérons un opérateur linéaire et continuP donné par

P : H ÑW.

De plus, pour toute donnée initiale y0 P H , tout contrôle u PU et tout temps t P r0,Ts, nous
noterons ypt; y0,uq la solution du système (1.3) à l’instant t.

Définition 1.1. Le système (1.3) est dit être
‚ P-approximativement contrôlable au temps T, si pour tout nombre réel ε ą 0, tout

y0 P H et tout yT PW, il existe un contrôle u PU tel que

}PypT; y0,uq ´ yT}W ď ε.

3



CHAPITRE I. INTRODUCTION

‚ P-contrôlable à zéro au temps T, si pour toutes données initiales y0 P H , il existe un
contrôle u PU tel que

PypT; y0,uq = 0.

‚ P-contrôlable aux trajectoires au temps T, si pour toute donnée initiale y0, ry0 P H
et tout ru PU, il existe un contrôle u PU tel que

PypT; y0,uq = PypT; ry0, ruq.

‚ P-exactement contrôlable au temps T, si pour tout y0 P H et tout yT P W, il existe
un contrôle u PU tel que

PypT; y0,uq = yT .

Les systèmes paraboliques n’étant pas exactement contrôlables dans les cadres que nous
considérerons, nous n’étudierons pas cette notion dans ce manuscrit. En effet, par exemple,
si l’opérateurA est indépendant du temps et auto-adjoint surH , si l’espace de contrôle est
U := H et si l’opérateur de contrôle B est l’identité deH , alors le système (1.3), qui s’écrit

#
Bty = Ay + u,

yp0q = y0,

n’est pas exactement contrôlable et cela quelque soit le temps T et la condition initiale y0

considérés. On peut trouver ce résultat dans le livre de J. Zabczyk [Zab92].

Remarque 1.2. Les notions de P-contrôlabilité à zéro et aux trajectoires du système (1.3)
sont équivalente, nous n’étudierons donc pas non plus la contrôlabilité aux trajectoires. Plus
précisément, soit y0, ry0 P H et ru PU. Notons ry la solution du système (1.3) pour la donnée
initiale ry0 et le contrôle ru. Par linéarité du système (1.3), contrôler aux trajectoires le système
(1.3) revient à contrôler à zéro le système vérifié par w := y ´ ry. La remarque que nous
venons de faire est valable pour les systèmes linéaires, mais ne l’est plus pour les systèmes
non linéaires.

Quelles relations existe-t-il entre ces différents concepts de contrôlabilité ? Il est évident
que la contrôlabilité exacte d’un système implique les contrôlabilités approchée, à zéro et
aux trajectoires de celui-ci. Nous verrons dans la Remarque 1.3 que si un système linéaire
vérifiant l’hypothèse d’unicité rétrograde (1.4) est contrôlable à zéro, alors il est approxi-
mativement contrôlable. Enfin, d’après la Remarque 1.2, lorsqu’un système est linéaire, les
notions de contrôlabilité aux trajectoires et à zéro sont équivalentes. Voici ci-dessous un
diagramme résumant ces différentes remarques.
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Contrôlabilité
approchée

Contrôlabilité
à zéro

Contrôlabilité
aux trajectoires

Contrôlabilité
exacte

Cas linéaire

sous (1.4)

Cas linéaire

Figure I.1: Relation entre les différentes notions de contrôlabilité pour ces systèmes.

1.3 Contrôlabilité et observabilité

Les différentes notions de contrôlabilité admettent chacune une formulation duale équi-
valente. Plus précisément, étudier la contrôlabilité d’un système peut se ramener à étudier
certaines propriétés d’un système dit adjoint. En reprenant le cadre général utilisé dans la
section 1.2, nous pouvons caractériser la contrôlabilité à zéro par une inégalité d’observabilité
et la contrôlabilité approchée par une propriété de continuation unique. Ceci est un résultat
classique en contrôlabilité et a été observé par S. Dolecki et D.L. Russell dans [DR77].

Proposition 1.1. 1. Le sytème (1.3) est P-contrôlable à zéro au temps T si, et seulement si, il
existe une constante Cobs ą 0 telle que pour tout ϕ0 PW la solution ϕ P Wp0,T;V,V1q du
système adjoint #

´Btϕ = A
˚ϕ

ϕpTq = P˚ϕ0
(1.5)

satisfait l’inégalité d’observabilité

}ϕp0q}2
H

ď Cobs}B˚ϕ}2
U . (1.6)

2. Le système (1.3) estP-approximativement contrôlable au temps T si, et seulement si, pour tout
ϕ0 PW la solution ϕ du système (1.5) satisfait

B˚ϕ = 0 ñ ϕ = 0.

Démonstration. Pour tout y0 P H et u P U, nous noterons ypt; y0,uq la solution du système
(1.3) au temps t P r0,Ts. Pour tout t P r0,Ts, considérons les opérateurs St et Lt définis
comme suit :

St : H Ñ H

y0 ÞÑ ypt; y0, 0q
et

Lt : U Ñ H

u ÞÑ ypt; 0,uq.
(1.7)

1. Le système (1.3) est P-contrôlable à zéro au temps T si, et seulement si,

@y0 P H , Du PU tel que

PST y0 = ´PLTu.
(1.8)

Le problème (1.8) admet une solution si, et seulement si,

Im PST Ď Im PLT . (1.9)
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L’inclusion (1.9) est équivalente à (Cf J.-M. Coron [Cor07], Lemme 2.48 p. 58)

D C ą 0 tel que @ϕ0 PW1,

}S˚
TP

˚ϕ0}2
H

ď C}L˚
TP

˚ϕ0}2
U
.

(1.10)

Calculons l’expression des opérateurs adjoints pPSTq˚ et pPLTq˚ associés àPST etPLT .
Soit y0 P H , u P U et ϕ0 P W. En considérant y et ϕ les solutions des systèmes (1.3)
et (1.5), on a

xPST y0, ϕ0yW = xypT; y0, 0q, ϕpTqyH

=

ż T

0

xBtyps; y0, 0q, ϕpsqyV1,Vds

+

ż T

0
xBtϕpsq, yps; y0, 0qyV1,Vds + xy0, ϕp0qyH

= xy0, ϕp0qyH
et

xPLTu, ϕ0yW = xypT; 0,uq, ϕpTqyH

=

ż T

0
xBtyps; 0,uq, ϕpsqyV1,Vds +

ż T

0
xBtϕpsq, yps; 0,uqyV1,Vds

= xBu, ϕyL2p0,T;V1q,L2p0,T;Vq = xu,B˚ϕyU .

Ainsi
pPSTq˚ : W Ñ H

ϕ0 ÞÑ ϕp0q
et

pPLTq˚ : W Ñ U,

ϕ0 ÞÑ B˚ϕ

où ϕ P Wp0,T;V,V1q est la solution du système (1.5). Nous concluons en injectant
ces expressions de pPSTq˚ et pPLTq˚ dans (1.10).

2. A l’aide de la définition (1.7) de ST et LT , le système (1.3) est P-approximativement
contrôlable au temps T si, et seulement si,

@y0 P H , yT PW, ε ą 0, Du PU tel que

}PLTu +PST y0 ´ yT}W ď ε.

Ceci est équivalent à

@ε ą 0, @zT PW, Du PU tel que

}PLTu ´ zT}W ď ε.

C’est-à-dire
PLTpUq =W.

En d’autres termes
ker pL˚

TP
˚q = t0u. (1.11)

Ainsi le système (1.3) est P-approximativement contrôlable au temps T si, et seule-
ment si, pour tout ϕ0 PW

L˚
TP

˚ϕ0 = B˚ϕ ” 0 ñ ϕ ” 0.
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Remarque 1.3. À l’aide de cette proposition, nous remarquons grâce à la propriété rétro-
grade (1.4) de l’opérateurA˚ que la contrôlabilité à zéro d’un système parabolique linéaire
implique la contrôlabilité approchée de celui-ci. Par contre, en ce qui concerne les systèmes
paraboliques linéaires, la réciproque n’est pas toujours vraie (Cf [AK+14 ; AK+15 ; AKCD15 ;
Dup15]). Comme nous le verrons dans la section 3, cette question n’est pas évidente et est
restée ouverte un certain temps.

Lorsque l’inégalité d’observabilité (1.6) est vérifiée, le système (1.3) est contrôlable, et il
est possible de trouver un contrôle estimé à l’aide de la constante d’observabilité Cobs et de
la donnée initiale. Plus précisément, nous avons le corollaire ci-dessous qui est un résultat
classique en contrôlabilité.

Corollaire 1.1. Supposons que pour tout ϕ0 PW, la solution ϕ du système adjoint (1.5) satisfasse
l’inégalité d’observabilité (1.6). Alors pour toute condition initiale y0 P H , il existe un contrôle
u P L2p0,T;Uq tel que la solution y du système (1.3) vérifie PypTq = 0. De plus, nous avons
l’estimation suivante

}u}2
U ď Cobs}y0}2

H
. (1.12)

Preuve. Nous utiliserons une méthode développée par E. Fernández-Cara et E. Zuazua dans
[FCZ00]. Soit y0 P H , k P N

˚ et considérons le problème de contrôle optimal suivant
$
&
%

minimiser Jkpukq :=
1
2

}uk}2
U
+

k
2

}PykpTq}2
W
,

uk PU,
(1.13)

où yk est la solution dans Wp0,T;V,V1q de
#

Btyk = Ayk +Buk ,

ykp0q = y0.
(1.14)

Il existe une unique solution au problème de contrôle (1.13) (Cf J.-L. Lions [Lio68], p. 128).
De plus, le minimum uk de Jk est caractérisé par la solution du système (1.14), la solution
du système adjoint #

´Btϕk = A
˚ϕk ,

ϕkpTq = kP˚PykpTq
(1.15)

et #
uk = ´B˚ϕk ,

uk PU.
(1.16)

Premièrement, d’après (1.14), (1.15) et (1.16)

Jkpukq = ´1
2

xB˚ϕk ,ukyU +
k
2

xPykpTq,PykpTqyW,

= ´1
2

xB˚ϕk ,ukyU +
k
2

xP˚PykpTq, ykpTqyH ,

= ´1
2

ż T

0
xBuk , ϕkyV1,V +

1
2

xy0, ϕkp0qyH +
1
2

ż T

0
txBtϕk , ykyV1,V + xBtyk , ϕkyV1,Vu,

=
1
2

xy0, ϕkp0qyH .

7
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D’où, pour tout ε ą 0,

Jkpukq ď ε

4
}ϕkp0q}2

H
+

1

4ε
}y0}2

H
. (1.17)

De plus, d’après l’inégalité d’observabilité (1.6) et la définition de Jk ,

}ϕkp0q}2
H

ď Cobs}B˚ϕk}2
U

ď 2CobsJkpukq. (1.18)

Ainsi, en combinant (1.17) et (1.18),

Jkpukq ď ε

2
CobsJkpukq + 1

4ε
}y0}2

H
.

On en déduit que, pour ε = C´1
obs ,

Jkpukq ď Cobs

2
}y0}2

H
. (1.19)

Alors, d’après le Théorème 1.1, (1.19) et (1.13)

}yk}Wp0,T;V,V1q ď eCp1+Tq
`
}y0}H + }Buk}L2p0,T;V1q

˘
,

ď eCp1+TqpC1/2
obs|||B||| + 1q}y0}H ,

(1.20)

où C ne dépend pas de y0 et de k. Ainsi, d’après (1.19) et (1.20), nous en déduisons qu’il
existe des sous-suites, que nous noterons encore pukqkPN˚ et pykqkPN˚ , telles que l’on ait les
convergences faibles suivantes

#
uk á u dansU,

yk á y dans Wp0,T;V,V1q

et la convergence forte

PykpTq Ñ 0 dansW.

Comme yk est solution du système (1.14), En passant à la limite selon k, y est solution du
système (1.14). D’après la Propriété 1.1, l’inclusion

Wp0,T;V,V1q ãÑ Cpr0,Ts;Hq

est continue, d’oùPykpTq converge faiblement dansH versPypTq, et par unicité de la limite
PypTq = 0. Ainsi u est solution dans U de notre problème de contrôle et nous obtenons
l’inégalité (1.12) grâce à (1.19).

Remarque 1.4. Nous verrons dans le dernier chapitre que le contrôle u que l’on trouve dans
la preuve du Corollaire 1.1 est en réalité le contrôle de norme L2 minimale. Nous regarde-
rons également comment il est possible d’utiliser cette preuve afin de construire un schéma
numérique permettant d’approcher ce contrôle de norme minimale à l’aide de la méthodo-
logie développée par F. Boyer dans [Boy13].
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1.4 Contrôlabilité des systèmes d’équations différentielles linéaires ordinaires

Dans cette section, nous mettrons tout d’abord en évidence le fait que les différentes
notions de contrôlabilité sont équivalentes en dimension finie, plus précisément dans le cas
des systèmes d’équations différentielles linéaires ordinaires. Nous donnerons ensuite une
condition nécessaire et suffisante de contrôlabilité de ces systèmes.

Soit n,m P N
˚ et considérons le système d’équations différentielles linéaires ordinaires

#
Bty = Ay + Bu dans p0,Tq,
yp0q = y0,

(1.21)

où y0 P R
n est la donnée initiale, u P L2pr0,Ts;Rmq est le contrôle, A PMnpRq et B PMn,mpRq.

Nous étudierons ici la Πp-contrôlabilité où l’opérateur de projection Πp est défini par
Πp := pIp 0p,n´pq, c’est-à-dire

Πp : R
p ˆ R

n´p Ñ R
p.

py1, y2q ÞÑ y1

Autrement dit, à un vecteur de n composantes, Πp associe les p premières.
Nous commencerons par le lemme suivant qui montre que les différentes notions de

contrôlabilité sont équivalentes pour le système (1.21). Dans la suite, nous noterons ypt; y0,uq
la solution au temps t du système (1.21) pour une condition initiale y0 et un contrôle u.

Lemme 1.1. Les assertions suivantes sont équivalentes

(i) Le système (1.21) est Πp-exactement contrôlable au temps T, i.e. pour tout y0 P R
n et yT P R

p

il existe u P L2pr0,Ts;Rmq tel que

ΠpypT; y0,uq = yT .

(ii) Le système (1.21) est Πp-contrôlable aux trajectoires au temps T, i.e. pour tout y0, y0 P R
n et

u P L2pr0,Ts;Rmq il existe u P L2pr0,Ts;Rmq tel que

ΠpypT; y0,uq = ΠpypT; y0,uq.

(iii) Le système (1.21) est Πp-contrôlable à zéro au temps T, i.e. pour tout y0 P R
n il existe u P

L2pr0,Ts;Rmq tel que
ΠpypT; y0,uq = 0.

(vi) Le système (1.21) est Πp-approximativement contrôlable au temps T, i.e. pour tout nombre réel
ε ą 0, y0 P R

n et yT P R
p il existe un contrôle u P L2pr0,Ts;Rmq tel que

}ΠpypT; y0,uq ´ yT}Rp ď ε.

(v) Pour tout ϕ0 P R
p, la solution ϕ du système

#
´Btϕ = A˚ϕ dans p0,Tq,
ϕpTq = Π˚

pϕ
0

(1.22)

satisfait
B˚ϕ = 0 ñ ϕ = 0. (1.23)
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Preuve. En utilisant le même raisonnement que dans la preuve de la Proposition 1.1, la Πp-
contrôlabilité approchée (1.21) est caractérisée par (1.23). De plus, en utilisant le diagramme
I.1, il suffit de montrer que la Πp-contrôlabilité approchée implique la Πp-contrôlabilité
exacte. Pour tout t P r0,Ts, considérons les opérateurs St et Lt définis par

St : R
n Ñ R

n

y0 ÞÑ ypt; y0, 0q
et

Lt : L2pr0,Ts;Rmq Ñ R
n.

u ÞÑ ypt; 0,uq

Si nous appliquons le même argument que dans la Proposition 1.1, nous concluons en re-
marquant que la Πp-contrôlabilité approchée est équivalente à

Im ΠpLT = Im ΠpLT = R
p (1.24)

et la Πp-contrôlabilité exacte est quant à elle équivalente à la surjectivité de l’opérateur ΠpLT .

Pour les systèmes d’équations différentielles linéaires ordinaires, nous ne parlerons plus
que de Πp-contrôlabilité. Donnons maintenant une caractérisation de la contrôlabilité à
l’aide de la condition dite de Kalman (Cf [KFA69]).

Théorème 1.2. Le système (1.21) est Πp-contrôlable au temps T si, et seulement si,

Ker pK˚Π˚
p q = t0u, (1.25)

où la matrice K est donnée par K = pB|AB|...|An´1Bq.

La matrice K est appelée matrice de Kalman.

Preuve du Théorème 1.2. Soientϕ0 P R
p etϕ la solution dansC1pr0,Ts;Rnq du système adjoint

(1.22). Remarquons premièrement, en utilisant (1.22), que ϕ P C8pr0,Ts;Rnq avec

@ j P N, @t P r0,Ts, d jϕ

dt j
ptq = p´A˚q jϕptq = pp´Aq jq˚ϕptq.

Ainsi, en appliquant B˚ de chaque côté de la dernière égalité, B˚ϕ est également une fonc-
tion de classe C8 avec

@ j P N, @t P r0,Ts, d jpB˚ϕq
dt j

ptq = B˚p´A˚q jϕptq = B˚p´A˚q jepT´tqA˚

Π˚
pϕ

0. (1.26)

D’après le Lemme 1.1, la Πp-contrôlabilité du système (1.21) est équivalente à la propriété
de continuation unique (1.23).
ð Supposons que la condition (1.25) soit vérifiée et que B˚ϕ = 0 sur r0,Ts pour une

donnée initiale ϕ0 P R
p. D’où, d’après (1.26) pour tout t P r0,Ts et j P N,

B˚pA˚q jepT´tqA˚

Π˚
pϕ

0 = 0.

Plus particulièrement, à l’instant t = T,
¨
˚̊
˚̊
˝

B˚

B˚A˚

...
B˚pA˚qn´1

˛
‹‹‹‹‚

Π˚
pϕ

0 = K˚Π˚
pϕ

0 = 0.
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Ainsi, d’après (1.25), ϕ0 = 0 et on en déduit que ϕ = 0 sur r0,Ts.
ñ Supposons maintenant que le système (1.21) est Πp-contrôlable au temps T. Montrons

que kerpK˚Π˚
p q = t0u. Soit ϕ0 P R

p telle que

K˚Π˚
pϕ

0 = 0. (1.27)

Pour tout t P r0,Ts, la solution du système (1.22) est donnée par

ϕptq = epT´tqA˚

Π˚
pϕ

0 =
ÿ

iPN

pT ´ tqi

i!
pA˚qiΠ˚

pϕ
0.

D’où

B˚ϕptq = B˚epT´tqA˚

Π˚
pϕ

0 =
ÿ

iPN

pT ´ tqi

i!
B˚pA˚qiΠ˚

pϕ
0. (1.28)

D’après le Théorème de Cayley-Hamilton,

pA˚qn P VecttI,A˚, ..., pA˚qn´1u,

ainsi par récurrence, pour tout k ě n,

B˚pA˚qkΠ˚
p P VecttB˚Π˚

p ,B
˚A˚Π˚

p , ...,B
˚pA˚qn´1Π˚

p u. (1.29)

Par conséquent, en utilisant (1.27) et (1.29), l’expression (1.28) donne B˚ϕ = 0 sur r0,Ts et
d’après (1.23), ϕ = 0 dans r0,Ts. En particulier, ϕ0 = 0.

2 Quelques outils pour l’étude de la contrôlabilité des systèmes

paraboliques

Dans cette partie, nous présentons certaines techniques permettant d’étudier la contrô-
labilité à zéro des systèmes paraboliques. Afin de comprendre comment et dans quelles
situations les utiliser, nous les appliquerons à des problèmes de contrôlabilité déjà résolus
ou non résolus.

2.1 Inégalités de Carleman

Dans cette section, nous donnerons les inégalités de Carleman et les utiliserons afin d’ob-
tenir un résultat bien connu de contrôlabilité de l’équation de la chaleur avec terme source.
Plus précisément, cette dernière est contrôlable à zéro si le terme source admet une décrois-
sance exponentielle en temps de sa norme à l’instant T. Nous verrons dans la section 2.3
que cette condition n’est pas nécessaire.

Avant de présenter les inégalités de Carleman, nous introduirons tout d’abord quelques
notations. Soit un domaine non vide borné Ω deRN (N P N

˚) avec une frontière BΩ de classe
C2 et T ą 0. Nous noterons QT := Ω ˆ p0,Tq et ΣT := BΩ ˆ p0,Tq. Pour s, λ ą 0, p P R et
u P L2pQTq, nous définissons les fonctionnelles suivantes :

I1pp,uq := spλp+1
ĳ

QT

e´2sαξpu2 + sp´2λp´1
ĳ

QT

e´2sαξp´2|∇u|2 (2.1)

11
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et

I2pp,uq := spλp+1

ĳ

QT

e´2sαξpu2

+sp´2λp´1

ĳ

QT

e´2sαξp´2|∇u|2 + sp´4λp´3

ĳ

QT

e´2sαξp´4t|∆u|2 + |Btu|2u,
(2.2)

où, pour tout px, tq P QT ,

αpt, xq :=
expp kpm+1q

m λ}η0}8q ´ exprλpk}η0}8 + η
0pxqqs

tmpT ´ tqm (2.3)

et

ξpt, xq :=
exprλpk}η0}8 + η

0pxqqs
tmpT ´ tqm , (2.4)

avec m P N
˚, k ą m et η0 P C2pΩq une fonction satisfaisant pour κ ą 0 et B un ouvert non

vide de Ω
|∇η0| ě κ dans ΩzB, η0 ą 0 dans Ω et η0 = 0 sur BΩ.

La démonstration de l’existence d’une telle fonction η0 peut être trouvée dans [FI96, Lemme
1.1, Chap. 1] (Cf également [Cor07, Lemme 2.68, Chap. 2]).

Lemme 2.1 (Inégalités de Carleman, [FI96]). Soit u0 P L2pΩq et f P L2pQTq. Alors il existe une
constante C0 dépendant uniquement de Ω et B telle que la solution du système

$
’’&
’’%

´Btu ´ ∆u = f dans QT ,

u = 0 sur ΣT ,

up¨,Tq = u0 dans Ω,

satisfasse

I2pp,uq ď C0

¨
˚̋spλp+1

ĳ

Bˆp0,Tq

e´2sαξp|u|2 + sp´3λp´3
ĳ

QT

e´2sαξp´3| f |2

˛
‹‚, (2.5)

pour tout λ ě C et s ě s0 := CpT2m + T2m´1q.

On peut trouver le Lemme 2.1 dans [FI96], bien que la démonstration soit faite pour
m = 1. Une légère modification de la preuve permet d’obtenir le résultat énoncé. Dans cette
section, nous utiliserons ces inégalités de Carleman pour m = 1 et λ constant, nous aurons
tout de même besoin de la forme générale dans la section 3.2 et le premier chapitre.

Montrons maintenant comment déduire des résultats de contrôlabilité à l’aide des in-
égalités de Carleman ci-dessus. Soit ω un ouvert non vide de Ω, γ un ensemble non vide
relativement ouvert dans BΩ et

ρ := e2s0α. (2.6)

Considérons les équations de la chaleur avec terme source

$
’&
’%

Bty = ∆y + 1ωu + g dans QT ,

y = 0 sur ΣT ,

yp¨, 0q = y0 dans Ω,

(2.7)
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et
$
’&
’%

Btz = ∆z + g dans QT ,

z = 1γv sur ΣT ,

zp¨, 0q = z0 dans Ω,

(2.8)

où y0 P L2pΩq et z0 P H´1pΩq sont les données initiales, u P L2pQTq et v P L2pΣTq sont
les contrôles et g P L2

ρpQTq (voir notations au début du manuscrit) est le terme source.
D’après le Théorème 1.1 et la Propriété 1.1, le système (2.7) admet une unique solution
dans L2p0,T; H1

0pΩqq X C0pr0,Ts; L2pΩqq et par transposition (Cf [FCGBT10 ; TW09]), le sys-
tème (2.8) admet également une unique solution dans L2pQTq X C0pr0,Ts; H´1pΩqq. Pour
une fonction g P L2

ρpΩq, nous dirons que le système (2.7) (resp. (2.8)) est contrôlable à zéro, si
pour tout y0 P L2pΩq (resp. z0 P H´1pΩq), il est possible de trouver une contrôle u P L2pQTq
(resp. v P L2pΣTq) tel que la solution y du système (2.7) (resp. (2.8)) satisfait ypTq ” 0 (resp.
zpTq ” 0) sur Ω. Pour tout t P r0,Ts, on notera ypt; y0, g,uq la solution de (2.7) pour la donnée
initiale y0, le terme source g et le contrôle u. De façon similaire, nous utiliserons la notation
zpt; z0, g, vq.

Nous commencerons par donner une caractérisation de la contrôlabilité de l’équation
de la chaleur avec des termes sources appartenant à l’espace L2

ρpQTq.

Proposition 2.1. 1. Le sytème (2.7) est contrôlable à zéro pour tout terme source de L2
ρpQTq au

temps T si, et seulement si, il existe une constante Cobs ą 0 telle que pour tout ϕ0 P L2pΩq la
solution ϕ P Wp0,Tq du système adjoint

$
’’&
’’%

´Btϕ = ∆ϕ dans QT ,

ϕ = 0 sur ΣT ,

ϕp¨,Tq = ϕ0 dans Ω

(2.9)

satisfait l’inégalité d’observabilité

}ϕp0q}2
L2pΩq

+

ĳ

QT

ρ´1ϕ2 ď Cobs

ż T

0
}1ωϕ}2

L2pΩq
, (2.10)

où ρ est donné par (2.6).

2. Le système (2.7) est approximativement contrôlable pour tout terme source de L2
ρpQTq au temps

T si, et seulement si, pour tout ϕ0 P L2pΩq la solution ϕ du système (2.9) satisfait

1ωϕ = 0 ñ ϕ = 0.

Preuve. Pour démontrer cette proposition, il suffit de suivre les arguments de la preuve de
la Proposition 1.1 pour les opérateurs St et Lt définis comme suit pour tout t P r0,Ts

St : L2pΩq ˆ L2
ρpQTq Ñ L2pΩq

py0, gq ÞÑ ypt; y0, g, 0q
et

Lt : L2pQTq Ñ L2pΩq
u ÞÑ ypt; 0, 0,uq.

(2.11)

13
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Calculons les opérateurs adjoints à ST et LT . Soit y0 P L2pΩq, g P L2
ρpQTq, u P L2pQTq et

ϕ0 P L2pΩq. En considérant y et ϕ les solutions des systèmes (2.7) et (2.9), on obtient

xSTpy0, gq, ϕ0yL2pΩq = xypT; y0, g, 0q, ϕpTqyL2pΩq

=

ż T

0

xBtyps; y0, g, 0q, ϕpsqyH´1pΩq,H1
0
pΩqds

+

ż T

0
xBtϕpsq, yps; y0, g, 0qyH´1pΩq,H1

0 pΩqds + xy0, ϕp0qyL2pΩq

= xy0, ϕp0qyL2pΩq + xg, ϕpsqyL2
ρpQTq,L2

ρ´1 pQTq

et de la même manière
xLTu, ϕ0yL2pΩq = xu,1ωϕyL2pQTq.

Ainsi S˚
T et L˚

T sont définis par

S˚
T : L2pΩq Ñ L2pΩq ˆ L2

ρ´1 pQTq

ϕ0 ÞÑ pϕp0q, ϕq
et

L˚
T : L2pΩq Ñ L2pQTq,

ϕ0 ÞÑ 1ωϕ

oùϕ P Wp0,Tq est la solution du système (2.9). Nous concluons en adaptant le raisonnement
de la preuve de la proposition 1.1 et en remplaçant dans (1.10) et (1.11) les expressions de
S˚

T et L˚
T .

Remarque 2.1. La caractérisation par inégalité d’observabilité de la contrôlabilité à zéro de
l’équation de la chaleur est différente selon que le terme source est nul ou non. Par contre, on
remarque que la caractérisation par la propriété de continuation unique de la contrôlabilité
approchée est identique. On observe donc une différence entre ces deux concepts.

Une fois qu’une inégalité de Carleman associée au système est établie, il ne reste plus
qu’à en déduire l’inégalité d’observabilité pour ainsi montrer la contrôlabilité à zéro du sys-
tème (2.7). Cette étape est classique et donc la plupart du temps omise. Nous allons mon-
trer comment procéder en reprenant les arguments que l’on peut trouver par exemple dans
[Dou+02].

Proposition 2.2. Il existe une constante C telle que pour tout ϕ0 P L2pΩq la solution correspon-
dante ϕ de (2.9) satisfait

}ϕp¨, 0q}2
L2pΩq

+

ĳ

QT

ρ´1ϕ2 ď eCp1+1/Tq

ĳ

qT

φ2,

où qT := ωˆ p0,Tq et ρ est donné par (2.6).

Preuve. Soit ϕ0 P L2pΩq et ϕ la solution correspondante du système adjoint (2.9). En multi-
pliant (2.9) par ϕ et en intégrant sur Ω, nous obtenons

´ d
dt

ż

Ω
ϕ2 ď 0.

Nous en déduisons que pour tout t1 t2 P r0,Ts tels que t1 ď t2,

}ϕp¨, t1q}2
L2pΩq

ď }ϕp¨, t2q}2
L2pΩq

. (2.12)

14



2. Quelques outils pour l’étude de la contrôlabilité des systèmes paraboliques

Ainsi pour tout t P rT/4, 3T/4s

}ϕp¨,T/4q}2
L2pΩq

ď }ϕp¨, tq}2
L2pΩq

.

Ce qui donne en intégrant sur rT/4, 3T/4s

}ϕp¨,T/4q}2
L2pΩq

ď 2

T

ż 3T/4

T/4
}ϕp¨, tq}2

L2pΩq
. (2.13)

En combinant (2.12) pour t1 = 0 et t2 = T/4 et l’inégalité (2.13), on obtient

}ϕp¨, 0q}2
L2pΩq

ď 2

T

ż 3T/4

T/4
}ϕp¨, tq}2

L2pΩq
. (2.14)

Nous remarquons qu’il existe deux constantes C1, C2 qui dépendent de ω et Ω mais pas de
T telles que

e´2sα ě C1e´C2s/T2

.

On en déduit à l’aide du Lemme 2.1 pour p := 0 et B := ω que

ż 3T/4

T/4
}ϕp¨, tq}2

L2pΩqndt ď C1eC2s/T2

ĳ

QT

e´2sα|ϕ|2

ď C1eC2s/T2

ĳ

qT

e´2sα|ϕ|2.
(2.15)

Comme e´2sα ď 1, les inégalités (2.14) et (2.15) donnent

}ϕp¨, 0q}2
L2pΩqn +

ĳ

QT

e´2sα|ϕ|2 ď C1eC3p 1
T +

s
T2 q

ĳ

qT

|ϕ|2,

où C3 est une constante strictement positive. On conclut en prenant s := s1 où s1 est donné
dans le Lemme 2.1.

D’après la Proposition 2.1, on déduit de l’inégalité d’observabilité obtenue dans la Pro-
position 2.2 que le système (2.7) est contrôlable à zéro pour toute donnée initiale et tout
terme source dans L2

ρpQTq. En utilisant les mêmes arguments que dans le Corollaire 1.1, on
obtient une estimation du contrôle en fonction du terme source et de la donnée initiale.

Théorème 2.1. Le système (2.7) est contrôlable à zéro pour tout terme source dans L2
ρpQTq, i.e. pour

toute donnée initiale y0 P L2pΩq et tout terme source g P L2
ρpQTq il existe un contrôle u P L2pQTq

tel que la solution du système (2.7) soit nulle à l’instant T. De plus, nous avons l’estimation

}u}L2pQTq ď eCp1+1/Tqp}y0}L2pΩq + }g}L2
ρpQTqq.

A l’aide du Théorème 2.1, on peut en déduire un résultat de contrôlabilité sur le système
(2.8).

Corollaire 2.1. Le système (2.8) est contrôlable à zéro pour tout terme source dans L2
ρpQTq, i.e. pour

toute donnée initiale z0 P H´1pΩq et tout terme source g P L2
ρpQTq il existe un contrôle v P L2pΣTq

tel que la solution du système (2.8) soit nulle à l’instant T.
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Preuve. Soit z0 P H´1pΩq et z la solution du système (2.8) sur p0,Tq pour un contrôle nul.
Nous pouvons nous ramener tout d’abord à une donnée initiale suffisamment régulière. En
effet, comme z P W2,1

2
pΩ ˆ p0,T/2qq (Cf [Bre83, p. 205]), à l’aide de la Propriété 1.1, nous

avons zpT/2q P H1
0
pΩq.

Nous utilisons maintenant des idées que l’on peut trouver dans [AK+11a ; BGBPG04b ;
GBPG06]. Considérons rΩ un ouvert non vide de frontière BrΩ de classe C2 tel que Ω Ă rΩ,
BΩzBrΩ Ă γ et Ω0 := rΩzΩ ‰ ∅. Soit ω un ouvert non vide strictement inclus dans Ω0 (Cf
Figure I.2), g la fonction de L2prΩ ˆ p0,Tqq nulle sur Ω0 ˆ pT/2,Tq et égale à g sur Ω ˆ pT/2,Tq
et ry0 la fonction de L2prΩq nulle sur Ω0 et égale à zpT/2q sur Ω. D’après le Théorème 2.1, le
système

$
’’&
’’%

Btry = ∆ry + 1ωu + g dans rΩ ˆ pT/2,Tq,
ry = 0 sur BrΩ ˆ pT/2,Tq,
ryp¨,T/2q = zp¨,T/2q dans rΩ

(2.16)

est contrôlable à zéro sur l’intervalle de temps pT/2,Tq, plus précisément il existe un contrôle
u P L2prΩ ˆ pT/2,Tqq telle que la solution ry soit nulle à l’instant T. Puisque ry P W2,1

2 pQTq,
alors ry|ΣT

appartient à L2pΣTq (Cf H. Brezis [Bre83]). Ainsi les fonctions

z :=

#
z dans Ω ˆ p0,T/2q,
ry dans Ω ˆ pT/2,Tq et v :=

#
0 sur γˆ p0,T/2q
ry sur γˆ pT/2,Tq

sont solutions du système (2.8) et de plus zpTq = 0 dans Ω.

ω

Ω0

Ω

γ

Figure I.2: Méthode d’extension

2.2 Méthode des moments

Pour étudier la contrôlabilité à zéro interne et par le bord de l’équation de la chaleur
avec un terme source, en dimension un d’espace, nous reprenons dans cette section les ar-
guments de H.O. Fattorini et D.L. Russell développés dans [FR71 ; FR74].

Soit T, Ω := pa, bq Ă R et ω := pa0, b0q avec a0, b0 P ra, bs et ta0, b0u ‰ ta, bu. On notera
QT := pa, bq ˆ p0,Tq et qT := pa0, b0q ˆ p0,Tq. Considérons les équations de la chaleur non
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2. Quelques outils pour l’étude de la contrôlabilité des systèmes paraboliques

homogènes avec contrôle interne
$
’’&
’’%

Bty = Bxxy + g + 1ωu dans pa, bq ˆ p0,Tq,
ypa, ¨q = ypb, ¨q = 0 sur p0,Tq,
yp¨, 0q = y0 dans pa, bq

(2.17)

et contrôle par le bord
$
’’&
’’%

Btz = Bxxz + g dans pa, bq ˆ p0,Tq,
zpa, ¨q = v, zpb, ¨q = 0 sur p0,Tq,
zp¨, 0q = z0 dans pa, bq,

(2.18)

où y0 P L2pΩq et z0 P H´1pΩq sont les conditions initiales, u P L2pQTq et v P L2p0,Tq les
contrôles et g P L2pΩq le terme source. Avec les mêmes arguments que dans la section pré-
cédente, les systèmes (2.17) et (2.18) sont bien posés.

Nous utiliserons ici une caractérisation de la contrôlabilité à zéro autre que celle par
inégalité d’observabilité. Constatons tout d’abord que pour tout ϕ0 P L2pΩq

xyp¨,Tq, ϕ0yL2pΩq ´ xy0, ϕp¨, 0qyL2pΩq =

ĳ

QT

gϕ +
ĳ

qT

ϕu, (2.19)

où ϕ est la solution du système adjoint suivant :
$
’’&
’’%

´Btϕ = Bxxϕ dans pa, bq ˆ p0,Tq,
ϕpa, ¨q = ϕpb, ¨q = 0 sur p0,Tq,
ϕp¨,Tq = ϕ0 dans pa, bq.

(2.20)

Nous remarquons que le système (2.17) est contrôlable à zéro si, et seulement si, pour toute
donnée initiale y0 P L2pΩq il existe u P L2pQTq tel que

´ xy0, ϕp¨, 0qyL2pΩq =

ĳ

QT

gϕ +
ĳ

qT

ϕu, @ϕ0 P L2pΩq. (2.21)

En effet, d’après (2.19), l’égalité (2.21) est équivalente à xyp¨,Tq, ϕ0yL2pΩq = 0 pour tout ϕ0 P
L2pΩq, et donc que yp¨,Tq = 0 sur Ω.

Cette formulation a pour avantage de pouvoir étudier la contrôlabilité du système (2.17)
pour chaque donnée initiale y0 séparément, ce que nous utiliserons également pour le ré-
sultat négatif de contrôlabilité donné dans le Théorème 2.3 de la section suivante.

Théorème 2.2. Soit g :=
ř

kPN˚

gkwk P L2pa, bq. S’il existe deux constantes C1 ą 0 et C2 ą b ´ a

telles que
|gk| ď C1e´C2k pour tout k P N

˚, (2.22)

alors le système (2.17) est contrôlable à zéro au temps T.

Soit pµkqkPN˚ et pwkqkPN˚ les valeurs propres et les fonctions propres normalisées asso-
ciées à l’opérateur ´Bxx avec les conditions aux bords de Dirichlet homogène sur BΩ. La
famille pwkqkPN˚ forme une base orthonormale de L2pΩq. La preuve du Théorème 2.2 repose
essentiellement sur le lemme suivant :
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Lemme 2.2 (Cf [FR71]). Il existe une suite pqkqkPN˚ Ď L2p0,Tq biorthogonale à la famille pe´µk tqkPN˚ ,
c’est-à-dire

xqk , e´µltyL2p0,Tq = δkl

pour tout k, l P N
˚. De plus, pour tout ε ą 0, il existe une constante Cε = CεpTq telle que pour tout

k P N
˚

}qk}L2p0,Tq ď Cεepb´a+εqk .

Nous aurons également besoin du lemme ci-dessous.

Lemme 2.3 (Cf [AK+15]). Il existe une fonction f P L2pa, bq telle que Supp p f q Ă ω et pour tout
ε ą 0 on a pour une constante β

inf
kě1

fkk3 = β ą 0,

où, pour tout k P N
˚, fk :=

şb
a f wk .

Preuve du Théorème 2.2. Afin de simplifier les notations, nous supposerons que a = 0 et b =

π. Dans ce cas, µk = k2 et wk =

b
2
π sinpkxq. Soit y0, g P L2p0, πq avec y0 :=

8ř
k=1

y0
kwk et

g :=
8ř

k=1
gkwk satisfaisant (2.22). Nous chercherons un contrôle de la forme upx, tq = γptq f pxq

où γ P L2p0,Tq et f est définie dans le Lemme 2.3. Ainsi, en prenant ϕ0 := wk pour tout
k P N

˚ dans (2.21), le système (2.17) est contrôlable à zéro s’il existe une fonction γ P L2p0,Tq
satisfaisant ż T

0
e´k2tγpT ´ tqdt =Mk , @k P N

˚, (2.23)

où

Mk :=
´1
fk

ˆ
y0

ke´k2T +

ż T

0
gke´k2t

˙
.

Le problème (2.23) porte le nom de problème des moments. En utilisant la suite pqkqkPN˚ du
Lemme 2.2, la fonction définie par γptq :=

ř
kPN˚ MkqkpT´tq est une solution de ce problème

des moments. Il reste à démontrer que γ P L2p0,Tq. Nous avons

|Mk|2 ď 2p|y0
k |2e´2k2T + |gk|2q/ f 2

k ,

Nous en déduisons à l’aide de (2.22) l’inégalité

|Mk|2 ď Cβ´2k6e´2C2kpC2
1 + }y0}2

L2pΩq
q.

Puisque C2 ą π, nous obtenons à l’aide du Lemme 2.2 pour ε suffisamment petit

}v}2
L2p0,Tq

ď
ř

kPN˚

Cβ´2k6C2
εe

2pπ+ε´C2qkpC2
1 + }y0}2

L2pΩq
q ă 8.

Remarque 2.2. Le Théorème 2.2 peut être démontré également dans le cas d’un terme source
dépendant du temps et de l’espace. Plus précisément, pour tout élément g de L8p0,T; L2pΩqq
donné par gpx, tq :=

ř
kPN˚

gkptqwkpxq satisfaisant

}gk}L8p0,Tq ď C1e´C2k pour tout k P N
˚,

avec C1 ą 0 et C2 ą b ´ a, le système (2.17) est contrôlable à zéro au temps T.
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Remarque 2.3. Nous pouvons remarquer que ces résultats sont sensiblement différents de
ceux de la section précédente obtenus à l’aide des inégalités de Carleman. Par exemple, la
condition (2.22) est satisfaite pour le second membre g donné par gpx, tq = sinpxq pour tout
px, tq P QT qui ne vérifie pas eC/pT´tqg P L2pQTq.

Le Théorème 2.2 permet de déduire un résultat de contrôlabilité par le bord.

Corollaire 2.2. Soit g :=
ř

kPN˚

gkwk P L2pa, bq. S’il existe deux constantes C1 ą 0 et C2 ą b ´ a

telles que

|gk| ď C1e´C2k pour tout k P N
˚, (2.24)

alors le système (2.18) est contrôlable à zéro au temps T.

Preuve. Sans perte de généralité, nous démontrerons le Corollaire 2.2 pour a := 0 et b := π.
Soit z0 P H´1p0, πq et g P L2p0, πq avec g satisfaisant (2.24). Quitte à ne contrôler qu’à partir
de t = T/2, nous pouvons supposer que z0 P L2p0, πq. Ces deux fonctions z0 et g peuvent
s’écrire de la façon suivante :

z0pxq :=
ÿ

kPN˚

z0
kwkpxq et gpxq :=

ÿ

kPN˚

gkwkpxq pour tout x P p0, πq,

où pz0
kqkPN˚ , pgkqkPN˚ P �2 et wk =

b
2
π sinpkxq. Nous souhaitons trouver un contrôle v P

L2p0,Tq tel que la solution du système

$
’’&
’’%

Btz = ∆z + g dans p0, πq ˆ p0,Tq,
zp0, ¨q = v, zpπ, ¨q = 0 sur p0,Tq,
zp¨, 0q = z0 dans p0, πq,

(2.25)

soit nulle à l’instant T. Considérons les fonctions z0, g P L2p´π, πq définies par

z0pxq :=
ÿ

kPN˚

z0
kwkpxq et gpxq :=

ÿ

kPN˚

gkwkpxq pour tout x P p´π, πq.

Soit ω Ă p´π, 0q. D’après le Théorème 2.2, il existe un contrôle u P L2pp´π, πq ˆ p0,Tqq tel
que la solution du système

$
’’&
’’%

Bty = ∆y + g + 1ωu dans p´π, πq ˆ p0,Tq,
yp´π, ¨q = ypπ, ¨q = 0 sur p0,Tq,
yp¨, 0q = z0 dans p´π, πq,

soit nulle à l’instant T. Comme y P Wp0,Tq, alors d’après la Propriété 1.1 yp¨, 0q P L2p0, πq.
Nous remarquons par conséquent que le couple pz, vq donné par pz, vq := py|p0,πqˆp0,Tq, y|t0uˆp0,Tqq
est solution du système (2.25) dans Wp0,Tq ˆ L2p0,Tq. De plus zpTq = ypTq|p0,πq = 0 dans
p0, πq.
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2.3 Une méthode pour montrer la non contrôlabilité

Une façon de montrer qu’un système n’est pas contrôlable est de nier l’inégalité d’ob-
servabilité associée ou l’égalité (2.21). Nous présenterons dans cette section une méthode
que l’on peut trouver dans [GI13] où les auteurs étudient la contrôlabilité d’une équation
de la chaleur avec un terme de mémoire. Nous l’emploierons ici pour démontrer de nou-
veaux résultats de contrôlabilité à zéro de l’équation de la chaleur avec second membre.
Nous utiliserons ensuite cette technique dans le chapitre III.

Nous reprenons les notations de la section précédente.

Théorème 2.3. Pour tout ε P p0, 1q et C1,C2 ą 0 il existe une fonction g P L8pa, bq définie par

g :=
ÿ

kPN˚

σkC1e´C2k1´ε

wk ,

où pσkqkPN˚ P t´1, 1uN˚
telle que le système (2.18) ne soit contrôlable à zéro au temps T pour aucune

donnée initiale z0 P L2pa, bq.

Preuve. Nous supposerons également dans cette preuve que a := 0 et b := π afin de simpli-
fier les calculs. A l’aide des mêmes arguments qu’en (2.21), on montre que le système (2.18)
est contrôlable à zéro si, et seulement si, pour toute donnée initiale z0 P H´1p0, πq, il existe
un contrôle v P L2p0,Tq tel que pour tout ϕ0 P H1

0
p0, πq

´ xz0, ϕp¨, 0qyH´1,H1
0
=

ĳ

QT

gϕ +
ż T

0

vptqBxϕp0, tqdt, (2.26)

où ϕ est la solution du système (2.20). Soit z0 P L2p0, πq. Nous remarquons que, dans ce cas,
nous avons

xz0, ϕp¨, 0qyH´1,H1
0
=

ż π

0

ϕp¨, 0qz0.

L’idée est de montrer qu’il existe des constantes γA, βA, γB, βB, γC, βC, une suite de données
initiales pϕ0,MqMPN˚ et une fonction g P L2p0, πq telles que, si l’on note ϕM est la solution du
système (2.20) pour les données initiales ϕ0,M, on ait dans (2.26)

A :=

ˇ̌
ˇ̌
ż T

0

Bxϕ
Mp0, tq2dt

ˇ̌
ˇ̌ ď γAe´βAM1´ε/2

, (2.27)

B :=

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
ˇ

ĳ

QT

gϕM

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
ˇ

ě γBe´βBM1´3ε/4

et C :=

ˇ̌
ˇ̌
ż π

0

ϕMp¨, 0qz0

ˇ̌
ˇ̌ ď γCe´βCM2

. (2.28)

Ainsi, lorsque M tend vers l’infini, l’égalité (2.26) ne peut plus être vraie.

Construction de la suite de données initiales pϕ0,MqMPN˚ :
Soit M P N

˚. Nous chercherons cette suite de données initiales sous la forme

ϕ0,M =

M+mÿ

k=M+1

ϕ0,M
k wk ,
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où m P N
˚, ϕ0,M

M+k P R pour tout k P tM + 1, ...,M + mu et max
k

|ϕ0,M
k | = 1. L’objectif est

de trouver ϕ0,M tel que, pour cette donnée initiale, la solution du système (2.20) satisfasse
(2.27). Remarquons tout d’abord que l’intégrale A est donnée par

A :=
ż T

0

ˇ̌
ˇ̌
ˇ

M+mÿ

k=M+1

ke´k2tϕ0,M
k

ˇ̌
ˇ̌
ˇ

2

dt. (2.29)

Pour tout k ě 1, nous pouvons écrire A comme suit:

A =
ż T

0

ˇ̌
ˇ̌
ˇ

mÿ

k=1

pM + kqe´pM2+2Mk+k2qtϕ0,M
M+k

ˇ̌
ˇ̌
ˇ

2

dt =
ż T

0
e´2M2thMptqdt, (2.30)

où, pour tout t P r0,Ts, hMptq := fMptq2 avec

fMptq :=
mÿ

k=1

pM + kqe´p2Mk+k2qtϕ0,M
M+k .

Soit d P N
˚. Après 2d + 1 intégrations par parties, en utilisant (2.30), nous obtenons

A =
hMpTqe´2M2T ´ hMp0q

´2M2
+

ż T

0

e´2M2t

2M2
hp1q

M ptqdt,

=
2dř
l=0

hplq
M pTqe´2M2T ´ hplq

M p0q
´p2M2ql+1

+

ż T

0

e´2M2t

p2M2q2d+1
hp2d+1q

M ptqdt.

Regardons comment imposer les 2d + 1 conditions suivantes :

hplq
M p0q = 0, pour tout l P t0, ..., 2du.

En utilisant la formule de Leibniz

hplq
M =

lÿ

k=0

˜
l
k

¸
f pkq f pl´kq,

ces dernières conditions sont satisfaites si

f plq
M p0q = 0 pour tout l P t0, ..., du.

Ce qui signifie

mÿ

k=1

pM + kqp´2Mk ´ k2qlϕ0,M
M+k = 0 pour tout l P t0, ..., du. (2.31)

Nous avons ci-dessus un système de d+1 équations avec m inconnues. Choisissant d := m´2,
l’ensemble des solutions non triviales est non vide. Comme (2.31) est un système linéaire
homogène, nous pouvons choisir ϕ0,M

M+1, ..., ϕ
0,M
M+m de sorte que

max
k

|ϕ0,M
k | = 1. (2.32)

Soit pϕ0,M
M+1, ϕ

0,M
M+2, ..., ϕ

0,M
M+mq une de ces solutions et définissons

ϕ0,M :=
mÿ

k=1

ϕ0,M
M+kwk .
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Ainsi, puisque hplq
M p0q = 0, pour tout l P t0, ..., 2m ´ 4u,

A =
2m´4ÿ

l=0

hplq
M pTqe´2M2T

´p2M2ql+1
+

ż T

0

e´2M2t

p2M2q2m´3
hp2m´3q

M ptqdt.

En utilisant la définition de hM et de fM, pour tout t P r0,Ts et tout l P t0, ..., 2m ´ 4u,

hplq
M ptq =

lř
k=0

˜
l
k

¸
f pkqptq f pl´kqptq,

=
lř

k=0

˜
l
k

¸«
mř

j=1
pM + jqp´2Mj ´ j2qke´p2Mj+ j2qtϕ0,M

M+ j

ff

¨
«

mř
j=1

pM + jqp´2Mj ´ j2ql´ke´p2Mj+ j2qtϕ0,M
M+ j

ff
.

Donc

}hplq
M }8 ď

mř
i, j=1

pM + iqpM + jq
lř

k=0

˜
l
k

¸
p2Mi + i2qkp2Mj + j2ql´k

ď m2pM +mq2p4Mm + 2m2ql.

D’où, puisque max
k

|ϕ0,M
k | = 1, choisissant

m :=M1´ε/2,

(nous pouvons supposer que m P N) nous avons

A ď e´2M2T
2m´4ř

l=0

m2pM +mq2p4Mm + 2m2ql

p2M2ql+1

+
m2pM +mq2p4Mm + 2m2q2m´3

p2M2q2m´3
,

ď e´2M2T
2m´4ř

l=0

pM1´ε/2q24M2pM1´ε/2qlp8Mql

p2M2ql+1

+
pM1´ε/2q24M2pM1´ε/2q2m´3p8Mq2m´3

p2M2q2m´3
,

ď e´2M2T
2m´4ř

l=0

22l+1

Mεl/2´2+ε
+

24m´4

Mεpm+1q´3ε/2´4
,

ď Ce´M2T + Ce4M1´ε/2ln2´εM1´ε/2lnM,

où C est indépendant de M. Ainsi, il existe des constantes γA, βA ą 0 telles que, pour M
assez grand, nous avons l’estimation

A ď γAe´βAM1´ε/2
, (2.33)

où γA, βA ne dépendent pas de M.

Construction du terme source g
Considérons θ := pθ1, θ2, ...q P �8 de sorte que pour tout s P N

˚

p0, ..., 0, θ2s , ..., θ2s´1´1, 0, ...q := pϕ0,2s

k qkPN˚ .
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Soit g =
ř

kPN˚ gkwk une fonction de L2p0, πq où pour tout k P N
˚

gk := C1signpθkqe´C2k1´ε

.

Soit s P N
˚ et M := 2s. D’après (2.32), on a

B =
ÿ

kPN˚

1 ´ e´k2T

k2
gkϕ

0,M
k ě γBe´βBM1´3ε/4

, (2.34)

où γB, βB sont indépendantes de M. On remarque également que

C =

ˇ̌
ˇ̌
ˇ

mÿ

k=1

e´2pM+kq2Tz0
M+kϕ

0,M
M+k

ˇ̌
ˇ̌
ˇ ď Me´2M2T}z0}L2p0,πq ď γCe´βCM2 }z0}L2p0,πq, (2.35)

pour deux constantes positives γC, βC indépendantes de M. En combinant (2.33), (2.34) et
(2.35), nous obtenons une contradiction avec (2.26) pour M assez grand.

En utilisant les mêmes arguments que dans la preuve du Corollaire 2.2, on obtient le
résultat suivant.

Corollaire 2.3. Soit ε P p0, 1q. Il existe une fonction g définie par

g :=
ÿ

kPN˚

σkC1e´C2k1´ε

wk ,

où C1,C2 ą 0, σ2k P t´1, 1uN˚
et σ2k+1 = 0 pour tout k P N

˚, telle que le système (2.17) ne soit
contrôlable à zéro au temps T pour aucune donnée initiale y0 P L2pa, bq.

Remarque 2.4. Ces différents résultats ont des conséquences directes quant à la contrôlabilité
exacte de l’équation de la chaleur. Plus précisément, en considérant y0 P L2pΩq et yT P H2pΩq
(avec les notations du début de la section 2), chercher un contrôle u P L2pQTq tel que la
solution du système $

’’&
’’%

Bty = ∆y + 1ωu dans QT ,

y = 0 sur ΣT ,

yp¨, 0q = y0 dans Ω

(2.36)

soit égale à yT à l’instant T revient à chercher un contrôle u P L2pQTq de sorte que w := y´yT

qui est solution du système

$
’’&
’’%

Btw = ∆w + 1ωu + ∆yT dans QT ,

w = 0 sur ΣT ,

wp¨, 0q = y0 ´ yT dans Ω

(2.37)

soit nulle à l’instant T. Nous obtenons donc des exemples de cibles en dimension un qui sont
atteignables ou non atteignables. Nous remarquons de plus que ces cibles non atteignables
obtenues dans cette section le sont pour toute donnée initiale de L2pΩq.
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2.4 Construction de contrôles réguliers

Cette section développe deux méthodes de construction de contrôles réguliers pour
l’équation de la chaleur. Nous détaillerons dans un premier temps une technique élaborée
par V. Barbu dans [Bar00] où l’auteur obtient des contrôles L8 grâce à la méthode de dua-
lité développée par A. V. Fursikov et O. Y. Imanuvilov dans [FI96]. Nous réutiliserons cette
méthode dans la section 2.5, ainsi que dans le chapitre suivant. Dans un deuxième temps,
nous donnerons une technique élaborée et utilisée dans une suite d’articles [BGBPG04b ;
BGBPG04c ; BGBPG04a ; GBPG06] où les auteurs souhaitent avoir des contrôles L8 afin
d’étudier la contrôlabilité d’un système non linéaire. Nous montrerons comment ces ou-
tils permettent de contrôler l’équation de la chaleur avec un contrôle de classe Ck (k P N).

Soit un domaine non vide borné Ω de R
N (N P N

˚) avec une frontière BΩ de classe C2,
T ą 0 et un ouvert non vide ω de Ω. Nous noterons QT := Ω ˆ p0,Tq et ΣT := BΩ ˆ p0,Tq.

Utilisation des inégalités de Carleman : la méthode de V. Barbu

Nous étudierons dans cette section le système suivant :
$
’’&
’’%

Bty = ∆y + θ0u dans QT ,

y = 0 sur ΣT ,

yp¨, 0q = y0 dans Ω,

(2.38)

où la frontière BΩ sera supposé de classe C8 et θ0 est une fonction appartenant à C8pΩq
vérifiant pour un ouvert non vide ω0 strictement inclus dans ω

$
’’&
’’%

θ0 = 1 sur ω0,

Supppθ0q Ă ω,

0 ď θ0 ď 1.

(2.39)

Rappelons tout d’abord le système adjoint associé à (2.38)
$
’’&
’’%

´Btϕ = ∆ϕ dans QT ,

ϕ = 0 sur ΣT ,

ϕp¨,Tq = ϕ0 dans Ω.

(2.40)

En utilisant les arguments développés dans la preuve de la Proposition 2.2, on peut montrer
l’inégalité suivante :

Lemme 2.4. Pour tout ϕ0 P L2pΩq, la solution correspondante ϕ de (2.40) satisfait

}ϕp¨, 0q}2
L2pΩqn ď Cobs

ĳ

QT

e´2s0αθ2
0ϕ

2,

où Cobs := eCp1+1/Tq avec C une constante indépendante de ϕ0, α donnée en (2.3) et s0 défini dans le
Lemme 2.1.

La solution de (2.40) est assez régulière si la donnée initiale l’est également. Plus préci-
sément :
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Lemme 2.5. (Cf L. C. Evans [Eva10, Th. 6, p. 365]) Soit u0 P H1
0
pΩq et f P L2pQTq. Considérons

la solution u dans W2,1
2

pQTq du système

$
’’&
’’%

Btu = ∆u + f dans QT ,

u = 0 sur ΣT ,

up¨, 0q = u0 dans Ω.

Soit d P N et supposons que u0 P H2d+1pΩq, f P W2d,d
2 pQTq et qu’ils satisfassent les conditions de

compatibilité : $
’’’’&
’’’’%

g0 := u0 P H1
0pΩq,

g1 := f p¨, 0q + ∆g0 P H1
0pΩq,

. . .

gd := Bd´1
t f p¨, 0q + ∆gd´1 P H1

0pΩq.

(2.41)

Alors u P W2d+2,d+1
2 pQTq et nous avons l’estimation

}u}W2d+2,d+1
2 pQTq ď Cp} f }W2d,d

2 pQTq + }u0}H2d+1pΩqq.

Le dernier ingrédient qui nous permettra de construire des contrôles réguliers est le
suivant :

Lemme 2.6. Soit n P N
˚. Il existe une constante C telle que pour tout ϕ0 P L2pΩq la solution

correspondante ϕ de (2.40) satisfasse

ĳ

QT

e´2s0α
nÿ

r=0

ps0ξq´4r|Br
tϕ|2 +

ĳ

QT

e´2s0α
2nÿ

r=0

ps0ξq´2r|∇rϕ|2 ď C
ĳ

QT

e´2s0αθ2
0ϕ

2, (2.42)

où α et ξ sont donnés en (2.3) et (2.4) et s0 est défini dans le Lemme 2.1.

Preuve. Soit ϕ0 P C8
c pΩq. Comme ϕ0 vérifie les conditions de compatibilité (2.41), d’après le

Lemme 2.5, la solution ϕ du système (2.40) appartient à W2n,n
2 pQTq. On obtient l’estimation

(2.42) par récurrence en dérivant le système (2.40) selon les différentes dérivées en temps et
en espace et en appliquant les inégalités de Carleman du lemme 2.1 du chapitre II. L’esti-
mation (2.42) reste vraie pour toute fonction ϕ0 P L2pΩq par un argument de densité.

Proposition 2.3. Soit n P N
˚. Le système (2.38) est contrôlable à zéro en tout temps T, i.e. pour

tout y0 P L2pΩq, il existe un contrôle u P L2pQTq tel que la solution y du système (2.38) est nulle au
temps T. De plus, pour tout n P N

˚, es0α
˚/2u P W2n,n

2 pQTq et nous avons l’estimation

}es0α
˚/2u}W2n,n

2 pQTq ď eCp1+1/Tq}y0}L2pΩq, (2.43)

où α˚ptq = min
Ω
αp¨, tq pour tout t P p0,Tq.

Preuve. Soit y0 P L2pΩq, k P N
˚ et ρ := e2s0α. Considérons le problème de contrôle optimal

suivant : $
’&
’%

minimiser Jkpuq :=
1
2

ż

QT

ρ|u|2 + k
2

ż

Ω
|ypTq|2dx,

u P L2
ρpQTq,

(2.44)
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où y est la solution dans Wp0,Tq du système (2.38). La fonctionnelle Jk est différentiable,
coercive et strictement convexe sur L2

ρpQTq et est à valeur dans R
+. Elle admet donc un

unique minimum (Cf [Lio68, p. 128]) et la solution uk P L2
ρpQTq du problème (2.44) est ca-

ractérisée par la solution yk du système
$
’’&
’’%

Btyk = ∆yk + θ0uk dans QT ,

yk = 0 sur ΣT ,

ykp¨, 0q = y0 dans Ω,

(2.45)

la solution ϕk du système adjoint
$
’’&
’’%

´Btϕk = ∆ϕk dans QT ,

ϕk = 0 sur ΣT ,

ϕkp¨,Tq = kykp¨,Tq dans Ω

et l’égalité
uk = ´ρ´1θ0ϕk dans QT . (2.46)

Le reste de la preuve est divisé en deux étapes. Dans une première étape, nous montrerons
que la suite pukqkPN˚ converge dans L2

ρpQTq vers un contrôle u dont la solution associée au
système (2.38) est nulle à l’instant T. Dans une deuxième étape, nous vérifierons l’estimation
(2.43).

Étape 1:

Cette étape reprend les arguments de la preuve du Corollaire 1.1. Par intégration par parties,
on montre que

Jkpukq =
1
2

xy0, ϕkp¨, 0qyL2pΩq.

On en déduit que pour tout ε ą 0,

Jkpukq ď ε

4
}ϕkp¨, 0q}2

L2pΩq
+

1
4ε

}y0}2
L2pΩq

. (2.47)

Le Lemme 2.4 appliqué à ϕk donne

}ϕkp¨, 0q}2
L2pΩq

ď Cobs

ĳ

QT

ρ´1θ2
0ϕ

2
k . (2.48)

D’après la définition de Jk et l’égalité (2.46), on remarque que
ĳ

QT

ρ´1θ2
0ϕ

2
k =

ĳ

QT

ρu2
k ď 2Jkpukq. (2.49)

Ainsi en combinant les inégalités (2.47), (2.48) et (2.49)

Jkpukq ď ε

2
CobsJkpukq + 1

4ε
}y0}2

L2pΩq
.

Pour ε := C´1
obs , nous obtenons donc

Jkpukq ď Cobs

2
}y0}2

L2pΩq
. (2.50)
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La suite pykpTq/kqkPN˚ étant uniformément bornée, on en déduit que pykpTqqkPN˚ converge
fortement vers 0. De plus, la suite pukqkPN˚ étant également uniformément bornée dans
L2
ρpQTq, on peut en extraire une sous-suite que l’on notera encore pukqkPN˚ qui converge

faiblement vers un contrôle u P L2
ρpQTq. D’après le Théorème 1.1, la solution du système

(2.45) vérifie l’estimation (Cf J.-L. Lions [Lio68])

}yk}Wp0,Tq ď eCp1+Tq
`
}θ0uk}L2p0,T;H´1pΩqq + }y0}L2pΩq

˘
, (2.51)

où C est indépendant de y0, T et k. Les inégalités (2.50) et (2.51) donnent

}yk}Wp0,Tq ď eCp1+Tqp1 + Cobsq}y0}L2pΩq.

Il existe donc une sous-suite de pykqkPN˚ que l’on notera toujours pykqkPN˚ qui converge
faiblement vers une fonction y P Wp0,Tq. Par passage à la limite des suites pykqkPN˚ et
pukqkPN˚ dans le système (2.45), y est solution du système (2.45) pour le contrôle u. Puisque
yk P Wp0,Tq, alors d’après la Propriété 1.1 yk P Cpr0,Ts; L2pΩqq. Ainsi ykpTq converge faible-
ment vers ypTq dans L2pΩq, et par unicité de la limite ypTq = 0 dans Ω. En utilisant (2.50),
on a

}uk}2
L2
ρpQTq

ď Cobs}y0}2
L2pΩq

. (2.52)

D’où,
}es0α

˚/2uk}2
L2pQTq

ď eCp1+1/Tq}y0}2
L2pΩq

. (2.53)

Étape 2: A l’aide des définitions de α et ξ données en (2.3) et (2.4), pour tout l P N et
r P R il existe une constante Cr,l telle que

|∇lpps0ξqre´2s0αq| ď Cr,lps0ξqr+le´2s0α et |Bl
tpps0ξqre´2s0αq| ď Cr,lTlps0ξqr+2le´2s0α.

On en déduit que pour tout η P t1, ..., 2nu et ν P t1, ...,nu

}∇ηpes0α
˚/2ukq}2

L2pQTq
ď C

ĳ

QT

e´4s0α+s0α
˚

ηÿ

r=0

ps0ξqr|∇η´rϕk|2 (2.54)

et

}Bνt pes0α
˚/2ukq}2

L2pQTq
ď Cp1 + Tνq

ĳ

QT

e´4s0α+s0α
˚

νÿ

r=0

ps0ξq2r|Bν´r
t ϕk|2. (2.55)

De plus, pour tout r1, r2 P R, il existe une constante Cr1,r2 telle que

|ps0ξqr1 e´4s0α+s0α
˚ | ď Cr1,r2 ps0ξqr2 e´2sα. (2.56)

En combinant (2.54), (2.55) et (2.56), on obtient

}es0α
˚/2uk}2

W2n,n
2 pQTq

ď eCp1+Tq

ĳ

QT

e´2s0α
nÿ

r=0

ps0ξq´4r|Br
tϕ|2 +

ĳ

QT

e´2s0α
2nÿ

r=0

ps0ξq´2r|∇rϕ|2.

A l’aide du Lemme 2.6 et du fait que uk = ´e´2s0αθ0ϕk , on a

}es0α
˚/2uk}2

W2n,n
2 pQTq

ď eCp1+Tq}uk}2
L2
ρpQTq

.
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L’inégalité ci-dessus avec (2.52) donne

}es0α
˚/2uk}W2n,n

2
pQTq ď eCp1+T+1/Tq}y0}L2pΩq.

On conclut en faisant tendre k vers l’infini dans la dernière inégalité.

Régularisation à l’aide de la méthode par contrôle fictif

Dans cette section, nous présenterons une méthode totalement différente de la précé-
dente qui elle permet de construire un contrôle régulier à partir d’un contrôle moins régu-
lier. Cette technique a été élaborée et utilisée dans une suite d’articles [BGBPG04b ; BGBPG04c ;
BGBPG04a ; GBPG06] écrits par O. Bodart, M. González-Burgos et R. Pérez-Garcia afin
d’avoir des contrôles L8 et d’étudier la contrôlabilité de systèmes de deux équations para-
boliques non linéaires avec une non linéarité sur-linéaire et un seul contrôle. A l’aide de cette
méthode, nous expliquerons comment contrôler l’équation de la chaleur avec un contrôle
de classe Ck (k P N).

Théorème 2.4. Soit y0 P L2pΩq et n P N. Il existe un contrôle u P W2n,n
2

pQTq dont le support est
strictement inclus dans ωˆ p0,Tq tel que la solution du système

$
’’&
’’%

Bty = ∆y + 1ωu dans QT ,

y = 0 sur ΣT ,

yp¨, 0q = y0 dans Ω

(2.57)

soit nulle à l’instant T. De plus, nous avons l’estimation

}u}W2n,n
2 pQTq ď CT}y0}L2pΩq,

où CT est une constante ne dépendant pas de y0.

Preuve. Soit y0 P L2pΩq et considérons la solution y du système libre sans contrôle

$
’’&
’’%

Bty = ∆y dans QT ,

y = 0 sur ΣT ,

yp¨, 0q = y0 dans Ω.

(2.58)

Soit pωun ouvert non vide strictement inclus dansω. Comme le système (2.57) est contrôlable
en tout temps, il existe une fonction pu P L2pΩ ˆ pT/2,Tqq telle que la solution py du système

$
’’&
’’%

Btpy = ∆py + 1pωpu dans Ω ˆ pT/2,Tq,
py = 0 sur BΩ ˆ pT/2,Tq,
pyp¨, 0q = yp¨,T/2q dans Ω

(2.59)

soit nulle à l’instant T. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que le contrôle est
nul sur pT/2, 2T/3q et p5T/6,Tq. A l’aide la régularité des équations paraboliques (Cf [Bre83,
p. 205]), on a

y P W2n+2,n+1
2 pΩ ˆ pT/2,Tqq, (2.60)
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et d’autre part (Cf [LSU68, p. 176])

py P W2n+2,n+1
2

pΩzrωˆ pT/2,Tqq

pour un ouvert non vide rω vérifiant pω Ă rω et rω Ă ω. Soit rω0 un ouvert non vide de Ω tel
que rω Ă rω0 et rω0 Ă ω. Soit η P C8p0,Tq et θ P C8pΩq des fonctions telles que

$
’’&
’’%

η = 1 sur r0, 4T/6s,
η = 0 sur r5T/6,Ts,
0 ď η ď 1.

$
’’&
’’%

θ = 1 sur rω,
Supppθq Ă rω0,

0 ď θ ď 1.

Considérons
q := p1 ´ θqpy + ηθy|rT/2,Ts.

La fonction q est solution du système
$
’’&
’’%

Btq = ∆q + 1ωv dans Ω ˆ pT/2,Tq,
q = 0 sur BΩ ˆ pT/2,Tq,
qp¨, 0q = yp¨,T/2q dans Ω,

avec v := ∆θpy+2∇θ ¨∇py+Btηθy´η∆θy´2η∇θ ¨∇y sur ΩˆpT/2,Tq. Le contrôle v appartient
à W2n,n

2 pΩ ˆ pT/2,Tqq et est à support dans rω0. Le couple py,uq donné par

py,uq :=

#
py, 0q dans Ω ˆ p0,T/2q,
pq, vq dans Ω ˆ pT/2,Tq

est solution du système (2.57). Puisque pu = 0 sur Ω ˆ pT/2, 2T/3q, on en déduit que u est en
réalité nulle sur Ω ˆ p0, 2T/3q. On en conclut que u P W2n,n

2 pQTq.

2.5 Contrôle fictif et inversion locale d’opérateurs différentiels

La méthode par contrôle fictif de la section précédente a également été combinée avec
une technique permettant d’inverser localement des opérateurs différentiels à l’aide de com-
binaisons algébriques (Cf M. Gromov [Gro86, Section 2.3.8]) dans [CL14 ; DL15 ; ABCO15].
Cette technique consiste à contrôler un système par autant de contrôles que d’équations,
puis à diminuer le nombre de contrôles à l’aide de combinaisons algébriques. Dans cette
partie, nous donnerons un exemple simple de cette méthode d’inversion d’opérateurs dif-
férentiels et nous utiliserons ensuite cette technique pour démontrer la contrôlabilité des
systèmes d’équations de la chaleur avec des matrices de couplage et de contrôle constantes.

Exemple d’inversion d’opérateurs différentiels

Afin de mieux comprendre comment inverser localement un opérateur différentiel à
l’aide de combinaisons algébriques, nous allons donner un exemple simple que l’on peut
trouver dans le livre de M. Gromov [Gro86, Section 2.3.8] et dans la thèse de P. Lissy [Lis13,
Ex. 1, Sec. 1.3]. Soit une fonction f P C8

c pr0, 1sq, des réels a1, a2, a3, b1, b2, b3 P R et consi-
dérons le problème

#
Trouver pw1,w2q P C8

c pr0, 1s;R2q tel que :

a1w1 ´ a2Bxw1 + a3Bxxw1 + b1w2 ´ b2Bxw2 + b3Bxxw2 = f .
(2.61)
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Le problème (2.61) peut être écrit de la façon suivante :

L

˜
w1

w2

¸
= f ,

où l’opérateur L est donné par

L := pa1 ´ a2Bx + a3Bxx, b1 ´ b2Bx + b3Bxxq .

S’il existe un opérateur différentielM :=
řM

i=0 miBi
x avec m0, ...,mM P R, M P N tel que

L ˝M = Id, (2.62)

alors pour résoudre le problème (2.61), il suffit de prendre pw1,w2q := M f qui sera bien à
support compact. Nous remarquons que l’égalité (2.62) est équivalente formellement à

M˚ ˝L˚ = Id, (2.63)

avec

L˚ =

˜
a1 + a2Bx + a3Bxx

b1 + b2Bx + b3Bxx

¸
=

˜
L˚

1

L˚
2

¸
.

Considérons l’opérateur suivant défini pour tout ϕ P C8
c pr0, 1sq par

¨
˚̊
˚̊
˝

L˚
1

L˚
2

Bx ˝L˚
1

Bx ˝L˚
2

˛
‹‹‹‹‚
ϕ :=

¨
˚̊
˚̋

a1 + a2Bx + a3Bxx

b1 + b2Bx + b3Bxx

a1Bx + a2Bxx + a3Bxxx

b1Bx + b2Bxx + b3Bxxx

˛
‹‹‹‚ϕ = C

¨
˚̊
˚̋

ϕ

Bxϕ

Bxxϕ

Bxxxϕ

˛
‹‹‹‚, (2.64)

où la matrice C PM4pRq est donnée par

C :=

¨
˚̊
˚̋

a1 a2 a3 0

b1 b2 b3 0

0 a1 a2 a3

0 b1 b2 b3

˛
‹‹‹‚.

Supposons que C soit une matrice inversible et notons

C´1 :=

¨
˚̊
˚̋

c11 c12 c13 c14

c21 c22 c23 c24

c31 c32 c33 c34

c41 c42 c43 c44

˛
‹‹‹‚.

Alors l’égalité (2.64) donne

C´1

¨
˚̊
˚̊
˝

L˚
1

L˚
2

Bx ˝L˚
1

Bx ˝L˚
2

˛
‹‹‹‹‚
ϕ =

¨
˚̊
˚̋

ϕ

Bxϕ

Bxxϕ

Bxxxϕ

˛
‹‹‹‚,

où la première ligne est donnée par

c11L
˚
1ϕ + c12L

˚
2ϕ + c13Bx ˝L˚

1ϕ + c14Bx ˝L˚
2ϕ = ϕ.
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Ainsi le problème (2.63) est résolu si nous définissonsM˚ pour tout pψ1, ψ2q P C8
c pr0, 1s;R2q

par

M˚

˜
ψ1

ψ2

¸
:= c11ψ1 + c12ψ2 + c13Bxψ1 + c14Bxψ2.

Application à la contrôlabilité

Soit un domaine non vide borné Ω de R
N (N P N

˚) avec une frontière BΩ de classe C2,
T ą 0 et ω un ouvert non vide de Ω. Nous noterons QT := Ω ˆ p0,Tq et ΣT := BΩ ˆ p0,Tq.
Considérons le système de n équations paraboliques linéaires contrôlé par m contrôles

$
’’&
’’%

Bty = ∆y + Ay + B1ωu dans QT ,

y = 0 sur ΣT ,

yp¨, 0q = y0 dans Ω,

(2.65)

où y0 P L2pΩ;Rnq, u P L2pQT ;Rmq, A P LpRnq et B P LpRm,Rnq.
Le résultat ci-dessous a été démontré dans [AK+09a] et [AK+09b] par F. Ammar-Khodja,

A. Benabdallah, C. Dupaix et M. González-Burgos. Nous proposons de retrouver la condi-
tion suffisante de ce résultat en combinant la méthode par contrôle fictif et la technique
d’inversion d’opérateurs différentiels par combinaisons algébriques. Plus précisément, on
a :

Théorème 2.5. Le système (2.65) est contrôlable à zéro au temps T, i.e. pour toute donnée initiale
y0 P L2pΩ;Rnq il existe un contrôle u P L2pQT ;Rmq de sorte que la solution y du système (2.65) soit
nulle à l’instant T, si

RangrA|Bs = n,

où la matrice rA|Bs est donnée par rA|Bs := pB|AB|...|An´1Bq.

Preuve. La preuve se décompose en deux parties que l’on appellera respectivement résolu-
tion du problème analytique et résolution du problème algébrique. Le problème analytique consiste
à contrôler le système par n forces, et à l’aide de la solution ainsi obtenue, le problème al-
gébrique revient à effectuer des combinaisons algébriques bien choisies afin de trouver une
solution au problème initial.

Problème analytique:

Pour ce problème de contrôle, le problème analytique est le suivant : trouver pz, vq P Wp0,Tqnˆ
W2n´2,n´1

2 pQTqn solution de

$
’’&
’’%

Btz = ∆z + Az + θv dans QT ,

z = 0 sur ΣT ,

zp¨, 0q = y0, zp¨,Tq = 0 dans Ω,

(2.66)

où θ P C8
c pω ˆ pε,T ´ εqq pour ε ă T. En utilisant les techniques décrites dans la section

2.4, on a le résultat suivant :
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Théorème 2.6. Le système (2.66) est contrôlable à zéro, i.e. pour toute donnée initiale il existe un
contrôle v P L2pQT ;Rnq tel que la solution du système (2.66) soit nulle à l’instant T. De plus, nous
avons l’estimation

}v}W2,1
2

pQT ;Rnq ď eCHT }y0}L2pΩ;Rnq.

où
HT = 1 +

1

T
+ T.

Problème algébrique:

Pour f := θv P C8
c pω ˆ pε,T ´ εqq, nous souhaitons trouver un couple ppz, pvq P Wp0,Tqn ˆ

L2pQT ;Rmq dont le support est inclus dans ωˆ pε,T ´ εq et solution du problème
$
’’&
’’%

Btpz = ∆pz + Apz + Bpv + f dans QT ,

pz = 0 sur ΣT ,

pzp¨, 0q = pzp¨,Tq = 0 dans Ω.

(2.67)

Nous remarquons que les conditions de bords et les conditions initiales et finales sont au-
tomatiquement vérifiées puisque pz et pv sont à support compact dans ω ˆ pε,T ´ εq. Nous
allons résoudre ce problème en utilisant la notion d’inversion d’opérateurs différentiels par
opérations algébriques, introduite précédemment. Considérons l’opérateur L défini pour
tout ppz, pvq P C8

c pωˆ pε,T ´ εq,Rn+mq par

Lppz, pvq := Btpz ´ ∆pz ´ Apz ´ Bpv. (2.68)

Le problème (2.67) peut donc se réécrire sous la forme

Lppz, pvq = f .

Cherchons un opérateur différentielM défini sur C8
c pω ˆ pε,T ´ εq,Rnq et à valeurs dans

C8
c pωˆ pε,T ´ εq,Rn+mq tel que

L ˝M = Id. (2.69)

Ainsi ppz, pvq :=M f sera solution du problème (2.67). L’égalité (2.69) est formellement équi-
valente à

M˚ ˝L˚ = Id, (2.70)

où l’adjoint L˚ de l’opérateur L est donné pour tout ϕ P C8
c pωˆ pε,T ´ εq,Rnq par

L˚ϕ =

˜
´Btϕ´ ∆ϕ´ A˚ϕ

´B˚ϕ

¸
.

Considérons l’opérateurN := pN1, ...,Nnq donné pour tout px1, x2q P C8
c pωˆpε,T´εq;Rn+mq

par $
’’&
’’%

N1px1, x2q := ´x2,

N2px1, x2q := pBt + ∆qx2 ´ B˚x1,

Nkpx1, x2q := pBt + ∆qNk´1px1, x2q ´ B˚pA˚qk´2x1, @ k P t3, ...,nu.
De cette façon,

N ˝L˚ϕ =

¨
˚̊
˝

B˚ϕ

...
B˚pA˚qn´1ϕ

˛
‹‹‚.
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3. État de l’art

Ainsi, puisque la matrice K := pB|AB|...|An´1Bq est de rang n, il existe une matrice R P
Mn,nmpRq telle que RK˚ = In. L’opérateurM := N˚R˚ d’ordre 2 en espace et 1 en temps est
solution de (2.69).

Conclusion:

Les problèmes analytique et algébrique étant résolus, il est ensuite immédiat que py,uq :=

pz ´ pz,´pvq est solution du système (2.65) dans Wp0,Tqn ˆ L2pQT ;Rmq satisfaisant ypTq ” 0

sur Ω.

Pour d’autres explications de cette méthode nous renvoyons à l’article de J.-M. Coron et
P. Lissy [CL14, Prop. 1] ou aux sections 2.4 et 3.3 de [DL15].

Remarque 2.5. Pour le moment, cette technique n’a permis de montrer la contrôlabilité que
dans le cas où l’intersection des domaines de contrôle et de couplage est non vide. La raison
est que l’inversion d’opérateurs différentiels telle que décrite ci-dessus s’effectue dans la
zone de contrôle.

Remarque 2.6. Nous remarquons que le problème analytique consiste à contrôler le système
avec n contrôles au lieu de m avec en général m ă n et nous résolvons le problème algébrique
en appliquant un opérateur différentielle au contrôle trouvé. Numériquement, il est a priori
moins coûteux de contrôler le système avec n forces. Nous pouvons nous demander si il
possible de construire un schéma numérique utilisant la méthode de résolution algébrique
qui serait plus rapide qu’un schéma standard.

3 État de l’art

3.1 Contrôlabilité des systèmes paraboliques

Dans cette partie, nous donnerons une liste non exhaustive de résultats de contrôlabilité
à zéro de systèmes paraboliques linéaires. Soit T ą 0, Ω un domaine non vide borné de R

N

(N P N
˚) de frontière BΩ de classe C2 et ω un ouvert non vide de Ω. Nous noterons QT :=

Ω ˆ p0,Tq, qT := ωˆ p0,Tq et ΣT := BΩ ˆ p0,Tq. Un des premiers résultats de contrôlabilité
à zéro des équations paraboliques a été établi dans les années 70’ par H.O. Fattorini et D. L.
Russell dans [FR71 ; FR74] et concerne la contrôlabilité de la chaleur en dimension un

$
’’&
’’%

Btz = Bxxz + f pxquptq dans p0, πq ˆ p0,Tq,
zp0, ¨q = v, zpπ, ¨q = 0 sur p0,Tq,
zp¨, 0q = z0 dans p0, πq,

où z0 P H´1p0, πq, f P L2p0, πq et u, v P L2p0,Tq sont les contrôles. Les auteurs ont utilisé la
méthode des moments que nous avons présentée dans la section 2.2. Il fallut attendre 1995
pour que la contrôlabilité à zéro de l’équation de la chaleur soit démontrée en dimension
quelconque et avec un contrôle interne

$
’’&
’’%

Bty = ∆y + 1ωu dans QT ,

y = 0 sur ΣT ,

yp¨, 0q = y0 dans Ω,
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où y0 P L2pΩq et u P L2pQTq est le contrôle. Ce résultat a été obtenu parallèlement par G.
Lebeau et L. Robbiano dans [LR95] à l’aide d’une inégalité spectrale déduite des inégali-
tés de Carleman elliptiques et par A.V. Fursikov et O.Y. Imanuvilov dans [FI96] grâce aux
inégalités de Carleman paraboliques décrites dans la section 2.1.

Soit n, m P N
˚ et considérons le système de n équations paraboliques linéaires contrôlées

par m contrôles localisés

$
’’&
’’%

Bty = ∆y + G ¨ ∇y + Ay + B1ωu dans QT ,

y = 0 sur ΣT ,

yp¨, 0q = y0 dans Ω,

(3.1)

où y0 P L2pΩ;Rnq, G P L8pQT ;LpRnN ,Rnqq, A P L8pQT ;LpRnqq, B P L8pQT ;LpRm,Rnqq et
u P L2pQT ;Rmq.

Deux des premiers travaux concernant la contrôlabilité à zéro des systèmes paraboliques
linéaires sont les articles [AK+05 ; AKBD06b] de F. Ammar Khodja, A. Benabdallah, C. Du-
paix et I. Kostin (Cf également [AK+03]), où les auteurs obtiennent la contrôlabilité à zéro
du système (3.1) avec deux équations, un contrôle et sans termes d’ordre un (G = 0). Ce
résultat a été ensuite généralisé par M. González-Burgos et L. de Teresa pour les systèmes
avec n équations et une structure dite en cascade dans [GBT10]. Plus précisément, les au-
teurs prouvent la contrôlabilité à zéro du système (3.1) pour B := e1 (premier vecteur de la
base canonique de R

n) et les matrices G et A de la forme

G :=

¨
˚̊
˚̊
˝

g11 g12 ¨ ¨ ¨ g1,n

0 g22 ¨ ¨ ¨ g2n

...
. . .

. . .
...

0 ¨ ¨ ¨ 0 gnn

˛
‹‹‹‹‚

(3.2)

et

A :=

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̋

a11 a12 a13 ¨ ¨ ¨ a1n

a21 a22 a23 ¨ ¨ ¨ a2n

0 a32 a33 ¨ ¨ ¨ a3n

...
. . .

. . .
. . .

...
0 ¨ ¨ ¨ 0 anpn´1q ann

˛
‹‹‹‹‹‹‹‚
, (3.3)

où les coefficients de A satisfont pour une constante positive C et un ouvert non vide ω0 de
ω

api+1qi ą C dans ω0 ˆ p0,Tq ou api+1qi ă ´C dans ω0 ˆ p0,Tq, i P t1, ...,n ´ 1u. (3.4)

Un résultat similaire peut être trouvé dans l’article de F. Alabau-Boussouira [AB13]. Comme
nous allons le voir dans la section 3.2, les structures données en (3.2) et (3.3) peuvent n’avoir
lieu que dansω0ˆp0,Tq. De plus, il est possible de remplacer ´∆ par un opérateur du second
ordre elliptique et dépendant du temps Lptq de la forme

Lptqypx, tq = ´
Nÿ

i, j=1

B
Bxi

ˆ
αi jpx, tq

By
Bx j

px, tq
˙
+

Nÿ

i=1

bipx, tq
By
Bxi

px, tq + cpx, tqypx, tq, (3.5)
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avec les coefficients αi, j, bi, c satisfaisant

#
αi j P W1

8pQTq, bi, c P L8pQTq 1 ď i, j ď N,

αi jpx, tq = α jipx, tq @px, tq P QT , 1 ď i, j ď N

et la condition d’ellipticité uniforme : il existe une constante a0 ą 0 telle que

Nÿ

i, j=1

αi jpx, tqξiξ j ě a0|ξ|2, @px, tq P QT , ξ P R
N . (3.6)

Considérons le système de deux équations paraboliques contrôlées par un contrôle lo-
calisé en espace et couplé par un opérateur d’ordre un, ce qui correspond au cadre des
chapitres I et II,

$
’’’’’’&
’’’’’’%

Bty1 = divpd1∇y1q + g11 ¨ ∇y1 + g12 ¨ ∇y2 + a11y1 + a12y2 + 1ωu dans QT ,

Bty2 = divpd2∇y2q + g21 ¨ ∇y1 + g22 ¨ ∇y2 + a21y1 + a22y2 dans QT ,

y = 0 sur ΣT ,

yp¨, 0q = y0 dans Ω,

(3.7)

où y0 P L2pΩ;R2q, u P L2pQTq, gi j P L8pQT ;RNq, ai j P L8pQTq pour tout i, j P t1, 2u et pour
l P t1, 2u, l’opérateur elliptique du second ordre auto-adjoint divpdl∇q est donné par

divpdl∇q =
Nÿ

i, j=1

Bipdi j
l B jq, (3.8)

avec $
&
%

di j
l P W1

8pQTq,

di j
l = d ji

l dans QT ,

où les coefficients di j
l satisfont la condition elliptique uniforme (3.6). Concernant la contrôla-

bilité à zéro du système (3.7), les seuls résultats connus seront ceux détaillés dans la section
3.2. Rappelons-les brièvement :

Le premier d’entre eux est un cas particulier de celui dont nous avons parlé plus haut,
i.e. [GBT10]. Plus précisément, le système (3.7) est contrôlable à zéro au temps T sous les
conditions (3.2)-(3.4), i.e.

g21 ” 0 dans ω0 ˆ p0,Tq
et

pa21 ą a0 dans ω0 ˆ p0,Tq ou a21 ă ´a0 dans ω0 ˆ p0,Tqq,
(3.9)

pour une constante a0 ą 0 et un ouvert non vide ω0 de ω.

Le deuxième d’entre eux est celui de S. Guerrero [Gue07b], où l’auteur suppose que
N = 1, que les coefficients d1, d2, a11, g11, a22, g22 sont constants et que l’opérateur de
couplage d’ordre un g21 ¨ ∇ + a21 peut s’écrire sous la forme

g21 ¨ ∇ + a21 = P1 ˝ θ dans Ω ˆ p0,Tq, (3.10)
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où θ P C2pΩq satisfait |θ| ą C dans un ouvert non vide ω0 de ω pour une constante stricte-
ment positive C et P1 est donné pour un vecteur m0 P R

N et une constante m1 P R par

P1 := m0 ¨ ∇ +m1.

Sous ces conditions, l’auteur prouve la contrôlabilité à zéro du système (3.7) au temps T en
dimension un.

Le dernier résultat concernant les systèmes avec un couplage d’ordre un est le travail ré-
cent [Ben+14] de A. Benabdallah, M Cristofol, P. Gaitan et L. De Teresa, où le cas de systèmes
2ˆ2 et 3ˆ3 avec une force est étudié sous une hypothèse technique. Plus précisément, dans
le cas 2 ˆ 2, les auteurs supposent que

#
il existe un ouvert non vide γ de BωX BΩ,

Dx0 P γ t.q. g21pt, x0q ¨ νpx0q ‰ 0 pour tout t P r0,Ts, (3.11)

où ν représente le vecteur normal unitaire extérieur à la frontière BΩ. Sous ces restrictions
sur le domaine de contrôle et le terme de couplage, le système (3.7) est contrôlable à zéro
au temps T ą 0.

Considérons le système simplifié en dimension un suivant :

$
’’’’’&
’’’’’%

Bty1 = Bxxy1 + 1ωu dans p0, πq ˆ p0,Tq,
Bty2 = Bxxy2 + qpxqy1 dans p0, πq ˆ p0,Tq,
yp0, ¨q = ypπ, ¨q = 0 sur p0,Tq,
yp¨, 0q = y0 dans p0, πq,

(3.12)

où y0 P L2pp0, πq;R2q, u P L2pp0, πqˆp0,Tqq, q P L8p0, πq etω := pa, bq Ă p0, πq. En dimension
supérieure, dans le cas où les domaines de contrôle et de couplage ne s’intersectent pas, peu
de résultats sont connus et sont en général valables sous des restrictions géométriques (Cf
[AB13 ; ABL13b]). Ces restrictions viennent de l’utilisation de la méthode par transmutation
(Cf [Mil06]) qui requiert un résultat de contrôlabilité sur un système hyperbolique. Il a été
démontré par F. Boyer et G. Olive dans [BO14] à l’aide du test d’Hautus (Cf [Fat66, Cor. 3.3])
que le système (3.12) est approximativement contrôlable au temps T si, et seulement si,

Supppqq X ω ‰ ∅ (3.13)

ou

|Ikpqq| + |Ia,kpqq| ‰ 0 pour tout k P N
˚, (3.14)

où pour tout k P N
˚ les quantités Ikpqq et Ia,kpqq sont données par

$
’’’&
’’’%

Ia,kpqq :=
ż a

0
qϕ2

k ,

Ikpqq :=
ż π

0
qϕ2

k ,

(3.15)

avec ϕkpxq :=
b

2
π sinpkxq.
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Dans l’article de O. Kavian et L. De Teresa [KT10], les auteurs prouvent la contrôlabilité
approchée au temps T du système (3.12) lorsque q ” 1ω0

avec ω0 un ouvert non vide de
p0, πq, ce qui implique la condition (3.14). Soit T0pqq donné par

T0pqq := lim sup
kÑ8

minp´ log |Ikpqq| ,´ log |Ia,kpqq|q
k2

. (3.16)

Lorsque les domaines de contrôle et de couplage ne s’intersectent pas et sous la condition
(3.14), F. Ammar Khodja, A. Benabdallah, M. González-Burgos et L. de Teresa obtiennent
dans [AK+15] :

1. Si T ą T0pqq, alors le système (3.12) est contrôlable à zéro au temps T.

2. Si T ă T0pqq, alors le système (3.12) n’est pas contrôlable à zéro au temps T.

Ces deux résultats sont obtenus grâce à la la méthode des moments décrite dans la section
2.2.

Concernant la contrôlabilité approchée, dans [Oli14, Th. 3.3], G. Olive prouve en utilisant
le Test de Hautus que le système

$
’’’’&
’’’’%

Btz1 = Bxxz1 dans p0, πq ˆ p0,Tq,
Btz2 = Bxxz2 + ppxqBxz1 + qpxqz1 dans p0, πq ˆ p0,Tq,
zp0, ¨q = v, zpπ, ¨q = 0 sur p0,Tq,
zp¨, 0q = z0 dans p0, πq,

(3.17)

où z0 P H´1pp0, πq;R2q et v P L2p0,Tq est approximativement contrôlable au temps T si, et
seulement si,

Ikpp, qq ‰ 0 pour tout k P N
˚. (3.18)

Considérons maintenant le système (3.1) avec n équations paraboliques linéaires contrô-
lées par m forces sans terme de couplage d’ordre un

$
’’&
’’%

Bty = ∆y + Ay + B1ωu dans QT ,

y = 0 sur ΣT ,

yp¨, 0q = y0 dans Ω,

(3.19)

où y0 P L2pΩ;Rnq, A P L8pQT ;LpRnqq, B P L8pQT ;LpRm,Rnqq et u P L2pQT ;Rmq.
Supposons que les matrices A et B soient constantes en temps et en espace, i.e. A P LpRnq

et B P LpRm,Rnq, et définissons la matrice dite matrice de Kalman par

rA|Bs := pB|AB|...|An´1Bq. (3.20)

Dans [AK+09b], F. Ammar Khodja, A. Benabdallah, C. Dupaix et M. González-Burgos mon-
trent que le système (3.19) est contrôlable à zéro au temps T si, et seulement si,

rang rA|Bs = n. (3.21)

Cette dernière condition est également équivalente à la contrôlabilité approchée. Nous re-
marquons donc que pour ces systèmes, contrôlabilité à zéro et contrôlabilité approchée
sont des propriétés équivalentes. Ce résultat est sans doute la première généralisation de
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la condition de Kalman (condition (3.21), cf. section 1.4 et [KFA69]) à un système d’équa-
tions aux dérivées partielles. Concernant la contrôlabilité à zéro du système (3.19) avec des
coefficients de couplage constants et des domaines de contrôle différents d’une équation à
l’autre, nous renvoyons à l’article de G. Olive [Oli12].

Supposons maintenant que A P Cn´1pr0,Ts;LpRnqq et B P Cnpr0,Ts;LpRm;Rnqq. Dans ce
cas, la matrice de Kalman est définie comme suit :

#
B0ptq := Bptq,
Biptq := AptqBi´1ptq ´ BtBi´1ptq pour tout i P t1, ...,n ´ 1u

et notons rA|Bsp¨q P C1pr0,Ts;LpRnm;Rnqq la matrice donnée par

rA|Bsp¨q := pB0p¨q|B1p¨q|...|Bn´1p¨qq. (3.22)

Dans [AK+09a], les auteurs ont étendu les conditions de contrôlabilité des systèmes diffé-
rentiels linéaires non autonomes de Silverman-Meadows (Cf [SM67]) au cas des systèmes
paraboliques. Ils prouvent que s’il existe t0 P r0,Ts tel que

rang rA|Bspt0q = n, (3.23)

alors le système (3.19) est contrôlable à zéro au temps T et, par ailleurs, le système (3.19) est
contrôlable à zéro sur tout intervalle pT0,T1q où 0 ď T0 ă T1 ď T si, et seulement si, il existe
un sous-ensemble dense E de p0,Tq tel que

rang rA|Bsptq = n pour tout t P E. (3.24)

Les auteurs de [AK+09a] effectuent un changement de variable à l’aide de la matrice de
Kalman afin de se ramener à un système de la forme (3.19) où la matrice de couplage A a
une structure similaire à (3.3).

3.2 Détails de trois résultats connus concernant les systèmes d’équations

paraboliques couplées par un opérateur d’ordre un

Soit T ą 0, Ω un domaine non vide borné de R
N (N P N

˚) de bord BΩ de classe C2 et
ω un ouvert non vide de Ω. Nous noterons QT := Ω ˆ p0,Tq, ΣT := BΩ ˆ p0,Tq et qT :=
ωˆ p0,Tq. Considérons le système parabolique de deux équations avec un contrôle interne
sur la première équation et un opérateur de couplage d’ordre un dans la deuxième équation

$
’’’’’&
’’’’’%

Bty1 = divpd1∇y1q + g11 ¨ ∇y1 + g12 ¨ ∇y2 + a11y1 + a12y2 + 1ωu dans QT ,

Bty2 = divpd2∇y2q + g21 ¨ ∇y1 + g22 ¨ ∇y2 + a21y1 + a22y2 dans QT ,

y = 0 sur ΣT ,

yp¨, 0q = y0 dans Ω,

(3.25)

où y0 P L2pΩ;R2q, u P L2pQTq, ai j P L8pQTq, gi j P L8pQT ;RNq pour tout i, j P t1, 2u et pour
l P t1, 2u, l’opérateur elliptique du second ordre auto-adjoint divpdl∇q est donné par (3.8).

Dans cette partie, nous exposerons les quelques résultats déjà connus et les difficultés
que l’on peut rencontrer pour résoudre de tels problèmes. En reprenant la preuve faite par
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M. González-Burgos et L. de Teresa dans [GBT10], nous étudierons un système avec un
opérateur de couplage d’ordre zéro sur un sous-domaine du domaine de contrôle. Nous
regarderons ensuite les résultats obtenus par S. Guerrero dans [Gue07b] où l’opérateur doit
vérifier une certaine inégalité. Enfin, lorsque le domaine de contrôle touche BΩ, nous pré-
senterons les techniques utilisées par A. Benabdallah, M. Cristofol, P. Gaitan et L. De Teresa
dans [Ben+14]. Nous dégagerons les idées essentielles de ces différents travaux, et montre-
rons ainsi comment les résultats des chapitres I et II viennent compléter ces études.

Système avec une structure cascade

Le premier résultat que nous détaillerons est celui établi par M. González-Burgos et L.
de Teresa dans [GBT10]. Pour le système (3.25), les auteurs obtiennent le théorème suivant
:

Théorème 3.1 (Cf [GBT10]). Supposons que ai j P L8pQTq, gi j P L8pQT ;RNq et di j P W1
8pQTq

pour tout i, j P t1, 2u et qu’il existe un ouvert non vide ω0 de ω tel que

g21 ” 0 dans ω0 ˆ p0,Tq
et

pa21 ą C dans ω0 ˆ p0,Tq ou a21 ă ´C dans ω0 ˆ p0,Tqq.
(3.26)

Alors le système (3.25) est contrôlable à zéro en tout temps. De plus, le contrôle u peut être choisi de
sorte que

}u}2
L2pQTq

ď eCp1+T+1/Tq}y0}2
L2pΩ;R2q

.

Afin de simplifier les calculs et de mieux comprendre les techniques utilisées, nous étu-
dierons le système $

’’’’’&
’’’’’%

Bty1 = ∆y1 + 1ωu dans QT ,

Bty2 = ∆y2 + p ¨ ∇y1 + qy1 dans QT ,

y = 0 sur ΣT ,

yp¨, 0q = y0 dans Ω,

(3.27)

où y0 P L2pΩ;R2q, u P L2pQTq, q P L8pQTq et p P L8pQT ;RNq. Dans ce cas, la condition (3.26)
s’écrit

p ” 0 dans ω0 ˆ p0,Tq
et

pq ą C dans ω0 ˆ p0,Tq ou q ă ´C dans ω0 ˆ p0,Tqq.
(3.28)

Considérons le système adjoint associé à (3.27)
$
’’’’’&
’’’’’%

´Btϕ1 = ∆ϕ1 ´ divppϕ2q + qϕ2 dans QT ,

´Btϕ2 = ∆ϕ2 dans QT ,

ϕ = 0 sur ΣT ,

ϕp¨,Tq = ϕ0 dans Ω,

(3.29)

avec ϕ0 P L2pΩ;R2q.
En utilisant les mêmes arguments que dans la section 2.1, la démonstration du Théorème

3.1 revient à prouver les inégalités de Carleman suivantes :

39



CHAPITRE I. INTRODUCTION

Lemme 3.1 (Cf [GBT10]). Soit r P R. Il existe deux constantes C1 ą 0 et c1 ą 0 (dépendant
seulement de Ω et ω0) telles que pour tout ϕ0 P L2pΩ;R2q, la solution ϕ = pϕ1, ϕ2q de (3.29)

satisfasse ĳ

QT

e´2sαpsξqr|ϕ|2 ď C1

ĳ

ω0ˆp0,Tq

e´2sαpsξqr+4|ϕ1|2 (3.30)

pour tout s ě s1, où

s1 = c1

`
T + T2

˘
.

Preuve. Nous verrons que sans perte de généralité nous pouvons supposer que p ” 0 et
q ą C sur ω0 pour une constante C ą 0. Soit ω1 et ω2 deux ouverts non vides de Ω tels que

ω2 ĂĂ ω1 ĂĂ ω0

et considérons deux fonctions de troncature θ0, θ1 P C8pRq satisfaisant 0 ď θ0, θ1 ď 1 sur
Ω, θ0 ” 1 dans ω1, θ1 ” 1 dans ω2, supppθ0q Ď ω0, supppθ1q Ď ω1 et

∇θ0

θ1/2
0

,
∇θ1

θ1/2
1

P L8pΩ;RNq. (3.31)

Pour obtenir des fonctions de troncature vérifiant (3.31), il suffit de prendre le carré de n’im-
porte quelles fonctions de troncature θ0, θ1 P C8pRq satisfaisant 0 ď θ0, θ1 ď 1 sur Ω,
θ0 ” 1 dans ω1 et θ1 ” 1 dans ω2. supppθ0q Ď ω0, supppθ1q Ď ω1. Soit ϕ0 P L2pΩ;R2q
et ϕ := pϕ1, ϕ2q la solution du système (3.29). En multipliant l’équation vérifiée par ϕ1 par
θ1e´2sαpsξqrϕ2, nous obtenons en intégrant sur QT

ĳ

QT

θ1e´2sαpsξqrqϕ2
2 = ´

ĳ

QT

θ1e´2sαpsξqrϕ2Btϕ1 ´
ĳ

QT

θ1e´2sαpsξqrϕ2∆ϕ1.

En utilisant l’équation vérifiée par ϕ2 et par intégration par parties, nous en déduisons que

ĳ

QT

θ1e´2sαpsξqrqϕ2
2 = J1 + J2 + J3, (3.32)

où

J1 :=
ĳ

QT

θ1Btpe´2sαpsξqrqϕ2ϕ1, J2 := 2
ĳ

QT

θ1e´2sαpsξqr∇ϕ2 ¨ ∇ϕ1,

J3 :=
ĳ

QT

tθ1∇pe´2sαpsξqrq + e´2sαpsξqr∇θ1u ¨ tϕ2∇ϕ1 + ϕ1∇ϕ2u.

Rappelons que pour tout η P R nous avons les estimations suivantes :

$
’’&
’’%

|∇pe´2sαpsξqηq| ď Ce´2sαpsξqη+1,

|∆pe´2sαpsξqηq| ď Ce´2sαpsξqη+2,

|Btpe´2sαpsξqηq| ď CTe´2sαpsξqη+2,

(3.33)
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pour une constante C dépendant de η. La troisième inégalité de (3.33) ainsi que l’inégalité
de Young donne pour ε ą 0

J1 ď ε

ĳ

QT

θ1e´2sαpsξqrϕ2
2 +

CT2

ε

ĳ

QT

θ1e´2sαpsξqr+4ϕ2
1

ď εI1pr, ϕ2q + CT2

ε

ĳ

QT

θ1e´2sαpsξqr+4ϕ2
1,

(3.34)

où pour une fonction z la quantité I1pr, zq est définie dans (2.1). La propriété (3.31) de θ1 et
l’inégalité de Young implique

J2 ď ε

ĳ

QT

θ1e´2sαpsξqr´2|∇ϕ2|2 + C
ε

ĳ

QT

θ1e´2sαpsξqr+2|∇ϕ1|2

ď εI1pr, ϕ2q + C
ε

ĳ

QT

θ1e´2sαpsξqr+2|∇ϕ1|2
(3.35)

et

J3 ď εI1pr, ϕ2q + C
ε

ĳ

ω1ˆp0,Tq

e´2sαpsξqr+2|∇ϕ1|2 + C
ε

ĳ

ω1ˆp0,Tq

e´2sαpsξqr+4ϕ2
1. (3.36)

En combinant (3.32) et (3.34)-(3.36), on a

ĳ

QT

θ1e´2sαpsξqrqϕ2
2 ď 3εI1pr, ϕ2q + C

ε

ĳ

QT

θ0e´2sαpsξqr+2|∇ϕ1|2

+
C
ε

p1 + T2q
ĳ

ω1ˆp0,Tq

e´2sαpsξqr+4ϕ2
1.

(3.37)

Multiplions cette fois-ci parθ0e´2sαpsξqr+2ϕ1 l’équation vérifiée parϕ1. Nous obtenons main-
tenant en intégrant sur QT

´
ĳ

QT

θ0e´2sαpsξqr+2ϕ1Btϕ1 =

ĳ

QT

θ0e´2sαpsξqr+2∆ϕ1ϕ1 +

ĳ

QT

θ0e´2sαpsξqr+2ϕ1qϕ2.

Par intégration par parties, nous en déduisons

ĳ

QT

θ0e´2sαpsξqr+2|∇ϕ1|2 = K1 + K2 + K3, (3.38)

avec

K1 := ´1

2

ĳ

QT

θ0Btpe´2sαpsξqr+2qϕ2
1, K2 := ´

ĳ

QT

ϕ1∇pθ0e´2sαpsξqr+2q ¨ ∇ϕ1,

K3 :=

ĳ

QT

θ0e´2sαpsξqr+2ϕ1qϕ2.
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La propriété (3.31) de θ0 et l’inégalité de Young donnent pour une constante strictement
positive Cε

K1 ď CT2

ĳ

QT

θ0e´2sαpsξqr+4ϕ2
1, (3.39)

K2 ď
ĳ

QT

tθ0|∇pe´2sαpsξqr+2q| + e´2sαpsξqr+2|∇θ0|u|ϕ1||∇ϕ1|

ď ε

ĳ

QT

θ0e´2sαpsξqr+2|∇ϕ1|2 + C
ε

ĳ

ω0ˆp0,Tq

e´2sαpsξqr+4ϕ2
1

(3.40)

et

K3 ď ε2I1pr, ϕ2q + C
ε2

ĳ

QT

θ0e´2sαpsξqr+4ϕ2
1. (3.41)

Ainsi, en combinant (3.37)-(3.41), nous obtenons

ĳ

ω2ˆp0,Tq

e´2sαpsξqrqϕ2
2 ď εI2pr, ϕ2q + Cεp1 + T2q

ĳ

ω0ˆp0,Tq

e´2sαpsξqr+4ϕ2
1,

où, ici et après, Cε ne dépend par de T. Puisque le coefficient de couplage q est minoré sur
ω2, il existe une constante C telle que

ĳ

ω2ˆp0,Tq

e´2sαpsξqrϕ2
2 ď C

ĳ

ω2ˆp0,Tq

e´2sαpsξqrqϕ2
2, (3.42)

on en déduit
ĳ

ω2ˆp0,Tq

e´2sαpsξqrϕ2
2 ď εI2pr, ϕ2q + Cεp1 + T2q

ĳ

ω0ˆp0,Tq

e´2sαpsξqr+4ϕ2
1. (3.43)

Conclusion

En appliquant le Lemme 2.1 respectivement à la première et à la deuxième équation du
système (3.29) pour B := ω2, nous avons

I1pr, ϕ1q ď C0

¨
˚̋

ĳ

ω2ˆp0,Tq

e´2sαpsξqrϕ2
1 +

ĳ

QT

e´2sαpsξqr´3tϕ2
2 + |∇ϕ2|2u

˛
‹‚ (3.44)

et

I1pr, ϕ2q ď C0

ĳ

ω2ˆp0,Tq

e´2sαpsξqrϕ2
2. (3.45)

Nous concluons en combinant (3.43)-(3.45) à l’aide de (3.33).

Remarque 3.1. Le fait que la fonction q soit minorée sur ω0 intervient dans l’inégalité (3.42).
Si l’on veut utiliser les mêmes arguments lorsque q est un opérateur différentiel, il est né-
cessaire que cette inégalité soit satisfaite, ce qui peut constituer une première difficulté.
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Condition d’équivalence de norme

Étudions maintenant un des résultats établis par S. Guerrero dans [Gue07b], où l’auteur
suppose que la norme induite par l’opérateur de couplage est équivalente à la norme H1.
Plus précisément, il suppose que les coefficients d1, d2, a11, g11, a22, g22 sont constants en
temps et en espace et que l’opérateur g21 ¨ ∇ + a21 peut s’écrire sous la forme

g21 ¨ ∇ + a21 := P1 ˝ θ dans QT , (3.46)

où θ P C2pΩq satisfait |θ| ą C dans un ouvert non vide ω0 de ω pour une constante positive
C et P1 est donné par

P1 := m0 ¨ ∇ +m1, (3.47)

pour des constantes m0,m1 P R. De plus, il fait l’hypothèse que l’opérateur P1 vérifie l’in-
égalité

}u}H1pΩq ď C}P˚
1 u}L2pΩq @u P H1

0pΩq. (3.48)

Théorème 3.2 (Cf [Gue07b]). Soit N = 1. Supposons que d1, d2, a11, g11, a22, g22 soient
constants en temps et en espace et que les conditions (3.46)-(3.48) soient satisfaites. Alors le sys-
tème (3.25) est contrôlable à zéro en tout temps.

Ce résultat est démontré dans [Gue07b] pour d1 = d2 = 1, mais la preuve est identique
pour des coefficients de diffusion d1 et d2 différents.

De nouveau, les arguments principaux permettant d’aboutir au Théorème 3.2 se re-
trouvent tous dans le cadre simplifié suivant :

$
’’’’’&
’’’’’%

Bty1 = ∆y1 + 1ωu dans QT ,

Bty2 = ∆y2 + P1pθy1q dans QT ,

y = 0 sur ΣT ,

yp¨, 0q = y0 dans Ω,

(3.49)

où y0 P L2pΩ;R2q et u P L2pQTq. Le système adjoint associé au système (3.49) est le suivant :
$
’’’’’&
’’’’’%

´Btϕ1 = ∆ϕ1 + θP˚
1 pϕ2q dans QT ,

´Btϕ2 = ∆ϕ2 dans QT ,

ϕ = 0 sur ΣT ,

ϕp¨,Tq = ϕ0 dans Ω,

(3.50)

où ϕ0 P L2pΩ;R2q. Le résultat de contrôlabilité [Gue07b] est obtenu à l’aide d’inégalités de
Carleman pour une équation de la chaleur avec des conditions de bords de Neumann non
homogènes.

Lemme 3.2 (Cf [FC+06]). Soit m ą 3, u0 P L2pΩq, f1 P L2pQTq, f2 P L2pΣTq et ω2 un ouvert non
vide de Ω. Alors il existe une constante C := CpΩ, ω2q ą 0 telle que la solution du système

$
’’&
’’%

´Btu ´ ∆u = f1 sur QT ,

Bu
Bn = f2 sur ΣT ,

upT, ¨q = u0 sur Ω,

43



CHAPITRE I. INTRODUCTION

satisfasse

I1p3,uq ď C

¨
˚̋s3λ4

ĳ

p0,Tqˆω2

e´2sαξ3|u|2 +
ĳ

QT

e´2sα| f1|2

+sλ
ĳ

ΣT

e´2sα˚

ξ˚| f2|2

˛
‹‚,

pour tout λ ě C et s ě CpT2m + T2m´1q où α˚ptq := max
xPΩ

αpt, xq et ξ˚ptq := min
xPΩ

ξpt, xq pour tout

t P p0,Tq.

La preuve du Lemme 3.2 peut être trouvée dans [FC+06], bien que dans cet article les
poids soient un peu différents (tpT ´ tq au lieu de tmpT ´ tqm) mais la preuve a seulement
besoin d’être légèrement modifiée pour obtenir le lemme précédent.

Nous aurons aussi besoin du lemme suivant que l’on peut trouver dans le livre [LSU68]
de O. A. Ladyzenskaja, V. A. Solonnikov et N. N. Uralceva. (On peut également suivre la
démonstration du Lemme 6 de [Gue07a])

Lemme 3.3 (Cf [LSU68]). Soit f P L2p0,T; H1
0pΩqq. La solution du système

$
’’&
’’%

Btu ´ ∆u = f dans QT ,

u = 0 sur ΣT ,

up¨, 0q = 0 dans Ω,

appartient à L2p0,T; H3pΩq X H1
0pΩqq X H1p0,T; H1

0pΩqq. De plus, nous avons l’estimation

}u}L2p0,T;H3pΩqXH1
0 pΩqqXH1p0,T;H1

0 pΩqq ď Cp}u}L2p0,T;H1
0 pΩqq + } f }L2p0,T;H1

0 pΩqqq.

De la même manière que dans les sections 2.1 et 3.2, la démonstration du Théorème 3.2
revient à démontrer des inégalités de Carleman appropriées.

Lemme 3.4 (Cf [Gue07b]). Il existe une constante C qui dépend de Ω et de ω1 telle que

I1p3,P˚
1ϕ2q + λI2p6, ϕ1q ď Cp1 + T2qs8λ9

ĳ

p0,Tqˆω0

e´2sαξ8|ϕ1|2 (3.51)

pour tout λ ě C et s ě CpTm + T2mq.

Preuve. Considérons l’équation satisfaite par P˚
1ϕ2

´ BtpP˚
1ϕ2q = ∆pP˚

1ϕ2q sur QT . (3.52)

Soit ω1 un ouvert non vide strictement inclus dans ω0. En appliquant le Lemme 3.2 à (3.52),
on obtient

I1p3,P˚
1ϕ2q ď C

¨
˚̋s3λ4

ĳ

p0,Tqˆω1

e´2sαξ3|P˚
1ϕ2|2 + sλ

ż T

0
e´2sα˚

ξ˚

››››
BpP˚

1ϕ2q
Bn

››››
2

L2pBΩq

dt

˛
‹‚.

(3.53)
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La preuve est décomposée en deux parties:

‚ Dans une première étape, nous estimerons le terme de bord dans (3.53).

‚ Dans une seconde nous montrerons que le premier terme à droite de l’inégalité (3.53)
est majoré par le terme de droite de (3.51).

Étape 1:

Soit une fonction θ1 P C2pΩq vérifiant

Bθ1

Bn
= θ1 = 1 sur BΩ.

Une intégration par parties sur le terme de bord donne

sλ
ż T

0
e´2sα˚

ξ˚

››››
BpP˚

1ϕ2q
Bn

››››
2

L2pBΩq

dt

= sλ
ż T

0
e´2sα˚

ξ˚

ż

BΩ

ˇ̌
ˇ̌BpP˚

1ϕ2q
Bn

ˇ̌
ˇ̌∇pP˚

1ϕ2q ¨ ∇θ1dσdt

= sλ
ż T

0
e´2sα˚

ξ˚

ż

Ω
∆ϕ2∇pP˚

1ϕ2q ¨ ∇θ1dσdt

+sλ
ż T

0
e´2sα˚

ξ˚

ż

Ω
∇p∇θ1 ¨ ∇pP˚

1ϕ2qq ¨ ∇pP˚
1ϕ2qdσdt

+ sλ
2

ż T

0
e´2sα˚

ξ˚

ż

Ω
∇
ˇ̌
∇pP˚

1ϕ2q
ˇ̌2 ¨ ∇θ1dσdt.

A l’aide de l’inégalité de Cauchy-Schwarz puis celle de Young, nous en déduisons

sλ
ż T

0
e´2sα˚

ξ˚

››››
BpP˚

1ϕ2q
Bn

››››
2

L2pBΩq

dt

ď Cλ
ż T

0
e´2sα˚ }psξ˚q1+1/3mP˚

1ϕ2}H1pΩq}psξ˚q´1/3mP˚
1ϕ2}H2pΩqdt

ď Cλ
ż T

0
e´2sα˚ psξ˚q2+2/3m}P˚

1ϕ2}2
H1pΩq

dt + Cλ
ż T

0
e´2sα˚ psξ˚q´2/3m}P˚

1ϕ2}2
H2pΩq

dt.

(3.54)
Estimons un par un les deux termes de droite de l’inégalité ci-dessus. Premièrement, en
utilisant l’inégalité d’interpolation (Cf [Bre83, p. 194]),

}u}H1pΩq ď C}u}1/2
L2pΩq

}u}1/2
H2pΩq

pour tout u P H2pΩq,

on a
ż T

0
e´2sα˚ psξ˚q2+2/3m}P˚

1ϕ2}2
H1pΩq

dt

ď
ż T

0
e´2sα˚ psξ˚q2+4/3m}P˚

1ϕ2}2
L2pΩq

dt +
ż T

0
e´2sα˚ psξ˚q´2/3m}P˚

1ϕ2}2
H2pΩq

dt.

(3.55)

Deuxièmement, remarquons que

ż T

0
e´2sα˚ psξ˚q´2/3m}P˚

1ϕ2}2
H2pΩq

dt ď
ż T

0
e´2sα˚ psξ˚q´2/3m}ϕ2}2

H3pΩq
dt. (3.56)
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Soit pψ := ρϕ2 avec ρ := psξ˚q´1/3me´sα˚
. Alors pψ est solution du système

$
’’&
’’%

´Bt pψ = ∆ pψ´ ρtϕ2 dans QT ,

pψ = 0 sur ΣT ,

pψp¨,Tq = 0 dans Ω.

D’après le Lemme 3.3, pψ appartient à L2p0,T; H3pΩq X H1
0pΩqq X H1p0,T; H1

0pΩqq et

} pψ}L2p0,T;H3pΩqXH1
0 pΩqq + } pψ}H1p0,T;H1

0 pΩqq ď Cp}ρϕ2}L2p0,T;H1
0 pΩqq + }ρtϕ2}L2p0,T;H1

0 pΩqqq.

En utilisant les définitions de ξ˚ et α˚ données dans le Lemme 3.2, nous avons

|Btρ| ď CTpsξ˚q1+2/3me´sα˚

.

Ainsi, à l’aide de l’estimation de pψ donnée ci-dessus et de (3.48),

ż T

0
e´2sα˚ psξ˚q´2/3m}ϕ2}2

H3pΩq
dt ď Cp1 + Tq

ż T

0
e´2sα˚ psξ˚q2+4/3m}ϕ2}2

H1pΩq
dt

ď Cp1 + Tq
ż T

0
e´2sα˚ psξ˚q2+4/3m}P˚

1ϕ2}2
L2pΩq

dt.

(3.57)

En combinant (3.54)-(3.57), nous obtenons

sλ
ż T

0
e´2sα˚

ξ˚

››››
BpP˚

1ϕ2q
Bn

››››
2

L2pBΩq

dt ď Cp1 + Tqλ
ż T

0
e´2sα˚ psξ˚q2+4/3m}P˚

1ϕ2}2
L2pΩq

dt. (3.58)

Comme m ě 2, les estimations (3.53) et (3.58) donnent donc

I1p3,P˚
1ϕ2q ď Cp1 + Tqs3λ4

ĳ

p0,Tqˆω1

e´2sαξ3|P˚
1ϕ2|2. (3.59)

Étape 2:

En appliquant le Lemme 2.1 à la première équation du système (3.50), on a

λI2p6, ϕ1q ď C

¨
˚̋s6λ8

ĳ

p0,Tqˆω1

e´2sαξ6|ϕ1|2 + s3λ4
ĳ

QT

e´2sαξ3|P˚
1ϕ2|2

˛
‹‚, (3.60)

pour tout λ ě C et tout s ě CpT2m + T2m´1q. On déduit de (3.59) et (3.60)

I1p3,P˚
1ϕ2q + λI2p6, ϕ1q

ď C

¨
˚̋s6λ8

ĳ

p0,Tqˆω1

e´2sαξ6|ϕ1|2 + s3λ4
ĳ

p0,Tqˆω1

e´2sαξ3|P˚
1ϕ2|2

˛
‹‚.

(3.61)

Soit θ2 P C8pΩq une fonction de troncature qui vaut 1 sur ω1, à support sur ω0, à valeurs
dans p0, 1q et vérifiant

∇θ2

θ1/2
2

P L8pΩ;RNq.
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En multipliant la première équation du système (3.50) par s3λ4θ2e´2sαξ3P˚
1
ϕ2 et en intégrant

sur QT , on a

s3λ4

ĳ

QT

θ2e´2sαξ3|P˚
1ϕ2|2 = K1 + K2. (3.62)

où

K1 := ´s3λ4

ĳ

QT

θ2e´2sαξ3Btϕ1P˚
1ϕ2 et K2 := ´s3λ4

ĳ

QT

θ2e´2sαξ3∆ϕ1P˚
1ϕ2.

Après une intégration par parties en temps et en utilisant l’équation vérifiée par ϕ2, on a

K1 = s3λ4
ĳ

QT

θ2Btpe´2sαξ3qϕ1P˚
1ϕ2 ´ s3λ4

ĳ

QT

θ2e´2sαξ3ϕ1P˚
1 ∆ϕ2.

Ce qui donne, en intégrant par parties en espace, pour ε ą 0

|K1| ď εI1p3,P˚
1ϕ2q + Cp1 + T2q

ε
s7λ8

ĳ

QT

θ2e´2sαξ7|ϕ1|2 + C
ε

s5λ6
ĳ

QT

θ2e´2sαξ5|∇ϕ1|2.

(3.63)
De la même manière, on obtient

|K2| ď εI1p3,P˚
1ϕ2q + C

ε
s5λ6

ĳ

QT

θ2e´2sαξ5|∇ϕ1|2 (3.64)

et

s5λ6
ĳ

QT

θ2e´2sαξ5|∇ϕ1|2 ď ε2I2p6, ϕ1q + C
ε2

s8λ9
ĳ

QT

θ2e´2sαξ8|ϕ1|2. (3.65)

En combinant (3.62)-(3.65), on en déduit que

s3λ4
ĳ

QT

θ2e´2sαξ3|P˚
1ϕ2|2 ď εI2p6, ϕ1q + εI1p3,P˚

1ϕ2q + Cp1 + T2q
ε2

s8λ9
ĳ

QT

θ2e´2sαξ8|ϕ1|2.

(3.66)
On conclut à l’aide de (3.61) et (3.66).

Remarque 3.2. Il peut paraître, à la lecture de cette démonstration, que l’hypothèse N = 1
n’a pas été utilisée. En fait, l’inégalité (3.48) ne peut être vérifiée pour tout u P H1

0pΩq qu’en
dimension un. En effet, soit N ě 2. L’opérateur P˚

1 s’écrit sous la forme P˚
1 u = rm0 ¨∇u+ rm1u

pour rm0 P R
N , rm1 P R et tout u P H1

0pΩq. Quitte à effectuer un changement de bases de
R

N , nous pouvons supposer que rm0 = λe1 (e1 étant le premier élément de la base canonique
de R

N) pour une constante λ ą 0. Puis, nous ferons l’hypothèse que Ω contient l’ensemble
p0, πqN . Pour tout k P N

˚, considérons la fonction uk de H1
0pΩq définie par

ukpxq :=

$
’&
’%

`
2
π

˘N/2
sinpx1q sinpkx2q

Nś
i=3

sinpxiq si x P p0, πqN ,

0 sinon.
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Après calcul, nous obtenons

} rm0 ¨ ∇uk + rm1uk}L2pΩq = }λBx1
uk + rm1uk}L2pΩq ď λ + rm1

et
}uk}H1

0
pΩq ě }Bx2

uk}L2pΩq = k.

Ainsi, si N ě 2, k et λ étant arbitraires, l’inégalité (3.48) ne peut être vraie pour tout u P
H1

0
pΩq.

Remarque 3.3. On peut remarquer que P˚
1
ϕ2 satisfait le système (3.52), car les opérateurs P˚

1

et Bt+∆ commutent. Ceci est possible seulement lorsque les coefficients du système (3.49), à
l’exception de θ, sont constants. Lorsque les coefficients dépendent du temps et de l’espace,
il ne sera plus possible d’appliquer cette technique directement.

Condition de bord

Contrairement aux deux autres résultats des sections précédentes, celui que nous dé-
taillons ici, i.e. celui de A. Benabdallah, M. Cristofol, P. Gaitan et L. De Teresa [Ben+14], a
besoin que BωX BΩ ‰ ∅. Plus précisément, g21 et ω doivent vérifier la propriété suivante :

Définition 3.1. Soitω un ouvert non vide de Ω et g21 P C3pQTqN . Le couple pω, g21q satisfait
la propriété G si :

‚ ω est de classe C1 et BωX BΩ contient un ouvert γ ‰ ∅,
‚ il existe x0 P γ tel que g21px0, tq ¨ νpx0q ‰ 0, pour tout t P r0,Ts,

où ν représente la normale extérieure unitaire au bord BΩ.

Sous cette condition, les auteurs obtiennent le théorème suivant :

Théorème 3.3 ([Ben+14], Theorem 2.1). Supposons que ai j P C4pQTq, gi j P C3pQTqN pour tout
i, j P t1, 2u et que pω, g21q satisfasse la propriété G donnée dans la Définition 3.1. Alors le système
(3.25) est contrôlable à zéro en tout temps.

Le système adjoint associé à (3.25) est le suivant :
$
’’’’’&
’’’’’%

´Btϕ1 = divpd1∇ϕ1q + g11 ¨ ∇ϕ1 + g21 ¨ ∇ϕ2 + a11ϕ1 + a21ϕ2 dans QT ,

´Btϕ2 = divpd2∇ϕ2q + g12 ¨ ∇ϕ1 + g22 ¨ ∇ϕ2 + a12ϕ1 + a22ϕ2 dans QT ,

ϕ = 0 sur ΣT ,

ϕp¨,Tq = ϕ0 dans Ω,

(3.67)

où gi j := ´gi j et ai j := ai j ´ divpgi jq pour tout i, j P t1, 2u. La première équation du système
peut s’écrire

Lϕ2 = ´Btϕ1 ´ divpd1∇ϕ1q ´ g11 ¨ ∇ϕ1 ´ g21 ¨ ∇ϕ2 ´ a11ϕ1 ´ a21ϕ2, (3.68)

où l’opérateur L est défini par

Lϕ2 := g21 ¨ ∇ϕ2 + a21ϕ2.

A l’aide d’un C3-difféomorphisme sur Ω, les auteurs se ramènent au cas

g21px, tq = e1,
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où e1 est le premier vecteur de la base canonique de R
N .

Nous adopterons la notation suivante : pour tout ouvert O, on notera OT := Oˆ p0,Tq.

Lemme 3.5 ([Ben+14], Lemma 2.6). Pour un couple pω, g21q satisfaisant la propriété G, il existe
un ouvert U Ă R

N´1, ε ą 0 et Λ un C3-difféomorphisme défini sur p0, εq ˆ UT à valeurs dans qT

avec Λpt0u ˆ UTq Ă γˆ p0,Tq et qui est invariant en temps.

De plus, si nous notons rϕ1 := ϕ1 ˝ Λ, rϕ2 := ϕ2 ˝ Λ, ra21 := a21 ˝ Λ, alors il existe une matrice
H := phi jq P C2pp0, εq ˆ UTqN2

, un vecteur E := pEiq P C2pp0, εq ˆ UTqN et un scalaire e P
C3pp0, εq ˆ UTq tels que (3.68) est localement transformée en

rLĂϕ2 := ´Btrϕ1 ´ divpH∇rϕ1q ´ E ¨ ∇rϕ1 ´ erϕ1 dans p0, εq ˆ UT , rϕ1 P DprLq, (3.69)

avec

rLrϕ2 := Bsrϕ2 + ra21rϕ2, DprLq = trϕ2 P H1pp0, εq ˆ UTq; rϕ2p0, yq = 0, y P UTu (3.70)

et rϕ1p0, yq = 0 pour tout y P UT .

Remarque 3.4. Il est possible d’effectuer ce changement de variable sans la condition de bord
donnée par la propriété G. En effet, s’il existe i P t1, ...,Nu te que |gi

21| ‰ 0 dans un ouvert
non videω0 deω, il suffit de considérer une frontière artificielle γ à l’intérieur deω0 vérifiant
la propriété G et d’appliquer le même raisonnement.

ω0

γ

Ω

Figure I.3: Frontière artificielle

Grâce au changement de variable du Lemme 3.5, l’opérateur de couplage L devient rL
donné dans (3.70). Ainsi, à l’aide de cette forme particulière et de la condition de bord, il
devient possible d’inverser rL.

Lemme 3.6 (Cf [Ben+14], Lemme 2.7). L’opérateur prL,DprLqq défini en (3.70) est inversible sur
L2pp0, εq ˆ UTq. Son inverse est l’opérateur borné donné par

rL´1pwqpx, tq = e´
şx1
0

rg21py1,x1,tqdy1

ż x1

0
e
şy1
0

rg21px1,x1,tqdx1wpy1, x1, tqdy1.
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Pour tout p, q P L8pqTq, définissons

Kpp, qqwpx, tq = ppx, tq
ż x1

0

qpy1, x1, tqwpy1, x1, tqdy1.

En appliquant rL´1 à l’équation (3.69) il existe des coefficients

$
’’’’’&
’’’’’%

ppi j, qi jq1ďi, jďN P L8pp0, εq ˆ UT ;R2pN´1q2 q,
ppi, qiq1ďiďN P L8pp0, εq ˆ UT ;R2Nq,
k P L8pp0, εq ˆ UTq,
pEiq1ďi, jďN P L8pp0, εq ˆ UT ;RNq

tels que rϕ2 s’écrive

rϕ2px, tq = ´BtpKpp1, q1qrϕ1qpx, tq +
Nř

i, j=2

B2
i, jpKppi j, qi jqrϕ1qpx, tq +

Nř
i=2

BipKppi, qiqrϕ1qpx, tq

+
Nř

i=1

BipEirϕ1qpx, tq + Kpp, eqqrϕ1px, tq + kpx, tqrϕ1px, tq

´ppx, tqqp0, x1, tqh1
11

p0, x1, tqB1rϕ1p0, x1, tq
(3.71)

pour tout px, tq P qT .

Une fois cette expression de rϕ2 établie, il va être possible d’obtenir l’inégalité d’observa-
bilité désirée en estimant chacun des termes de (3.71).

4 Description des principaux résultats du manuscrit

4.1 Chapitre I : Contrôlabilité indirecte de quelques systèmes paraboliques

avec un terme de couplage d’ordre un

Soit T ą 0, Ω un domaine non vide borné de R
N (N P N

˚) de bords BΩ de classe C2 et ω
un ouvert non vide de Ω. Nous noterons QT := Ωˆp0,Tq, qT := ωˆp0,Tq et ΣT := BΩˆp0,Tq.
Considérons le système de deux équations paraboliques contrôlées par un contrôle localisé
en espace et couplé par un opérateur d’ordre un, ce qui correspond au cadre des chapitres
I et II,

$
’’’’’&
’’’’’%

Bty1 = divpd1∇y1q + g11 ¨ ∇y1 + g12 ¨ ∇y2 + a11y1 + a12y2 + 1ωu dans QT ,

Bty2 = divpd2∇y2q + g21 ¨ ∇y1 + g22 ¨ ∇y2 + a21y1 + a22y2 dans QT ,

y = 0 sur ΣT ,

yp¨, 0q = y0 dans Ω,

(4.1)

où y0 P L2pΩ;R2q, u P L2pQTq, gi j P L8pQT ;RNq, ai j P L8pQTq pour tout i, j P t1, 2u et pour
l P t1, 2u, l’opérateur elliptique du second ordre auto-adjoint divpdl∇q est donné par (3.8).

Afin de compléter les études qui ont été faites dans [GBT10 ; Gue07b ; Ben+14], que nous
avons détaillées dans la section précédente, nous donnons une condition nécessaire et suf-
fisante dans le cas de coefficients constants en temps et en espace.
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Théorème 4.1. Supposons que les coefficients di, gi j et ai j soient constants en temps et en espace pour
tout i, j P t1, 2u. Alors le système (4.1) est contrôlable à zéro (resp. approximativement contrôlable)
au temps T si, et seulement si,

g21 ‰ 0 ou a21 ‰ 0.

Ce théorème est obtenu à l’aide des techniques décrites dans les sections 2.4 et 2.5, c’est-
à-dire la construction de contrôles réguliers, la méthode par contrôle fictif et l’inversion
locale d’opérateurs différentiels par combinaisons algébriques.

Remarque 4.1. D’une part, nous nous plaçons en dimension quelconque, alors que le résultat
donné par S. Guerrero dans [Gue07b] n’est valable qu’en dimension un (Cf Remarque 3.2).
De plus, nous n’avons aucune condition de bord telle que celle donnée en (3.11).

Dans le chapitre I, nous démontrons également le théorème suivant :

Théorème 4.2. Supposons que N = 1 et Ω := p0,Lq avec L ą 0. Alors le système (3.7) est contrô-
lable à zéro au temps T s’il existe un ouvert non vide pa, bq ˆO de qT (inclusion stricte) tel que l’une
des conditions suivantes soit satisfaite :

(i) Les coefficients du système (3.7) satisfont di, gi j, ai j P C1ppa, bq,C2pOqq pour i, j = 1, 2 et
#

g21 = 0 et a21 ­= 0 dans pa, bq ˆ O,
1/a21 P L8pOq dans pa, bq. (4.2)

(ii) Les coefficients du système (3.7) satisfont di, gi j, ai j P C3ppa, bq,C7pOqq pour i = 1, 2 et

|detpHpt, xqq| ą C pour tout pt, xq P pa, bq ˆO, (4.3)

où

H :=

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˝

´a21 + Bx g21 g21 0 0 0 0
´Bxa21 + Bxx g21 ´a21 + 2Bx g21 0 g21 0 0
´Bta21 + Btx g21 Btg21 ´a21 + Bx g21 0 g21 0

´Bxxa21 + Bxxx g21 ´2Bxa21 + 3Bxx g21 0 ´a21 + 3Bx g21 0 g21

´a22 + Bx g22 g22 ´ Bxd2 ´1 ´d2 0 0
´Bxa22 + Bxx g22 ´a22 + 2Bx g22 ´ Bxxd2 0 g22 ´ 2Bxd2 ´1 ´d2

˛
‹‹‹‹‹‹‹‹‚

.

(4.4)

Ce théorème est également obtenu grâce aux techniques décrites dans les sections 2.4 et
2.5.

Remarque 4.2. (a) Nous remarquons que la condition (4.3) implique en particulier que

g21 ‰ 0 dans pa, bq ˆ O. (4.5)

Lorsque les domaines de couplage et de contrôle s’intersectent, nous pouvons donc
émettre la conjecture suivante : si la première ligne de (4.2) ou (4.5) est vérifiée alors
le système (4.1) est contrôlable à zéro au temps T.

(b) La condition (4.3) peut être simplifiée bien qu’elle semble compliquée. Par exemple,
le système (3.7) est contrôlable à zéro au temps T s’il existe un ouvert pa, bq ˆ O Ď qT

tel que $
’&
’%

g21 ” κ P R
˚ dans pa, bq ˆ O,

a21 ” 0 dans pa, bq ˆ O,
Bxa22 ‰ Bxxg22 dans pa, bq ˆ O.
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Nous pouvons aussi nous restreindre au cas de coefficients indépendants de l’espace.
Dans cette situation, la condition (4.3) revient à vérifier qu’il existe un intervalle ouvert
pa, bq de p0,Tq tel que

g21ptqBta21ptq ‰ a21ptqBtg21ptq pour tout t P pa, bq.

(c) Dans le second item du Théorème 4.2, nous nous plaçons en dimension un, mais la
technique utilisée permet également de travailler en dimension supérieure. Par contre,
les conditions de couplage que nous obtenons sont plus compliquées.

4.2 Chapitre II : Contrôlabilité d’un système parabolique 2 ˆ 2 par une force

avec un terme de couplage dépendant de l’espace et d’ordre un

Dans le chapitre II, nous étudions, en dimension un, une variante particulière du sys-
tème (4.1) : $

’’’’&
’’’’%

Bty1 = Bxxy1 + 1ωu dans p0, πq ˆ p0,Tq,
Bty2 = Bxxy2 + ppxqBxy1 + qpxqy1 dans p0, πq ˆ p0,Tq,
yp0, ¨q = ypπ, ¨q = 0 sur p0,Tq,
yp¨, 0q = y0 dans p0, πq,

(4.6)

où y0 P L2pp0, πq;R2q, u P L2pp0, πqˆp0,Tqq, p P W1
8p0, πq, q P L8p0, πq etω := pa, bq Ă p0, πq.

Nous obtenons le résultat suivant :

Théorème 4.3. Supposons que p P W1
8p0, πq X W2

8pωq, q P L8p0, πq X W1
8pωq et

pSuppppq Y Supppqqq X ω ‰ ∅.

Alors le système (4.6) est contrôlable à zéro au temps T.

La démonstration de ce théorème utilise la méthode des moments présentée dans la
section 2.2.

Remarque 4.3. Nous pouvons remarquer que dans le cadre du système (4.6), nous obtenons
la contrôlabilité à zéro lorsque les supports des domaines de contrôle et de couplage s’in-
tersectent mais sans condition de bord du type (3.11) et sans la condition d’annulation du
terme de couplage d’ordre un (3.9). De plus, bien que le système (4.6) ait une structure sim-
plifiée, l’opérateur de couplage n’a besoin ni d’être de la forme (3.10), ni d’être à coefficients
constants.

Dans le cas où les domaines de contrôle et de couplage ne s’intersectent pas, peu de ré-
sultats sont connus et sont en général valables sous des restrictions géométriques (Cf [AB13 ;
ABL13b ; RT11a] pour plus de détails). Lorsque les supports de contrôle et de couplage du
système (4.6) sont disjoints, nous montrons à l’aide du test de Hautus (Cf [Fat66, Cor. 3.3]) la
caractérisation suivante de la contrôlabilité approchée du système (4.6) :

Théorème 4.4. Supposons que p P W1
8p0, πq X W2

8pωq et q P L8p0, πq X W1
8pωq. Le système

(4.6) est approximativement contrôlable au temps T si, et seulement si,

pSuppppq Y Supppqqq X ω ‰ ∅
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ou

|Ikpp, qq| + |Ia,kpp, qq| ‰ 0 pour tout k P N
˚, (4.7)

où pour tout k P N
˚ les quantités Ikpp, qq et Ia,kpp, qq sont données par

$
’’’&
’’’%

Ia,kpp, qq :=
ż a

0

`
q ´ 1

2 Bxp
˘
ϕ2

k ,

Ikpp, qq :=
ż π

0

`
q ´ 1

2 Bxp
˘
ϕ2

k ,

(4.8)

avec ϕkpxq :=
b

2
π sinpkxq.

Ce dernier résultat recouvre le cas p ” 0 dans p0, πq étudié dans F. Boyer et G. Olive
[BO14] lorsque Supp pqq X ω = ∅. Lorsque les domaines de contrôle et de couplage ne
s’intersectent pas, nous obtenons également un temps minimal de contrôlabilité à zéro.

Théorème 4.5. Soit p P W1
8p0, πq et q P L8p0, πq. Supposons que la condition (4.7) soit satisfaite

et

pSuppppq Y Supppqqq X ω = ∅. (4.9)

Soit T0pp, qq donné par

T0pp, qq := lim sup
kÑ8

minp´ log |Ikpp, qq| ,´ log |Ia,kpp, qq|q
k2

. (4.10)

Alors :

1. Si T ą T0pp, qq, le système (4.6) est contrôlable à zéro au temps T.

2. Si T ă T0pp, qq, le système (4.6) n’est pas contrôlable à zéro au temps T.

Ce résultat est une généralisation de [AK+15] où les auteurs étudient la contrôlabilité à
zéro du système (4.6) dans le cas p = 0 sur p0, πq. Dans le même article, les auteurs donnent
pour tout τ0 ą 0 un couplage q tel que le temps minimal de contrôlabilité à zéro du système
soit égal à T0 = τ0. Nous utilisons comme eux la méthode des moments décrite dans la
section 2.2.

Par ailleurs, nous obtenons un temps minimal de contrôlabilité à zéro du système

$
’’’’&
’’’’%

Btz1 = Bxxz1 dans p0, πq ˆ p0,Tq,
Btz2 = Bxxz2 + ppxqBxz1 + qpxqz1 dans p0, πq ˆ p0,Tq,
zp0, ¨q = v, zpπ, ¨q = 0 sur p0,Tq,
zp¨, 0q = z0 dans p0, πq,

(4.11)

Théorème 4.6. Soit p P W1
8p0, πq, q P L8p0, πq et supposons que la condition (3.18) soit satisfaite.

Définissons

T1pp, qq := lim sup
kÑ8

´ log |Ik|
k2

. (4.12)

Alors

1. Si T ą T1pp, qq, le système (4.11) est contrôlable à zéro au temps T.
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2. Si T ă T1pp, qq, le système (4.11) n’est pas contrôlable à zéro au temps T.

Remarque 4.4. Nous remarquons premièrement que les suites pIkqkPN˚ et pIa,kqkPN˚ sont conver-
gentes. En effet

lim
kÑ8

Ikpp, qq = 1
π

ż π

0
pq ´ 1

2 Bxpq et lim
kÑ8

Ia,kpp, qq = 1
π

ż a

0
pq ´ 1

2 Bxpq.

Ainsi T0pp, qq = T1pp, qq = 0 dès lors que

q ą Bxp dans p0, πq ou q ă Bxp dans p0, πq.

Deuxièmement, sous la condition
ż π

0
q ‰

ż π

0
Bxp,

le système (4.6) (resp. (4.11)) est contrôlable à zéro au temps T si, et seulement si, il est
approximativement contrôlable au temps T.

En dimension supérieure, même pour ce type de systèmes simplifiés, la contrôlabilité
interne ou par le bord restent des problèmes ouverts. Le cas T = T0 du Théorème 4.5 et
T = T1 du Théorème 4.6 sont également ouverts.

4.3 Chapitre III : Contrôlabilité partielle des systèmes paraboliques

Considérons maintenant le système de n équations paraboliques linéaires contrôlées par
m forces $

’&
’%

Bty = ∆y + Ay + B1ωu dans QT ,

y = 0 sur ΣT ,

yp¨, 0q = y0 dans Ω,

(4.13)

où y0 P L2pΩ;Rnq, A P L8pQT ;LpRnqq, B P L8pQT ;LpRm,Rnqq et u P L2pQT ;Rmq.
Soit p P t1, ...,nu et Πp la matrice de projection définie par Πp := pIpOp,n´pq, i.e.

Πp : R
p ˆ R

n´p Ñ R
p.

py1, y2q ÞÑ y1

Nous montrons le résultat suivant (Cf [AKCD15]) :

Théorème 4.7. Soit A P Cn´1pr0,Ts;LpRnqq et B P Cnpr0,Ts;LpRm;Rnqq. Le système (4.13) est
Πp-contrôlable à zéro (resp. Πp-approximativement contrôlable) au temps T si

RangpΠprA|BspTqq = p. (4.14)

Dans le cas de matrices A et B constantes, nous prouvons de la même manière que la
condition (4.14) est nécessaire et suffisante pour la Πp-contrôlabilité à zéro du système (4.13)
:

Théorème 4.8. Soit A PMnpRq et B PMn,mpRq. Le système (4.13) est Πp-contrôlable à zéro (resp.
Πp-approximativement contrôlable) au temps T si, et seulement si,

rangpΠprA|Bsq = p. (4.15)
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Les résultats des Théorèmes 4.7 et 4.8 restent vrais si l’on remplace ´∆ par un opérateur
du second ordre elliptique et dépendant du temps Lptq de la forme (3.5). D’autre part, le
Théorème 4.8 est une généralisation à un système d’équations aux dérivées partielles des
résultats de contrôlabilité partielle de systèmes différentiels linéaires (Cf section 1.4 de ce
manuscrit).

Remarque 4.5. 1. Lorsque les coefficients des matrices A et B sont analytiques en temps,
la condition (3.23) est nécessaire pour la contrôlabilité à zéro du système (3.19) (Cf Th.
1.3, [AK+09a]). Sous la même hypothèse, la preuve de ce résultat peut être adaptée
pour montrer que la condition

#
il existe t0 P r0,Ts tel que :
rang ΠprA|Bspt0q = p,

est nécessaire pour la Πp-contrôlabilité à zéro du système (4.13).

2. Comme dit précédemment, sous la condition (3.23), le système (3.19) est contrôlable
à zéro. Mais contrairement au cas où toutes les composantes sont contrôlées, la Πp-
contrôlabilité à zéro au temps t0 plus petit que T n’implique pas cette propriété au
temps T tout entier. Ceci explique la condition (4.14). De plus, cette condition ne peut
pas être nécessaire sous les conditions du Théorème 4.7 (pour un contre-exemple,
nous renvoyons le lecteur à [AK+09a]).

Concernant la Πp-contrôlabilité à zéro des systèmes paraboliques avec un couplage dé-
pendant de l’espace, nous étudions également la Π1-contrôlabilité du système de deux équa-
tions paraboliques $

’’’&
’’’%

Bty = ∆y + αz + 1ωu dans QT ,

Btz = ∆z dans QT ,

y = z = 0 sur ΣT ,

yp¨, 0q = y0, zp¨, 0q = z0 dans Ω,

(4.16)

pour des données initiales y0, z0 P L2pΩq, un contrôle u P L2pQTq et où le coefficient α P
L8pΩq. On notera pϕkqkě1 les valeurs propres L2-normalisées de ´∆ dans Ω avec conditions
homogènes de Dirichlet aux bord et pour tout k, l P N

˚

αkl :=
ż

Ω
αpxqϕkpxqϕlpxq dx.

Nous obtenons les résultats suivants :

Théorème 4.9. 1. Supposons que α P C1pr0,Tsq. Alors le système (4.16) est Π1-contrôlable à
zéro pour tout ensemble ouvert non vide ω de Ω Ă R

N pN P N
˚q, c’est-à-dire que pour toute

donnée initiale y0, z0 P L2pΩq, il existe un contrôle u P L2pQTq tel que la solution py, zq du
système (4.16) satisfasse ypTq ” 0 dans Ω.

2. Supposons que Ω := pa, bq Ă R pa, b P Rq et que α P L8pΩq satisfasse pour deux constantes
C1 ą 0 et C2 ą b ´ a

|αkl| ď C1e´C2|k´l| pour tout k, l P N
˚. (4.17)

Alors le système (4.16) est Π1-contrôlable à zéro pour tout ouvert non vide ω de Ω.
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3. Supposons que Ω := p0, 2πq et ω Ă pπ, 2πq. Considérons α P L8p0, 2πq définie par

αpxq :=
8ÿ

j=1

1

j2
cosp15 jxq pour tout x P p0, 2πq.

Alors le système (4.16) n’est pas Π1-contrôlable à zéro au temps T. Plus précisément, il existe
k1 P t1, ..., 7u tel que pour la donnée initiale py0, z0q = p0, sinpk1xqq et tout contrôle u P
L2pQTq la solution y du système (4.16) ne soit pas identiquement nulle au temps T.

Quelques commentaires :

‚ Le premier item est une simple conséquence du Théorème 4.7.

‚ Concernant le second item, la condition (4.17) peut être formulée de la façon équiva-
lente suivante : soit Ω := p0, πq et considérons α P L8p0, πq et la suite réelle pαpqpPN

telle que pour tout x P p0, πq

αpxq :=
8ÿ

p=0

αp cosppxq.

La condition (4.17) revient à trouver deux constantes C1 ą 0, C2 ą π telles que pour
tout p P N,

|αp| ď C1e´C2p.

‚ Pour tout k P N
˚, il est possible d’adapter la preuve du troisième item du Théorème

4.9 afin de montrer la non Π1-contrôlabilité à zéro du système (4.16) pour la fonction
de couplage α P Hkp0, 2πq donnée par

αpxq :=
8ÿ

j=1

1
jk+1

cospp2k + 13q jxq pour tout x P p0, 2πq. (4.18)

Ces fonctions α appartiennent à Hkp0, πq mais pas à Dpp´∆qk/2q pour des raisons qui
semblent techniques.

‚ Les résultats du Théorème 4.9 ont des conséquences quant à la contrôlabilité à zéro
de l’équation de la chaleur avec terme source. En effet, considérons l’équation de la
chaleur avec terme source contrôlée par un contrôle interne

$
’&
’%

Bty = ∆y + f + 1ωu dans QT ,

y = 0 sur ΣT ,

yp¨, 0q = y0 dans Ω,
(4.19)

où y0 P L2pΩq est la donnée initiale et f ,u P L2pQTq sont respectivement le terme source
et le contrôle. Comme nous l’avons vu dans la section 2.1 lors de la démonstration du
Corollaire 2.1, en utilisant les inégalités de Carleman, il est possible de montrer la
contrôlabilité du système (4.19) pour tout terme source f vérifiant

e
C

T´t f P L2pQTq, (4.20)

pour une constante C ą 0. Pour des seconds membres plus généraux, la question
reste ouverte. Nous remarquons que les deuxième et troisième item du Théorème

56



5. Problèmes ouverts et perspectives

4.9 donnent des résultats positifs et négatifs de contrôlabilité à zéro pour le système
(4.19) avec des termes source f qui ne satisfont pas la condition (4.20). Nous donnons
d’ailleurs d’autres résultats similaires dans les sections 2.2 et 2.3.

‚ La moyenne du couplage α n’influe pas sur la Π1-contrôlabilité à zéro du système
(4.16). En effet, pour un couplage donné, en y ajoutant une constante, nous ne chan-
geons pas la Π1-contrôlabilité à zéro du système, puisque celui-ci est linéaire et qu’il
est Π1-contrôlable à zéro dès que α est indépendant de l’espace. Il existe des systèmes
paraboliques couplés pour lesquels l’annulation ou non de la moyenne du terme de
couplage joue un rôle dans l’étude la contrôlabilité. Par exemple, nous avons vu dans
la section précédente que le système (4.6) avec p = 0 sur Ω et q de moyenne non-nulle
est contrôlable à zéro au temps T si, et seulement si, il est approximativement contrô-
lable au temps T. Par contre, si le système est approximativement contrôlable et si la
moyenne de q est nulle, alors il peut exister un temps minimal de contrôlabilité à zéro.

‚ Il est intéressant de remarquer que si α dépend de l’espace, les notions de Π1-contrôla-
bilité à zéro et approchée du système (4.16) ne sont pas équivalentes. Plus précisément,
dans le Théorème 4.9, nous avons des exemples de couplage α P L8pΩq pour lesquels
le système (4.16) est Π1-contrôlable à zéro ou non, alors que la Π1-contrôlabilité ap-
prochée du système (4.16) a lieu quel que soit α P L8pQTq :

Théorème 4.10. Soit α P L8pQTq. Alors le système (4.16) est Π1-approximativement contrôlable
pour tout ouvert non vide ω de Ω Ă R

N pN P N
˚q, i.e pour tout y0, yT , z0 P L2pΩq et tout ε ą 0, il

existe un contrôle u P L2pQTq tel que la solution py, zq du système (4.16) satisfasse

}ypTq ´ yT}L2pΩq ď ε.

Dans le dernier chapitre, en suivant la méthodologie de F. Boyer dans [Boy13], nous
construirons un schéma numérique permettant de contrôler partiellement un système pa-
rabolique. Après s’être placé dans un cadre général, nous implémenterons l’algorithme
avec des différences finies en temps et des éléments finis et des différences finies en es-
pace. Quelques simulations numériques nous donnerons l’occasion d’émettre des conjec-
tures concernant les problèmes encore ouverts en contrôlabilité partielle.

5 Problèmes ouverts et perspectives

La contrôlabilité des systèmes de deux équations paraboliques linéaires par une force
avec un terme de couplage d’ordre un pour des systèmes généraux, sans condition sur la
dimension, la zone de contrôle ou la régularité des coefficients est une question qui reste
encore ouverte, à l’exception de quelques cas particuliers. Plus précisément, la contrôlabilité
à zéro des systèmes d’équations paraboliques linéaires de la forme

$
’’’’’&
’’’’’%

Bty1 = divpd1y1q + g11 ¨ ∇y1 + g12 ¨ ∇y2 + a11y1 + a12y2 + 1ωu dans QT ,

Bty2 = divpd2y2q + g21 ¨ ∇y1 + g22 ¨ ∇y2 + a21y1 + a22y2 dans QT ,

y = 0 sur ΣT ,

yp¨, 0q = y0 dans Ω,
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où y0 P L2pΩ;R2q et u P L2pQTq, gi j P L8pQT ;RNq, ai j P L8pQTq pour tout i, j P t1, 2u et
d1, d2 sont donnés par (3.8). Lorsque les supports de contrôle et de couplage s’intersectent,
la combinaison des méthodes utilisées dans les chapitres I et II, c’est-à-dire la méthode de
perturbation du système dans la zone de contrôle avec les méthodes par contrôle fictif et
d’inversion locale d’opérateurs différentiels par combinaisons algébriques, peut peut-être
permettre d’aboutir à de nouveaux résultats.

Concernant les systèmes de n équations paraboliques contrôlées par m contrôles

$
’&
’%

Bty = ∆y + G ¨ ∇y + Ay + B1ωu dans QT ,

y = 0 sur ΣT ,

yp¨, 0q = y0 dans Ω,

où y0 P L2pΩ;Rnq et u P L2pQT ;Rmq, même pour des matrices G P MnpRNq, A P MnpRq,
B P MnmpRq constantes, il n’existe pas de résultat général. Si l’on note Gk := pgk

i jq1ďi, jďn P
MnpRq où gk

i j est la kème composante du vecteur gi j, nous avons vu que, dans le cas de deux
équations avec des matrices constantes, ce système est contrôlable à zéro au temps T si, et
seulement si, l’une des matrices de Kalman rA|Bs et rGk|Bs est de rang 2. Nous pourrions
nous demander s’il en est de même pour un système de n équations.

La question de la contrôlabilité par le bord des systèmes de n équations paraboliques
contrôlées par m contrôles

$
’&
’%

Btz = ∆z + G ¨ ∇z + Az dans QT ,

z = B1γv sur ΣT ,

zp¨, 0q = z0 dans Ω,

où z0 P H´1pΩ;Rnq et v P L2pΣT ;Rmq reste ouverte. Des conditions de Kalman ont été donné
dans [FCGBT10 ; AK+11b] pour G nulle et des matrices A et B constantes. Pour plus de
deux équations avec une matrice G non nulle, les conditions de contrôlabilité sont encore à
déterminer.

Nous avons donné des résultats positifs et négatifs de contrôlabilité partielle à zéro du
système de deux équations paraboliques

$
’’’&
’’’%

Bty = ∆y + αz + 1ωu dans QT ,

Btz = ∆z dans QT ,

y = z = 0 sur ΣT ,

yp¨, 0q = y0, zp¨, 0q = z0 dans Ω,

où y0 P L2pΩ;R2q et u P L2pQTq, mais nous sommes encore loin d’avoir une condition né-
cessaire et suffisante.

Numériquement, nous pourrions regarder si il possible d’utiliser les méthodes par con-
trôle fictif et d’inversion algébrique d’opérateurs différentiels décrites dans la section 2.5
pour construire un schéma numérique. Le problème dit analytique consiste à contrôler le
système considérer par autant de forces que d’équations, ce qui numériquement demande
a priori moins de temps et calcul. On en déduit une solution du problème dit algébrique en
appliquant directement un opérateur différentiel au contrôle trouvé, ce qui numériquement
est immédiat. Par contre, nous demandons au contrôle du problème analytique d’être très
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réguliers et localiser en temps et en espace. Est-ce que ces contraintes peuvent nous faire
perdre le temps que nous gagnons en contrôlant par plus de forces ?
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Chapitre II

Indirect controllability of some linear

parabolic systems of m equations

with m - 1 controls involving coupling

terms of zero or first order

Ce chapitre reprend en grande partie l’article « Indirect controllability of some linear para-
bolic systems of m equations with m - 1 controls involving coupling terms of zero or first order »,
écrit en collaboration avec Pierre Lissy1.

Résumé

Ce chapitre est consacré à l’étude de la contrôlabilité à zéro et approchée de certaines

classes de systèmes linéaires couplés avec moins de contrôles que d’équations. Plus pré-

cisément, pour un domaine borné Ω de R
N (N P N

˚), nous considérons un système de m

équations linéaires paraboliques (m ě 2) avec des termes de couplage d’ordre un et zéro,

et m ´ 1 contrôles localisés sur un sous-ensemble ouvert non-vide ω de Ω. Dans le cas de

coefficients de couplage constants, nous donnons une condition nécessaire et suffisante

pour obtenir la contrôlabilité à zéro et approchée sur un intervalle de temps arbitraire-

ment petit. Dans le cas m = 2 et N = 1, nous donnons également une condition générique

suffisante pour la contrôlabilité à zéro et approchée sur un intervalle de temps arbitrai-

rement petit et pour des coefficients généraux dépendants des variables d’espace et de

temps lorsque les supports des termes de couplage intersectent le domaine de contrôle

ω. Les résultats sont obtenus à l’aide de la méthode de contrôle fictif combinée avec une

méthode algébrique et des estimations appropriées de Carleman.
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II. Indirect controllability of some linear parabolic systems of m equations
with m - 1 controls involving coupling terms of zero or first order

1 Introduction

1.1 Presentation of the problem and main results

Let T ą 0, let Ω be a bounded domain in R
N (N P N

˚) supposed to be regular
enough (for example of class C8), and let ω be an arbitrary nonempty open subset of Ω. Let
QT := p0,Tq ˆ Ω, qT := p0,Tq ˆ ω, ΣT := p0,Tq ˆ BΩ and m ě 2. We consider the following
system of m parabolic linear equations, where the m ´ 1 first equations are controlled:
$
’’’’’’’’’’’’&
’’’’’’’’’’’’%

Bty1 = divpd1∇y1q +
řm

i=1 g1i ¨ ∇yi +
řm

i=1 a1iyi + 1ωu1 in QT ,

Bty2 = divpd2∇y2q +
řm

i=1 g2i ¨ ∇yi +
řm

i=1 a2iyi + 1ωu2 in QT ,

...
Btym´1 = divpdm´1∇ym´1q +

řm
i=1 gpm´1qi ¨ ∇yi +

řm
i=1 apm´1qiyi + 1ωum´1 in QT ,

Btym = divpdm∇ymq +
řm

i=1 gmi ¨ ∇yi +
řm

i=1 amiyi in QT ,

y1 = . . . = ym = 0 on ΣT ,

y1p0, ¨q = y0
1, . . . , ymp0, ¨q = y0

m in Ω,

(1.1)

where y0 := py0
1, . . . , y

0
mq P L2pΩqm is the initial condition and u := pu1, . . . ,um´1q P L2pQTqm´1

is the control. The zero and first order coupling terms pai jq1ďi, jďm and pgi jq1ďi, jďm are assu-
med to be respectively in L8pQTq and in L8p0,T; W1

8pΩqNq. Given some l P t1, ...,mu, the
second order elliptic self-adjoint operator divpdl∇q is given by

divpdl∇q =
Nÿ

i, j=1

Bipdi j
l B jq,

with #
di j

l P W1
8pQTq,

di j
l = d ji

l in QT ,

where the coefficients di j
l satisfy the uniform ellipticity condition

Nÿ

i, j=1

di j
l ξiξ j ě d0|ξ|2 in QT , @ξ P R

N ,

for a constant d0 ą 0.
In order to simplify the notation, from now on, we will denote by

D := diagpd1, . . . , dmq, G := pgi jq1ďi, jďm PMmpRNq,

A := pai jq1ďi, jďm PMmpRq, B :=

˜
diagp1, . . . , 1q

0

¸
PMm,m´1pRq,

so that we can write System (1.1) as
$
’&
’%

Bty = divpD∇yq + G ¨ ∇y + Ay + 1ωBu in QT ,

y = 0 on ΣT ,

yp0, ¨q = y0 in Ω.
(1.2)

It is well-known (see for instance [Eva10, Th. 3 & 4, p. 356-358]) that for any initial data
y0 P L2pΩqm and u P L2pQTqm´1, System (1.2) admits a unique solution y in Wp0,Tqm, where

Wp0,Tq := L2p0,T; H1
0pΩqq X H1p0,T; H´1pΩqq ãÑ C0pr0,Ts; L2pΩqq. (1.3)
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1. Introduction

Moreover, one can prove (see for instance [Eva10, Th. 5, p. 360]) that if y0 P H1
0pΩqm and

u P L2pQTqm´1, then the solution y is in W2,1
2 pQTqm, where

W2,1
2 pQTq := L2p0,T; H2pΩq X H1

0pΩqq X H1p0,T; L2pΩqq ãÑ C0pr0,Ts; H1
0pΩqq. (1.4)

The main goal of this article is to analyse the null controllability and approximate control-
lability of System (1.1). Let us recall the definition of these notions. It will be said that

‚ System (1.1) is null controllable at time T if for every initial condition y0 P L2pΩqm,
there exists a control u P L2pQTqm´1 such that the solution y in Wp0,Tqm to System
(1.1) satisfies

ypTq ” 0 in Ω.

‚ System (1.1) is approximately controllable at time T if for every ε ą 0, every initial
condition y0 P L2pΩqm and every yT P L2pΩqm, there exists a control u P L2pQTqm´1

such that the solution y in Wp0,Tqm to System (1.1) satisfies

}ypTq ´ yT}2
L2pΩqm ď ε.

Let us remark that if System (1.1) is null controllable on the time interval p0,Tq, then it
is also approximately controllable on the time interval p0,Tq (this is an easy consequence of
usual results of backward uniqueness concerning parabolic equations as given for example
in [BT73]).

Our first result gives a necessary and sufficient condition for null (or approximate) control-
lability of System (1.1) in the case of constant coefficients.

Theorem 1.1. Let us assume that D, G and A are constant in space and time. Then System (1.1)
is null (resp. approximately) controllable at time T ą 0 if and only if there exists i0 P t1, ...,m ´ 1u
such that

gmi0 ‰ 0 or ami0 ‰ 0. (1.5)

This condition is the natural one that can be expected, since it means that the last equa-
tion is coupled with at least one of the others, and is clearly a necessary condition (otherwise
one cannot act on the last component yn which evolves freely).

Our second result concerns the case of general coefficients depending on space and time
variables, in the particular case of two equations (i.e. m = 2), and gives a controllability
result under some technical conditions on the coefficients (see (1.7) and (1.8)) coming from
the algebraic solvability (see Section 3.1). To understand why this kind of condition appears
here, we refer to the simple example given in [Lis13, Ex. 1, Sec. 1.3]. Let us emphasize that the
second point is only valid for N = 1 and under Condition (1.8), which is clearly technical
since it does not even cover the case of constant coefficients. However, Condition (1.8) is
generic as soon as we restrict to the coupling coefficients verifying g21 ­= 0 on p0,Tqˆω, in the
following sense: it only requires some regularity on the coefficients and a given determinant,
involving some coefficients and their derivatives, to be non-zero. Since this condition may
seem a little bit intricate, we will give in Remark 1.1 some particular examples that clarify
the scope of Theorem 2.
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Theorem 1.2. Consider the following system:

$
’’’&
’’’%

Bty1 = divpd1∇y1q + g11 ¨ ∇y1 + g12 ¨ ∇y2 + a11y1 + a12y2 + 1ωu in QT ,

Bty2 = divpd2∇y2q + g21 ¨ ∇y1 + g22 ¨ ∇y2 + a21y1 + a22y2 in QT ,

y1 = y2 = 0 on ΣT ,

y1p0, ¨q = y0
1, y2p0, ¨q = y0

2, in Ω,

(1.6)

where y0 = py0
1, y

0
2q P L2pΩq2 is the initial condition.

Then System (1.1) is null (resp. approximately) controllable at time T if there exists an open
subset pa, bq ˆ O Ď qT where one of the following conditions is verified:

(i) Coefficients of System (1.6) satisfy di P C1ppa, bq,C2pOqN2 q, gi j P C1ppa, bq,C2pOqNq, ai j P
C1ppa, bq,C2pOqq for i, j = 1, 2 and

g21 = 0 and a21 ­= 0 in pa, bq ˆ O. (1.7)

(ii) N = 1 and coefficients of System (1.6) satisfy di, gi j, ai j P C3ppa, bq,C7pOqq for i = 1, 2 and

|detpHpt, xqq| ą C for every pt, xq P pa, bq ˆ O, (1.8)

where

H :=

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˝

´a21 + Bx g21 g21 0 0 0 0
´Bxa21 + Bxx g21 ´a21 + 2Bx g21 0 g21 0 0
´Bta21 + Btx g21 Btg21 ´a21 + Bx g21 0 g21 0

´Bxxa21 + Bxxx g21 ´2Bxa21 + 3Bxx g21 0 ´a21 + 3Bx g21 0 g21

´a22 + Bx g22 g22 ´ Bxd2 ´1 ´d2 0 0
´Bxa22 + Bxx g22 ´a22 + 2Bx g22 ´ Bxxd2 0 g22 ´ 2Bxd2 ´1 ´d2

˛
‹‹‹‹‹‹‹‹‚

.

(1.9)

Remark 1.1. (a) The first part of Theorem 1.2 has already been proved in [GBT10] and
[GBPG06] (see the point 4. of Section 9 in [GBPG06]) with less regularity on the coef-
ficients, and is not a new result.

(b) We will see during the proof of Theorem 1.2 that, in Item (ii) of Theorem 1.2, taking
into account the derivatives of the appearing in (1.9), (3.5) and (3.10) and the regularity
needed for the control in Proposition 3.4, we only need the following regularity for the
coefficients:

di P C1ppa, bq,C2pOqq, gi j P C0ppa, bq,C2pOqq, ai j P C0ppa, bq,C1pOqq (1.10)

for all i, j P t1, 2u in the first case (i) and

$
’’’’’’’’’’&
’’’’’’’’’’%

d1 P C1ppa, bq,C4pOqq X C2ppa, bq,C1pOqq,
g11, g12 P C0ppa, bq,C4pOqq X C1ppa, bq,C1pOqq,
a11, a12 P C0ppa, bq,C3pOqq X C1ppa, bq,C0pOqq,
g21 P C0ppa, bq,C7pOqq X C3ppa, bq,C1pOqq,
d2, g22 P C0ppa, bq,C6pOqq X C2ppa, bq,C2pOqq,
a22 P C0ppa, bq,C5pOqq X C2ppa, bq,C1pOqq,
a21 P C0ppa, bq,C6pOqq X C3ppa, bq,C0pOqq,

(1.11)

in the second case piiq.
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(c) One can easily compute explicitly the determinant of matrix H appearing in (1.8):

detpHq = 2
Ba21

Bx
Bd2
Bx g2

21 ´ 4
Ba21

Bx d2
Bg21

Bx g21 +
B2a21

Bx2 d2 g2
21 + 2a21

Ba21
Bx d2 g21 ´

Ba21
Bx g2

21 g22 +
Ba21

Bt g2
21

´4a21
Bd2
Bx

Bg21
Bx g21 + a21

B2d2
Bx2 g2

21 + a2
21

Bd2
Bx g21 ´ 3a21d2

B2 g21
Bx2 g21 + 6a21d2p

Bg21
Bx q2 ´ 2a2

21d2
Bg21

Bx + a21
Bg21

Bx g21 g22

´a21
Bg21

Bt g21 ´ a21 g2
21

Bg22
Bx +

Ba22
Bx g3

21 ´
B2d2
Bx2

Bg21
Bx g2

21 ´ 2
Bd2
Bx

B2 g21
Bx2 g2

21 + 3
Bd2
Bx p

Bg21
Bx q2 g21 ´ d2

B3 g21
Bx3 g2

21

+5d2
Bg21

Bx
B2 g21

Bx2 g21 ´ 4d2p
Bg21

Bx q3 +
Bg21

Bx g2
21

Bg22
Bx +

Bg21
Bx2 g2

21 g22 ´
Bg21

Bx

2
g21 g22 ´

Bg21
BxBt g2

21 +
Bg21

Bx
Bg21

Bt g21

´g3
21

Bg22
Bx2 .

(d) We remark that Condition (1.8) implies in particular that

g21 ‰ 0 in pa, bq ˆO. (1.12)

Our conjecture is that, as in the case of constant coefficients, either the first line of (1.7)
or (1.12) is sufficient as soon as we restrict to the class of coupling terms that intersect
the control region, since it is the minimal conditions one can expect (as in the case of
constant coefficients, this only means that the last equation is coupled with one of the
others).

(e) Even though Condition (1.8) seems complicated, it can be simplified in some cases.
Indeed, for example, System (1.6) is null controllable at time T if there exists an open
subset pa, bq ˆ O Ď qT such that

$
’&
’%

g21 ” κ P R
˚ in pa, bq ˆ O,

a21 ” 0 in pa, bq ˆ O,
Bxa22 ‰ Bxxg22 in pa, bq ˆ O.

In the case Bxa22 = Bxxg22, we do not know if the controllability holds and we are not
able to prove it using the same techniques as in this paper.

Another simple situation is the case where the coefficients depend only on the time
variable. In this case, it is easy to check that Condition (1.8) becomes simply: there
exists an open interval pa, bq of p0,Tq such that

g21ptqBta21ptq ‰ a21ptqBtg21ptq in pa, bq.

(f) In fact, it is likely that one could obtain a far more general result than the one obtained
in Theorem 1.2. By using the same reasoning, one would be able to obtain a result of
controllability for arbitrary m and N, however the generic Condition (1.8) would be
far more complicated and in general impossible to write down explicitly. That is the
reason why we chose to treat only the case m = 2 and N = 1.

This paper is organized as follows. In Section 1.2, we recall some previous results and
explain precisely the scope of the present contribution. In Section 1.3, we give some natural
perspectives of this work. In Section 1.4 we present the main method used here, that is to
say the fictitious control method together with some algebraic method. Section 2 is devoted
to the proof of Theorem 1.1. We finish with the proof of Theorem 1.2 in Section 3.

1.2 State of the art

The study of what is called the indirect controllability for linear or non-linear parabolic
coupled systems has been an intensive subject of interest these last years. The main issue
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is to try to control many equations with less controls than equations (and ideally only one
control if possible), with the hope that one can act indirectly on the equations that are not
directly controlled thanks to the coupling terms. For a recent survey concerning this kind of
control problems, we refer to [AK+11a]. Here, we will mainly present the results related to
this work, that is to say the case of the null or approximate controllability of linear parabolic
systems with distributed controls.

First of all, in the case of zero order coupling terms, a necessary and sufficient algebraic
condition is proved in [AK+09a] for the controllability of parabolic systems, for constant
coefficients and diffusion coefficients di that are equal. This condition is similar to the usual
algebraic Kalman rank condition for finite-dimensional systems. These results were then ex-
tended in [AK+09b], where a necessary and sufficient condition is given for constant coef-
ficients but different diffusion coefficients di (the Laplace operator ∆ can also be replaced
by some general time-independent elliptic operator). Moreover, in [AK+09a], some results
are obtained in the case of time-dependent coefficients under a sharp sufficient condition
which is similar to the sharp Silverman-Meadows Theorem in the finite-dimensional case.

Concerning the case of space-varying coefficients, there is currently no general theory.
In the case where the support of the coupling terms intersect the control domain, the most
general result is proved in [GBT10] for parabolic systems in cascade form with one control
force (and possibly one order coupling terms). We also mention [AKBD06a], where a result
of null controllability is proved in the case of a system of two equations with one control
force, with an application to the controllability of a non-linear system of transport-diffusion
equations. In the case where the coupling regions do not intersect the control domain, only
few results are known and in general there are some technical and geometrical restrictions
(see for example [AB13], [ABL13a] or [RT11b]). These restrictions come from the use of the
transmutation method that requires a controllability result on some related hyperbolic system.
Let us also mention [AK+14], where the authors consider a system of two equations in one
space dimension and obtain a minimal time for null controllability, when the supports of
the coupling terms do not intersect the control domain.

Concerning the case of first order coupling terms, there are also only few results. The
first one is [Gue07b], where the author studies notably the case of N + 1 coupled heat equa-
tions with N control forces (we recall that N is the dimension of Ω) and obtains the null
controllability of System (1.1) at any time when the following estimate holds:

}u}H1pΩq ď C}pg21 ¨ ∇ + a21q˚u}L2pΩqN , (1.13)

for all u P H1
0pΩq. Let us emphasize that inequality (1.13) is very restrictive, because it no-

tably implies that g21 has to be non-zero on each of its components (due to the H1´norm
appearing in the left-hand side). Moreover, in the case of two equations, the result given in
[Gue07b] is true only in the dimension one. Another case is the null controllability at any
time T ą 0 of m equations with one control force, which is studied in [GBT10], under many
assumptions: the coupling matrix G has to be upper triangular (except on the controlled
equation) and many coefficients of A have to be non identically equal to zero on ω, notably,
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in the 2 ˆ 2 case, we should have

g21 ” 0 in qT

and
pa21 ą a0 in qT or a21 ă ´a0 in qTq,

(1.14)

for a constant a0 ą 0. The last result concerning first order coupling terms is the recent work
[Ben+14], where the case of 2 ˆ 2 and 3 ˆ 3 systems with one control force is studied under
some technical assumptions. Notably, in the 2 ˆ 2 case, the authors assume that

#
there exists an nonempty open subset γ of BωX BΩ,
Dx0 P γ s.t. g21pt, x0q ¨ νpx0q ‰ 0 for all t P r0,Ts, (1.15)

where ν represents the exterior normal unit vector to the boundary BΩ. Under these techni-
cal restrictions on the control domain and the coupling terms, System (1.1) is null control-
lable at any time T ą 0.

Here we detail how our results differ from the existing ones:

1. In the case of constant coefficients, we are able to obtain a necessary and sufficient
condition in the case of m equations, m ´ 1 controls and coupling terms of order 0 or
1, which is the main new result. Moreover, the diffusion coefficients can be different,
we are able to treat the case of as many equations as wanted and we use an inequality
similar to Condition (1.13) but with the L2´norm in the left-hand side (see Lemma
2.4). To finish, we do not need the control domain to extend up to the boundary as in
Condition (1.15). The main restriction is that all the coefficients of System (1.1) must
be constant.

2. In the case N = 1 and m = 2, we are able to obtain the controllability in arbitrary
small time under some generic condition which is purely technical. In Theorem 2, the
geometric condition (1.15) is not necessary, which is satisfying.

1.3 Related open problems and perspectives

Let us describe briefly some related open problems and the difficulties that prevent us
to go further in the present paper:

— As explained in Remark 1, we believe that the condition involving the determinant
of H is purely technical, which means that either the first line of (1.7) or (1.12) is
sufficient as soon as we restrict to the class of coupling terms that intersect the control
region. This conjecture includes the particular cases mentioned in item (e) of Remark
1 (for instance the condition appearing in the case of time-dependent coefficients
should not be necessary). However, we were not able to treat the general case because
it is crucial in the proof of Theorem 1 that the coefficients are constant, at least at two
levels:

1. Lemma 2.4 is not true anymore for variable coefficients (maybe in the case of
time-varying coefficients only this can be adapted though).

2. During the proof of the Carleman estimate (2.15), it is crucial that the operatorN
introduced in (2.2) has constant coefficients, so that it commutes with all the terms
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of the equation. This enables us to obtain an equation like (2.17), hence we apply
directly Lemma (2.2), which would not be possible in the case of non-constant
coefficients (there will be some remaining terms that cannot be absorbed).

— Another important limitation of our study is that we are restricted to the case of
m ´ 1 controls. One natural extension would then be to try to remove more controls.
However, even in the case of m equations and m ´ 2 controls (m ě 3) and constant
coefficients, the situation is much more intricate because we do not have any idea
on what would be a “natural condition” similar to the one of Theorem 1 that will
be enough to ensure the null controllability. Moreover, using the fictitious control
method is not totally straightforward, because it is likely that the operatorN needed
in (2.2) has to be of order 2 in space, which would lead to important technical issues
since it would require to prove a Carleman estimate similar to (2.15) with a local term
involving derivatives of order 2.

— To prove the algebraic solvability of system (1.6) (see (1.21) for the definition of this
notion), we introduce a differential operatorQ in (3.7) which is a key issue of the proof
of the second item in Theorem 1.2. The matrix H given in (1.9) is then deduced from
Q. The operator Q has been found with the help of formal calculations. The authors
have not been able to find simpler expressions. It could be interesting to improve it
and notably to investigate if looking at higher derivatives would give some different
(and simpler) conditions.

1.4 Strategy

The method described in this section is sometimes called fictitious control method and
has already been used for instance in [GBPG06], [CL14] and [ABCO15]. One important li-
mitation of this method is that it will never be useful to treat the case where the support of
the coupling terms do not intersect the control region, because, in what we call the algebraic
resolution, we have to work locally on the control region.

Roughly, the method is the following: we first control the equations with m controls (one
on each equation) and we try to eliminate the control on the last equation thanks to algebraic
manipulations. Let us be more precise and decompose the problem into two different steps:

Analytic problem:

Find a solution pz, vq in an appropriate space to the control problem by m controls which
are regular enough and are in the range of a differential operator. More precisely, solve

$
’&
’%

Btz = divpD∇zq + G ¨ ∇z + Az +Np1rωvq in QT ,

z = 0 on ΣT ,

zp0, ¨q = y0, zpT, ¨q = 0 in Ω,
(1.16)

where N is some differential operator to be chosen later and rω is strongly included in ω.
Solving Problem (1.16) is easier than solving the null controllability at time T of System (1.1),
because we control System (1.16) with a control on each equation. The important points (and
somehow different from the usual methods) are that:

1. The control has to be of a special form (it has to be in the range of a differential operator
N),
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2. The control has to be regular enough, so that it can be differentiated a certain amount
of times with respect to the space and/or time variables (see the next section about
the algebraic resolution).

If we look for a control v in the weighted Sobolev space L2pQT , ρ
´1/2qm for some weight ρ, it

is well known (see, e.g. [Cor07, Th. 2.44, p. 56–57]) that the null controllability at time T of
System (1.16) is equivalent to the following observability inequality:

ż

Ω
|ψp0, xq|2dx ď Cobs

ĳ

qT

ρ|N˚ψpt, xq|2 dxdt, (1.17)

where ψ is the solution to the dual system
$
’&
’%

´Btψ = divpD∇ψq ´ G˚ ¨ ∇ψ + A˚ψ in QT ,

ψ = 0 on ΣT ,

ψpT, ¨q = ψ0 in Ω.

Inequalities like (1.17) can be proved thanks to some appropriate Carleman estimates. The
weight ρ can be chosen to be exponentially decreasing at times t = 0 and t = T, which will
be useful later. In fact, we will have to adapt the usual HUM duality method to ensure that
one can find such controls.

Algebraic problem:

For f := 1ωv, find a pair ppz, pvq (where pv now acts only on the first m ´ 1 equations) in an
appropriate space satisfying the following control problem:

$
’&
’%

Btpz = divpD∇pzq + G ¨ ∇pz + Apz + Bpv +N f in QT ,

pz = 0 on ΣT ,

pzp0, ¨q = pzpT, ¨q = 0 in Ω,
(1.18)

and such that the spatial support of pv is strongly included in ω. We will solve this problem
using the notion of algebraic solvability of differential systems, which is based on ideas co-
ming from [Gro86, Section 2.3.8] and was already widely used in [CL14] and [ABCO15].
The idea is to write System (1.18) as an underdetermined system in the variables pz and pv and
to seeN f as a source term, so that we can write Problem (1.18) under the abstract form

Lppz, pvq = N f , (1.19)

where
Lppz, pvq := Btpz ´ divpD∇pzq ´ G ¨ ∇pz ´ Apz ´ Bpv. (1.20)

The goal will be then to find a partial differential operatorM satisfying

L ˝M = N . (1.21)

When (1.21) is satisfied, we say that System (1.18) is algebraically solvable. This exactly means
that one can find a solution ppz, pvq to System (1.18) which can be written as a linear combina-
tion of some derivatives of the source termN f . The main advantage of this method is that
one can only work locally on qT , because the solution depends locally on the source term
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and then has the same support as the source term (to obtain a solution which is defined
everywhere on QT , one just extends it by 0). This part will be explained in more details in
Sections 2.1 and 3.1.

Conclusion:

If we can solve the analytic and algebraic problems, then it is easy to check that py,uq :=

pz´pz,´pvq will be a solution to System (1.1) in an appropriate space and will satisfy ypTq ” 0

in Ω (for more explanations, see [CL14, Prop. 1] or Sections 2.4 and 3.3 of the present paper).

2 Proof of Theorem 1.1

Let us remind that in this case, D, G and A are constant. In Section 2.1, 2.2 and 2.3,
we will always consider some i0 P t1, ...,m ´ 1u such that

gmi0 ‰ 0 or ami0 ‰ 0. (2.1)

We will follow the strategy described in Section 1.4, and we first begin with finding some
appropriate operatorN .

2.1 Algebraic resolution

We will here explain how to choose the differential operatorN used in the next sec-
tion. We will assume from now on that all differential operators of this section are defined
in C8pQTqm. The appropriate spaces will be specified in Section 2.4. We consider N as the
operator defined for all f := p f1, . . . , fmq by

Np f q :=

¨
˚̊
˚̋

N1 f
N2 f
. . .

Nm f

˛
‹‹‹‚ :=

¨
˚̊
˚̋

p´gmi0 ¨ ∇´ ami0 q f1
p´gmi0 ¨ ∇´ ami0 q f2

. . .

p´gmi0 ¨ ∇´ ami0 q fm

˛
‹‹‹‚. (2.2)

Let us recall that the definition of L is given in (1.20).

As explained in Section 1.4, we want find a differential operatorM such that

L ˝M = N . (2.3)

We have the following proposition:

Proposition 2.1. LetN be defined as in (2.2). Then there exists a differential operatorM of order
1 in time and 2 in space, with constant coefficients, such that (2.3) is verified.

Proof of Proposition 2.1. We can remark that equality (2.3) is equivalent to

M˚ ˝L˚ = N˚. (2.4)
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The adjoint L˚ of the operator L is given for all ϕ P C8pQTqm by

L˚ϕ :=

¨
˚̋

L˚
1ϕ

. . .

L˚
2m´1ϕ

˛
‹‚=

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˝

´Btϕ1 ´ divpd1∇ϕ1q +
řm

j=1tg j1 ¨ ∇ϕ j ´ a j1ϕ ju
. . .

´Btϕm ´ divpdm∇ϕmq +
řm

j=1tg jm ¨ ∇ϕ j ´ a jmϕ ju
ϕ1

. . .

ϕm´1

˛
‹‹‹‹‹‹‹‹‚

, (2.5)

the m´1 last lines coming from the particular form of our control operator B. Now we apply
gmi0 ¨ ∇ ´ ami0 to the pm + iqth line for i P t1, ...,m ´ 1u and we add pBt + divpdi0∇qqL˚

m+i0
ϕ +

řm´1
j=1 p´g ji0 ¨∇+a ji0 qL˚

m+ jϕ to the pi0qth line. Hence, remarking thatL˚
m+iϕ = ϕi (i P t1, ...,m´

1u), we obtain

¨
˚̊
˚̊
˝

pgmi0 ¨ ∇´ ami0 qL˚
m+1ϕ

. . .

pgmi0 ¨ ∇´ ami0 qL˚
2m´1ϕ

L˚
i0
ϕ + pBt + divpdi0∇qqL˚

m+i0
ϕ +

řm´1
j=1 p´g ji0 ¨ ∇ + a ji0 qL˚

m+ jϕ

˛
‹‹‹‹‚
= N˚ϕ.

Thus if we defineM˚ for ψ := pψ1, ..., ψ2m´1q P C8pQTq2m´1 by

M˚

¨
˚̋

ψ1

. . .

ψ2m´1

˛
‹‚ :=

¨
˚̊
˚̊
˝

pgmi0∇´ ami0 qψm+1

. . .

pgmi0∇´ ami0 qψ2m´1

ψi0 + pBt + divpdi0∇qqψm+i0 +
řm´1

j=1 p´g ji0 ¨ ∇ + a ji0 qψm+ j

˛
‹‹‹‹‚
, (2.6)

then equality (2.4) is satisfied and hence equality (2.3) also. Moreover, the coefficients ofM˚

are constant, hence it is also the case for the coefficients ofM.

Remark 2.1. Looking carefully at the proof of Proposition 2.1, we remark that one could
also have constructed some differential operator ĂM such that L ˝ ĂM = rN with rN1 = . . . =
rNm´1 = Id and rNm = ´gmi0 .∇ ´ ami0 . However, it is more convenient for the proof of (2.15)
to work with a differential operator of same order on each line of N and that is the reason
why we copied ´gmi0 .∇´ ami0 on each line.

2.2 An appropriate Carleman estimate

Let us consider the following dual system associated to System (1.16)

$
’&
’%

´Btψ = divpD∇ψq ´ G˚ ¨ ∇ψ + A˚ψ in QT ,

ψ = 0 on ΣT ,

ψpT, ¨q = ψ0 in Ω.
(2.7)

The two main results of this section are Propositions 2.2 and 2.3, which are respectively
some Carleman estimate and observability inequality. The particularity of theses inequali-
ties is that the observation will not be directly the L2´norm of the solution ψ to System (2.7)
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on the subset ω, but it will be the L2´norm of some linear combination of ψ and its deriva-
tives of first order on the subset ω. This particular form will be used in the next section to
construct a solution to the analytic control Problem (1.16).

Let ω0, ω1 and ω2 be three nonempty open subsets included in ω satisfying

ω2 Ă ω1, ω1 Ă ω0 and ω0 Ă ω.

Before stating the Carleman estimate, let us introduce some notations. For s, λ ą 0, let us
define

Ips, λ; uq := s3λ4
ĳ

QT

e´2sαξ3|u|2dxdt + sλ2
ĳ

QT

e´2sαξ|∇u|2dxdt, (2.8)

where

αpt, xq :=
expp12λ}η0}8q ´ exprλp10}η0}8 + η

0pxqqs
t5pT ´ tq5

and ξpt, xq :=
exprλp10}η0}8 + η

0pxqqs
t5pT ´ tq5

.

(2.9)
Here, η0 P C2pΩq is a function satisfying

|∇η0| ě κ in Ωzω2, η0 ą 0 in Ω and η0 = 0 on BΩ,

with κ ą 0. The proof of the existence of such a function η0 can be found in [FI96, Lemma
1.1, Chap. 1] (see also [Cor07, Lemma 2.68, Chap. 2]). We will use the two notations

α˚ptq := max
xPΩ

αpt, xq and ξ˚ptq := min
xPΩ

ξpt, xq, (2.10)

for all t P p0,Tq.

Some auxiliary results

Let us now give some useful auxiliary results that we will need in our proofs. The
first one is a Carleman estimate which holds for solutions of the heat equation with non-
homogeneous Neumann boundary conditions:

Lemma 2.1. Let us assume that d ą 0, u0 P L2pΩq, f1 P L2pQTq and f2 P L2pΣTq. Then there exists
a constant C := CpΩ, ω2q ą 0 such that the solution to the system

$
’&
’%

´Btu ´ divpd∇uq = f1 in QT ,
Bu
Bn = f2 on ΣT ,

upT, ¨q = u0 in Ω,

satisfies

Ips, λ; uq ď C

¨
˚̋s3λ4

ĳ

p0,Tqˆω2

e´2sαξ3|u|2dxdt +
ĳ

QT

e´2sα| f1|2dxdt

+sλ
ĳ

ΣT

e´2sα˚

ξ˚| f2|2dσdt

˛
‹‚,

for all λ ě C and s ě CpT5 + T10q.
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The proof of Lemma 2.1 can essentially be found in [FC+06]. In fact, in this article, the
weights are a little bit different (tpT ´ tq instead of t5pT ´ tq5), but the proof just needs to be
slightly adapted to obtain the present result.

From Lemma 2.1, one can deduce the following result:

Lemma 2.2. Let h P L2pΣTqm. Then there exists a constant C := CpΩ, ω2q ą 0 such that for every
ϕ0 P L2pΩqm, the solution ϕ to the system

$
’&
’%

´Btϕ = divpD∇ϕq ´ G˚ ¨ ∇ϕ + A˚ϕ in QT ,
Bϕ

Bn = h on ΣT ,

ϕpT, ¨q = ϕ0 in Ω

(2.11)

satisfies

Ips, λ;ϕq ď C

¨
˚̋s3λ4

ĳ

p0,Tqˆω2

e´2sαξ3|ϕ|2dxdt + sλ
ĳ

ΣT

e´2sα˚

ξ˚ |h|2 dσdt

˛
‹‚,

for every λ ě C and s ě s0 = CpT5 + T10q.

The proof of Lemma 2.2 is standard and is left to the reader (one just have to apply
Lemma 2.1 separately to all equations of System (2.11), sum of all the Carleman estimates
and absorb the remaining lower-order terms thanks to the left-hand side).

In this section, we will use also the following estimate.

Lemma 2.3. Let r P R. Then there exists C := Cpr, ω2,Ωq ą 0 such that, for every T ą 0 and every
u P L2p0,T; H1pΩqq,

sr+2λr+2
ĳ

QT

e´2sαξr+2|u|2dxdt ď C

¨
˚̋srλr

ĳ

QT

e´2sαξr|∇u|2dxdt

+sr+2λr+2
ĳ

p0,Tqˆω2

e´2sαξr+2|u|2dxdt

˛
‹‚,

for every λ ě C and s ě CpT5 + T10q.

The proof of this lemma can be found for example in [CG09, Lemma 3]. Our next Lemma
is some Poincaré-type inequality involving the differential operatorN˚.

Lemma 2.4. There exists a constant C := CpΩq ą 0 such that for every u P H1
0pΩq, the following

estimate holds: ż

Ω
u2 ď C

ż

Ω
|N˚u|2, (2.12)

whereN˚ := gmi0 ¨ ∇´ ami0 .

Lemma 2.4 is obvious if gmi0 = 0. If ami0 = 0, this is exactly the usual Poincaré inequality.
The case ami0 ­= 0 and gmi0 ­= 0 can be reduced to the previous case by considering

upxq exp
ˆ

´ ami0

||gmi0 ||2 pgmi0 ¨ xq
˙
.
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In order to deal with more regular solutions, one needs the following lemma:

Lemma 2.5. Let z0 P H1
0pΩqm and f P L2pQTqm. Let us denote by R := ´ divpD∇¨q ´ G ¨ ∇ ´ A

and consider z the solution in W2,1
2 pQTqm to the system

$
’&
’%

Btz = divpD∇zq + G ¨ ∇z + Az + f in QT ,

z = 0 on ΣT ,

zp0, ¨q = z0 in Ω.
(2.13)

Let d P N. Let us assume that z0 P H2d+1pΩqm, f P L2p0,T; H2dpΩqmq X Hdp0,T; L2pΩqmq and
satisfy the following compatibility conditions:

$
’’’&
’’’%

g0 := z0 P H1
0pΩqm,

g1 := f p0, ¨q ´ Rg0 P H1
0pΩqm,

. . .

gd := Bd´1
t f p0, ¨q ´ Rgd´1 P H1

0pΩqm.

Then z P L2p0,T; H2d+2pΩqmq X Hd+1p0,T; L2pΩqmq and we have the estimate

}z}L2p0,T;H2d+2pΩqmqXHd+1p0,T;L2pΩqmq ď Cp} f }L2p0,T;H2dpΩqmqXHdp0,T;L2pΩqmq + }z0}H2d+1pΩqm q. (2.14)

It is a classical result that can be easily deduced for example from [Eva10, Th. 6, p. 365].

Carleman inequality

We are now able to prove the following inequality:

Proposition 2.2. There exists a constant C := Cpω0,Ωq ą 0 such that for every ψ0 P L2pΩqm, the
corresponding solution ψ to System (2.7) satisfies

ĳ

QT

e´2sαts7λ8ξ7|N˚ψ|2 + s5λ6ξ5|∇N˚ψ|2 + s3λ4ξ3|∇∇N˚ψ|2 + sλ2ξ|∇∇∇N˚ψ|2udxdt

ď Cs7λ8
ĳ

p0,Tqˆω0

e´2sαξ7|N˚ψ|2dxdt,

(2.15)
for every λ ě C and s ě s0 = CpT5 + T10q.

Remark 2.2. It may be quite surprising that one can put so much derivatives at the left-hand-
side of equality (2.15), because the initial condition ψ0 is only supposed to be L2, hence ψ is
only assumed to be in Wp0,Tq (see (1.3)). However, because of the fact that the exponential
weight e´2sα is strong enough to absorb the singularity that only exists at initial time t = 0,
it is quite easy to prove that all the integrals appearing in the left-hand side of (2.15) exist
(this can notably be deduced for example from inequalities like (2.26), (2.27) or (2.28)).

Proof of Proposition 2.2.

The proof is inspired by [CG09]. The main difference here is that we keep N˚ψ at the
right-hand side, which complicates a little bit the proof. Let us denote by

R := ´ divpD∇q + G˚ ¨ ∇´ A˚. (2.16)
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We can assume without loss of generality that

ψ0 P H5pΩq and ψ0,Rψ0,R2ψ0 P H1
0pΩqm

(The general case follows from a density argument). Thus, using Lemma 2.5, the solution ψ
to System (2.7) is an element of L2p0,T; H6pΩqmq X H3p0,T; L2pΩqmq. First of all, let us apply
the differential operator

∇∇N˚ = ∇∇p´ami0 + gmi0 ¨ ∇q

to System (2.7) satisfied by ψ. Thus, if we call φ := pφi jq1ďi, jďN with φi j := BiB jN
˚ψ, then one

observes that φ is a solution of the following system:

$
’’&
’’%

´Btφi j = divpD∇φi jq ´ G˚ ¨ ∇φi j + A˚φi j in QT ,
Bφi j

Bn =
BpBiB jN

˚ψi jq

Bn on ΣT ,

φi jpT, ¨q = BiB jN
˚ψ0

i j in Ω.

(2.17)

By applying Lemma 2.2 to φ, we have

Ips, λ, φq ď C

¨
˚̋s3λ4

ĳ

p0,Tqˆω2

e´2sαξ3|φ|2dxdt + sλ
ĳ

ΣT

e´2sα˚

ξ˚

ˇ̌
ˇ̌Bp∇∇N˚ψq

Bn

ˇ̌
ˇ̌
2

dσdt

˛
‹‚, (2.18)

for every λ ě C and s ě CpT5 + T10q.
The proof will be divided into three steps :

— In the first step, we will estimate the boundary term in the right-hand side of inequa-
lity (2.18) with some global interior term involving ψ that will be absorbed later.

— In the second step, we will compare Ips, λ, φq with the left-hand side of inequality
(2.15).

— Finally, in the last step, we will estimate the local term of high order appearing in
inequality (2.18) thanks to some local terms that will be absorbed in the left-hand
side of inequality (2.18) and also thanks to the local term of the right-hand side of
inequality (2.15).

Step 1: Let us consider a function θ P C2pΩq such that

Bθ
Bn
= θ = 1 on BΩ.

After an integration by parts of the boundary term, we obtain

sλ
ż T

0
e´2sα˚

ξ˚

ż

BΩ

ˇ̌
ˇ̌Bφ
Bn

ˇ̌
ˇ̌
2

dσdt

= sλ
ż T

0
e´2sα˚

ξ˚

ż

BΩ

Bφ
Bn
∇φ ¨ ∇θdσdt

= sλ
ż T

0
e´2sα˚

ξ˚

ż

Ω
∆φ∇φ ¨ ∇θdxdt + sλ

ż T

0
e´2sα˚

ξ˚

ż

Ω
∇p∇θ ¨ ∇φq ¨ ∇φdxdt.
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Using successively Cauchy-Schwarz inequality and Young’s inequality, we deduce that

sλ
ż T

0
e´2sα˚

ξ˚

ż

BΩ

ˇ̌
ˇ̌Bφ
Bn

ˇ̌
ˇ̌
2

dσdt ď Cλ
ż T

0
e´2sα˚ }psξ˚q4/5ψ}H4pΩqm }psξ˚q1/5ψ}H5pΩqmdt

ď Cλ
ż T

0
e´2sα˚ psξ˚q8/5}ψ}2

H4pΩqmdt

+Cλ
ż T

0
e´2sα˚ psξ˚q2/5}ψ}2

H5pΩqmdt.

(2.19)
Let us introduce pψ := ρψ with ρ P C8pr0,Tsq defined by

ρ := psξ˚qae´sα˚

,

for some a P R to be chosen later.
One remark that ρ verifies Bi

tρp0q = 0 for all i P N. Then pψ is solution to the system
$
’&
’%

´Bt pψ = divpD∇ pψq ´ G˚ ¨ ∇ pψ + A˚ pψ´ ρtψ in QT ,

pψ = 0 on ΣT ,

pψpT, ¨q = 0 in Ω.

(2.20)

Lemma 2.5 gives for pψ the estimate

} pψ}L2p0,T;H2d+2pΩqmqXHd+1p0,T;L2pΩqmq ď C}ρtψ}L2p0,T;H2dpΩqmqXHdp0,T;L2pΩqmq, (2.21)

for d P t0, 1, 2u. Using the definitions of ξ˚ and α˚ given in (2.10) and the particular form of
ρ chosen, we have

|Btρ| ď CTpsξ˚qa+6/5e´sα˚

, (2.22)

|Bttρ| ď CT2psξ˚qa+12/5e´sα˚

(2.23)

and
|Btttρ| ď CT3psξ˚qa+18/5e´sα˚

. (2.24)

Using inequality (2.21) with ρ := e´sα˚ psξ˚q4/5 and d = 1, we obtain

ż T

0
e´2sα˚ psξ˚q8/5}ψ}2

H4pΩqmdt

ď C
ˆż T

0
}Btpe´2sα˚ psξ˚q4/5qψ}2

H2pΩqmdt +
ż T

0
}BtpBtpe´sα˚ psξ˚q4/5qψq}2

L2pΩqmdt
˙
.

(2.25)

Applying now inequality (2.21) with ρ := Btpe´sα˚ psξ˚q4/5q and d = 0, we get

ż T

0
}Btpe´sα˚ psξ˚q4/5qψ}2

H2pΩqmdt +
ż T

0
}BtpBtpe´sα˚ psξ˚q4/5qψq}2

L2pΩqmdt

ď C
ż T

0
}Bttpe´sα˚ psξ˚q4/5qψ}2

L2pΩqmdt.
(2.26)

Using (2.23) with a = 4/5 together with (2.26) and (2.25), we deduce

ż T

0
e´2sα˚ psξ˚q8/5}ψ}2

H4pΩqmdt ď CT2
ż T

0
e´2sα˚ psξ˚q32/5}ψ}2

L2pΩqmdt. (2.27)
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Using exactly the same proof and taking into account (2.24), one can also prove that
ż T

0
e´2sα˚ psξ˚q´4/5}ψ}2

H6pΩqmdt ď CT3

ż T

0
e´2sα˚ psξ˚q32/5}ψ}2

L2pΩqmdt. (2.28)

Using inequalities (2.27) and (2.28), the interpolation inequality

}u}H5pΩqm ď C}u}1/2
H4pΩqm }u}1/2

H6pΩqm for every u P H6pΩqm,

and the Cauchy-Schwarz inequality, we deduce that
ż T

0
e´2sα˚ psξ˚q2/5}ψ}2

H5pΩqmdt ď C
ż T

0
}e´sα˚ psξ˚q´2/5ψ}H6pΩqm }e´sα˚ psξ˚q4/5ψ}H4pΩqmdt

ď CT5/2
ż T

0
e´2sα˚ psξ˚q32/5}ψ}2

L2pΩqmdt.

(2.29)
Thus inequalities (2.18), (2.19), (2.27) and (2.29) lead to

Ips, λ;φq ď C

¨
˚̋s3λ4

ĳ

p0,Tqˆω2

e´2sαξ3|φ|2dxdt

+λs32/5pT2 + T5/2q
ż

QT

e´2sα˚ pξ˚q32/5|ψ|2dxdt
˙
,

for every s ě CpT5 + T10q and λ ě C. Hence, since

T2 + T5/2 ď Cs2/5,

we have

Ips, λ;φq ď C

¨
˚̋s3λ4

ĳ

p0,Tqˆω2

e´2sαξ3|φ|2dxdt + λs34/5
ż

QT

e´2sα˚ pξ˚q34/5|ψ|2dxdt

˛
‹‚, (2.30)

for every s ě CpT5 + T10q and λ ě C.

Step 2: We apply Lemma 2.3 successively toN˚ψ with r = 5, then to ∇N˚ψ with r = 3,
and we obtain

s7λ8
ĳ

QT

e´2sαξ7|N˚ψ|2dxdt ď C

¨
˚̋s5λ6

ĳ

QT

e´2sαξ5|∇N˚ψ|2dxdt

+s7λ8
ĳ

p0,Tqˆω2

e´2sαξ7|N˚ψ|2dxdt

˛
‹‚

(2.31)

and

s5λ6
ĳ

QT

e´2sαξ5|∇N˚ψ|2dxdt ď C

¨
˚̋s3λ4

ĳ

QT

e´2sαξ3|∇∇N˚ψ|2dxdt

+s5λ6
ĳ

p0,Tqˆω2

e´2sαξ5|∇N˚ψ|2dxdt

˛
‹‚,

(2.32)
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for every λ ě C and s ě CpT5 + T10q. A combination of inequalities (2.30)-(2.32) gives

ĳ

QT

e´2sαts7λ8ξ7|N˚ψ|2 + s5λ6ξ5|∇N˚ψ|2 + s3λ4ξ3|∇∇N˚ψ|2 + sλ2ξ|∇∇∇N˚ψ|2udxdt

ď C
ˆ
λs34/5

ż

QT

e´2sα˚ pξ˚q34/5|ψ|2dxdt

+

ĳ

p0,Tqˆω2

e´2sαts7λ8ξ7|N˚ψ|2 + s5λ6ξ5|∇N˚ψ|2 + s3λ4ξ3|∇∇N˚ψ|2udxdt

˛
‹‚.

(2.33)

Step 3: Let us consider θ1 P C2pΩq such that

$
’&
’%

Supppθ1q Ď ω1,

θ1 ” 1 in ω2,

0 ď θ1 ď 1 in Ω.

Then, after an integration by parts,

s3λ4
ĳ

p0,Tqˆω2

e´2sαξ3|∇∇N˚ψ|2dxdt

ď s3λ4
ĳ

p0,Tqˆω1

θ1e´2sαξ3|∇∇N˚ψ|2dxdt

= ´s3λ4
ĳ

p0,Tqˆω1

Nÿ

i, j=1

tBipθ1e´2sαξ3qBiB jN
˚ψ + θ1e´2sαξ3B2

i B jN
˚ψuB jpN˚ψqdxdt

ď Cs3λ4
ĳ

p0,Tqˆω1

t|∇pθ1e´2sαξ3q||∇∇N˚ψ||∇N˚ψ| + θ1e´2sαξ3|∇∇∇N˚ψ||∇N˚ψ|udxdt.

(2.34)
Using the definition of ξ and α given in (2.9), we deduce that

|∇pθ1e´2sαξ3q| ď Csλe´2sαξ4, (2.35)

which, combined with Young’s inequality, leads, for every ε ą 0, to

s3λ4
ĳ

p0,Tqˆω2

e´2sαξ3|∇∇N˚ψ|2dxdt

ď C
ĳ

p0,Tqˆω1

e´2sαtεs3λ4ξ3|∇∇N˚ψ|2 + εsλ2ξ|∇∇∇N˚ψ|2 + Cεs5λ6ξ5|∇N˚ψ|2udxdt,

(2.36)
where Cε depends only on ε. Thus, thanks to inequalities (2.33) and (2.34), one can absorb
(by taking ε small enough) the local terms involving |∇∇N˚ψ|2 and |∇∇∇N˚ψ|2 into the
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right-hand side of inequality (2.36) and obtain

ĳ

QT

e´2sαts7λ8ξ7|N˚ψ|2 + s5λ6ξ5|∇N˚ψ|2 + s3λ4ξ3|∇∇N˚ψ|2 + sλ2ξ|∇∇∇N˚ψ|2udxdt

ď C
ˆ
λs34/5

ż

QT

e´2sα˚ pξ˚q34/5|ψ|2dxdt

+

ĳ

p0,Tqˆω1

e´2sαts7λ8ξ7|N˚ψ|2 + s5λ6ξ5|∇N˚ψ|2udxdt

˛
‹‚.

(2.37)
Using exactly the same reasoning we just performed for the term

s3λ4

ĳ

p0,Tqˆω2

e´2sαξ3|∇∇N˚ψ|2dxdt,

one can also absorb the term s5λ6
ť

p0,Tqˆω1
e´2sαξ5|∇N˚ψ|2dxdt in the right-hand side of

(2.37) and we obtain

ĳ

QT

e´2sαts7λ8ξ7|N˚ψ|2 + s5λ6ξ5|∇N˚ψ|2 + s3λ4ξ3|∇∇N˚ψ|2 + sλ2ξ|∇∇∇N˚ψ|2udxdt

ď C

¨
˚̋
λs34/5

ż

QT

e´2sα˚ pξ˚q34/5|ψ|2dxdt + s7λ8

ĳ

p0,Tqˆω0

e´2sαξ7|N˚ψ|2dxdt

˛
‹‚.

(2.38)
Applying now Lemma 2.4, and using the definitions of α˚ and ξ˚ given in (2.10), we obtain
the following inequalities:

s7λ8

ĳ

QT

pξ˚q7e´2sα˚ |ψ|2dxdt ď Cs7λ8

ĳ

QT

pξ˚q7e´2sα˚ |N˚ψ|2dxdt

ď Cs7λ8

ĳ

QT

ξ7e´2sα|N˚ψ|2dxdt.
(2.39)

The two last inequalities (2.38) and (2.39) give

s7λ8

ĳ

QT

pξ˚q7e´2sα˚ |ψ|2dxdt

+

ĳ

QT

e´2sαts7λ8ξ7|N˚ψ|2 + s5λ6ξ5|∇N˚ψ|2 + s3λ4ξ3|∇∇N˚ψ|2 + sλ2ξ|∇∇∇N˚ψ|2udxdt

ď C

¨
˚̋
λs34/5

ż

QT

e´2sα˚ pξ˚q34/5|ψ|2dxdt + s7λ8

ĳ

p0,Tqˆω0

e´2sαξ7|N˚ψ|2dxdt

˛
‹‚.

Hence, since 34/5 ă 7, one can absorb the global term of the right-hand side by taking s
large enough and obtain inequality (2.15).
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Thanks to our Carleman inequality, we can deduce the following observability inequa-
lity:

Proposition 2.3. Then for everyψ0 P L2pΩqm, the solutionψ in Wp0,Tqm to System (2.7) satisfies
ż

Ω
|ψp0, xq|2dx ď Cobs

ĳ

p0,Tqˆω0

e´2s0αξ7|N˚ψ|2dxdt, (2.40)

where Cobs := CeCp1+T+1/T5q.

The proof of Proposition 2.3 is very classical and is mainly based on dissipation estimates
and the fact that the weights are bounded from below by some positive constant as soon as
we are far from 0 and T (for example on pT/4, 3T/4q, together with the fact that Lemma 2.4
leads to the inequality

ĳ

pT/4,3T/4qˆΩ

|ψ|2dxdt ď C
ĳ

pT/4,3T/4qˆΩ

|N˚ψ|2dxdt.

2.3 Analytic resolution

This section is devoted to constructing a solution to the analytic control problem
(1.16), with a control regular enough belonging to the range of the differential operatorN .
We recall that the definition ofN is given in (2.2). Let us consider θ P C2pΩq such that

$
’&
’%

Supppθq Ď ω,

θ ” 1 in ω0,

0 ď θ ď 1 in Ω.
(2.41)

Proposition 2.4. Let us assume that Condition (2.1) holds. Consider the system
$
’&
’%

Btz = divpD∇zq + G ¨ ∇z + Az +Npθvq in QT ,

z = 0 on ΣT ,

zp0, ¨q = y0 in Ω.
(2.42)

Then System (2.42) is null controllable at time T, i.e. for every y0 P L2pΩqm , there exists a control
v P L2pQTqm such that the solution z to System (2.42) satisfies zpTq ” 0 in Ω. Moreover, for every
K P p0, 1q, we have eKs0α

˚
v P W2,1

2 pQTqm (the definition of W2,1
2 pQTq is given in (1.4)) and

}eKs0α
˚

v}W2,1
2 pQTqm ď eCp1+T+1/T5q}y0}L2pΩqm . (2.43)

Proof of Proposition 2.4.

We will use the usual duality method developed by Fursikov and Imanuvilov in [FI96]
in the spirit of what was done in [Bar00] to obtain more regular controls. Let y0 P L2pΩqm

and ρ be the weight defined by
ρ := ξ7e´2s0α.

Let k P N
˚ and let us consider the following optimal control problem

$
’&
’%

minimize Jkpvq :=
1
2

ż

QT

ρ´1|v|2dxdt +
k
2

ż

Ω
|zpTq|2dx,

v P L2pQT , ρ
´1/2qm,

(2.44)
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where z is the solution in Wp0,Tqm to System (2.42).
The functional Jk : L2pQT , ρ

´1/2qm Ñ R
+ is differentiable, coercive and strictly convex

on the space L2pQT , ρ
´1/2qm. Therefore there exists a unique solution to the control optimal

problem (2.44) (see [Lio68, p. 128]) and the optimal control vk is characterized thanks to the
solution zk of the primal system

$
’&
’%

Btzk = divpD∇zqk + G ¨ ∇zk + Azk +Npθvkq in QT ,

zk = 0 on ΣT ,

zkp0, ¨q = y0 in Ω,
(2.45)

the solution ϕk to the dual system
$
’&
’%

´Btϕk = divpD∇ϕqk ´ G˚ ¨ ∇ϕk + A˚ϕk in QT ,

ϕk = 0 on ΣT ,

ϕkpT, ¨q = kzkpT, ¨q in Ω
(2.46)

and the relation #
vk = ´ρθN˚ϕk in QT ,

vk P L2pQT , ρ
´1/2qm.

(2.47)

The rest of the proof is divided into two steps. In the first step, we will prove that the
sequence pvkqkPN˚ converges to a control v P L2pQT , ρ

´1/2qm with an associated solution z to
System (2.42) satisfying zpTq ” 0 in Ω. Then, in the second step, we will establish (2.43).

Step 1:

Firstly, the characterization (2.45), (2.46) and (2.47) of the minimizer vk of Jk in L2pQT , ρ
´1/2qm

leads to the following computations

Jkpvkq = ´1
2

ż T

0
xθN˚ϕk , vkyL2pΩqmdt +

1
2

xzkpTq, ϕkpTqyL2pΩqm

= ´1
2

ż T

0
xϕk ,NpθvkqyL2pΩqmdt +

1
2

ż T

0
txzk , BtϕkyL2pΩqm + xBtzk , ϕkyL2pΩqm udt

+
1
2

xy0, ϕkp0, ¨qyL2pΩqm

=
1
2

xy0, ϕkp0, ¨qyL2pΩqm .

(2.48)
Moreover, using the definition of Jk , the definition of θ, our observability inequality (2.40),
the expression (2.48) and the Cauchy-Schwarz inequality, we infer

}ϕkp0, ¨q}2
L2pΩqm ď Cobs

ĳ

QT

ρθ2|N˚ϕk|2dxdt = Cobs

ĳ

QT

ρ´1|vk|2dxdt

ď 2CobsJkpvkq ď 2Cobs}ϕkp0, ¨q}L2pΩqm }y0}L2pΩqm ,

from which we deduce
}ϕkp0, ¨q}L2pΩqm ď 2Cobs}y0}L2pΩqm . (2.49)

Then, using (2.48) and (2.49), we deduce

Jkpvkq ď Cobs}y0}2
L2pΩqm . (2.50)
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Furthermore, we have (see [Lio68])

}zk}Wp0,Tqm ď C
`
}Npθvkq}L2p0,T;H´1pΩqqm + }y0}L2pΩqm

˘
,

ď C
`
}vk}L2pQTq + }y0}L2pΩqm

˘
,

ď Cp1 + Cobsq}y0}L2pΩqm ,

(2.51)

where C does not depend on y0 and k. Then, using inequalities (2.50) and (2.51), we deduce
that there exist subsequences, which are still denoted vk , zk , such that the following weak
convergences hold: $

’&
’%

vk á v in L2pQT , ρ
´1/2qm,

zk á z in Wp0,Tqm,

zkpTq á 0 in L2pΩqm.

Passing to the limit in k, z is solution to System (2.42). Moreover, using the expression of Jk

given in (2.44) and inequality (2.50), we deduce by letting k going to 8 that zpTq ” 0 in Ω.
Thus the solution z to System (2.42) with control v P L2pQT , ρ

´1/2qm satisfies zpTq ” 0 in Ω
and using (2.50), we obtain the inequality

}v}2
L2pQT ,ρ´1/2qm ď Cobs}y0}2

L2pΩqm . (2.52)

Step 2: One remarks that for every K P p0, 1q, there exists a constant C ą 0 such that

e2Ks0α
˚ ď Cξ´7e2s0α.

This inequality and estimate (2.50) imply that

}eKs0α
˚

vk}2
L2pQTqm ď C

ż

QT

ξ´7e2s0α|vk|2dxdt ď Jkpvkq ď eCp1+T+1/T5q}y0}2
L2pΩqm . (2.53)

We recall that vk is defined in (2.47), moreover, thanks to the definitions of ξ and α given in
(2.9), one has, for every η ě 0 ,

|∇pξηe´2s0αq| ď Cξη+1e´2s0α,

|∆pξηe´2s0αq| ď Cξη+2e´2s0α,

|Btpξηe´2s0αq| ď CTξη+6/5e´2s0α.

These above inequalities, for η := 7, lead to the fact that

}eKs0α
˚

∇vk}2
L2pQTqm ď C

ĳ

QT

e´4s0α+2Ks0α
˚ tξ14|∇N˚ϕk|2 + ξ16|N˚ϕk|2udxdt, (2.54)

}eKs0α
˚

∆vk}2
L2pQTqm ď C

ĳ

QT

e´4s0α+2Ks0α
˚ tξ14|∇∇N˚ϕk|2 + ξ16|∇N˚ϕk|2 + ξ18|N˚ϕk|2udxdt

(2.55)
and

}BtpeKs0α
˚

vkq}2
L2pQTqm ď CT

ĳ

QT

e´4s0α+2Ks0α
˚ tξ14|N˚Btϕk|2 + ξ82/5|N˚ϕk|2udxdt

ď CT
ĳ

QT

e´4s0α+2Ks0α
˚ tξ14p|N˚ϕk|2 + |∆N˚ϕk|2 + |∇N˚ϕk|2q + ξ82/5|N˚ϕk|2udxdt.

(2.56)
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For every η, ν ą 0 there exists a constant Cη,ν such that

|ξηe´4sα+2Ks0α
˚ | ď Cη,νξνe´2sα.

Combining the last inequality with (2.53)-(2.56), we deduce that

}eKs0α
˚

vk}2
W2,1

2 pQTqm

ď eCp1+T+1/T5q

ĳ

QT

e´2s0αtξ7|N˚ϕk|2 + ξ5|∇N˚ϕk|2 + ξ3|∇∇N˚ϕk|2dxdt.

Using (2.15), we obtain that eKs0α
˚
∇vk , eKs0α

˚
∆vk , BtpeKs0α

˚
vkq P L2pQTqm, and that

}eKs0α
˚

vk}2
W2,1

2 pQTqm
ď eCp1+T+1/T5q

ĳ

QT

e´2sαξ7|θN˚ϕk|2dxdt = eCp1+T+1/T5q}vk}2
L2pQTqm .

The estimate (2.50) of vk gives

}eKs0α
˚

vk}W2,1
2 pQTqm ď eCp1+T+1/T5q}y0}L2pΩqm .

We conclude by letting k Ñ +8 (after extracting an adequate subsequence) in the inequa-
lities above.

2.4 End of the proof of Theorem 1.1

Let us assume that Condition 1.5 holds. We will prove first the null controllability at
time T of System (1.1). Let y0 P L2pΩqm. We follow the method explained in Section 1.4. Let
us remind that θ is defined in (2.41). Using Proposition 2.4, the following system:

$
’&
’%

Btz = divpD∇zq + G ¨ ∇z + Az +Npθvq in QT ,

z = 0 on ΣT ,

zp0, ¨q = y0 in Ω
(2.57)

is null controllable at time T, thus there exists a control v P L2pQTqm such that the solution
z in Wp0,Tqm to System (2.57) satisfies

zpTq ” 0 in Ω.

Moreover

eKs0α
˚

v P W2,1
2 pQTqm. (2.58)

Taking into account Proposition 2.1 and the definition ofM˚ given in (2.6), one has (2.3)
with the operator

M : W2,1
2 pQTqm Ñ L2pQTqm ˆ L2pQTqm´1

f ÞÑ M f ,
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defined by

M f =

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̋

0
...
0

fm pith0 lineq
0
...
0

´pgmi0 ¨ ∇ + ami0 q f1 + pg1i0 ¨ ∇ + a1i0 q fm
...

´pgmi0 ¨ ∇ + ami0 q fi0´1 + pgpi0´1qi0 ¨ ∇ + api0´1qi0 q fm
p´Bt + divpdi0∇ fmq ´ pgmi0 ¨ ∇ + ami0 q fi0 + pgi0i0 ¨ ∇ + ai0i0 q fm

´pgmi0 ¨ ∇ + ami0 q fi0+1 + pgpi0+1qi0 ¨ ∇ + api0+1qi0 q fm
...

´pgmi0 ¨ ∇ + ami0 q fm´1 + pgpm´1qi0 ¨ ∇ + apm´1qi0 q fm

˛
‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‚

.

Let ppz, pvq be defined by ˜
pz
pv

¸
:=M pθvq .

Using (2.58) and the fact thatM is a differential operator of order 1 in time and 2 in space
(see Proposition 2.1) with bounded coefficients, we obtain that ppz, pvq P L2pQTqm ˆL2pQTqm´1.
Moreover, using (2.58), we have pzp0, ¨q = pzpT, ¨q = 0 in Ω and we remark that ppz, pvq is a
solution to the control problem

$
’&
’%

Btpz = divpD∇pzq + G ¨ ∇pz + Apz + Bpv +Npθvq in QT ,

pz = 0 on ΣT ,

pzp0, ¨q = pzpT, ¨q = 0 in Ω,
(2.59)

in particularL˝M = N . Finally, ppz, pvq P Wp0,Tqm ˆL2pQTqm´1 thanks to the usual parabolic
regularity. Thus the pair py,uq := pz ´ pz,´pvq is a solution to System (1.1) in Wp0,Tqm ˆ
L2pQTqm´1 and satisfies

ypT, ¨q ” 0 in Ω.

3 Proof of Theorem 1.2

Let us remind that in this case, we have only 2 equations.

3.1 Algebraic resolution

We will assume in this section that all differential operators are defined in C8pQTq2.
We recall that N is simply the identity operator and L is given in (1.20). We want to find a
differential operatorM satisfying

L ˝M = Id. (3.1)
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Let us emphasize that when coefficients are depending on time and space, we prove
equality (1.21) with the identity operator in the right-hand side (and not N as defined in
(2.2)), that is equality (3.1), because Proposition 2.4 holds only for constant coefficients and
does not seem to be adapted to the case of non-constant coefficients. We have the following
proposition:

Proposition 3.1. One has

(i) Under Conditions (1.7) and (1.10), there exists a differential operatorM of order at most 1 in
time and 2 in space, with bounded coefficients on pa, bq ˆ O, such that equality (3.1) holds.

(ii) If N = 1 and under Condition (1.8) and (1.11), there exists a differential operatorM of order
at most 2 in time, 4 in space, and 1 ´ 2 respectively in crossed space-time, with bounded
coefficients on pa, bq ˆ O, such that equality (3.1) holds.

Proof of Proposition 3.1.

Equality (3.1) is equivalent to

M˚ ˝L˚ = Id. (3.2)

Taking into account the definition of L given in (1.20), the adjoint L˚ of the operator L is
given by

L˚ϕ :=

¨
˚̋
L˚

1ϕ

L˚
2ϕ

L˚
3ϕ

˛
‹‚=

¨
˚̋

´Btϕ1 ´ divpd1∇ϕ1q + divpg11ϕ1q + divpg21ϕ2q ´ a11ϕ1 ´ a21ϕ2

´Btϕ2 ´ divpd2∇ϕ2q + divpg12ϕ1q + divpg22ϕ2q ´ a12ϕ1 ´ a22ϕ2

ϕ1

˛
‹‚.

(3.3)
We remark first that

L˚
1ϕ + tBt + divpd1∇¨q ´ divpg11¨q + a11u ˝L˚

3ϕ = divpg21ϕ2q ´ a21ϕ2. (3.4)

(i) Let us consider some open subset rO included in O on which we have |a21| ě C ą 0
(such an open subset exists thanks to (1.7)). Since g21 = 0 in pa, bq ˆ O, one can just
considerM˚ defined for every ψ := pψ1, ψ2, ψ3q P C8pQTq3, locally on pa, bq ˆ rO, by

M˚ψ :=

˜
ψ3

´ψ1+tBt+divpd1∇¨q´divpg11¨q+a11uψ3

a21

¸
, (3.5)

so that equality (3.2) is satisfied. Moreover, the coefficients ofM˚ (and hence ofM)
are bounded.

(ii) If N = 1 and under Condition (1.8), one can proceed as follows: we consider the ope-
rator

Qpϕq =

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̋

L˚
3ϕ

L˚
1ϕ + tBt + Bxpd1Bx¨q ´ Bxpg11¨q + a11u ˝L˚

3ϕ

BxpL˚
1ϕ + tBt + Bxpd1Bx¨q ´ Bxpg11¨q + a11u ˝L˚

3ϕq
BtpL˚

1ϕ + tBt + Bxpd1Bx¨q ´ Bxpg11¨q + a11u ˝L˚
3ϕq

BxxpL˚
1ϕ + tBt + Bxpd1Bx¨q ´ Bxpg11¨q + a11u ˝L˚

3ϕq
L˚

2ϕ + ta12 ´ Bxpg12¨qu ˝L˚
3ϕ,

BxpL˚
2ϕ + ta12 ´ Bxpg12¨qu ˝L˚

3ϕq

˛
‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‚

, (3.6)
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i.e.

Qpϕq =

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̋

ϕ1

p´a21 + Bx g21qϕ2 + g21Bxϕ2

p´Bxa21 + Bxx g21qϕ2 + p´a21 + 2Bx g21qBxϕ2 + g21Bxxϕ2

p´Bta21 + Btx g21qϕ2 + Bt g21Bxϕ2 + p´a21 + Bx g21qBtϕ2 + g21Bxtϕ2

p´Bxxa21 + Bxxx g21qϕ2 + p´2Bxa21 + 3Bxx g21qBxϕ2 + p´a21 + 3Bx g21qBxxϕ2 + g21Bxxxϕ2

p´a22 + Bx g22qϕ2 + p´Bxd2 + g22qBxϕ2 ´ Btϕ2 ´ d2Bxxϕ2

p´Bxa22 + Bxx g22qϕ2 + p´Bxxd2 ´ a22 + 2Bx g22qBxϕ2 + p´2Bxd2 + g22qBxxϕ2 ´ Btxϕ2 ´ d2Bxxxϕ2

˛
‹‹‹‹‹‹‹‹‹‚

. (3.7)

It is easy to see that there are only 7 different derivatives ofϕ appearing in (3.6), which
are the following ones:

ϕ1, ϕ2, Bxϕ2, Btϕ2, Bxxϕ2, Bxtϕ2, Bxxxϕ2.

Hence, we can see the operatorQ as a matrix M acting on these derivatives (see [CL14,
Sec. 3.2]), so that M is a square matrix of size 7 ˆ 7. More precisely, one has

Qpϕq =Mpϕ1, ϕ2, Bxϕ2, Btϕ2, Bxxϕ2, Bxtϕ2, Bxxxϕ2q, (3.8)

with

M :=

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̋

1 0 0 0 0 0 0
0 ´a21 + Bx g21 g21 0 0 0 0
0 ´Bxa21 + Bxx g21 ´a21 + 2Bx g21 0 g21 0 0
0 ´Bta21 + Btx g21 Bt g21 ´a21 + Bx g21 0 g21 0
0 ´Bxxa21 + Bxxx g21 ´2Bxa21 + 3Bxx g21 0 ´a21 + 3Bx g21 0 g21

0 ´a22 + Bx g22 ´Bxd2 + g22 ´1 ´d2 0 0
0 ´Bxa22 + Bxx g22 ´Bxxd2 ´ a22 + 2Bx g22 0 ´2Bxd2 + g22 ´1 ´d2

˛
‹‹‹‹‹‹‹‹‹‚

. (3.9)

Matrix M is invertible since Condition (1.8) is verified. Let us call P the projection on
the two first components

Ppx1, x2, x3, x4, x5, x6, x7q = px1, x2q.

Then, by definition of the inverse, we have

PM´1Mpϕ1, . . . , Bxxxϕ2q = ϕ.

The expression of Q given in (3.8) leads to

PM´1Qpϕq = ϕ.

If we denote by R1 := Bt + Bxpd1Bx¨q ´ Bxpg11¨q+ a11 and R2 := a12 ´ Bxpg12¨q, using (3.6),
we remark that the previous equality can be rewritten as

PM´1S ˝L˚ϕ = ϕ,

where

S :=

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˝

0 0 1

1 0 R1

Bx 0 Bx ˝ R1

Bt 0 Bt ˝ R1

Bxx 0 Bxx ˝ R1

0 1 R2

0 Bx Bx ˝ R2

˛
‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‚

. (3.10)
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Hence equality (3.2) is satisfied for

M˚ := PM´1S. (3.11)

Moreover, thanks to Conditions (1.8), the coefficients of M˚ (and hence of M) are
bounded.

Remark 3.1. The most important point in the construction ofQ is to differentiate enough time
the equations as in (3.6) in order to obtain the same number equations than “unknowns”, the
unknowns being ϕ and its derivatives seen as independent algebraic variables (see notably
[CL14, Section 3.2.2] for further explanations). One can check that this cannot be performed
by differentiating the equations less times.

3.2 Analytic resolution

Let ω1 be a nonempty open subsets included in ω satisfying

ω1 Ă ω0.

Let us consider θ P C2pΩq such that

$
’&
’%

Supppθq Ď ω0,

θ ” 1 in ω1,

0 ď θ ď 1 in Ω.
(3.12)

We are going to explain what are the main differences with Subsection 2.2 in order to obtain
a Carleman inequality. First of all, we need to find an equivalent to Lemma 2.1, which is the
following:

Lemma 3.1. Let us assume that u0 P L2pΩq, f1 P L2pQTq and d P W1
8pQTq such that d ą C ą 0

in QT . Then there exists a constant C := CpΩ, ω2q ą 0 such that the solution to the system

$
’&
’%

´Btu ´ divpd∇uq = f1 in QT ,
Bu
Bn = f2 on ΣT ,

upT, ¨q = u0 in Ω,

satisfies

Ips, λ; uq ď C

¨
˚̋s3λ4

ĳ

p0,Tqˆω2

e´2sαξ3|u|2dxdt +
ĳ

QT

e´2sα| f1|2dxdt

+sλ
ĳ

ΣT

e´2sα˚

ξ˚| f2|2dσdt

˛
‹‚,

for all λ ě C and s ě CpT5 + T10q.
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The proof of Lemma 3.1 can be easily obtained by using the method of [FC+06] together
with the Carleman estimate proved in [IY03]. Let us consider the backward system

$
’’’&
’’’%

´Btψ1 = divpd1∇ψ1q ´ divpg11ψ1q ´ divpg21ψ2q + a11ψ1 + a21ψ2 in QT ,

´Btψ2 = divpd2∇ψ2q ´ divpg12ψ1q ´ divpg22ψ2q + a12ψ1 + a22ψ2 in QT ,

ψ1 = ψ2 = 0 on ΣT ,

ψ1pT, ¨q = ψ0
1, ψ2pT, ¨q = ψ0

2 in Ω,

(3.13)

where ψ0 := pψ0
1, ψ

0
2q P L2pΩq2. From the last Lemma, one can deduce:

Proposition 3.2. One has

(i) Under Condition (1.7) and (1.10), there exists a constant C := Cpω1,Ωq ą 0 such that for
every ψ0 := pψ0

1, ψ
0
2q P L2pΩq2, the corresponding solution ψ := pψ1, ψ2q of the backward

problem (3.13) satisfies

ĳ

QT

e´2sαts5λ6ξ5|ψ|2 + s3λ4ξ3|∇ψ|2 + sλ2ξ|∇∇ψ|2udxdt

ď Cs5λ6
ĳ

p0,Tqˆω1

e´2sαξ5|ψ|2dxdt.

(ii) If N = 1 and under Condition (1.8) and (1.11), we obtain the same conclusion as in item (i)
by replacing estimate (3.2) by

ĳ

QT

e´2sαts9λ10ξ9|ψ|2 + s7λ8ξ7|∇ψ|2 + s5λ6ξ5|∇∇ψ|2

+s3λ4ξ3|∇∇∇ψ|2 + sλ2ξ|∇∇∇∇ψ|2

ď Cs9λ10
ĳ

p0,Tqˆω1

e´2sαξ9|ψ|2dxdt.

(3.14)

The proof is very similar to the proof of Proposition 2.2, the only difference is the begin-
ning of the proof, we apply the operator ∇ to the equation (3.13) in the case (1.7) and the
operators ∇∇∇ in the case (1.8). After that we exactly follow the steps 1,2, and 3 of the proof
of Proposition 2.2.

As a consequence, we also can derive the following observability inequality, whose proof
is very classical (see also Proposition 2.3):

Proposition 3.3. Under assumptions (1.7) and (1.10) or under assumptions (1.8) and (1.11), for
every ψ0 P L2pΩq2, the solution to System (3.13) satisfies

ż

Ω
|ψp0, xq|2dx ď Cobs

ĳ

p0,Tqˆω1

e´2s0αξ9|ψ|2dxdt, (3.15)

where s0 := CpT5 + T10q and Cobs := eCp1+T+1/T5q.

To conclude, one can obtain the following controllability result:
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Proposition 3.4. Consider the following system:

$
’’’&
’’’%

Btz1 = divpd1∇z1q + g11 ¨ ∇z1 + g12 ¨ ∇z2 + a11z1 + a12z2 + θv1 in QT ,

Btz2 = divpd2∇z2q + g21 ¨ ∇z1 + g22 ¨ ∇z2 + a21z1 + a22z2 + θv2 in QT ,

z1 = z2 = 0 on ΣT ,

z1p0, ¨q = y0
1, z2p0, ¨q = y0

2 in Ω.

(3.16)

Under Conditions (1.7) and (1.10) or if N = 1 and under Condition (1.8) and (1.11), System (3.16) is
null controllable at time T, that is for every y0 P L2pΩq2 there exists a control v := pv1, v2q P L2pQTq2

such that the solution z to System (3.16) satisfies zpTq ” 0 in Ω. Moreover for every K P p0, 1q, we
have eKs0α

˚
v P X2 where:

(i) Under Conditions (1.7) and (1.11), X is defined by

X := L2p0,T; H4pΩq X H1
0pΩqq X H2p0,T; L2pΩqq. (3.17)

(ii) If N = 1 and under Conditions (1.8) and (1.11), X is defined by

X := L2p0,T; H2pΩq X H1
0pΩqq X H1p0,T; L2pΩqq. (3.18)

Moreover in the both cases, we have the estimate

}eKs0α
˚

v}X2 ď eCp1+T+1/T5q}y0}L2pΩq2 . (3.19)

One more time, the proof is very similar to the proof of Proposition 2.3, notably and one
can recover easily estimates on the derivatives of order 1 and 2 in time of the control by
using equation (3.13) verified by ϕ and estimates similar to (2.56).

3.3 Proof of Theorem 1.2

The proof is totally similar to the one of Theorem 1.1. Let us assume that one of the
two Conditions (1.7) or (1.8) holds, and let us prove that System (1.6) is null controllable at
time T (which will imply the approximate controllability at time T). Let y0 P L2pΩq2. Using
Proposition 3.4, System (3.16) is null controllable at time T, more precisely there exists a
control v P L2pQTq2 such that the solution z in Wp0,Tq2 to System (3.16) satisfies

zpTq ” 0 in Ω.

Moreover
eKs0α

˚

v P X2. (3.20)

Let us remind that θ was defined in (3.12). Let ppz1,pz2, pvq be defined by
¨
˚̋

pz1

pz2

pv

˛
‹‚ :=M

˜
θv1

θv2

¸
,

withM : X2 Ñ L2pQTq2 ˆ L2pQTq given as the adjoint ofM˚ defined in (3.5) and (3.11).
Thanks to the definition of θ given in (3.12), the fact the coefficients ofM are necessarily
at least in L8ppa, bq ˆ ω0q, the definition of X given in (3.17)-(3.18) and the fact thatM is of
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order 1 in time and 2 in space under Condition (1.7) and is of order 2 in time, 4 in space and
1 ´ 2 in crossed time-space (which is an interpolation space between L2pp0,Tq,H4pΩqq and
H2pp0,Tq,L2pΩqq thanks to [LM68, 13.2, P. 96]) under Condition (1.8), we obtain ppz1,pz2, pvq P
L2pQTq2ˆL2pQTq. Moreover, using (3.20), we remark that ppz1,pz2, pvq is a solution to the control
problem $

’&
’%

Btpz = divpD∇pzq + G ¨ ∇pz + Apz + Bpv + θv in QT ,

pz = 0 on ΣT ,

pzp0, ¨q = pzpT, ¨q = 0 in Ω.
(3.21)

Finally, pz P Wp0,Tq2 thanks to the usual parabolic regularity. Thus the pair py,uq := pz ´
pz,´pvq is a solution to System (1.6) in Wp0,Tq2 ˆ L2pQTq and satisfies

ypTq ” 0 in Ω,

which concludes the proof of Theorem 1.2.
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Chapitre III

Controllability of a 2 X 2 parabolic system

by one force with space-dependent

coupling term of order one.

Ce chapitre reprend en grande partie l’article « Contrôlability of a 2 ˆ 2 parabolic system by
one force with space-dependent coupling term of order one ».

Résumé

Ce chapitre est consacré à la contrôlabilité des systèmes linéaires de deux équations

paraboliques lorsque le couplage est un terme d’ordre un dépendant de l’espace. Ce sys-

tème est considéré sur un intervalle borné I ĂĂ R, et la première équation est contrôlée

par une force à support dans un sous-intervalle de I ou sur la frontière. Dans le cas où

l’intersection des domaines de contrôle et de couplage est non-vide, nous prouvons la

contrôlabilité à zéro en tout temps. Dans le cas contraire, nous fournissons un temps

minimal de contrôlabilité à zéro. Finalement, nous donnons une condition nécessaire et

suffisante pour la contrôlabilité approchée. L’outil principal permettant d’obtenir ces ré-

sultats est la méthode des moments.
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III. Controllability of a 2 X 2 parabolic system by one force with space-dependent

coupling term of order one.

1 Introduction and main results

Let T ą 0, ω := pa, bq Ď p0, πq and QT := p0, πq ˆ p0,Tq. We consider in the present
paper the following distributed control system

$
’’’’&
’’’’%

Bty1 ´ Bxxy1 = 1ωv in QT ,

Bty2 ´ Bxxy2 + ppxqBxy1 + qpxqy1 = 0 in QT ,

y1p0, ¨q = y1pπ, ¨q = y2p0, ¨q = y2pπ, ¨q = 0 on p0,Tq,
y1p¨, 0q = y0

1, y2p¨, 0q = y0
2 in p0, πq

(1.1)

and boundary control system

$
’’’’&
’’’’%

Btz1 ´ Bxxz1 = 0 in QT ,

Btz2 ´ Bxxz2 + ppxqBxz1 + qpxqz1 = 0 in QT ,

z1p0, ¨q = u, z1pπ, ¨q = z2p0, ¨q = z2pπ, ¨q = 0 on p0,Tq,
z1p¨, 0q = z0

1, z2p¨, 0q = z0
2 in p0, πq,

(1.2)

where y0 := py0
1, y

0
2q P L2p0, πq2 and z0 := pz0

1, z
0
2q P H´1p0, πq2 are the initial conditions,

v P L2pQTq and u P L2p0,Tq are the controls, p P W1
8p0, πq, q P L8p0, πq.

It is known (see [Lio68] (resp. [FCGBT10])) that for given initial data y0 P L2p0, πq2 (resp.
z0 P H´1p0, πq2) and a control v P L2pQTq (resp. u P L2p0,Tq) System (1.1) (resp. (1.2)) has a
unique solution y = py1, y2q (resp. z = pz1, z2q) in

L2p0,T; H1
0p0, πq2q X Cpr0,Ts; L2p0, πq2q

presp. L2pQTq2 X Cpr0,Ts; H´1p0, πq2q q,

which depends continuously on the initial data and the control, that is

}y}L2p0,T;H1
0 p0,πq2q + }y}Cpr0,Ts;L2p0,πq2q ď CTp}y0}L2p0,πq2 + }v}L2pQTqq

presp. }z}L2pQTq2 + }z}Cpr0,Ts;H´1p0,πq2q ď CTp}z0}H´1p0,πq2 + }u}L2p0,Tqq q.

Let us introduce the notion of null and approximate controllability for this kind of sys-
tems.

‚ System (1.1) (resp. System (1.2)) is null controllable at time T if for every initial condi-
tion y0 P L2p0, πq2 (resp. z0 P H´1p0, πq2) there exists a control v P L2pQTq (resp.
u P L2p0,Tq) such that the solution to System (1.1) (resp. System (1.2)) satisfies

ypTq ” 0 presp. zpTq ” 0q in p0, πq.

‚ System (1.1) (resp. System (1.2)) is approximately controllable at time T if for all ε ą 0
and all y0, yT P L2p0, πq2 (resp. z0, zT P H´1p0, πq2) there exists a control v P L2pQTq
(resp. u P L2p0,Tq) such that the solution to System (1.1) (resp. System (1.2)) satisfies

}ypTq ´ yT}L2p0,πq2 ď ε presp. }zpTq ´ zT}H´1p0,πq2 ď εq.

The main goal of this article is to provide a complete answer to the null and approximate
controllability issues for System (1.1) and (1.2). For a survey and some applications in phy-
sics, chemistry or biology concerning the controllability of this kind of systems, we refer to
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[AK+11a]. In the last decade, many papers studied this problem, however most of them are
relating to some parabolic systems with zero order coupling terms. Without first order cou-
pling terms, some Kalman coupling conditions are made explicit in [AK+09a], [AK+09b]
and [FCGBT10] for distributed null controllability of systems of more than two equations
with constant matrices and in higher space dimension and in the case of time dependent
matrices, some Silverman-Meadows coupling conditions are given in [AK+09a].

Concerning the null and approximate controllability of Systems (1.1) and (1.2) in the
case p ” 0 and q ı 0 in p0, πq, a partial answer is given in [ABL11 ; ABL13b ; DL14 ; RT11a]
under the sign condition

q ď 0 or q ě 0 in p0, πq.

These results are obtained as a consequence of controllability results of a hyperbolic sys-
tem using the transmutation method (see [Mil06]). One can find a necessary and sufficient
condition in [AK+12] when ż π

0
qpxqdx ‰ 0.

Finally in a recent work [AK+14 ; AK+15], a complete study for any q P L8p0, πq is given.
Let us now remind known results concerning null controllability for systems of the fol-

lowing more general form. Let Ω be a bounded domain in R
N (N P N

˚) of classC2 andω0 an
arbitrary nonempty subset of Ω. We denote by BΩ the boundary of Ω. Consider the system
of two coupled linear parabolic equations

$
’’’’’&
’’’’’%

Bty1 = ∆y1 + g11 ¨ ∇y1 + g12 ¨ ∇y2 + a11y1 + a12y2 + 1ω0v in Ω ˆ p0,Tq,
Bty2 = ∆y2 + g21 ¨ ∇y1 + g22 ¨ ∇y2 + a21y1 + a22y2 in Ω ˆ p0,Tq,
y = 0 on BΩ ˆ p0,Tq,
yp¨, 0q = y0 in Ω,

(1.3)

where y0 P L2pΩq2, gi j P L8pΩ ˆ p0,TqqN and ai j P L8pΩ ˆ p0,Tqq for all i, j P t1, 2u.
As a particular case of the result in [GBT10] (see also [AK+05]), System (1.3) is null

controllable whenever

g21 ” 0 and pa21 ą C or a21 ă ´Cq in ω1 Ď ω0, (1.4)

for a positive constant C.
In [Gue07b], the author supposes that a11, g11, a22, g22 are constant and the first order

coupling operator g21 ¨ ∇ + a21 can be written as

g21 ¨ ∇ + a21 = P1 ˝ θ in Ω ˆ p0,Tq, (1.5)

where θ P C2pΩq satisfies |θ| ą C in ω1 Ď ω0 for a positive constant C and P1 is given by

P1 := m0 ¨ ∇ +m1,

for some m0,m1 P R. Moreover the operator P1 satisfies

}u}H1pΩq ď C}P˚
1 u}L2pΩq @u P H1

0pΩq.

Under these assumptions, the author proves the null controllability of System (1.3) at any
time.
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coupling term of order one.

In [Ben+14], the authors prove that the same property holds true for System (1.3) if we
assume that ai j P C4pΩ ˆ p0,Tqq, gi j P C1pΩ ˆ p0,TqqN for all i, j P t1, 2u, g21 P C3pΩ ˆ p0,Tqq
and the geometrical condition

#
BωX BΩ contains a nonempty open subset γ s.t. γ̊ ‰ ∅,

Dx0 P γ s.t. g21pt, x0q ¨ νpx0q ‰ 0 for all t P r0,Ts,
(1.6)

where ν represents the exterior normal unit vector to the boundary BΩ.
Lastly, for constant coefficients, it is proved in [DL15] that System (1.3) is null/approxi-

mately controllable at any time T if and only if

g21 ‰ 0 or a21 ‰ 0.

In [DL15], the authors give also a condition of null/approximate controllability in dimen-
sion one which can be written for system (1.1) as: p P C2pω0q, q P C3pω0q and

´4BxpqqBxppqp + Bxxpqqp2 + 2qBxpqqp ´ 3pqBxxp + 6qpBxpq2 ´ 2q2Bxp
´Bxxxppqp2 + 5BxppqBxxppqp ´ 4pBxpq3 ‰ 0 in ω0

for a subinterval ω0 of ω.
Now let us go back to Systems (1.1) and (1.2) for which we will provide a complete

description of the null and approximate controllability. Our first and main result is the fol-
lowing

Theorem 1.1. Let us suppose that p P W1
8p0, πq X W2

8pωq, q P L8p0, πq X W1
8pωq and

pSuppppq Y Supppqqq X ω ‰ ∅. (1.7)

Then System (1.1) is null controllable at any time T.

Let us compare this result with the previously described results to highlight our main
contribution:

1. Even though System (1.1) is considered in one space dimension, we remark first that
our coupling operator has a more general form than the one in (1.5) assumed by Guer-
rero [Gue07b]. Moreover unlike [DL15], its coefficients are non-constant with respect
to the space variable.

2. We do not have the geometrical restriction (1.6) assumed in [Ben+14] by A. Benabdal-
lah and al. More precisely we do not require the control support to be a neighbourhood
of a part of the boundary.

For all k P N
˚, we denote by ϕk : x ÞÑ

b
2
π sinpkxq the eigenvector of the Laplacian

operator, with Dirichlet boundary condition, and consider the two following quantities
$
’’’&
’’’%

Ia,kpp, qq :=
ż a

0

`
q ´ 1

2 Bxp
˘
ϕ2

k ,

Ikpp, qq :=
ż π

0

`
q ´ 1

2 Bxp
˘
ϕ2

k ,

(1.8)

for all k P N
˚. Combined with the Hautus test ([Fat66, Cor. 3.3] or Th. 5.1 in the present

paper), Theorem 1.1 leads to the following characterization:
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1. Introduction and main results

Theorem 1.2. Let us suppose that p P W1
8p0, πq X W2

8pωq and q P L8p0, πq X W1
8pωq. System

(1.1) is approximately controllable at time T if and only if

pSuppppq Y Supppqqq X ω ‰ ∅ (1.9)

or

|Ikpp, qq| + |Ia,kpp, qq| ‰ 0 for all k P N
˚. (1.10)

This last result recovers the case p ” 0 studied in [BO14] for Supp pqqXω = ∅, where the
authors use also the Hautus test. In [KT10], the authors prove the approximate controllabi-
lity at any time T of System (1.1) under the condition p ” 0 and q ” 1ω0 withω0 a nonempty
open subset of p0, πq, which implies (1.10).

Remark 1.1. We will see in the prove of Theorems 1.1 and 1.2 that only the following regu-
larity are needed for p and q

#
p P W1

8p0, πq X W2
8prωq,

q P L8p0, πq X W1
8prωq,

for an open subinterval rω of ω. These hypotheses are used in Definition (1.8) of Ikpp, qq and
Ia,kpp, qq and the change of unknown described in Section 3.2. For more general coupling
terms, these control problems are open.

When the supports of the control and the coupling terms are disjoint in System (1.1), fol-
lowing the ideas in [AK+15] where the authors studied the case p ” 0, we obtain a minimal
time of null controllability:

Theorem 1.3. Let p P W1
8p0, πq, q P L8p0, πq. Suppose that Condition (1.10) holds and

pSuppppq Y Supppqqq X ω = ∅. (1.11)

Let T0pp, qq be given by

T0pp, qq := lim sup
kÑ8

minp´ log |Ikpp, qq| ,´ log |Ia,kpp, qq|q
k2

. (1.12)

One has

1. If T ą T0pp, qq, then System (1.1) is null controllable at time T.

2. If T ă T0pp, qq, then System (1.1) is not null controllable at time T.

Concerning the boundary controllability, in [Oli14, Th. 3.3], using the Hautus test, the
author proves that System (1.2) is approximately controllable at time T if and only if

Ikpp, qq ‰ 0 for all k P N
˚. (1.13)

About null controllability of System (1.2), we can again generalize the results given in [AK+15]
to obtain a minimal time:

Theorem 1.4. Let p P W1
8p0, πq, q P L8p0, πq and suppose that Condition (1.13) is satisfied. Let

us define

T1pp, qq := lim sup
kÑ8

´ log |Ikpp, qq|
k2

. (1.14)

One has
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1. If T ą T1pp, qq, then System (1.2) is null controllable at time T.

2. If T ă T1pp, qq, then System (1.2) is not null controllable at time T.

Remark 1.2. A simple computation leads to the convergence of the tow sequences pIkpp, qqqkPN˚

and pIa,kpp, qqqkPN˚ , more precisely

lim
kÑ8

Ikpp, qq = Ipp, qq :=
1
π

ż π

0
pq ´ 1

2 Bxpq and lim
kÑ8

Ia,kpp, qq = Iapp, qq :=
1
π

ż a

0
pq ´ 1

2 Bxpq.

Thus, we remark that T0pp, qq = T1pp, qq = 0 when

ż π

0
q ‰ 1

2

ż π

0
Bxp

and in particular under the condition

q ą 1
2

Bxp in p0, πq or q ă 1
2

Bxp in p0, πq.

This article is organized as follows. In the first section we present some preliminary
results useful to reduce the null controllability issues to the moment problem. In the second
and third sections we study the null controllability issue of System (1.1) in the two cases
when the intersection of the coupling and control supports is empty or not. Then we give
the proof of Theorems 1.2 and 1.4 in Section 4 and 5. We finish with some comments and
open problem in Section 6.

2 Preliminary results

Consider the differential operator

L : DpLq Ă L2p0, πq2 Ñ L2p0, πq2

f ÞÑ ´Bxx f + A0ppBx f + q f q,

where the matrix A0 is given by

A0 :=

˜
0 0
1 0

¸
,

the domain of L and its adjoint L˚ is given by DpLq = DpL˚q = H2p0, πq2 X H1
0p0, πq2. In sec-

tion 2.1, we will first establish some properties of the operator L that will be useful for the
moment method and, in section 2.2, we will recall some characterizations of the approxi-
mate and null controllability of system (1.1).

2.1 Biorthogonal basis

Let us first analyze the spectrum of the operators L and L˚.

Proposition 2.1. For all k P N
˚ consider the two vectors

Φ˚
1,k :=

˜
ψ˚

k

ϕk

¸
,Φ˚

2,k :=

˜
ϕk

0

¸
,
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where ψ˚
k is defined for all x P p0, πq by

$
’’’&
’’’%

ψ˚
k pxq = α˚

k ϕkpxq ´ 1
k

ż x

0
sinpkpx ´ ξqqrIkpp, qqϕkpξq + Bxpppξqϕkpξqq ´ qpξqϕkpξqsdξ,

α˚
k =

1
k

ż π

0

ż x

0
sinpkpx ´ ξqqrIkpp, qqϕkpξq + Bxpppξqϕkpξqq ´ qpξqϕkpξqsϕkpxqdξdx.

One has

1. The spectrum of L˚ is given by σpL˚q = tk2 : k P N
˚u.

2. For k ě 1, the eigenvalue k2 of L˚ is simple if and only if Ikpp, qq ‰ 0. In this case, Φ˚
2,k and Φ˚

1,k

are respectively an eigenfunction and a generalized eigenfunction of the operator L˚ associated
with the eigenvalue k2, more precisely

$
&
%

pL˚ ´ k2IdqΦ˚
1,k = IkΦ˚

2,k ,

pL˚ ´ k2IdqΦ˚
2,k = 0.

(2.1)

3. For k ě 1, the eigenvalue k2 of L˚ is double if and only if Ikpp, qq = 0. In this case, Φ˚
1,k and Φ˚

2,k

are two eigenfunctions of the operator L˚ associated with the eigenvalue k2, that is for i = 1, 2

pL˚ ´ k2IdqΦ˚
i,k = 0.

Démonstration. The adjoint operator L˚ of L is given by

L˚ : DpLq Ă L2p0, πq2 Ñ L2p0, πq2

f ÞÑ ´Bxx f + A0p´Bxpp f q + q f q.

We can remark first that the inverse of L˚ is compact. Thus the spectrum of L˚ reduces to
its point spectrum. The eigenvalue problem associated with the operator L˚ is

$
’’&
’’%

´Bxxψ´ Bxpppxqϕq + qpxqϕ = λψ in p0, πq,
´Bxxϕ = λϕ in p0, πq,
ϕp0q = ψp0q = ϕpπq = ψpπq = 0,

(2.2)

where pψ,ϕq P DpL˚q and λ P C. For ϕ ” 0 in p0, πq and ψ = ϕk in p0, πq, λ = k2 is an
eigenvalue of L˚ and the vector Φ˚

2,k := pϕk , 0q is an associated eigenfunction. If now ϕ ı 0
in p0, πq, then λ = k2 is an eigenvalue and ϕ = κϕk with κ P R

˚. We remark that System
(2.2) has a solution if and only if Ikpp, qq = 0. If Ikpp, qq = 0, Φ˚

1,k := pψ˚
k , ϕkq is a second

eigenfunction of L˚ linearly independent of Φ˚
2,k , where, applying the Fredholm alternative,

ψ˚
k is the unique solution to the non-homogeneous Sturm-Liouville problem

#
´Bxxψ´ k2ψ = f in p0, πq,
ψp0q = ψpπq = 0,

(2.3)

with
f := Bxpppxqϕkq ´ qpxqϕk

and is such that ż π

0
ψpxqϕkpxq dx = 0. (2.4)
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A solution to System (2.3) can be written for all x P p0, πq as

ψpxq = αϕkpxq ´ 1
k

ż x

0
sinpkpx ´ ξqq f pξqdξ,

with α P R. Under Condition (2.4), we obtain the expression of ψ˚
k given in Proposition 2.1.

Thus, in the case Ikpp, qq = 0, λ = k2 is a double eigenvalue of L˚. Items 1 and 3 are now
proved.

Let us now suppose that Ikpp, qq ‰ 0. The eigenvalue λ = k2 is simple, Φ˚
2,k := pϕk , 0q is

an eigenfunction and a solution Φ˚
1,k := pψ,ϕq to pL˚ ´ k2IdqΦ˚

1,k = Ikpp, qqΦ˚
2,k , that is

$
’’&
’’%

´Bxxψ´ Bxpppxqϕq + qpxqϕ = k2ψ + Ikpp, qqϕk in p0, πq,
´Bxxϕ = k2ϕ in p0, πq,
ϕp0q = ψp0q = ϕpπq = ψpπq = 0,

(2.5)

is a generalized eigenfunction of L˚. We deduce that ϕ = κϕk in p0, πq for a constant κ P R
˚.

Again System (2.5) has a solution if and only if κ = 1. Then ψ is solution to the Sturm-
Liouville problem (2.3) with

f = Ikpp, qqϕk + Bxpppxqϕkq ´ qpxqϕk

and satisfying (2.4). Again, using (2.4), we obtain the expression of ψ˚
k given in Proposition

2.1.

The function ψ˚
k given in Proposition 2.1 will play an important role in this paper and

we will need the following straightforward property

Lemma 2.1. There exists a positive constant C such that

|α˚
k | ď C

k
, }ψ˚

k }L8p0,πq ď C
k
, }Bxψ

˚
k }L8p0,πq ď C, @k P N

˚. (2.6)

Since the eigenvalues of the operator L˚ are real, we deduce that L and L˚ have the same
spectrum and the associated eigenspaces have the same dimension. The eigenfunctions and
the generalized eigenfunctions of L can be found as previously.

Proposition 2.2. For all k P N
˚ consider the two vectors

Φ1,k :=

˜
0
ϕk

¸
,Φ2,k :=

˜
ϕk

ψk

¸
,

where ψk is defined for all x P p0, πq by
$
’’’&
’’’%

ψkpxq := αkϕkpxq ´ 1
k

ż x

0
sinpkpx ´ ξqqrIkpp, qqϕkpξq ´ ppξqBxpϕkpξqq ´ qpξqϕkpξqsdξ,

αk :=
1
k

ż π

0

ż x

0
sinpkpx ´ ξqqrIkpp, qqϕkpξq ´ ppξqBxpϕkpξqq ´ qpξqϕkpξqsϕkpxqdξdx,

One has

1. The spectrum of L is given by σpLq = σpL˚q = tk2 : k P N
˚u.
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2. For k ě 1, the eigenvalue k2 of L is simple if and only if Ikpp, qq ‰ 0. In this case, Φ1,k and
Φ2,k are an eigenfunction and a generalized eigenfunction of the operator L associated with the
eigenvalue k2, more precisely

#
pL ´ k2IdqΦ1,k = 0,

pL ´ k2IdqΦ2,k = IkΦ1,k .
(2.7)

3. For k ě 1, the eigenvalue k2 of L is double if and only if Ikpp, qq = 0. In this case, Φ1,k and Φ2,k

are two eigenfunctions of the operator L associated with the eigenvalue k2, that is for i = 1, 2

pL ´ k2IdqΦi,k = 0.

Lemma 2.3 and Corollary 2.6 in [AK+15] can be adapted easily to prove the following
property.

Property 2.1. Consider the families

B := tΦ1,k ,Φ2,k : k P N
˚u and B˚ :=

!
Φ˚

1,k ,Φ
˚
2,k : k P N

˚
)
.

Then

1. The sequences B and B˚ are biorthogonal Riesz bases of L2p0, πq2.

2. The sequenceB˚ is a Schauder basis of H1
0p0, πq2 andB is its biorthogonal basis in H´1p0, πq.

2.2 Duality

As it is well known, the controllability has a dual concept called observability (see for
instance [AK+11a], [Cor07, Th. 2.44, p. 56–57]). Consider the dual system associated with
System (1.1)

$
’’&
’’%

´Btθ´ Bxxθ + A˚
0 p´Bxpppxqθq + qpxqθq = 0 in QT ,

θp0, ¨q = θpπ, ¨q = 0 on p0,Tq,
θp¨,Tq = θ0 in p0, πq,

(2.8)

where θ0 P L2p0, πq2. Let B the matrix given by

B :=

˜
1
0

¸
.

The approximate controllability is equivalent to a unique continuation property:

Proposition 2.3. 1. System (1.1) is approximately controllable at time T if and only if for all
initial condition θ0 P L2p0, πq2 the solution to System (2.8) satisfies the unique continuation
property

1ωB˚θ ” 0 in QT ñ θ ” 0 in QT . (2.9)

2. System (1.2) is approximately controllable at time T if and only if for all initial condition
θ0 P H1

0p0, πq2 the solution to System (2.8) satisfies the unique continuation property

B˚Bxθp0, tq ” 0 in p0,Tq ñ θ ” 0 in QT . (2.10)
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The null controllability is characterized by an observability inequality:

Proposition 2.4. 1. System (1.1) is null controllable at time T if and only if there exists a
constant Cobs such that for all initial condition θ0 P L2p0, πq2 the solution to System (2.8)
satisfies the observability inequality

}θp0q}2
L2p0,πq2 ď Cobs

ĳ

QT

|1ωB˚θ|2dxdt. (2.11)

2. System (1.1) is null controllable at time T if and only if there exists a constant Cobs such that
for all initial condition θ0 P H1

0p0, πq2 the solution to System (2.8) satisfies the observability
inequality

}θp0q}2
H1

0 p0,πq2 ď Cobs

ż T

0
|B˚Bxθp0, tq|2dt. (2.12)

3 Proof of Theorem 1.1

In this section, we first establish the moment problem related to the null controllability
for System (1.1) and then we will solve it in section 3.2. The strategy involves finding an
equivalent system (see Definition 3.1) to System (1.1), which has a associated quantity Ik

satisfying "some good properties".

3.1 The moment problem

Let y0 := py0
1, y

0
2q P L2p0, πq2. For i P t1, 2u and k P N

˚, if we consider θ0 := Φ˚
i,k in the

dual System (2.8), we get after an integration by part
ĳ

QT

vpx, tq1ωB˚θpx, tqdxdt = xypTq,Φ˚
i,kyL2p0,πq2 ´ xy0, θp0qyL2p0,πq2 .

Since B˚ is a Riesz basis of L2p0, πq2, System (1.1) is null controllable if and only if for all
y0 P L2p0, πq2, there exists a control v P L2pQTq such that for all k P N

˚ and i P t1, 2u the
solution y to System (1.1) satisfies the following equality

ĳ

QT

vpx, tq1ωB˚θi,kpx, tq dx dt = ´xy0, θi,kp0qyL2p0,πq2 , (3.1)

where θi,k is the solution to the dual system (2.8) with the initial condition θ0 := Φ˚
i,k .

In the moment problem (3.1), we will look for a control v of the form

vpx, tq := f p1qpxqvp1qpT ´ tq + f p2qpxqvp2qpT ´ tq for all px, tq P QT , (3.2)

with vp1q, vp2q P L2p0,Tq and f p1q, f p2q P L2p0, πq satisfying

Supp
´

f p1q
¯
, Supp

´
f p2q

¯
Ď ω.

The solutions θ1,k and θ2,k to the dual System (2.8) with the initial condition Φ˚
1,k and Φ˚

2,k

are given for all px, tq P QT by
$
&
%
θ1,kpx, tq = e´k2pT´tq

´
Φ˚

1,kpxq ´ pT ´ tqIkpp, qqΦ˚
2,kpxq

¯
,

θ2,kpx, tq = e´k2pT´tqΦ˚
2,kpxq.

(3.3)
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Plugging (3.2) and (3.3) in the moment problem (3.1), we get for all k ě 1

$
’’’’’’’’’’’&
’’’’’’’’’’’%

rf p1q

k

ż T

0
vp1qptqe´k2t dt + rf p2q

k

ż T

0
vp2qptqe´k2t dt

´Ikpp, qq f p1q

k

ż T

0
vp1qptqte´k2t dt ´ Ikpp, qq f p2q

k

ż T

0
vp2qptqte´k2t dt

= ´e´k2T
!

y0
1,k ´ TIkpp, qqy0

2,k

)
,

f p1q

k

ż T

0
vp1qptqe´k2t dt + f p2q

k

ż T

0
vp2qptqe´k2t dt = ´e´k2T y0

2,k ,

where f piq
k , rf piq

k and y0
i,k are given for all i P t1, 2u and k P N

˚ by

f piq
k :=

ż π

0
f piqpxqϕkpxqdx, rf piq

k :=

ż π

0
f piqpxqψ˚

k pxqdx, (3.4)

and
y0

i,k := xy0,Φ˚
i,kyL2p0,πq. (3.5)

In [FCGBT10], the authors prove that the family
!

e1,k := e´k2t, e2,k := te´k2t
)

kě1
admits a

biorthogonal family tq1,k , q2,kukě1 in the space L2p0,Tq, i.e. a family satisfying

ż T

0
ei,kq j,lptq dt = δi jδkl, @k, l ě 1, 1 ď i, j ď 2. (3.6)

Moreover for all ε ą 0 there exists a constant Cε,T ą 0 such that

}qi,k}L2p0,Tq ď Cε,T eεk
2
, @k ě 1, i = 1, 2. (3.7)

We will look for vp1q and vp2q of the form

vpiqptq =
ÿ

kě1

tvpiq
1,kq1,kptq + vpiq

2,kq2,kptqu, i = 1, 2. (3.8)

Thus the moment problem (3.1) can be written as

A1,kV1,k + A2,kV2,k = Fk , for all k ě 1, (3.9)

with for all k P N
˚

A1,k =

˜ rf p1q

k
rf p2q

k

f p1q

k f p2q

k

¸
, A2,k =

˜
´Ikpp, qq f p1q

k ´Ikpp, qq f p2q

k

0 0

¸
, (3.10)

V1,k :=

¨
˝ vp1q

1,k

vp2q

1,k

˛
‚, V2,k :=

¨
˝ vp1q

2,k

vp2q

2,k

˛
‚ (3.11)

and

Fk =

¨
˝ ´e´k2T

´
y0

1,k ´ TIkpp, qqy0
2,k

¯

´e´k2T y0
2,k

˛
‚. (3.12)

The next sections will be devoted to solving problem (3.9) and prove that the corresponding
solution vp1q, vp2q belongs to L2p0,Tq.
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3.2 Resolution of the moment problem

In this section, we will prove the null controllability of System (1.1) at any time T
when the supports of p or q intersects the control domain ω. In [GBT10], the authors obtain
the null controllability of System (1.1) at any time under Condition (1.4), so we will not
consider this case and we will always suppose that |p| ą C in rω for a positive constant C
and an open subinterval rω of ω.

Let us first introduce the following notion of equivalent systems.

Definition 3.1. Let p1, p2 P W1
8p0, πq and q1, q2 P L8p0, πq. Consider the systems given for

i P t1, 2u by $
’’’’’’’’’’’&
’’’’’’’’’’’%

For given y0 P L2p0, πq2, v P L2pQTq,
Find y := py1, y2q P Wp0,Tq2 such that :

Bty1 ´ Bxxy1 = 1ωv in QT ,

Bty2 ´ Bxxy2 + pipxqBxy1 + qipxqy1 = 0 in QT ,

yp0, ¨q = ypπ, ¨q = 0 on p0,Tq,
yp¨, 0q = y0 in p0, πq.

(Si)

We say that System pS1q is equivalent to System pS2q if System pS1q is null controllable at
time T if and only if System pS2q is null controllable at time T.

Let us present the main technique used all along this section. Suppose that System (1.1)
is null controllable at time T. Let v a control such that the solution y to System (1.1) verifies
ypTq = 0 in p0, πq and ω0 := pα, βq a subinterval of ω = pa, bq. Consider a function θ P
W2

8p0, πq satisfying $
’’&
’’%

θ ” κ1 in p0, αq,
θ ” κ2 in pβ, πq,
|θ| ą κ3 in p0, πq,

(3.13)

with κ1, κ2, κ3 P R
˚
+. Thus if we consider the change of unknown

py := ppy1, y2q with py1 := θ´1y1, (3.14)

then py is solution in L2p0,T; H1
0p0, πq2q X Cpr0,Ts; L2p0, πq2q to the system

$
’’’’’&
’’’’’%

Btpy1 ´ Bxxpy1 = 1ωpv in QT ,

Bty2 ´ Bxxy2 + ppBxpy1 + pqpy1 = 0 in QT ,

pyp0, ¨q = pypπ, ¨q = 0 on p0,Tq,
pyp¨, 0q = py0 in p0, πq,

(3.15)

where the initial condition is py0 := pθ´1y0
1, y

0
2q P L2p0, πq2, the control is pv := ´Bxxpθ´1qy1 ´

2Bxpθ´1qBxy1 + θ
´1v P L2pQTq and the coupling terms are given by

#
pp := pθ,

pq := pBxθ + qθ.
(3.16)

Since θ is constant in p0, πqzω0, we have

Supp pv Ď ωˆ p0,Tq.
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Since y is controlled, then py also. The converse is clearly true: starting from the controlled
System (3.15) the same process leads to the construction of a controlled solution of System
(1.1). Thus through the change of unknown (3.14), following Definition 3.1, Systems (1.1)
and (3.15) are equivalent.

The next main result of this section is Proposition 3.1 that will be introduced after some
lemmas. The first of them is the following.

Lemma 3.1. Let p P W1
8p0, πq X W2

8pωq and q P L8p0, πq X W1
8pωq with |p| ą C in an open

subinterval rω of ω for a positive constant C. There exists a subinterval ω0 := pα, βq Ă rω and a
function θ P W2

8p0, πq satisfying (3.13) such that System (1.1) is equivalent to System (3.15) with
pq ” 0 in ω0. Moreover for all ǫ ą 0 the interval ω0 can be chosen in order to have for all k P N

˚

|Ipp, qq ´ Ippp, pqq| ď ε and |Ikpp, qq ´ Ikppp, pqq| ď ε. (3.17)

Démonstration. Letω0 := pα, βq be an interval strictly included in rω := pra, rbq andθ P W2
8p0, πq

satisfying $
’’&
’’%

pBxθ + qθ = 0 in ω0,

θ ” 1 in p0, πqzrω,
|θ| ą C in p0, πq,

(3.18)

for a positive constant C. In the intervals pra, αs and rβ, rbq, we can take θ of classC8 in order to
haveθ P W2

8p0, πq. Thus the functionθ verifies (3.13) and, following the change of unknown
described in (3.14), System (1.1) is equivalent to System (3.15) with pq ” 0 in ω0 (see (3.16)).
The estimates in (3.17) are obtained taking the interval ω0 small enough.

Let us first study System (1.1) in a particular case.

Lemma 3.2. Consider p P W1
8p0, πq X W2

8pωq and q P L8p0, πq X W1
8pωq. Let us suppose that

p ” C P R
˚ and q ” 0 in an open subinterval rω of ω. Then System (1.1) is equivalent to a system

of the form (3.15) with coupling terms pp, pq satisfying

|Ikppp, pqq| ą C/k6, @k P N
˚.

To prove this result we will need this lemma:

Lemma 3.3. Let pukqkPN˚ be a real sequence. Then there exists κ P R
˚
+ such that for all k P N

˚

|uk + κ| ě 1/k2.

Proof of Lemma 3.3. By contradiction let us suppose that for all κ P R
˚
+ there exists k P N

˚

such that for all k P N
˚

|uk + κ| ă 1/k2.

Then

R
˚
+ Ď

ď

kPN˚

puk ´ 1/k2,uk + 1/k2q. (3.19)

The convergence of the series
ř

kPN˚ 1/k2 implies that the measure of the set in the right
hand-side in (3.19) is finite and leads to the conclusion.
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Proof of Lemma 3.2. Let pα, βq an open subinterval of rω with α and β to be determined later,
κ P R

˚
+ and θ P W2

8p0, πq satisfying
#
θ ” 1 in p0, πqzpα, βq,
θ ” 1 + κξ in pα, βq,

(3.20)

where

ξ = sin2

ˆ
πpx ´ αq
β´ α

˙
in pα, βq.

In particular, we have θ ě 1 in p0, πq. Let k P N
˚, py1 := θ´1y1 and py := ppy1, y2q the solution

to System (3.15). For System (3.15) the quantity Ik defined in the introduction is given by

Ikppp, pqq =

ż π

0
tpq ´ 1

2
Bxppuϕ2

k

= Ikpp, qq + κJk ,

with pp, pq given in (3.16) and Jk defined by

Jk :=
1
2

ż β

α

Bxpξqϕ2
k .

Then, after a simple calculation, we obtain

Jk =

2π
pβ´αq2

p2k + 2π
β´α qp2k ´ 2π

β´α q
sinpkpβ + αqq sinpkpβ´ αqq. (3.21)

Let n P N
˚ and � an algebraic number of order two satisfying

a
n

ă � ă b
n + 1

and � ‰ π

j
for all j P N

˚.

Let us take α := n� and β := pn + 1q� . Thus α, β P pa, bq and

kpβ + αq = kp2n + 1q� and kpβ´ αq = k� . (3.22)

Moreover ˇ̌
ˇ̌2k +

2π
β´ α

ˇ̌
ˇ̌ ˆ

ˇ̌
ˇ̌2k ´ 2π

β´ α

ˇ̌
ˇ̌ ă Rk2,

with R ą 0. Since � is an algebraic number of order two, using diophantine approximations
it can be proved that

inf
jě1

p j| sinp j�q|q ě γ, (3.23)

for a positive constant γ (see [AK+15]). The expressions (3.21)-(3.23) give

|Jk| ě 2π
pβ´ αq2

γ2

Rp2n + 1qk4
. (3.24)

Using Lemma 3.3, there exists κ P R
˚
+ satisfying
ˇ̌
ˇ̌ Ikpp, qq

Jk
+ κ

ˇ̌
ˇ̌ ě 1/k2.

Combining the last inequality with Estimate (3.24),

|Ikppp, pqq| = |Ikpp, qq + κJk| ě Jk/k2 ě C/k6.
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The next lemma is proved in [AK+15] but, for the sake of completeness, we will include
the proof in the appendix A.

Lemma 3.4. There exist functions f p1q, f p2q P L2p0, πq satisfying

Supp
´

f p1q
¯
, Supp

´
f p2q

¯
Ď ω

and such that for all k P N
˚

$
’’&
’’%

mint| f p1q

k |, | f p2q

k |u ě C
k3
,

|Bk| := |pf p1q

k f p2q

k ´ pf p2q

k f p1q

k | ě C
k5
,

(3.25)

where for i P t1, 2u the terms f piq
k and pf piq

k are given by

f piq
k :=

ż π

0
f piqpxqϕkpxqdx and pf piq

k :=
ż π

0
f piqpxq cospkxqdx. (3.26)

With the help of Lemma 3.4, we deduce the following proposition:

Proposition 3.1. Consider p P W1
8p0, πq X W2

8pωq and q P L8p0, πq X W1
8pωq. Let us suppose

that |p| ą C in an open subinterval rω of ω for a positive constant C. Then System (1.1) is equivalent
to a system of the form (3.15) with coupling terms pp, pq satisfying Condition (1.10), T0ppp, pqq = 0 and

|det A1,k| ě C1

k7
|Ia,kppp, pqq| ´ C2

k
|Ikppp, pqq| @k P N

˚, (3.27)

where C1 and C2 are two positive constants independent on k (the notion of equivalent systems is
defined at the beginning of Section 3.2).

Démonstration. Using Lemma 3.1, without loss of generality, we can suppose that q ” 0 and
|p| ą C in a subinterval pω of rω for a positive constant C. If Bxp ” 0 in pω, Lemma 3.2 leads to

|Ikpp, qq| ě C/k6, @k P N
˚,

which implies that Condition (1.10) is satisfied and the right hand-side of inequality (3.27)
is negative for some appropriate constants C1 and C2. Otherwise, let pα, βq Ď pω such that
Bxp ą C in pα, βq or Bxp ă ´C in pα, βq for a positive constant C.

The rest of the proof is divided into three steps:

(i) In a first step we will see that System (1.1) is equivalent to a system with coupling
terms p, q satisfying

Ipp, qq :=
ż π

0
tq ´ 1

2
Bxpu ‰ 0.

(ii) We will show in a second step that we can suppose that System (1.1) is equivalent to
a system with coupling terms p, q such that for a positive constant C

|Ikpp, qq| ą C for all k P N
˚ satisfying pϕk non-constant.

(iii) Finally, in a third step, we will prove that System (1.1) is equivalent to a system which
fulfills the three conditions described in (3.27).
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Step 1: Assume that Ipp, qq = 0 and consider θ P W2
8p0, πq defined in (3.20), with κ := 1.

We remark that |θ| ě 1. If we consider the change of unknown described in (3.14), then for
all k P N

˚, using the definition of Ik , we obtain

Ikppp, pqq = Ikpp, qq +
ż β

α

t1
2

Bxpξqp ´ 1
2
ξBxppquϕ2

kdx

= Ikpp, qq + Jkpp, qq,

where

Jkpp, qq =
1

2π

ż β

α

tBxpξqp ´ ξBxppqut1 ´ cosp2kxqudx

ÝÑ
kÑ8

1
2π

ż β

α

tBxpξqp ´ ξBxppqudx

= ´ 1
π

ż β

α

ξBxppqdx =: Jpp, qq.

Using the definition of ξ, we get

|Jpp, qq| ě 1
π

inf
pα,βq

|Bxp|
ż β

α

sin2

ˆ
πpx ´ αq
β´ α

˙
dx

=
1

2π
inf
pα,βq

|Bxp|
ż β

α

t1 ´ cos
ˆ

2πpx ´ αq
β´ α

˙
udx

=
pβ´ αq

2π
inf
pα,βq

|Bxp| ‰ 0.

We recall that Ikpp, qq Ñ Ipp, qq = 0. Thus we obtain Ikppp, pqq Ñ Ippp, pqq ‰ 0.
Step 2: Let us now assume that Ipp, qq ‰ 0. Using Lemma 3.1, up to the change of unk-

nown (3.14) we can also suppose that q ” 0 in an open subinterval pω of rω. Moreover, by
(3.17), the function θ and pω can be chosen in order to keep the quantity I different of zero.
Let pα, βq Ď pω such that |p| ą C ą 0 in pα, βq. Since Ipp, qq ‰ 0 and Ikpp, qq Ñ Ipp, qq, there
exists k0 P N

˚ such that |Ikpp, qq| ą C for a constant C ą 0 and all k ě k0. Let us define the
set

S0 := tk P N
˚ : Ikpp, qq = 0 and pϕk non ´ constant in pα, βqu

and M := #S0 ă 8. Let θ P W2
8p0, πq satisfying

$
’’’’’&
’’’’’%

θ = 1 +
řM

m=1 ξm,

ξm P W2
8p0, πq, for all m P t1, ...,Mu,

Supppξmq Ď pα, βq, for all m P t1, ...,Mu,
|θ| ą C ą 0,

where ξ1, ..., ξM are to be determined. Again, if we consider the change of unknown (3.14),
then for all k P N

˚, using the definition of Ik , we obtain

Ikppp, pqq = Ikpp, qq +
Mř

m=1

ż β

α

t1
2

Bxpξmqp ´ 1
2
ξmBxppquϕ2

kdx

=: Ikpp, qq +
Mř

m=1
Jm,kpp, qq.
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The goal is to choose the functions ξ1, ..., ξM such that for a constant C ą 0 we have |Ikppp, pqq| ą
C for all k P N

˚ satisfying pϕk non-constant in pα, βq. We will construct ξ1, ..., ξM from ξ1 until
ξM.

Let k P S0 and consider p f1, ξ1q P W1
8pα, βq ˆ W2

8pα, βq a solution to
$
’&
’%

1
2

Bxpξ1qp ´ 1
2
ξ1Bxppq = f1 in pα, βq,

ξ1pαq = ξ1pβq = Bxξ1pαq = Bxξ1pβq = 0.

This system is equivalent to

$
’’’’’’&
’’’’’’%

ξ1pxq = ppxq
ż x

α

2 f1psq
p2psq ds, for all x P pα, βq,

ż β

α

2 f1psq
p2psq ds = 0,

f1pαq = f1pβq = 0.

We remark that we need that p P W2
8pα, βq. Finding a function f1 satisfying

f1pαq = f1pβq = 0,
ż β

α

2 f1psq
p2psq ds = 0 and J1,kpp, qq =

ż β

α

f1psqϕ2
kpsqds ‰ 0, (3.28)

is equivalent to finding a function g := 2 f1/p2 satisfying

g1pαq = g1pβq = 0,
ż β

α

g1psqds = 0 and
ż β

α

g1psqp2psqϕ2
kpsqds ‰ 0.

Let κ1 P R and define for all j P N
˚ and all x P pα, βq

g1, jpxq := κ1 sin
ˆ

2π jpx ´ αq
β´ α

˙
.

Using the fact that pϕk is non-constant in pα, βq, without loss of generality, we can suppose
that

ϕk

ˆ
α +

β´ α

4

˙
p
ˆ
α +

β´ α

4

˙
‰ ϕk

ˆ
α +

3pβ´ αq
4

˙
p
ˆ
α +

3pβ´ αq
4

˙
,

otherwise we adapt the interval pα, βq at the beginning of Step 2. We deduce that the function
hk of L2pα, α + pβ´ αq/2q defined by

hk : pα, α + pβ´ αq/2q Ñ R

s ÞÑ p2psqϕ2
kpsq ´ p2pβ + α´ sqϕ2

kpβ + α´ sq

is not equal to zero in pα, α+ pβ´αq/2q. Since pg1, jq jPN˚ is a Riesz basis of L2pα, α+ pβ´αq/2q,
there exists j1 P N

˚ such that

ż α+pβ´αq/2

α

g1, j1 psq
“
p2psqϕ2

kpsq ´ p2pβ + α´ sqϕ2
kpβ + α´ sq

‰
ds ‰ 0.

Moreover, using the fact that

g1, j1 psq = g1, j1 pβ + α´ sq @s P pα, α + pβ´ αq/2q,
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we have ż α+pβ´αq/2

α

g1, j1 psqp2psqϕ2
kpsqds ‰ ´

ż β

α+pβ´αq/2
g1, j1 psqp2psqϕ2

kpsqds.

Thus ż β

α

g1, j1 psqp2psqϕ2
kpsqds ‰ 0.

Plugging g1 := g1, j1 and f1 :=
g1, j1 p

2

2
in (3.28), we obtain

J1,kpp, qq = κ1

2

ż β

α

sin
ˆ

2π j1ps ´ αq
β´ α

˙
ppsq2ϕkpsq2ds ‰ 0.

We have also for all j P N
˚

J1, jpp, qq = κ1

2

ż β

α

sin
ˆ

2π j1ps ´ αq
β´ α

˙
ppsq2ϕ jpsq2ds.

We fix κ1 in order to have

sup
iPN˚

|J1,ipp, qq| ď 1
2

inf
iPN˚zS0

|Iipp, qq| .

Let m P t2, ...,Mu and let us assume that ξ1, ..., ξm´1 are already constructed. Consider
the set

Sm´1 := tk P N
˚ : Ikpp, qq +

m´1ÿ

j=1

J j,kpp, qq = 0 and pϕk non ´ constant in pα, βqu.

If Sm´1 = ∅, then we take ξm = 0 in p0, πq. Otherwise, let k P Sm´1 and consider p fm, ξmq P
W1

8pα, βq ˆ W2
8pα, βq a solution to

$
’&
’%

1
2

Bxpξmqp ´ 1
2
ξmBxppq = fm in pα, βq,

ξmpαq = ξmpβq = Bxξmpαq = Bxξmpβq = 0.

This system is equivalent to

$
’’’’’’&
’’’’’’%

ξmpxq = ppxq
ż x

α

2 fmpsq
p2psq ds, for all x P pα, βq,

ż β

α

2 fmpsq
p2psq ds = 0,

fmpαq = fmpβq = 0.

Let κm ą 0. Again, there exists jm P N
˚ such that the function fm given for all x P pα, βq by

fmpxq :=
κm

2
sin

ˆ
2π jmpx ´ αq

β´ α

˙
ppxq2

is solution to this system. Then, we obtain

Jm, jpp, qq = κm

2

ż β

α

sin
ˆ

2π jmps ´ αq
β´ α

˙
ppsq2ϕ jpsq2ds.
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The last quantity is different of zero for j = k. Let us fix κm in order to have

sup
iPN˚

|Jm,ipp, qq| ď 1
2

inf
iPN˚zSm´1

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌Iipp, qq +

m´1ÿ

j=1

J j,ipp, qq

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌ .

Thus, after constructing the functions ξ1, ..., ξM, the obtained functions pp and pq are such that

|Ikppp, pqq| ą C for all k P N
˚ satisfying pϕk non-constant in pα, βq,

where C is a positive constant which does not depend on k. If |Ikppp, pqq| ą C for all k P N
˚ and

a positive constant C, then Condition (1.10) is satisfied and the right hand-side of inequality
(3.27) is negative for some appropriate constants C1 and C2.

Step 3: Assume that there exists m P N
˚ such that

$
’&
’%

|Ikpp, qq| ą C ą 0 for all k P N
˚ztmu,

Impp, qq = 0,
pϕm constant in pα, βq.

(3.29)

Again, using Lemma 3.1, up to the change of unknown (3.14) described at the beginning
of the section we can also suppose that q ” 0 in a subinterval pα, βq of rω. Moreover, using
(3.17), this change of unknown can be chosen in order to keep the property: |Ikpp, qq| ą
C ą 0 for all k P N

˚ztmu. Let m P N
˚ such that Impp, qq = 0 and pϕm is constant in pα, βq,

otherwise we argue as in Step 2. Let θ P W2
8p0, πq satisfying

$
’’’’’’’’&
’’’’’’’’%

θ = 1 + ξ in p0, πq,
ξ P W2

8p0, πq,
ξ ” ξα P R

˚
+ in p0, αq,

ξ ” 0 in pβ, πq,
|θ| ą C ą 0.

Again, if we consider the change of unknown described in (3.14), then for all k P N
˚

Ikppp, pqq = Ikpp, qq +
ż β

0
t1

2
Bxpξqp + ξq ´ 1

2
ξBxppquϕ2

kdx

=: Ikpp, qq + Jkpp, qq.

We will distinguish the cases Iα,mpp, qq = 0 and Iα,mpp, qq ‰ 0 (see (1.8) for the definition of
this quantity) for the new control domain ω := pα, βq.

Case 1: Assume that Iα,mpp, qq = 0. Let pξ, hq P W2
8pα, βqˆW1

8pα, βq be a solution to the system

$
’’&
’’%

1
2 Bxpξqp ´ 1

2ξBxppq = h in pα, βq,
ξpβq = Bxξpαq = Bxξpβq = 0,

ξpαq = ξα P R
˚.
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This system is equivalent to
$
’’’’’’’’&
’’’’’’’’%

ξpxq = ´ppxq
şβ
x

2hpsq
p2psq ds, for all x P pα, βq,

şβ
α

2hpsq
p2psq ds = ´ξα

ppαq ,

hpαq = ´ξαBxppαq
2

,

hpβq = 0.

Taking into account that Iα,mpp, qq = 0, q ” 0 in pα, βq and pϕm ” γ in pα, βq for a γ P R
˚,

one gets

Jmpp, qq = ξα
ż α

0
pq ´ 1

2
Bxppqqϕ2

mdx +
γ2

2

ż β

α

Bx

ˆ
ξ

p

˙
dx = ´ γ2ξα

2ppαq ‰ 0.

Let ξα and h be such that

sup
kPN˚

|Jkpp, qq| ď 1
2

inf
kPN˚ztmu

|Ikpp, qq|.

Then |Ikppp, pqq| ą C for all k P N
˚ and a positive constant C. Thus Condition (1.10) is

satisfied and the right hand-side of inequality (3.27) is negative for some appropriate
constants C1 and C2.

Case 2: Let us now assume that Iα,mpp, qq ‰ 0. Then Condition (1.10) is verified. In this case,
we recall that, in the moment problem described in the last section, we have

det A1,m := rf p1q
m f p2q

m ´ rf p2q
m f p1q

m ,

where f p1q
m , f p2q

m , rf p1q
m and rf p2q

m are given in (3.4). Since pϕm is constant in pα, βq, the
function ψ˚

m of Proposition 2.1 reads for all x P pα, βq

ψ˚
mpxq = α˚

mϕm ´ 1
m

ż α

0
sinpmpx ´ ξqqrBxpppξqϕmpξqq ´ qpξqϕmpξqsdξ

= τmϕmpxq ´
c
π

2
1
m

Iα,mpp, qq cospmxq,

with

τm := α˚
m ´

c
π

2
1
m

ż α

0
cospmξqrBxpppξqϕmpξqq ´ qpξqϕmpξqsdξ.

We deduce that

detA1,m = ´
c
π

2
1
m

Iα,mpp, qqppf p1q
m f p2q

m ´ pf p2q
m f p1q

m q,

where pf p1q
m and pf p2q

m are given in Lemma 3.4. Using Lemma 3.4, we obtain detA1,m ‰ 0.
Thus, for C1 small enough (3.27) is true for k = m and, for all k ‰ m, the right hand-side
of (3.27) is negative for C2 be enough.

We conclude this proof remarking that, in each case, there exists C ą 0 and k0 P N
˚ such

that, for all k ě k0, we have
|Ikppp, pqq| ě C/k6,

which implies that T0ppp, pqq = 0.
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We recall that T0pp, qq is given by

T0pp, qq := lim sup
kÑ8

minp´ log |Ikpp, qq| ,´ log |Ia,kpp, qq|q
k2

. (3.30)

Before to prove Theorem 1.1, we will establish the following proposition which is true
not necessary in the case where the coupling region intersects the control domain.

Proposition 3.2. Assume that Condition (1.10) holds, T ą T0pp, qq and, for positive constants C1

and C2,

|det A1,k| ě C1

k7
|Ia,kpp, qq| ´ C2

k
|Ikpp, qq| , (3.31)

Then System (1.1) is null controllable at time T.

Démonstration. We will use the same strategy than [AK+15]. Let ε ą 0. Using the definition
of the minimal time T0pp, qq in (3.30), there exists a positive integer kε for which

min
!

log |Ia,kpp, qq|´1
, log |Ikpp, qq|´1

)
ă k2pT0pp, qq + εq, @k ą kε. (3.32)

The goal is to solve the moment problem described in Section 3.1. We recall that we look for
a control v of the form (3.2) and (3.8) with f p1q and f p2q defined in Lemma 3.4. We will solve
the moment problem (3.9) depending on whether k belongs to Λ1, Λ2 or Λ3, where

$
’’&
’’%

Λ1 := tk P N
˚ : Ikpp, qq ‰ 0, Ia,kpp, qq ‰ 0u,

Λ2 := tk P N
˚ : Ikpp, qq ‰ 0, Ia,kpp, qq = 0u,

Λ3 := tk P N
˚ : Ikpp, qq = 0, Ia,kpp, qq ‰ 0u.

Case 1 : Consider the case k P Λ1 with k ď kε.
Let us take

vp2q

1,k = vp2q

2,k = 0.

The moment problem (3.9) becomes
$
’&
’%

rf p1q

k vp1q

1,k ´ Ikpp, qq f p1q

k vp1q

2,k = ´e´k2T
´

y0
1,k ´ TIkpp, qqy0

2,k

¯
,

f p1q

k vp1q

1,k = ´e´k2T y0
2,k .

Since Ikpp, qq ‰ 0 and using the estimate of f p1q

k and f p2q

k in Lemma 3.4, the last system has
a unique solution

$
’’&
’’%

vp1q

1,k = ´e´k2T y0
2,k

f p1q

k

,

vp1q

2,k =
e´k2T

Ikpp,qq f p1q

k

ˆ
y0

1,k ´ TIkpp, qqy0
2,k ´ rf p1q

k

y0
2,k

f p1q

k

˙
.

(3.33)

Moreover, since the set of the k considered in this case is finite, we get the inequality
ˇ̌
ˇvpiq

j,k

ˇ̌
ˇ ď Cεe´k2T}y0}L2p0,πq2 , i, j = 1, 2. (3.34)

Case 2: Let k P Λ1 such that k ą kε and |Ikpp, qq|´1 ď ek2pT0pp,qq+2εq.
As in the previous case, we take vp2q

1,k = vp2q

2,k = 0 and the moment problem (3.9) has a unique
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solution, given by (3.33). Thanks to the property of ψ˚
k (see (2.6)) and Lemma 3.4, we get for

i = 1, 2 the following estimates

| f p1q

k | ě C/k3, |rf piq
k | ď C

k
, |y0

i,k| ď C}y0}L2p0,πq2 , @k P N
˚. (3.35)

Thus, using the assumptions on k, we obtain
$
’’&
’’%

|vp1q

1,k | ď Ck3e´k2T}y0}L2p0,πq2 ď Cεe´pT´εqk2 }y0}L2p0,πq2 ,

|vp2q

1,k | ď Cεe´pT´εqk2

Ikpp, qq }y0}L2p0,πq2 ď Cεe´pT´T0´3εqk2 }y0}L2p0,πq2 ,

where Cε is a constant which is independent on k and y0.

Case 3: Consider now k P Λ1 such that k ą kε and |Ikpp, qq|´1 ą ek2pT0pp,qq+2εq.
This implies with (3.32) that

|Ia,kpp, qq|´1 ă ek2pT0pp,qq+εq. (3.36)

The two last inequality lead to

|Ikpp, qq| ă e´εk2 |Ia,kpp, qq| .

Combined with inequality (3.31), taking kε large enough, we get

|det A1,k| ą Cεe´εk2 |Ia,kpp, qq| , (3.37)

with Cε independent on k. To solve the moment problem (3.9), we take here

vp1q

2,k = vp2q

2,k = 0.

Then the moment problem (3.9) reads A1,kV1,k = Fk . Since detA1,k ‰ 0, the inverse of A1,k is
given by

pA1,kq´1 = pdet A1,kq´1

˜
f p2q

k ´rf p2q

k

´ f p1q

k
rf p1q

k

¸
.

We deduce that the solution to the moment problem (3.9) is
$
’&
’%

vp1q

1,k =
e´k2T

det A1,k
t´ f p2q

k y0
1,k + pTIkpp, qq f p2q

k + rf p2q

k qy0
2,ku,

vp2q

1,k =
e´k2T

det A1,k
t f p1q

k y0
1,k ´ pTIkpp, qq f p1q

k + rf p1q

k qy0
2,ku.

The last expression together with (3.36) and (3.37) gives

|vpiq
1,k| ď Cεe´pT´T0´2εqk2 }y0}L2p0,πq2 , i = 1, 2. (3.38)

Case 4: Let us consider k P Λ2.
If k ď kε, we can argue as in Case 1. Let us suppose that k ą kε. In this case, Ia,kpp, qq = 0,
Ikpp, qq ‰ 0 and inequality (3.32) reads |Ikpp, qq|´1 ă ek2pT0pp,qq+εq. We take here

vp2q

1,k = vp2q

2,k = 0
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and the solution of moment problem (3.9) is given by (3.33). We get

ˇ̌
ˇvpiq

j,k

ˇ̌
ˇ ď Cεe´k2pT´T0pp,qq´2εq}y0}L2p0,πq2 , i, j = 1, 2.

Case 5: Let us now deal with the case k P Λ3.
We recall that Ikpp, qq = 0, I1,kpp, qq ‰ 0 and inequality (3.32) reads

|Ia,kpp, qq|´1 ă ek2pT0pp,qq+εq. (3.39)

The moment problem (3.9) is now A1,kV1,k = Fk with A1,k and Fk given in (3.10) and (3.12),
respectively. From (3.31), the matrix A1,k is invertible and

$
’&
’%

vp1q

1,k =
e´k2T

det A1,k
t´ f p2q

k y0
1,k +

rf p2q

k y0
2,ku,

vp2q

1,k =
e´k2T

det A1,k
t f p1q

k y0
1,k ´ rf p1q

k y0
2,ku.

Using inequalities (3.31) and (3.39), we obtain estimate (3.38).

Conclusion:

We have constructed a control v of the form (3.2) and (3.8), which satisfies
ˇ̌
ˇvpiq

j,k

ˇ̌
ˇ ď Cε

ÿ

kě1

e´k2pT´T0pp,qq´3εq}y0}L2p0,πq2 , i, j = 1, 2, k P N
˚.

The last inequality, the estimate (3.7) of qi,k and the expression (3.8) of vpiq (i = 1, 2) lead to

›››vpiq
›››

L2p0,Tq
ď Cε,Te´k2pT´T0pp,qq´4εq, i = 1, 2.

Thus, taking

ε P
ˆ

0,
T ´ T0pp, qq

4

˙
,

we have the absolute convergence of the series defining vp1q and vp2q in L2p0,Tq. This ends
the proof.

Proof of Theorem 1.1. Using Proposition 3.1, System (1.1) is equivalent to a system with cou-
pling terms pp and pq satisfying Condition (1.10) and (3.31). Proposition 3.2 leads to the null
controllability of System (1.1) when T ą T0ppp, pqq. We end the proof of Theorems 1.1 remar-
king that T0ppp, pqq = 0.

4 Proof of Theorem 1.3

4.1 Positive null controllability result

Before studying the case where the intersection of the coupling and control domains
is empty, we will first rewrite the function ψ˚

k given in Proposition 2.1.
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Lemma 4.1. Let k P N
˚. Consider the function ψ˚

k defined in Proposition 2.1. If we suppose that
Condition (1.11) holds, then for all x P ω

ψ˚
k pxq = τkϕkpxq + gkpxq for all x P ω,

where

τk := α˚
k ´

c
π

2
1
k

ż a

0
cospkξqrBxpppξqϕkpξqq ´ qpξqϕkpξqsdξ

and

gkpxq := ´ Ikpp, qq
k

ż x

0
sinpkpx ´ ξqqϕkpξqdξ´

c
π

2
1
k

Ia,kpp, qq cospkxq.

Démonstration. Since p = q ” 0 in ω, we get for all x P ω,

ψ˚
k pxq = α˚

k ϕkpxq ´ Ikpp, qq
k

ż x

0
sinpkpx ´ ξqqϕkpξq dξ

´1
k

ż a

0
sinpkpx ´ ξqqrBxpppξqϕkpξqq ´ qpξqϕkpξqsdξ.

Proof of Theorem 1.3. We will follow the strategy of [AK+15]. Assume that Conditions (1.10)
and (1.11) hold. Consider the functions f p1q and f p2q defined in Lemma 3.4 and the matrix
A1,k given in (3.10). Let k P N

˚. We recall that, in this case, we have

det A1,k := rf p1q

k f p2q

k ´ rf p2q

k f p1q

k ,

where, for i = 1, 2, f piq
k and rf piq

k are defined in (3.4). Since Supp
`

f piq
˘

Ď ω, using the expres-
sion of ψ˚

k given in Lemma 4.1, we obtain

rf piq
k = τk f piq

k +

ż π

0
f piqpxq gkpxq dx,

where for all x P ω

gkpxq = ´ Ikpp, qq
k

ż x

0
sinpkpx ´ ξqqϕkpξqdξ´

c
π

2
1
k

Ia,kpp, qq cospkxq.

We deduce that

det A1,k = f p2q

k

ż π

0
f p1qpxq gkpxqdx ´ f p1q

k

ż π

0
f p2qpxq gkpxq dx

= ´ Ikpp, qq
k

ˆ
f p2q

k

ż π

0

ż x

0
f p1qpxq sinpkpx ´ ξqqϕkpξqdξ dx

´ f p1q

k

ż π

0

ż x

0
f p2qpxq sinpkpx ´ ξqqϕkpξqdξ dx

˙

´
c
π

2
1
k

Ia,kpp, qq
´
pf p1q

k f p2q

k ´ pf p2q

k f p1q

k

¯
,

where pf piq
k are defined in (3.26). Since the integrals

ż π

0

ż x

0
f piqpxq sinpkpx ´ ξqqϕkpξq dξ dx

are uniformly bounded with respect to k and i, we conclude with the help of Lemma 3.4.
We deduce that Condition (3.31) holds. Thus, using Proposition 3.2, System (1.1) is null

controllable at time T.
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4.2 Negative null controllability result

Let us now prove the negative part of Theorem 1.3 with the strategy used in [AK+15].
Suppose that T ă T0pp, qq and System (1.1) is null controllable at time T. Using Proposition
2.4, there exists a constant Cobs ą 0 such that for all θ0 P L2p0, πq2, the solution to System
(2.8) satisfies the observability inequality

}θp0q}2
L2p0,πq2 ď Cobs

ĳ

QT

|1ωB˚θ|2dxdt. (4.1)

Using the Definition of T0pp, qq (see (1.12)) there exists a sequence pknqnPN˚ Ď N satisfying:

T0pp, qq = lim
nÑ8

min
`
log

ˇ̌
Ia,kn pp, qq´1

ˇ̌
, log

ˇ̌
Ikn pp, qq´1

ˇ̌˘

k2
n

. (4.2)

Let us fix n ě 1 and θ0n := anΦ˚
1,kn
+ bnΦ˚

2,kn
with pan, bnq P R

2 to be determined later and
Φ˚

2,kn
, Φ˚

1,kn
the eigenfunction and generalized eigenfunction associated with k2

n given in Pro-
position 2.1. If we denote by θn the solution to the dual System (2.8) for initial data θ0n,
then

θnpx, tq = e´k2
npT´tqtanΦ˚

1,kn
+ pbn ´ pT ´ tqIkn pp, qqanqΦ˚

2,kn
u,

thus we have

A1,n := }θnp0q}2
L2p0,πq2 = e´2k2

nT
!

|an|2|ψkn |2 + |an|2 + pbn ´ TIkn pp, qqanq2
)

and

A2,n :=
ĳ

QT

|1ωB˚θn|2dxdt =
ż T

0

ż

ω

e´2k2
nt
ˇ̌
anψkn pxq + pbn ´ tIkn pp, qqanqϕkn pxq

ˇ̌2
dx dt.

The observability inequality (4.1) reads

A1,n ď CobsA2,n. (4.3)

By choosing an := 1 and bn := ´τkn , we get

A1,n ě e´2k2
nT (4.4)

and the expression of ψ˚
kn

pxq given in Lemma 4.1 leads to

A2,n =

ż T

0

ż

ω

e´2k2
nt

ˇ̌
ˇ̌´
c
π

2
1
kn

Ia,kn pp, qq cospknxq

´Ikn pp, qq 1
kn

ż x

0
sin pknpx ´ ξqqϕkn pξq dξ´ tIkn pp, qqϕkn pxq

ˇ̌
ˇ̌
2

dx dt

ď CpIa,kn pp, qq2 + Ikn pp, qq2q.

Let ε ą 0. Equality (4.2) implies that there is kε P N
˚ such that for all kn ě kε

max
´

|Ia,kn pp, qq|2 , |Ikn pp, qq|2
¯

ď e´2k2
npT0pp,qq´εq.

We deduce that for ε := pT0pp, qq ´ Tq/2, we get

A2,n ď Ce´2k2
npT+εq. (4.5)

Thus estimates (4.4) and (4.5) are in contradiction with inequality (4.3) for n large enough.
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5 Approximate controllability of system (1.1)

Theorem 1.2 can be proved with the same argument as in [AK+15], but we propose to
use here the Hautus test given below, as in [BO14] for example.

Theorem 5.1 (see [Fat66], Cor. 3.3). System (1.1) is approximatively controllable at time T if and
only if for any s P C and for any u P DpL˚q we have

L˚u = su in p0, πq
B˚u = 0 in ω

+
ñ u = 0.

Proof of Theorem 1.2.
Necessary condition: Let us suppose that Conditions (1.9)-(1.10) do not hold i.e. there

exists k0 P N
˚ such that

Ik0 pp, qq = Ia,k0 pp, qq = 0

and

pSuppppq Y Supppqqq X ω = ∅.

Then the function ψ˚
k0

of Lemma 4.1 is given by ψ˚
k0
= τk0ϕk0 . Moreover

Φ˚
1,k0

´ τk0Φ
˚
2,k0
=

˜
0
ϕk

¸

is an eigenfunction associated with the eigenvalue k2
0 of the operator L˚ and satisfies

B˚pΦ˚
1,k0

´ τk0Φ
˚
2,k0

q ” 0 in ω.

Thus, using Theorem 5.1 System (1.1) is not approximately controllable at time T.
Sufficient condition: Let us suppose that Conditions (1.9)-(1.10) hold. If pSuppppq Y

Supppqqq X ω ‰ ∅ we conclude using Theorem 1.1. Let us now suppose that

|Ikpp, qq| + |Ia,kpp, qq| ‰ 0 for all k P N
˚

and

pSuppppq Y Supppqqq X ω = ∅.

If Ikpp, qq ‰ 0, the set of the eigenvectors associated with the eigenvalue k2 of L˚ is gene-
rated by Φ˚

2,k (see Proposition 2.1). In this case, we remark that for all k P N
˚

B˚Φ˚
2,k = ϕk ı 0 in ω. (5.1)

If Ikpp, qq = 0, the eigenvectors associated with the eigenvalue k2 of L˚ are linear combi-
nations of Φ˚

1,k and Φ˚
2,k . Let α, β P R and Φ˚ := αΦ˚

1,k + βΦ
˚
2,k satisfying

B˚Φ˚ ” 0 in ω. (5.2)

Using Lemma 4.1, it is equivalent to

pα + βτkqϕkpxq ´ β

c
π

2
1
k

Ia,kpp, qq cospkxq = 0 for all x P ω.

Since Ia,kpp, qq ‰ 0, we deduce that β = 0. Then α = 0. We conclude using Theorem 5.1.
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6 Null controllability of System (1.2)

As in Section 3.1, System (1.2) is null controllable at time T if and only if for all y0 P
H´1p0, πq2, k P N

˚ and i P t1, 2u the solution θi,k to the dual System (2.8) for the initial data
Φ˚

i,k satisfies
ż T

0
uptqB˚Bxθi,kp0, tqdt = ´xy0, θi,kp¨, 0qyH´1,H1

0
. (6.1)

We recall that, for all k P N
˚, θ1,k and θ2,k are given for all px, tq P QT by

$
&
%
θ1,kpx, tq = e´k2pT´tq

´
Φ˚

1,kpxq ´ pT ´ tqIkpp, qqΦ˚
2,kpxq

¯
,

θ2,kpx, tq = e´k2pT´tqΦ˚
2,kpxq.

Proof of Theorem 1.4. Again, we will follow the strategy used in [AK+15]. Assume that T ą
T1 and Ikpp, qq ‰ 0 for all k P N

˚. We will look for the control u under the form

uptq :=
ÿ

kPN˚

tu1,kq1,kpT ´ tq + u2,kq2,kpT ´ tqu, (6.2)

for all t P p0,Tq, where q1,k and q2,k are defined in Section 3.1. Plugging the expressions of
u, θ1,k and θ2,k in Equality (6.1), we obtain the moment problem

$
’’’’&
’’’’%

u1,k = ´e´k2T
xy0

1, ϕkyH´1,H1
0

Bxϕkp0q ,

u2,k =
e´k2T

IkBxϕkp0qtxy0
1, ψkyH´1,H1

0
+ xy0

2, ϕkyH´1,H1
0

´
ˆ

IkT +
Bxψkp0q
Bxϕkp0q

˙
xy0

1, ϕkyH´1,H1
0
u.

Let ε ą 0. Using the definition of T1 (see (1.14)), we have Ikpp, qq ą Cεe´k2pT1+εq for all k P N
˚.

Then, using the estimates (2.6) and (3.35), we get

|u1,k| + |u2,k| ď Ce´k2pT´T1´2εq}y0}H´1p0,πq2 .

Thus for ε ă pT ´ T1q/2, the control u defined in (6.2) is an element of L2p0,Tq.
Assume now that T ă T1 and Ikpp, qq ‰ 0 for all k P N

˚. By contradiction let us suppose
that there exists a constant Cobs such that for allθ0 P H1

0p0, πq2 the solution to the dual System
(2.8) satisfies

}θp0q}2
H1

0 p0,πq2 ď Cobs

ż T

0
|B˚Bxθp0, tq|2dt. (6.3)

Let ε = pT1 ´ Tq/2. Using the definition of T1, there exists a sequence pknqnPN˚ such that

Ikn pp, qq ă e´k2
npT+εq. (6.4)

Let θ0
n := anΦ˚

1,kn
+ bnΦ˚

2,kn
with pan, bnq P R

2. We recall that

θnpx, tq = e´k2
npT´tqtanΦ˚

1,kn
+ pbn ´ pT ´ tqIkpp, qqanqΦ˚

2,kn
u.

Then, after calculation, we get

}θp0q}2
H1

0 p0,πq2 = e´2k2
nTpa2

n}ψkn }2
H1

0
+ a2

nk2
n + pbn ´ TIkpp, qqanq2k2

nq
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and
ż T

0
|B˚Bxθp0, tq|2dt =

ż T

0
e´2k2

npT´tq|anBxψkn p0q + pbn ´ pT ´ tqIkn pp, qqanqkn|2dt.

For an := 1 and bn := ´Bxψkn p0q/kn, taking into account inequality (6.4) and using the esti-
mate (2.6), we obtain

}θp0q}2
H1

0 p0,πq2 ě k2
ne´2k2

nT and
ż T

0
|B˚Bxθp0, tq|2dt ď Ck2

ne´2k2
npT+εq.

Thus for n large enough we get a contradiction with observability inequality (6.3).

7 Comments and open problems

When the control domain and the support of the coupling coefficients p and q is disjoint
in the system

$
’’’’&
’’’’%

Bty1 ´ Bxxy1 = 1ωv in QT ,

Bty2 ´ Bxxy2 + ppxqBxy1 + qpxqy1 = 0 in QT ,

y1p0, ¨q = y1pπ, ¨q = y2p0, ¨q = y2pπ, ¨q = 0 on p0,Tq,
y1p¨, 0q = y0

1, y2p¨, 0q = y0
2 in p0, πq

(7.1)

(resp. system (1.2)), it is legitimate to ask if the minimal time T1 (resp. T0) given in Theorem
1.3 (resp. Theorem 1.4) can be different of zero and finite. For p ” 0 in p0, πq, it is proved in
[AK+15] that for any τ0 P r0,8s there exists a function q P L8p0, πq such that the minimal
time of null controllability T0pp, qq associated with System (1.1) is given by

T0pp, qq = τ0.

The authors give explicit functions and one can easily adapt them to the case p ı 0 in p0, πq.
In the other hand, the null controllability in the cases T = T0 in Theorem 1.3 and T = T1 in
Theorem 1.4 are open problems.

In higher space dimension, even for this simplified system (7.1) (resp. system (1.2)), dis-
tributed and boundary controllability are also open problems. Considering the different
results described in the introduction of the present paper, we can conjecture that the sys-
tem of two coupled linear parabolic equations

$
’’’’’&
’’’’’%

Bty1 = ∆y1 + g11 ¨ ∇y1 + g12 ¨ ∇y2 + a11y1 + a12y2 + 1ωv in Ω ˆ p0,Tq,
Bty2 = ∆y2 + g21 ¨ ∇y1 + g22 ¨ ∇y2 + a21y1 + a22y2 in Ω ˆ p0,Tq,
y = 0 on BΩ ˆ p0,Tq,
yp¨, 0q = y0 in Ω,

(7.2)

is null controllable at time T ą 0 if there exists an open nonempty subset ω0 of ω such that

|a21| ą C in ω0 ˆ p0,Tq or |gk
21| ą C in ω0 ˆ p0,Tq, (7.3)

for a k P t1, ...,Nu.
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It seems that the main difficulty is to prove a Carleman estimate for the adjoint pro-
blem of system (7.2) under condition (7.3) when the coupling term is a differential operator
(see for instance [Ben+14 ; Gue07b] and also [DL15] for a different approach). In the one-
dimensional case, we were not able to adapt the strategy developed in this paper in this
general setting.

1 Proof of Lemma 3.4

Proof of Lemma 3.4. Let k P N
˚. Consider a1, b1, a2, b2 P ω to be determined later with ai ă bi

for i P t1, 2u and define the functions
#

f p1q := 1pa1,b1q,

f p2q := 1pa2,b2q.

Thus, for i = 1, 2, we obtain

f piq
k =

ż π

0
f piqpxqϕkpxq dx =

2
k

c
2
π

sin
ˆ

k
ai + bi

2

˙
sin

ˆ
k

bi ´ ai

2

˙

and
pf piq
k =

ż π

0
f piqpxq cospkxq dx =

2
k

cos
ˆ

k
ai + bi

2

˙
sin

ˆ
k

bi ´ ai

2

˙
.

A simple computation leads to

|Bk| = 4
k2

c
2
π

ˇ̌
ˇ̌sin

ˆ
k

b1 ´ a1

2

˙
sin

ˆ
k

b2 ´ a2

2

˙
sin

ˆ
k

a2 + b2 ´ a1 ´ b1

2

˙ˇ̌
ˇ̌ . (1.1)

Let n P N
˚ and � an algebraic number of order two satisfying

a/2n ă � ă b/p2n + 3q.

Let us take a1 := 2n� , b1 := a1 + 2� , a2 := a1 + � and b2 := a2 + 2� . Thus a1, b1, a2, b2 P ω and
ai ă bi for i = 1, 2. Furthermore

$
’’&
’’%

b1 ´ a1 = b2 ´ a2 = a2 + b2 ´ a1 ´ b1 = 2� ,

a1 + b1 = p4n + 2q� ,
a2 + b2 = p4n + 4q� .

(1.2)

Since � is an algebraic number of order 2, as said in the proof of Proposition 3.2, using
diophantine approximations, there exists a constant γ ą 0 such that

inf
jě1

p j |sinp j�q|q ě γ. (1.3)

Combining (1.1)-(1.3), we deduce that

|Bk| ě
c

2
π

4γ3

k5
, | f p1q

k | ě
c

2
π

2γ2

p2n + 1qk3
and | f p2q

k | ě
c

2
π

γ2

pn + 1qk3
,

for all k P N
˚.
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Annexe A

Partial null controllability of parabolic

linear systems

Ce chapitre reprend en grande partie l’article « Partial null controllability of parabolic linear
systems », écrit en collaboration avec Farid AMMAR KHODJA1 et Franz CHOULY1.

Résumé

Ce chapitre est consacré à la contrôlabilité partielle à zéro des systèmes linéaires pa-

raboliques de n équations. Pour un domaine borné donné Ω de R
N (N P N

˚), nous étu-

dions l’effet de m contrôles localisés dans un sous-ensemble ouvert non-videω contrôlant

seulement p composantes de la solution (p,m ď n). Le premier résultat de ce chapitre est

une condition nécessaire et suffisante lorsque les matrices de couplage et de contrôle sont

constantes. Le second résultat fournit, dans un premier temps, une condition suffisante

de contrôlabilité partielle à zéro lorsque les matrices dépendent seulement du temps.

Dans un second temps, à travers un exemple de système parabolique 2 ˆ 2 partiellement

contrôlé, nous donnerons des résultats positifs et négatifs de contrôlabilité partielle à

zéro quand les coefficients dépendent de l’espace.
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1 Introduction and main results

Let Ω be a bounded domain in R
N (N P N

˚) with a C2-class boundary BΩ, ω be a no-
nempty open subset of Ω and T ą 0. Let p, m, n P N

˚ such that p,m ď n. We consider in this
paper the following system of n parabolic linear equations

$
’’&
’’%

Bty = ∆y + Ay + B1ωu in QT := Ω ˆ p0,Tq,
y = 0 on ΣT := BΩ ˆ p0,Tq,
yp0q = y0 in Ω,

(1.1)

where y0 P L2pΩqn is the initial data, u P L2pQTqm is the control and

A P L8pQT ;LpRnqq and B P L8pQT ;LpRm,Rnqq.

In many fields such as chemistry, physics or biology it appeared relevant to study the
controllability of such a system (see [AK+11a]). For example, in [CH09], the authors study
a system of three semilinear heat equations which is a model coming from a mathematical
description of the growth of brain tumors. The unknowns are the drug concentration, the
density of tumors cells and the density of wealthy cells and the aim is to control only two
of them with one control. This practical issue motivates the introduction of the partial null
controllability.

For an initial condition yp0q = y0 P L2pΩqn and a control u P L2pQTqm, it is well-known
that System (1.1) admits a unique solution in Wp0,Tqn, where

Wp0,Tq := ty P L2p0,T; H1
0pΩqq, Bty P L2p0,T; H´1pΩqqu,

with H´1pΩq := H1
0pΩq1 and the following estimate holds (see [LM68])

}y}L2p0,T;H1
0 pΩqnq + }y}C0pr0,Ts;L2pΩqnq ď Cp}y0}L2pΩqn + }u}L2pQTqm q, (1.2)

where C does not depend on time. We denote by yp¨; y0,uq the solution to System (1.1) de-
termined by the couple py0,uq.

Let us consider Πp the projection matrix of LpRnq given by Πp := pIp 0p,n´pq (Ip is the
identity matrix of LpRpq and 0p,n´p the null matrix of LpRn´p,Rpq), that is,

Πp : R
n Ñ R

p,

py1, ..., ynq ÞÑ py1, ..., ypq.

System (1.1) is said to be
— Ěp-approximately controllable on the time interval p0,Tq, if for all real number ε ą 0

and y0, yT P L2pΩqn there exists a control u P L2pQTqm such that

}ΠpypT; y0,uq ´ ΠpyT}L2pΩqp ď ε.

— Ěp-null controllable on the time interval p0,Tq, if for all initial condition y0 P L2pΩqn,
there exists a control u P L2pQTqm such that

ΠpypT; y0,uq ” 0 in Ω.
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Before stating our main results, let us recall the few known results about the (full) null
controllability of System (1.1). The first of them is about cascade systems (see [GBT10]). The
authors prove the null controllability of System (1.1) with the control matrix B := e1 (the
first vector of the canonical basis of Rn) and a coupling matrix A of the form

A :=

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̋

α1,1 α1,2 α1,3 ¨ ¨ ¨ α1,n

α2,1 α2,2 α2,3 ¨ ¨ ¨ α2,n

0 α3,2 α3,3 ¨ ¨ ¨ α3,n

...
...

. . .
. . .

...
0 0 ¨ ¨ ¨ αn,n´1 αn,n

˛
‹‹‹‹‹‹‹‚
, (1.3)

where the coefficients αi, j are elements of L8pQTq for all i, j P t1, ...,nu and satisfy for a
positive constant C and a nonempty open set ω0 of ω

αi+1,i ě C in ω0 or ´ αi+1,i ě C in ω0 for all i P t1, ...,n ´ 1u.

A similar result on parabolic systems with cascade coupling matrices can be found in [AB13].
The null controllability of parabolic 3 ˆ 3 linear systems with space/time dependent co-

efficients and non cascade structure is studied in [Ben+14] and [Mau13] (see also [GBT10]).
If A P LpRnq and B P LpRm,Rnq (the constant case), it has been proved in [AK+09b]

that System (1.1) is null controllable on the time interval p0,Tq if and only if the following
condition holds

rank rA|Bs = n, (1.4)

where rA|Bs, the so-called Kalman matrix, is defined as

rA|Bs := pB|AB|...|An´1Bq. (1.5)

For time dependent coupling and control matrices, we need some additional regularity.
More precisely, we need to suppose that A P Cn´1pr0,Ts;LpRnqq and B P Cnpr0,Ts;LpRm;Rnqq.
In this case, the associated Kalman matrix is defined as follows. Let us define

#
B0ptq := Bptq,
Biptq := AptqBi´1ptq ´ BtBi´1ptq for all i P t1, ...,n ´ 1u

and denote by rA|Bsp¨q P C1pr0,Ts;LpRnm;Rnqq the matrix function given by

rA|Bsp¨q := pB0p¨q|B1p¨q|...|Bn´1p¨qq. (1.6)

In [AK+09a] the authors prove first that, if there exists t0 P r0,Ts such that

rank rA|Bspt0q = n, (1.7)

then System (1.1) is null controllable on the time interval p0,Tq. Secondly that System (1.1)
is null controllable on every interval pT0,T1q with 0 ď T0 ă T1 ď T if and only if there exists
a dense subset E of p0,Tq such that

rank rA|Bsptq = n for every t P E. (1.8)

In the present paper, the controls are acting on several equations but on one subset ω of
Ω. Concerning the case where the control domains are not identical, we refer to [Oli12].

Our first result is the following:
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Theorem 1.1. Assume that the coupling and control matrices are constant in space and time, i. e.,
A P LpRnq and B P LpRm,Rnq. The condition

rank ΠprA|Bs = p (1.9)

is equivalent to the Πp-null/approximate controllability on the time interval p0,Tq of System (1.1).

The Condition (1.9) for Πp-null controllability reduces to Condition (1.4) whenever p = n.
A second result concerns the non-autonomous case:

Theorem 1.2. Assume that

A P Cn´1pr0,Ts;LpRnqq and B P Cnpr0,Ts;LpRm;Rnqq.

If
rank ΠprA|BspTq = p, (1.10)

then System (1.1) is Πp-null/approximately controllable on the time interval p0,Tq.

In Theorems 1.1 and 1.2, we control the p first components of the solution y. If we want
to control some other components a permutation of lines leads to the same situation.

Remark 1.1. 1. When the components of the matrices A and B are analytic functions on
the time interval r0,Ts, Condition (1.7) is necessary for the null controllability of Sys-
tem (1.1) (see Th. 1.3 in [AK+09a]). Under the same assumption, the proof of this result
can be adapted to show that the following condition

#
there exists t0 P r0,Ts such that :

rank ΠprA|Bspt0q = p,

is necessary to the Πp-null controllability of System (1.1).

2. As told before, under Condition (1.7), System (1.1) is null controllable. But unlike the
case where all the components are controlled, the Πp-null controllability at a time t0

smaller than T does not imply this property on the time interval p0,Tq. This roughly
explains Condition (1.10). Furthermore this condition can not be necessary under the
assumptions of Theorem 1.2 (for a counterexample we refer to [AK+09a]).

Remark 1.2. In the proofs of Theorems 1.1 and 1.2, we will use a result of null controllability
for cascade systems (see Section 2) proved in [AK+09a ; GBT10] where the authors consider
a time-dependent second order elliptic operator Lptq given by

Lptqypx, tq = ´
Nÿ

i, j=1

B
Bxi

ˆ
αi, jpx, tq

By
Bx j

px, tq
˙
+

Nÿ

i=1

bipx, tq
By
Bxi

px, tq + cpx, tqypx, tq, (1.11)

with coefficients αi, j, bi, c satisfying
#
αi, j P W1

8pQTq, bi, c P L8pQTq 1 ď i, j ď N,

αi, jpx, tq = α j,ipx, tq @px, tq P QT , 1 ď i, j ď N

and the uniform elliptic condition: there exists a0 ą 0 such that

Nÿ

i, j=1

αi, jpx, tqξiξ j ě a0|ξ|2, @px, tq P QT .

Theorems 1.1 and 1.2 remain true if we replace ´∆ by an operator Lptq in System (1.1).
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Now the following question arises: what happens in the case of space and time de-
pendent coefficients ? As it will be shown in the following example, the answer seems to
be much more tricky. Let us now consider the following parabolic system of two equations

$
’’’’’&
’’’’’%

Bty = ∆y + αz + 1ωu in QT ,

Btz = ∆z in QT ,

y = z = 0 on ΣT ,

yp0q = y0, zp0q = z0 in Ω,

(1.12)

for given initial data y0, z0 P L2pΩq, a control u P L2pQTq and where the coefficient α P
L8pΩq.

Theorem 1.3. (1) Assume that α P C1pr0,Tsq. Then System (1.12) is Π1-null controllable for any
open set ω Ă Ω Ă R

N pN P N
˚q, that is for all initial conditions y0, z0 P L2pΩq, there exists a

control u P L2pQTq such that the solution py, zq to System (1.12) satisfies ypTq ” 0 in Ω.

(2) Let Ω := pa, bq Ă R pa, b P Rq, α P L8pΩq, pwkqkě1 be the L2-normalized eigenfunctions of ´∆
in Ω with Dirichlet boundary conditions and for all k, l P N

˚,

αkl :=
ż

Ω
αpxqwkpxqwlpxq dx.

If the function α satisfies

|αkl| ď C1e´C2|k´l| for all k, l P N
˚, (1.13)

for two positive constants C1 ą 0 and C2 ą b ´ a, then System (1.12) is Π1-null controllable for
any open set ω Ă Ω.

(3) Assume that Ω := p0, 2πq and ω Ă pπ, 2πq. Let us consider α P L8p0, 2πq defined by

αpxq :=
8ÿ

j=1

1
j2

cosp15 jxq for all x P p0, 2πq.

Then System (1.12) is not Π1-null controllable. More precisely, there exists k1 P t1, ..., 7u such
that for the initial condition py0, z0q = p0, sinpk1xqq and any control u P L2pQTq the solution y
to System (1.12) is not identically equal to zero at time T.

We will not prove item (1) in Theorem 1.3, because it is a direct consequence of Theorem
1.2.

Remark 1.3. Suppose that Ω := p0, πq. Consider α P L8p0, πq and the real sequence pαpqpPN

such that for all x P p0, πq

αpxq :=
8ÿ

p=0

αp cosppxq.

Concerning item (2), we remark that Condition (1.13) is equivalent to the existence of two
constants C1 ą 0, C2 ą π such that, for all p P N,

|αp| ď C1e´C2p.
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As it will be shown, the proof of item (3) in Theorem 1.3 can be adapted in order to get the
same conclusion for any α P Hkp0, 2πq (k P N

˚) defined by

αpxq :=
8ÿ

j=1

1

jk+1
cospp2k + 13q jxq for all x P p0, 2πq. (1.14)

These given functions α belong to Hkp0, πq but not to Dpp´∆qk/2q. Indeed, in the proof of the
third item in Theorem 1.3, we use the fact that the matrix pαklqk,lPN˚ is sparse (see (5.28)),
what seems true only for coupling terms α of the form (1.14). Thus α is not zero on the
boundary.

Remark 1.4. From Theorem 1.3, one can deduce some new results concerning the null control-
lability of the heat equation with a right-hand side. Consider the system

$
’’&
’’%

Bty = ∆y + f + 1ωu in p0, πq ˆ p0,Tq,
yp0q = ypπq = 0 on p0,Tq,
yp0q = y0 in p0, πq,

(1.15)

where y0 P L2p0, πq is the initial data and f ,u P L2pQTq are the right-hand side and the
control, respectively. Using the Carleman inequality (see [FI96]), one can prove that System
(1.15) is null controllable when f satisfies

e
C

T´t f P L2pQTq, (1.16)

for a positive constant C. For more general right-hand sides it was rather open. The second
and third points of Theorem 1.3 provide some positive and negative null controllability
results for System (1.15) with right-hand side f which does not fulfil Condition (1.16).

Remark 1.5. Consider the same system as System (1.12) except that the control is now on
the boundary, that is

$
’’’’’&
’’’’’%

Bty = ∆y + αz in p0, πq ˆ p0,Tq,
Btz = ∆z in p0, πq ˆ p0,Tq,
yp0, tq = vptq, ypπ, tq = zp0, tq = zpπ, tq = 0 on p0,Tq,
ypx, 0q = y0pxq, zpx, 0q = z0pxq in p0, πq,

(1.17)

where y0, z0 P H´1p0, πq. In Theorem 5.1, we provide an explicit coupling function α for
which the Π1-null controllability of System (1.17) does not hold. Moreover one can adapt
the proof of the second point in Theorem 1.3 to prove the Π1-null controllability of System
(1.17) under Condition (1.13).

If the coupling matrix depends on space, the notions of Π1-null and approximate control-
lability are not necessarily equivalent. Indeed, according to the choice of the coupling func-
tion α P L8pΩq, System (1.12) can be Π1-null controllable or not. But this system is Π1-
approximately controllable for all α P L8pΩq:

Theorem 1.4. Let α P L8pQTq. Then System (1.12) is Π1-approximately controllable for any open
set ω Ă Ω Ă R

N pN P N
˚q, that is for all y0, yT , z0 P L2pΩq and all ε ą 0, there exists a control

u P L2pQTq such that the solution py, zq to System (1.12) satisfies

}ypTq ´ yT}L2pΩq ď ε.
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This result is a direct consequence of the unique continuation property and existence/unicity
of solutions for a single heat equation. Indeed System (1.12) is Π1-approximately control-
lable (see Proposition 2.1) if and only if for all φ0 P L2pΩq the solution to the adjoint system

$
’’’’’&
’’’’’%

´Btφ = ∆φ in QT ,

´Btψ = ∆ψ + αφ in QT ,

φ = ψ = 0 on ΣT ,

φpTq = φ0, ψpTq = 0 in Ω

(1.18)

satisfies
φ ” 0 in ωˆ p0,Tq ñ pφ,ψq ” 0 in QT .

If we assume that, for an initial data φ0 P L2pΩq, the solution to System (1.18) satisfies φ ”
0 in ω ˆ p0,Tq, then using Mizohata uniqueness Theorem in [Miz58], φ ” 0 in QT and
consequentlyψ ” 0 in QT . For another example of parabolic systems for which these notions
are not equivalent we refer for instance to [AK+14].

Remark 1.6. The quantity αkl, which appears in the second item of Theorem 1.3, has already
been considered in some controllability studies for parabolic systems. Let us define for all
k P N

˚ $
&
%

I1,kpαq :=
ż a

0
αpxqwkpxq2dx,

Ikpαq := αkk .

In [AK+15], the authors have proved that the system
$
’’’’’&
’’’’’%

Bty = ∆y + αz in p0, πq ˆ p0,Tq,
Btz = ∆z + 1ωu in p0, πq ˆ p0,Tq,
yp0, tq = ypπ, tq = zp0, tq = zpπ, tq = 0 on p0,Tq,
ypx, 0q = y0pxq, zpx, 0q = z0pxq in p0, πq,

(1.19)

is approximately controllable if and only if

|Ikpαq| + |I1,kpαq| ‰ 0 for all k P N
˚.

A similar result has been obtained for the boundary approximate controllability in [BO14].
Consider now

T0pαq := lim sup
kÑ8

´ logpmint|Ik| , |I1,k|uq
k2

.

It is also proved in [AK+15] that: If T ą T0pαq, then System (1.19) is null controllable at time
T and if T ă T0pαq, then System (1.19) is not null controllable at time T. As in the present
paper, we observe a difference between the approximate and null controllability, in contrast
with the scalar case (see [AK+11a]).

In this paper, the sections are organized as follows. We start with some preliminary
results on the null controllability for the cascade systems and on the dual concept associated
to the Πp-null controllability. Theorem 1.1 is proved in a first step with one force i.e. B P R

n

in Section 3.1 and in a second step with m forces in Section 3.2. Section 4 is devoted to
proving Theorem 1.2. We consider the situations of the second and third items of Theorem
1.3 in Section 5.1 and 5.2 respectively. This paper ends with some numerical illustrations of
Π1-null controllability and non Π1-null controllability of System (1.12) in Section 5.3.
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2 Preliminaries

In this section, we recall a known result about cascade systems and provide a characte-
rization of the Πp-controllability through the corresponding adjoint system.

2.1 Cascade systems

Some theorems of this paper use the following result of null controllability for the fol-
lowing cascade system of n equations controlled by r distributed functions

$
’’&
’’%

Btw = ∆w + Cw +D1ωu in QT ,

w = 0 on ΣT ,

wp0q = w0 in Ω,

(2.1)

where w0 P L2pΩqn, u = pu1, ...,urq P L2pQTqr, with r P t1, ...,nu, and the coupling and control
matrices C P C0pr0,Ts;LpRnqq and D P LpRr,Rnq are given by

Cptq :=

¨
˚̊
˚̊
˝

C11ptq C12ptq ¨ ¨ ¨ C1rptq
0 C22ptq ¨ ¨ ¨ C2rptq
...

...
. . .

...
0 0 ¨ ¨ ¨ Crrptq

˛
‹‹‹‹‚

(2.2)

with

Ciiptq :=

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̋

αi
11ptq αi

12ptq αi
13ptq ¨ ¨ ¨ αi

1,si
ptq

1 αi
22ptq αi

23ptq ¨ ¨ ¨ αi
2,si

ptq
0 1 αi

33ptq ¨ ¨ ¨ αi
3,si

ptq
...

...
. . .

. . .
...

0 0 ¨ ¨ ¨ 1 αi
si ,si

ptq

˛
‹‹‹‹‹‹‹‚
,

si P N,
řr

i=1 si = n and D := peS1 |...|eSr q with S1 = 1 and Si = 1 +
ři´1

j=1 s j, i P t2, ..., ru (e j is the
j-th element of the canonical basis of Rn).

Theorem 2.1. System (2.1) is null controllable on the time interval p0,Tq, i.e. for all w0 P L2pΩqn

there exists u P L2pΩqr such that the solution w in Wp0,Tqn to System (2.1) satisfies wpTq ” 0 in
Ω.

The proof of this result uses a Carleman estimate (see [FI96]) and can be found in [AK+09a]
or [GBT10].

2.2 Partial null controllability of a parabolic linear system by m forces and

adjoint system

It is nowadays well-known that the controllability has a dual concept called observability
(see for instance [AK+11a]). We detail below the observability for the Πp-controllability.
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Proposition 2.1. 1. System (1.1) is Πp-null controllable on the time interval p0,Tq if and only
if there exists a constant Cobs ą 0 such that for all initial data ϕ0 = pϕ0

1, ..., ϕ
0
pq P L2pΩqp the

solution ϕ P Wp0,Tqn to the adjoint system
$
’’&
’’%

´Btϕ = ∆ϕ + A˚ϕ in QT ,

ϕ = 0 on ΣT ,

ϕp¨,Tq = Π˚
pϕ0 = pϕ0

1, ..., ϕ
0
p, 0, ..., 0q in Ω

(2.3)

satisfies the observability inequality

}ϕp0q}2
L2pΩqn ď Cobs

ż T

0
}B˚ϕ}2

L2pωqm dt. (2.4)

2. System (1.1) is Πp-approximately controllable on the time interval p0,Tq if and only if for all
ϕ0 P L2pΩqp the solution ϕ to System (2.3) satisfies

B˚ϕ ” 0 in p0,Tq ˆ ω ñ ϕ ” 0 in QT .

Démonstration. For all y0 P L2pΩqn, and u P L2pQTqm, we denote by ypt; y0,uq the solution to
System (1.1) at time t P r0,Ts. For all t P r0,Ts, let us consider the operators St and Lt defined
as follows

St : L2pΩqn Ñ L2pΩqn

y0 ÞÑ ypt; y0, 0q
and

Lt : L2pQTqm Ñ L2pΩqn

u ÞÑ ypt; 0,uq.
(2.5)

1. System (1.1) is Πp-null controllable on the time interval p0,Tq if and only if

@y0 P L2pΩqn, Du P L2pQTqm such that

ΠpLTu = ´ΠpST y0.
(2.6)

Problem (2.6) admits a solution if and only if

Im ΠpST Ă Im ΠpLT . (2.7)

The inclusion (2.7) is equivalent to (see [Cor07], Lemma 2.48 p. 58)

DC ą 0 such that @ϕ0 P L2pΩqp,

}S˚
TΠ˚

pϕ0}2
L2pΩqn ď C}L˚

TΠ˚
pϕ0}2

L2pQTqm .
(2.8)

We note that

S˚
TΠ˚

p : L2pΩqp Ñ L2pΩqn

ϕ0 ÞÑ ϕp0q
and

L˚
TΠ˚

p : L2pΩqp Ñ L2pQTqm

ϕ0 ÞÑ 1ωB˚ϕ,

where ϕ P Wp0,Tqn is the solution to System (2.3). Indeed, for all y0 P L2pΩqn, u P
L2pQTqm and ϕ0 P L2pΩqp

xΠpST y0, ϕ0yL2pΩqp = xypT; y0, 0q, ϕpTqyL2pΩqn

=

ż T

0
xBtyps; y0, 0q, ϕpsqyL2pΩqnds

+

ż T

0
xyps; y0, 0q, BtϕpsqyL2pΩqnds + xy0, ϕp0qyL2pΩqn

= xy0, ϕp0qyL2pΩqn

(2.9)
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and

xΠpLTu, ϕ0yL2pΩqp = xypT; 0,uq, ϕpTqyL2pΩqn

=

ż T

0
xBtyps; 0,uq, ϕpsqyL2pΩqnds

+

ż T

0
xyps; 0,uq, BtϕpsqyL2pΩqnds

= x1ωBu, ϕyL2pQTqn = xu,1ωB˚ϕyL2pQTqm .

(2.10)

The inequality (2.8) combined with (2.9)-(2.10) lead to the conclusion.

2. In view of the definition in (2.5) of ST and LT , System (1.1) is Πp-approximately control-
lable on the time interval p0,Tq if and only if

@py0, yTq P L2pΩqn ˆ L2pΩqp, @ε ą 0, Du P L2pQTqm such that
}ΠpLTu +ΠpST y0 ´ yT}L2pΩqp ď ε.

This is equivalent to

@ε ą 0, @zT P L2pΩqp, Du P L2pQTqm such that

}ΠpLTu ´ zT}L2pΩqp ď ε.

That means
ΠpLTpL2pQTqmq = L2pΩqp.

In other words
ker L˚

TΠ˚
p = t0u.

Thus System (1.1) is Πp-approximately controllable on the time interval p0,Tq if and
only if for all ϕ0 P L2pΩqp

L˚
TΠ˚

pϕ0 = 1ωB˚ϕ ” 0 in QT ñ ϕ ” 0 in QT .

Corollary 2.1. Let us suppose that for all ϕ0 P L2pΩqp, the solution ϕ to the adjoint System (2.3)
satisfies the observability inequality (2.4). Then for all initial condition y0 P L2pΩqn, there exists a
control u P L2pqTqm (qT := ωˆ p0,Tq) such that the solution y to System (1.1) satisfies ΠpypTq ”
0 in Ω and

}u}L2pqTqm ď
a

Cobs}y0}L2pΩqn . (2.11)

The proof is classical and will be omitted (estimate (2.11) can be obtained directly follo-
wing the method developed in [FCZ00]).

3 Partial null controllability with constant coupling matrices

Let us consider the system
$
’’&
’’%

Bty = ∆y + Ay + B1ωu in QT ,

y = 0 on ΣT ,

yp0q = y0 in Ω,

(3.1)
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where y0 P L2pΩqn, u P L2pQTqm, A P LpRnq and B P LpRm;Rnq. Let the natural number s be
defined by

s := rank rA|Bs (3.2)

and X Ă R
n be the linear space spanned by the columns of rA|Bs.

In this section, we prove Theorem 1.1 in two steps. In subsection 3.1, we begin by stu-
dying the case where B P R

n and the general case is considered in subsection 3.2.

All along this section, we will use the lemma below which proof is straightforward.

Lemma 3.1. Let be y0 P L2pΩqn, u P L2pQTqm and P P C1pr0,Ts,LpRnqq such that Pptq is
invertible for all t P r0,Ts. Then the change of variable w = P´1ptqy transforms System (3.1) into
the equivalent system

$
’’&
’’%

Btw = ∆w + Cptqw +Dptq1ωu in QT ,

w = 0 on ΣT ,

wp0q = w0 in Ω,

(3.3)

with w0 := P´1p0qy0, Cptq := ´P´1ptqBtPptq + P´1ptqAPptq and Dptq := P´1ptqB. Moreover

ΠpypTq ” 0 in Ω ô ΠpPpTqwpTq ” 0 in Ω.

If P is constant, we have

rC|Ds = P´1rA|Bs.

3.1 One control force

In this subsection, we suppose that A P LpRnq, B P R
n and denote by rA|Bs =: pki jq1ďi, jďn

and s := rank rA|Bs. We begin with the following observation.

Lemma 3.2. tB, ...,As´1Bu is a basis of X.

Démonstration. If s = rank rA|Bs = 1, then the conclusion of the lemma is clearly true,
since B ‰ 0. Let s ě 2. Suppose to the contrary that tB, ...,As´1Bu is not a basis of X,
that is for some i P t0, ..., s ´ 2u the family tB, ...,AiBu is linearly independent and Ai+1B P
spanpB, ...,AiBq, that is Ai+1B =

ři
k=0 αkAkB with α0, ..., αi P R. Multiplying by A this ex-

pression, we deduce that Ai+2B P spanpAB, ...,Ai+1Bq = spanpB, ...,AiBq. Thus, by induction,
AlB P spanpB, ...,AiBq for all l P ti + 1, ...,n ´ 1u. Then

rank pB|AB|...|An´1Bq = rank pB|AB|...|AiBq = i + 1 ă s

, contradicting with (3.2).

Proof of Theorem 1.1. Let us remark that

rank ΠprA|Bs = dim ΠprA|BspRnq ď rank rA|Bs = s. (3.4)

Lemma 3.2 yields

rank pB|AB|...|As´1Bq = rank rA|Bs = s. (3.5)
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Thus, for all l P ts, s + 1, ...,nu and i P t0, ..., s ´ 1u, there exist αl,i such that

AlB =
s´1ÿ

i=0

αl,iAiB. (3.6)

Since, for all l P ts, ...,nu, ΠpAlB =
řs´1

i=0 αl,iΠpAiB, then

rank ΠppB|AB|...|As´1Bq = rank ΠprA|Bs. (3.7)

We first prove in (a) that condition (1.9) is sufficient, and then in (b) that this condition is
necessary.

(a) Sufficiency part: Let us assume first that condition (1.9) holds. Then, using (3.7), we
have

rank ΠppB|AB|...|As´1Bq = p. (3.8)

Let be y0 P L2pΩqn. We will study the Πp-null controllability of System (3.1) according to the
values of p and s.

Case 1 : p = s. The idea is to find an appropriate change of variable P to the solution y to
System (3.1). More precisely, we would like the new variable w := P´1y to be the
solution to a cascade system and then, apply Theorem 2.1. So let us define, for all
t P r0,Ts,

Pptq := pB|AB|...|As´1B|Ps+1ptq|...|Pnptqq, (3.9)

where, for all l P ts + 1, ...,nu, Plptq is the solution in C1pr0,Tsqn to the system of
ordinary differential equations

#
BtPlptq = APlptq in r0,Ts,
PlpTq = el.

(3.10)

Using (3.9) and (3.10), we can write

PpTq =
˜

P11 0
P21 In´s

¸
, (3.11)

where P11 := ΠppB|AB|...|As´1Bq P LpRsq, P21 P LpRs,Rn´sq and In´s is the identity
matrix of size n ´ s. Using (3.8), P11 is invertible and thus PpTq also. Furthermore,
since Pptq P C1pr0,Ts,LpRnqq continuous in time on the time interval r0,Ts, there
exists T˚ P r0,Tq such that Pptq is invertible for all t P rT˚,Ts.

Let us suppose first that T˚ = 0. Since Pptq P C1pr0,Ts,LpRnqq and invertible, in
view of Lemma 3.1: for a fixed control u P L2pQTq, y is the solution to System (3.1) if
and only if w := Pptq´1y is the solution to System (3.3) where C, D are given by

Cptq := ´P´1ptqBtPptq + P´1ptqAPptq and Dptq := P´1ptqB,

for all t P r0,Ts. Using (3.6) and (3.10), we obtain

$
’&
’%

´BtPptq + APptq = pAB|...|AsB|0|...|0q = Pptq
˜

C11 0
0 0

¸
in r0,Ts,

Pptqe1 = B in r0,Ts,
(3.12)
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3. Partial null controllability with constant coupling matrices

where

C11 :=

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̋

0 0 0 . . . αs,0

1 0 0 . . . αs,1

0 1 0 . . . αs,2

...
...

. . .
. . .

...
0 0 . . . 1 αs,s´1

˛
‹‹‹‹‹‹‹‚

P LpRsq. (3.13)

Then

Cptq =
˜

C11 0

0 0

¸
and Dptq = e1. (3.14)

Using Theorem 2.1, there exists u P L2pQTq such that the solution to System (3.3)
satisfies w1pTq ” ... ” wspTq ” 0 in Ω. Moreover, using (3.11), we have

ΠsypTq = py1pTq, ..., yspTqq = P11pw1pTq, ...,wspTqq ” 0 in Ω.

If now T˚ ‰ 0, let y be the solution in Wp0,T˚qn to System (3.1) with the initial
condition yp0q = y0 in Ω and the control u ” 0 in Ω ˆ p0,T˚q. We use the same argu-
ment as above to prove that System (3.1) is Πs-null controllable on the time interval
rT˚,Ts. Let v be a control in L2pΩ ˆ pT˚,Tqq such that the solution z in WpT˚,Tqn to
System (3.1) with the initial condition zpT˚q = ypT˚q in Ω and the control v satisfies
ΠszpTq ” 0 in Ω. Thus if we define y and u as follows

py,uq :=

#
py, 0q if t P r0,T˚s,
pz, vq if t P rT˚,Ts,

then, for this control u, y is the solution in Wp0,Tqn to System (3.1). Moreover y
satisfies

ΠsypTq ” 0 in Ω.

Case 2 : p ă s. In order to use Case 1, we would like to apply an appropriate change of
variable Q to the solution y to System (3.1). If we denote by rA|Bs =: pki jqi j, equalities
(3.5) and (3.8) can be rewritten

rank

¨
˚̊
˝

k11 ¨ ¨ ¨ k1s

...
...

kn1 ¨ ¨ ¨ kns

˛
‹‹‚= s and rank

¨
˚̊
˝

k11 ¨ ¨ ¨ k1s

...
...

kp1 ¨ ¨ ¨ kps

˛
‹‹‚= p.

Then there exist distinct natural numbersλp+1, ..., λs such that we have tλp+1, ..., λsu Ă
tp + 1, ...,nu and

rank

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˝

k11 ¨ ¨ ¨ k1s

...
...

kp1 ¨ ¨ ¨ kps

kλp+11 ¨ ¨ ¨ kλp+1s

...
...

kλs1 ¨ ¨ ¨ kλss

˛
‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‚

= s. (3.15)
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A. Partial null controllability of parabolic linear systems

Let Q be the matrix defined by

Q := pe1|...|ep|eλp+1 |...|eλn qt,

where tλs+1, ..., λnu := tp + 1, ...,nuztλp+1, ..., λsu. Q is invertible, so taking w := P´1y
with P := Q´1, for a fixed control u in L2pQTq, y is solution to System (3.1) if and
only if w is solution to System (3.3) where w0 := Qy0, C := QAQ´1 P LpRnq and
D := QB P LpR;Rnq. Moreover there holds

rC|Ds = QrA|Bs.

Thus, equation (3.15) yields

rank ΠsrC|Ds = rank ΠsQrA|Bs = rank

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˝

k11 ¨ ¨ ¨ k1n

...
...

kp1 ¨ ¨ ¨ kpn

kλp+11 ¨ ¨ ¨ kλp+1n

...
...

kλs1 ¨ ¨ ¨ kλsn

˛
‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‚

= s.

Since rank rC|Ds = rank rA|Bs = s, we proceed as in Case 1 forward deduce that
System (3.3) is Πs-null controllable, that is there exists a control u P L2pQTq such that
the solution w to System (3.3) satisfies

ΠswpTq ” 0 in Ω.

Moreover the matrix Q can be rewritten

Q =

˜
Ip 0
0 Q22

¸
,

where Q22 P LpRn´pq. Thus

ΠpypTq = ΠpQypTq = ΠpwpTq ” 0 in Ω.

(b) Necessary part: Let us denote by rA|Bs =: pki jqi j. We suppose now that (1.9) is not

satisfied: there exist p P t1, ..., pu and βi for all i P t1, ..., puztpu such that kpj =
př

i=1,i‰p
βiki j for

all j P t1, ..., su. The idea is to find a change of variable w := Qy that allows to handle more
easily our system. We will achieve this in three steps starting from the simplest situation.

Step 1. Let us suppose first that

k11 = ... = k1s = 0 and rank

¨
˚̊
˝

k21 ¨ ¨ ¨ k2s

...
...

ks+1,1 ¨ ¨ ¨ ks+1,s

˛
‹‹‚= s. (3.16)

We want to prove that, for some initial condition y0 P L2pΩqn, a control u P L2pQTq
cannot be found such that the solution to System (3.1) satisfies y1pTq ” 0 in Ω. Let
us consider the matrix P P LpRnq defined by

P := pB|...|As´1B|e1|es+2|...|enq. (3.17)
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3. Partial null controllability with constant coupling matrices

Using the assumption (3.16), P is invertible. Thus, in view of Lemma 3.1, for a fixed
control u P L2pQTq, y is a solution to System (3.1) if and only if w := P´1y is a solution
to System (3.3) where C, D are given by C := P´1AP and D := P´1B. Using (3.6) we
remark that

ApB|AB|...|BAs´1q = pB|AB|...|BAs´1q
˜

C11

0

¸
,

with C11 defined in (3.13). Then C can be rewritten as

C =

˜
C11 C12

0 C22

¸
, (3.18)

where C12 P LpRn´s,Rsq and C22 P LpRn´sq. Furthermore

D = P´1B = P´1Pe1 = e1.

and with the Definition (3.17) of P we get

y1pTq = ws+1pTq in Ω.

Thus we need only to prove that there exists w0 P L2pΩqn such that we cannot find
a control u P L2pQTq with the corresponding solution w to System (3.3) satisfying
ws+1pTq ” 0 in Ω. Therefore we apply Proposition 2.1 and prove that the observa-
bility inequality (2.4) can not be satisfied. More precisely, for all w0 P L2pΩqn, there
exists a control u P L2pQTq such that the solution to System (3.3) satisfies ws+1pTq ” 0
in Ω, if and only if there exists Cobs ą 0 such that for all ϕ0

s+1 P L2pΩq the solution to
the adjoint system

$
’’’’’&
’’’’’%

´Btϕ = ∆ϕ +

˜
C˚

11 0

C˚
12 C˚

22

¸
ϕ in QT ,

ϕ = 0 on ΣT ,

ϕpTq = p0, ..., 0, ϕ0
s+1, 0, ..., 0qt = es+1ϕ

0
s+1 in Ω

(3.19)

satisfies the observability inequality
ż

Ω
ϕp0q2 dx ď Cobs

ż

ωˆp0,Tq
ϕ2

1 dx dt. (3.20)

But for all ϕ0
s+1 ı 0 in Ω, the inequality (3.20) is not satisfied. Indeed, we remark

first that, since ϕ1pTq = ... = ϕspTq = 0 in Ω, we have ϕ1 = ... = ϕs = 0 in QT ,
so that

ş
ωˆp0,Tq ϕ

2
1 dx = 0, while, if we choose ϕ0

s+1 ı 0 in Ω, using the results on
backward uniqueness for this type of parabolic system (see [Ghi86]), we have clearly
pϕs+1p0q, ..., ϕnp0qq ı 0 in Ω.

Step 2. Let us suppose only that k11 = ... = k1s = 0. Since rank pB|...|As´1Bq = s, there exists
distinct λ1, ..., λs P t2, ...,nu such that

rank

¨
˚̊
˝

kλ1,1 ¨ ¨ ¨ kλ1,s

...
...

kλs,1 ¨ ¨ ¨ kλs,s

˛
‹‹‚= s.

143



A. Partial null controllability of parabolic linear systems

Let us consider the following matrix

Q := pe1|eλ1 |...|eλn´1 qt,

where tλs+1, ..., λn´1u = t2, ...,nuztλ1, ..., λsu. Thus, for P := Q´1, again, for a fixed
control u P L2pQTq, y is a solution to System (3.1) if and only if w := P´1y is a solution
to System (3.3) where C, D are given by C := QAQ´1 and D := QB. Moreover, we
have

rC|Ds = QrA|Bs.

If we note pk̃i jqi j := rC|Ds, this implies k̃11 = ... = k̃1s = 0 and

rank

¨
˚̊
˝

k̃21 ¨ ¨ ¨ k̃2s

...
...

k̃s+1,1 ¨ ¨ ¨ k̃s+1,s

˛
‹‹‚= rank

¨
˚̊
˝

kλ11 ¨ ¨ ¨ kλ1s

...
...

kλs,1 ¨ ¨ ¨ kλs,s

˛
‹‹‚= s.

Proceeding as in Step 1 for w, there exists an initial condition w0 such that for all
control u in L2pQTq the solution w to System (3.3) satisfies w1pTq ı 0 in Ω. Thus, for
the initial condition y0 := Q´1w0, for all control u in L2pQTq, the solution y to System
(3.1) satisfies

y1pTq = w1pTq ı 0 in Ω.

Step 3. Without loss of generality, we can suppose that there exists βi for all i P t2, ..., pu
such that k1 j =

př
i=2
βiki j for all j P t1, ..., su (otherwise a permutation of lines leads to

this case). Let us define the following matrix

Q :=

˜
pe1 ´

pÿ

i=2

βieiq|e2|...|en

¸t

.

Thus, for P := Q´1, again, for a fixed initial condition y0 P L2pΩqn and a control
u P L2pQTq, consider System (3.3) with w := P´1y, y being a solution to System (3.1).
We remark that if we denote by pk̃i jq := rC|Ds, we have k̃11 = ... = k̃1s = 0. Applying
step 2 to w, there exists an initial condition w0 such that for all control u in L2pQTq
the solution w to System (3.3) satisfies

w1pTq ı 0 in Ω. (3.21)

Thus, with the definition of Q, for all control u in L2pQTq the solution y to System
(3.1) satisfies

w1pTq = y1pTq ´
pÿ

i=2

βiyipTq in Ω.

Suppose ΠpypTq ” 0 in Ω, then w1pTq ” 0 in Ω and this contradicts (3.21).

As a consequence of Proposition 2.1, the Πp-null controllability implies the Πp-approximate
controllability of System (3.3). If now Condition (1.9) is not satisfied, as for the Πp-null
controllability, we can find a solution to System (3.19) such that φ1 ” 0 in ω ˆ p0,Tq and
φ ı 0 in QT and we conclude again with Proposition 2.1.
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3. Partial null controllability with constant coupling matrices

3.2 m-control forces

In this subsection, we will suppose that A P LpRnq and B P LpRm,Rnq. We denote by
B =: pb1|...|bmq. To prove Theorem 1.1, we will use the following lemma which can be found
in [AK+09a].

Lemma 3.3. There exist r P t1, ..., su and sequences tl ju1ď jďr Ă t1, ...,mu and ts ju1ď jďr Ă
t1, ...,nu with

řr
j=1 s j = s, such that

B :=
rď

j=1

tbl j ,Abl j , ...,As j´1bl j u

is a basis of X. Moreover, for every 1 ď j ď r, there exist αi
k,s j

P R for 1 ď i ď j and 1 ď k ď s j

such that

As j bl j =

jÿ

i=1

´
αi

1,s j
bli + αi

2,s j
Abli + ... + αi

si ,s j
Asi´1bli

¯
. (3.22)

Proof of Theorem 1.1. Consider the basis B of X given by Lemma 3.3. Note that

rank ΠprA|Bs = dim ΠprA|BspRnq ď rank rA|Bs = s.

If M is the matrix whose columns are the elements of B, i.e.

M = pmi jqi j :=
`
bl1 |Abl1 |...|As1´1bl1 |...|blr |Ablr |...|Asr´1blr

˘
,

we can remark that
rank ΠpM = rank ΠprA|Bs. (3.23)

Indeed, relationship (3.22) yields

ΠpAs j bl j =

jÿ

i=1

´
αi

1,s j
Πpbli + αi

2,s j
ΠpAbli + ... + αi

si ,s j
ΠpAsi´1bli

¯
.

We first prove in (a) that condition (1.9) is sufficient, and then in (b) that this condition is
necessary.

(a) Sufficiency part: Let us suppose first that (1.9) is satisfied. Let be y0 P L2pΩqn. We
will prove that we need only r forces to control System (3.1). More precisely, we will study
the Πp-null controllability of the system

$
’’&
’’%

Bty = ∆y + Ay + B̃1ωv in QT ,

y = 0 on ΣT ,

yp0q = y0 in Ω,

(3.24)

where B̃ = pbl1 |bl2 | ¨ ¨ ¨ |blr q P LpRr,Rnq. Using (1.9) and (3.23), we have

rank Πppbl1 |Abl1 |...|As1´1bl1 |...|blr |Ablr |...|Asr´1blr q = p. (3.25)

Case 1 : p = s. As in the case of one control force, we want to apply a change of variable P
to the solution y to System (3.24). Let us define for all t P r0,Ts the following matrix

Pptq := pbl1 |Abl1 |...|As1´1bl1 |...|blr |Ablr |...|Asr´1blr |Ps+1ptq|...|Pnptqq P LpRnq, (3.26)
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A. Partial null controllability of parabolic linear systems

where for all l P ts + 1, ...,nu, Pl is solution in C1pr0,Tsqn to the system of ordinary
differential equations #

BtPlptq = APlptq in r0,Ts,
PlpTq = el.

(3.27)

Using (3.26) and (3.27) we have

PpTq =
˜

P11 0
P21 In´s

¸
, (3.28)

where P11 := Πspbl1 |Abl1 |...|As1´1bl1 |...|blr |Ablr |...|Asr´1blr q P LpRsq and P21 P LpRn´s,Rsq.
From (3.25), P11 and thus PpTq are invertible. Furthermore, since P is continuous on
r0,Ts, there exists a T˚ P r0,Tq such that Pptq is invertible for all t P rT˚,Ts.

We suppose first that T˚ = 0. Since P is invertible and continuous on r0,Ts, for a
fixed control v P L2pQTqr, y is the solution to System (3.24) if and only if w := Pptq´1y
is the solution to System (3.3) where C, D are given by

Cptq := ´P´1ptqBtPptq + P´1ptqAPptq and Dptq := P´1ptqB̃,

for all t P r0,Ts. Using (3.22) and (3.27), we obtain
$
’’’’’&
’’’’’%

´BtPptq + APptq = pAbl1 |A2bl1 |...|As1bl1 |...|Ablr |A2blr |...|Asr blr |0|...|0q,

= Pptq
˜

C̃11 0
0 0

¸
in r0,Ts,

PptqeSi = bli in r0,Ts,

(3.29)

where Si = 1 +
ři´1

j=1 s j for i P t1, ..., ru,

C̃11 :=

¨
˚̊
˚̊
˝

C11 C12 ¨ ¨ ¨ C1r

0 C22 ¨ ¨ ¨ C2r

...
...

. . .
...

0 0 ¨ ¨ ¨ Crr

˛
‹‹‹‹‚

P LpRsq (3.30)

and for 1 ď i ď j ď r the matrices Ci j P LpRs j ,Rsi q are given by

Cii :=

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̋

0 0 0 . . . αi
1,si

1 0 0 . . . αi
2,si

0 1 0 . . . αi
3,si

...
...

. . .
. . .

...
0 0 . . . 1 αi

si ,si

˛
‹‹‹‹‹‹‹‚

and

Ci j :=

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˝

0 0 0 . . . αi
1,s j

0 0 0 . . . αi
2,s j

0 0 0 . . . αi
3,s j

...
...

. . .
. . .

...
0 0 . . . 0 αi

si ,s j

˛
‹‹‹‹‹‹‹‹‚

for j ą i.
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3. Partial null controllability with constant coupling matrices

Then

Cptq =
˜

C̃11 0

0 0

¸
and Dptq = peS1 |...|eSr q. (3.31)

Using Theorem 2.1, there exists v P L2pQTqr such that the solution to System (3.3)
satisfies w1pTq = ... = wspTq ” 0 in Ω. Moreover, using (3.28), we have

ΠsypTq = py1pTq, ..., yspTqq = P11pw1pTq, ...,wspTqq ” 0 in Ω.

If now T˚ ‰ 0, we conclude as in the proof of Theorem 1.1 with one force (see §
3.1).

Case 2 : p ă s. The proof is a direct adaptation of the proof of Theorem 1.1 with one force,
it is possible to find a change of variable in order to get back to the situation of Case
1 (see § 3.1).

(b) Necessary part: If (1.9) is not satisfied, there exist p P t1, ..., pu and, for all i P
t1, ..., puztpu, scalars βi such that mpj =

př
i=1,i‰p

βimi j for all j P t1, ..., su. As previously, wi-

thout loss of generality, we can suppose that

m11 = ... = m1s = 0 and rank

¨
˚̊
˝

m21 ¨ ¨ ¨ m2s

...
...

ms+1,1 ¨ ¨ ¨ ms+1,s

˛
‹‹‚= s (3.32)

(otherwise a permutation of lines leads to this case). Let us consider the matrix P defined
by

P := pbl1 |Abl1 |...|As1´1bl1 |...|blr |Ablr |...|Asr´1blr |e1|es+2|...|enq. (3.33)

Relationship ensures (3.32) that P is invertible. Thus, again, for a fixed control u P L2pQTqm,
y is the solution to System (3.1) if and only if w := P´1y is the solution to System (3.3) where
C, D are given by C := P´1AP and D := P´1B. Using (3.22), we remark that

Apbl1 |Abl1 |...|As1´1bl1 |...|blr |Ablr |...|Asr´1blr q

= pAbl1 |A2bl1 |...|As1bl1 |...|Ablr |A2blr |...|Asr blr q = P

˜
C̃11

0

¸
,

where C̃11 is defined in (3.30). Then C can be written as

C =

˜
C̃11 C̃12

0 C̃22

¸
, (3.34)

where C̃12 P LpRs,Rn´sq and C̃22 P LpRn´sq. Furthermore, the matrix D can be written

D =

˜
D1

0

¸
,

where D1 P LpRm,Rsq. Using (3.33), we get

y1pTq = ws+1pTq in Ω.
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A. Partial null controllability of parabolic linear systems

Thus, we need only to prove that there exists w0 P L2pΩqn such that we cannot find a control
u P L2pQTqm with the corresponding solution w to System (3.3) satisfying ws+1pTq ” 0 in Ω.
Therefore we apply Proposition 2.1 and prove that the observability inequality (2.4) can not
be satisfied. More precisely, for all w0 P L2pΩqn, there exists a control u P L2pQTqm such that
the solution w to System (3.3) satisfies ws+1pTq ” 0 in Ω, if and only if there exists Cobs ą 0

such that for all ϕ0
s+1 P L2pΩq the solution to the adjoint system

$
’’’’&
’’’’%

´Btϕ = ∆ϕ +

˜
C̃˚

11 0

C̃˚
12 C̃˚

22

¸
ϕ in QT ,

ϕ = 0 on ΣT ,

ϕpTq = p0, ..., 0, ϕ0
s+1, 0, ..., 0qt = es+1ϕ

0
s+1 in Ω

(3.35)

satisfies the observability inequality
ż

Ω
ϕp0q2 dx ď Cobs

ż

ωˆp0,Tq
pD˚

1 pϕ1, ..., ϕsqtq2 dx dt. (3.36)

But for all ϕ0
s+1 ı 0 in Ω, the inequality (3.36) is not satisfied. Indeed, we remark first that,

since ϕ1pTq = ... = ϕspTq = 0 in Ω, we have ϕ1 = ... = ϕs = 0 in QT . Furthermore, if we
choose ϕ0

s+1 ı 0 in Ω, as previously, we get pϕs+1p0q, ..., ϕnp0qq ı 0 in Ω.
We recall that, as a consequence of Proposition 2.1, the Πp-null controllability implies the

Πp-approximate controllability of System (3.24). If Condition (1.9) is not satisfied, as for the
Πp-null controllability, we can find a solution to System (3.35) such that D˚

1 pφ1, ..., φsqt ” 0
in ωˆ p0,Tq and φ ı 0 in QT and we conclude again with Proposition 2.1.

4 Partial null controllability with time dependent matrices

We recall that rA|Bsp¨q = pB0p¨q|...|Bn´1p¨qq (see (1.6)). Since Aptq P Cn´1pr0,Ts;LpRnqq
and Bptq P Cnpr0,Ts;LpRm;Rnqq, we remark that the matrix rA|Bs is well defined and is an
element of C1pr0,Ts,LpRmn,Rnq. We will use the notation Bi =: pbi

1|...|bi
mq for all i P t0, ...,n´

1u. To prove Theorem 1.2, we will use the following lemma of [GBT10]

Lemma 4.1. Assume that maxtrank rA|Bsptq : t P r0,Tsu = s ď n. Then there exist T0, T1 P
r0,Ts, with T0 ă T1, r P t1, ...,mu and sequences ps jq1ď jďr Ă t1, ...,nu, with

řr
i=1 s j = s, and

pl jq1ď jďr Ă t1, ...,mu such that, for every t P rT0,T1s, the set

Bptq =
rď

j=1

tb
l j

0 ptq, bl j

1 ptq, ..., bl j

s j´1ptqu, (4.1)

is linearly independent, spans the columns of rA|Bsptq and satisfies

b
l j
s j

ptq =
jÿ

k=1

´
θ

l j ,lk
s j ,0

ptqblk
0 ptq + θl j ,lk

s j ,1
ptqblk

1 ptq + ... + θl j ,lk
s j ,sk´1ptqblk

sk´1ptq
¯
, (4.2)

for every t P rT0,T1s and j P t1, ..., ru, where

θ
l j ,lk
s j ,0

ptq, θl j ,lk
s j ,1

ptq, ..., θl j ,lk
s j ,sk´1ptq P C1prT0,T1sq.
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4. Partial null controllability with time dependent matrices

With exactly the same argument for the proof of the previous lemma, we can obtain the

Lemma 4.2. If rank rA|BspTq = s, then the conclusions of Lemma 4.1 hold true with T1 = T.

Proof of Theorem 1.2. Let y0 P L2pΩqn and s be the rank of the matrix rA|BspTq. As in the
proof of the controllability by one force with constant matrices, let X being the linear space
spanned by the columns of the matrix rA|BspTq. We considerB = Bptq the basis of X defined
in (4.1).

As in the constant case, we will prove that we need only r forces to control System
(1.1) that is we study the partial null controllability of System (3.24) with the coupling
matrix Aptq P Cn´1pr0,Ts;LpRnqq and the control matrix B̃ptq = pBl1 ptq|Bl2 ptq| ¨ ¨ ¨ |Blr ptqq P
Cnpr0,Ts;LpRr,Rnqq. If we define M as the matrix whose columns are the elements of Bptq,
i.e. for all t P r0,Ts

Mptq = pmi jptqq1ďiďn,1ď jďs :=
´

bl1
0 ptq|bl1

1 ptq|...|bl1
s1´1ptq|...|blr

0 ptq|blr
1 ptq|...|blr

sr´1ptq
¯
,

we can remark that
rank ΠpMpTq = rank ΠprA|BspTq = p. (4.3)

Indeed, using (4.2),

Πpb
l j
s j

ptq =
jÿ

k=1

´
θ

l j ,lk
s j ,0

ptqΠpblk
0 ptq + θl j ,lk

s j ,1
ptqΠpblk

1 ptq + ... + θl j ,lk
s j ,sk´1ptqΠpblk

sk´1ptq
¯
.

Case 1 : p = s. As in the constant case, we want to apply a change of variable P to the solution
y to System (3.24). Let us define for all t P r0,Ts the following matrix

Pptq := pbl1
0 ptq|bl1

1 ptq|...|bl1
s1´1ptq|

...|blr
0 ptq|blr

1 ptq|...|blr
sr´1ptq|Ps+1ptq|...|Pnptqq P LpRnq,

(4.4)

where for all i P ts + 1, ...,nu, Pl is solution in C1pr0,Tsqn to the system of ordinary
differential equations #

BtPlptq = APlptq in r0,Ts,
PlpTq = el.

(4.5)

Using (4.4) and (4.5), PpTq can be rewritten

PpTq =
˜

P11 0
P21 In´s

¸
, (4.6)

where P11 := Πppbl1
0 pTq|bl1

1 pTq|...|bl1
s1´1pTq|...|blr

0 pTq|blr
1 pTq|...|blr

sr´1pTqq P LpRsq and P21 P
LpRn´s,Rsq. Using (4.3), P11, and thus PpTq, are invertible. Furthermore, since P is
continuous on r0,Ts, there exists a T˚ P r0,Tq such that Pptq is invertible for all
t P rT˚,Ts.

As previously it is sufficient to prove the result for T˚ = 0. Since Pptq is a element
of C1pr0,Ts,LpRnqq and is invertible on the time interval r0,Ts, again, for a fixed
control v P L2pQTqr, y is the solution to System (3.24) if and only if w := Pptq´1y is
the solution to System (3.3) where C, D are given by

Cptq := ´P´1ptqBtPptq + P´1ptqAPptq and Dptq := P´1ptqB̃,
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for all t P r0,Ts. Using (4.2) and (4.5), we obtain

$
’’’’’&
’’’’’%

´BtPptq + APptq = pbl1
1 ptq|bl1

2 ptq|...|bl1
s1

ptq|...|blr
1 ptq|blr

2 ptq|...|blr
sr

ptq|0|...|0q,

= Pptq
˜

C̃11 0

0 0

¸
in r0,Ts,

PptqeSi = bli
0 in r0,Ts,

(4.7)

where Si = 1 +
ři´1

j=1 s j for 1 ď i ď r,

C̃11 :=

¨
˚̊
˚̊
˝

C11 C12 ¨ ¨ ¨ C1r

0 C22 ¨ ¨ ¨ C2r

...
...

. . .
...

0 0 ¨ ¨ ¨ Crr

˛
‹‹‹‹‚

P LpRsq, (4.8)

and for 1 ď i ď j ď r, the matrices Ci j P C0pr0,Ts; P LpRs j ,Rsi qq are given here by

Cii =

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˝

0 0 0 . . . θli ,li
si ,0

1 0 0 . . . θli ,li
si ,1

0 1 0 . . . θli ,li
si ,2

...
...

. . .
. . .

...

0 0 . . . 1 θli ,li
si ,si´1

˛
‹‹‹‹‹‹‹‹‚

and

Ci j =

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˝

0 0 0 . . . θ
l j ,li
s j ,0

0 0 0 . . . θ
l j ,li
s j ,1

0 0 0 . . . θ
l j ,li
s j ,2

...
...

. . .
. . .

...

0 0 . . . 0 θ
l j ,li
s j ,si´1

˛
‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‚

for j ą i.

Then

C =

˜
C̃11 0
0 0

¸
and D = peS1 |...|eSr q. (4.9)

Using Theorem 2.1, there exists v P L2pQTqr such that the solution to System (3.3)
satisfies w1pTq = ... = wspTq ” 0 in Ω. Moreover, the equality (4.6) leads to

ΠsypTq = py1pTq, ..., yspTqqt = P11pw1pTq, ...,wspTqqt ” 0 in Ω.

Case 2 : p ă s. The same method as in the constant case leads to the conclusion (see § 3.1).

The πp-approximate controllability can proved also as in the constant case.
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5 Partial null controllability for a space dependent coupling matrix

All along this section, the dimension N will be equal to 1, more precisely Ω := p0, πq with
the exception of the proof of the third point in Theorem 1.3 and the numerical illustration
in Section 5.3 where Ω := p0, 2πq. We recall that the eigenvalues of ´∆ in Ω with Dirichlet
boundary conditions are given by µk := k2 for all k ě 1 and we will denote by pwkqkě1 the
associated L2-normalized eigenfunctions. Let us consider the following parabolic system of
two equations $

’’’’’&
’’’’’%

Bty = ∆y + αz + 1ωu in QT ,

Btz = ∆z in QT ,

y = z = 0 on ΣT ,

yp0q = y0, zp0q = z0 in Ω,

(5.1)

where y0, z0 P L2pΩq are the initial data, u P L2pQTq is the control and the coupling coeffi-
cient α is in L8pΩq. We recall that System (5.1) is Π1-null controllable if for all y0, z0 P L2pΩq,
we can find a control u P L2pQTq such that the solution py, zq P Wp0,Tq2 to System (5.1)
satisfies ypTq ” 0 in Ω.

5.1 Example of controllability

In this subsection, we will provide an example of Π1-null controllability for System (5.1)
with the help of the method of moments initially developed in [FR71]. As already mentio-
ned, we suppose that Ω := p0, πq, but the argument of Section 5.1 can be adapted for any
open bounded interval of R. Let us introduce the adjoint system associated to our control
problem $

’’’’’&
’’’’’%

´Btφ = ∆φ in p0, πq ˆ p0,Tq,
´Btψ = ∆ψ + αφ in p0, πq ˆ p0,Tq,
φp0q = φpπq = ψp0q = ψpπq = 0 on p0,Tq,
φpTq = φ0, ψpTq = 0 in p0, πq,

(5.2)

where φ0 P L2p0, πq. For an initial data φ0 P L2p0, πq in adjoint System (5.2), we get
ż π

0
φ0ypTq dx ´

ż π

0
φp0qy0 dx ´

ż π

0
ψp0qz0 dx =

ĳ

qT

φu dx dt, (5.3)

with the notation qT := ωˆp0,Tq. Since pwkqkě1 spans L2p0, πq, System (5.1) is Π1-null control-
lable if and only if there exists u P L2pqTq such that, for all k P N

˚, the solution to System
(5.2) satisfies the following equality

´
ż π

0
φkp0qy0 dx ´

ż π

0
ψkp0qz0 dx =

ĳ

qT

φku dx dt, (5.4)

where pφk , ψkq is the solution to adjoint System (5.2) for the initial data φ0 := wk .
Let k P N

˚. With the initial condition φ0 := wk is associated the solution pφk , ψkq to
adjoint System (5.2):

φkptq = e´k2pT´tqwk in p0, πq
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for all t P r0,Ts. If we write:

ψkpx, tq :=
ÿ

lě1

ψklptqwlpxq for all px, tq P p0, πq ˆ p0,Tq,

then a simple computation leads to the formula

ψklptq =
e´k2pT´tq ´ e´l2pT´tq

´k2 + l2
αkl for all l ě 1, t P p0,Tq, (5.5)

where, for all k, l P N
˚, αkl is defined in (2). In (5.5) we implicitly used the convention: if

l = k the term pe´k2pT´tq ´ e´l2pT´tqq/p´k2 + l2q is replaced by pT ´ tqe´k2pT´tq. With these
expressions of φk and ψk , the equality (5.4) reads for all k ě 1

´ e´k2T y0
k ´

ÿ

lě1

e´k2T ´ e´l2T

´k2 + l2
αklz0

l =

ĳ

qT

e´k2pT´tqwkpxqupt, xq dx dt. (5.6)

In the proof of Theorem 1.3, we will look for a control u expressed as upx, tq = f pxqγptq
with γptq =

ř
kě1 γkqkptq and pqkqkě1 a family biorthogonal to pe´k2tqkě1. Thus, we will need

the two following lemma

Lemma 5.1. (see Lemma 5.1, [AK+15]) There exists f P L2p0, πq such that Supp f Ă ω and for a
constant β, one has

inf
kě1

fkk3 = β ą 0,

where, for all k P N
˚, fk :=

şπ
0 f wk dx.

Lemma 5.2. (see Corollary 3.2, [FR71]) There exists a sequence pqkqkě1 Ă L2p0,Tq biorthogonal to
pe´k2tqkě1, that is

xqk , e´l2tyL2p0,Tq = δkl.

Moreover, for all ε ą 0, there exists CT,ε ą 0, independent of k, such that

}qk}L2p0,Tq ď CT,εepπ+εqk , @k ě 1. (5.7)

Remark 5.1. When Ω := pa, bq with a, b P R, the inequality (5.7) of Lemma 5.2 is replaced by

}qk}L2p0,Tq ď CT,εepb´a+εqk , @k ě 1.

Proof of the second point in Theorem 1.3. As mentioned above, let us look for the control u of
the form upx, tq = f pxqγptq, where f is as in Lemma 5.1. Since fk ‰ 0 for all k P N

˚, using
(5.6), the Π1-null controllability of System (5.1) is reduced to find a solution γ P L2p0,Tq to
the following problem of moments:

ż T

0
γpT ´ tqe´k2t dt = f ´1

k

˜
´e´k2T y0

k ´
ÿ

lě1

e´k2T ´ e´l2T

´k2 + l2
αklz0

l

¸
:=Mk @k ě 0. (5.8)

The function γptq :=
ř

kě1 MkqkpT ´ tq is a solution to this problem of moments. We need
only to prove that γ P L2p0,Tq. Using the convexity of the exponential function, we get for
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all k P N
˚,

ř
lě1

ˇ̌
ˇ̌
ˇ
e´k2T ´ e´l2T

´k2 + l2

ˇ̌
ˇ̌
ˇ |αkl| =

kř
l=1

ˇ̌
ˇ̌
ˇ
e´k2T ´ e´l2T

´k2 + l2

ˇ̌
ˇ̌
ˇ |αkl|

+
8ř

l=k+1

ˇ̌
ˇ̌
ˇ
e´k2T ´ e´l2T

´k2 + l2

ˇ̌
ˇ̌
ˇ |αkl|

ď
kř

l=1
Te´l2T |αkl| +

8ř
l=k+1

Te´k2T |αkl|

=: A1,k + A2,k .

(5.9)

With the Condition (1.13) on α, there exists a positive constant CT which do not depend on
k such that for all k P N

˚

A1,k ď C1T
kř

l=1
e´l2Te´C2pk´lq

ď C1Te´C2k
8ř
l=1

e´l2T+C2l

ď CTe´C2k

(5.10)

and

A2,k ď C1Te´k2T
8ř

l=k+1
e´C2pl´kq

ď C1Te´k2T
8ř
j=0

pe´C2 q j

ď C1Te´k2T 1

1 ´ e´C2
.

(5.11)

Combining the three last inequalities (5.9)-(5.11), for all k P N
˚

ř
lě1

ˇ̌
ˇ̌
ˇ
e´k2T ´ e´l2T

´k2 + l2

ˇ̌
ˇ̌
ˇ |αkl| ď CTe´C2k , (5.12)

where CT is a positive constant independent of k. Let ε P p0, 1q. Then, with Lemma 5.1, (5.8)
and (5.12), there exists a positive constant CT,ε independent of k such that for all k P N

˚

|Mk| ď β´1k3
´

e´k2T}y0}L2p0,πq + CTe´C2k}z0}L2p0,πq

¯

ď CT,εe´C2p1´εqkp}y0}L2p0,πq + }z0}L2p0,πqq.

Thus, using Lemma 5.2, for ε small enough and a positive constant CT,ε

}γ}L2p0,Tq ď CT,εp
ÿ

kPN˚

e´rC2p1´εq´π+εskqp}y0}L2p0,πq + }z0}L2p0,πqq ă 8.

5.2 Example of non controllability

In this subsection, to provide an example of non Π1-null controllability of System (5.1),
we will first study the boundary controllability of the following parabolic system of two
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equations
$
’’’’’&
’’’’’%

Bty = ∆y + αz in QT := p0, πq ˆ p0,Tq,
Btz = ∆z in QT ,

yp0, tq = vptq, ypπ, tq = zp0, tq = zpπ, tq = 0 on p0,Tq,
ypx, 0q = y0pxq, zpx, 0q = z0pxq in Ω := p0, πq,

(5.13)

where y0, z0 P H´1p0, πq are the initial data, v P L2p0,Tq is the boundary control and
α P L8p0, πq. For any given y0, z0 P H´1p0, πq and v P L2p0,Tq, System (5.13) has a unique
solution in L2pQTq2 X C0pr0,Ts; H´1pΩq2q (defined by transposition ; see [FCGBT10]).

As in Section 5.1, for an initial data py0, z0q P H´1p0, πq2 we can find a control v P L2p0,Tq
such that the solution to (5.13) satisfies ypTq ” 0 in p0, πq if and only if for all φ0 P H1

0p0, πq
the solution to System (5.2) verifies the equality

´ xy0, φp0qyH´1,H1
0

´ xz0, ψp0qyH´1,H1
0
=

ż T

0
vptqφxp0, tq dt, (5.14)

where the duality bracket x¨, ¨yH´1,H1
0

is defined as x f , gyH´1,H1
0

:= f pgq for all f P H´1p0, πq
and all g P H1

0p0, πq.
The used strategy here is inspired from [GI13]. The idea involves constructing particular

initial data for adjoint System (5.2):

Lemma 5.3. Let m,G P N
˚. For all M P Nzt0, 1u, there exists φ0,M P L2p0, πq given by

φ0,M =

mÿ

i=1

φ0,M
GM+iwGM+i,

with φ0,M
GM+1, ..., φ

0,M
GM+m P R, such that the solution pφM, ψMq to adjoint System (5.2) with φ0 = φ0,M

satisfies
ˆż T

0
pφMqxp0, tq2 dt

˙1/2

ď γ1

Mp2m´5q/2
, (5.15)

where γ1 does not depend on M. Morover for an increasing sequence pM jq jPN Ă Nzt0, 1u and a
k1 P t1, ...,mu, we have |φ0, j

GM j+k1
| = 1 for all G P N

˚ and j P N.

To study the controllability of System (5.13) we will use the fact that for fixed m,G P N
˚,

the quantity in the left-side hand in (5.15) converge to zero when M goes to infinity.

Démonstration. We remark first that

AM :=
ż T

0
pφMqxp0, tq2 dt =

ż T

0

ˇ̌
ˇ̌
ˇ

GM+mÿ

k=GM+1

ke´k2pT´tqφ0,M
k

ˇ̌
ˇ̌
ˇ

2

dt. (5.16)

We can rewrite AM as follows:

AM =

ż T

0

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌

mÿ

j=1

pGM + jqe´pG2M2+2GMj+ j2qpT´tqφ0,M
GM+ j

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌

2

dt

=

ż T

0
e´2G2M2pT´tqgMptq dt,

(5.17)
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where, for all t P r0,Ts, gMptq := fMptq2 with

fMptq :=
mÿ

j=1

pGM + jqe´p2GMj+ j2qpT´tqφ0,M
GM+ j.

Let pφ0,M
GM+1, φ

0,M
GM+2, ..., φ

0,M
GM+mq be a nontrivial solution of the following homogeneous linear

system of m ´ 1 equations with m unknowns

f plq
M pTq =

mÿ

j=1

pGM + jqp2GMj + j2qlφ0,M
GM+ j = 0, for all l P t0, ...,m ´ 2u. (5.18)

Using Leibniz formula

gplq
M =

lÿ

k=0

˜
l
k

¸
f pkq

M f pl´kq

M

we deduce that
gplq

M pTq = 0, for all l P t0, ..., 2m ´ 4u. (5.19)

Using (5.19), after 2m ´ 3 integrations by part in (5.17), we obtain

AM =
´gMp0qe´2G2M2T

2G2M2
+

ż T

0

e´2G2M2pT´tq

p´2G2M2q gp1q

M ptqdt

=
2m´4ř

l=0

gplq
M p0qe´2G2M2T

p´2G2M2ql+1
+

ż T

0

e´2G2M2pT´tq

p´2G2M2q2m´3
gp2m´3q

M ptq dt.

By linearity, in (5.18) we can choose φ0,M
GM+1, ..., φ

0,M
GM+m such that

sup
iPt1,...,mu

|φ0,M
GM+i| = 1. (5.20)

Thus, for all l P N and all t P r0,Ts, the following estimate holds

|gplq
M ptq| =

ˇ̌
ˇ̌
ˇ

lř
k=0

˜
l
k

¸
f pkq

M ptq f pl´kq

M ptq
ˇ̌
ˇ̌
ˇ

ď
lř

k=0

˜
l
k

¸ ˇ̌
ˇ̌
ˇ

mř
j=1

pGM + jqp2GMj + j2qke´p2GMj+ j2qpT´tqφ0,M
GM+ j

ˇ̌
ˇ̌
ˇ

ˆ
ˇ̌
ˇ̌
ˇ

mř
j=1

pGM + jqp2GMj + j2ql´ke´p2GMj+ j2qpT´tqφ0,M
GM+ j

ˇ̌
ˇ̌
ˇ

ď pGM +mq2m2
lř

k=0

˜
l
k

¸
p2GMm +m2ql

ď CMl+2,

where C does not depend on M. Then, since sup
iPt1,...,mu

|φ0,M
GM+i| = 1, there exist C, τ ą 0 such

that

AM ď e´2G2M2T
2m´4ř

l=0

}gplq
M }8

p2G2M2ql+1
+

T}gp2m´3q

M }8

p2G2M2q2m´3

ď e´τM2
8ř
l=0

C
Ml
+

C
M2m´5

ď CM´2e´τM2 1
1 ´ M´2

+
C

M2m´5
.
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Thus there exists γ1 ą 0 such that we have the estimate

AM ď γ1

M2m´5
,

where γ1 does not depend on M. Using (5.29), for all M ě 2, there exists k1pMq P t1, ..., 7u,
such that |φ0,M

15M+k1pMq
| = 1. Thus there exists an increasing sequence pM jq jPN˚ such that

|φ0,M j

15M j+k1
| = 1 for a k1 P t1, ...,mu independent of j.

Theorem 5.1. Let T ą 0 and α be the function of L8p0, πq defined by

αpxq :=
8ÿ

j=1

1

j2
cosp15 jxq for all x P p0, πq. (5.21)

Then there exists k1 P t1, .., 7u such that for py0, z0q := p0,wk1 q and all control v P L2p0,Tq, the
solution to System (5.13) verifies ypTq ı 0 in p0, πq.

Démonstration. To understand why the number «15» appears in the definition (5.21) of the
function α, we will consider for all x P p0, πq

αpxq :=
8ÿ

j=1

1
j2

cospGjxq for all x P p0, πq, (5.22)

where G P N
˚. We recall that for an initial condition py0, z0q P L2p0, πq2 and a control v P

L2p0,Tq, the solution to System (5.21) satisfies ypTq ” 0 in p0, πq if and only if for all φ0 P
L2p0, πq, we have the equality

´ xy0, φp0qyH´1,H1
0

´ xz0, ψp0qyH´1,H1
0
=

ż T

0
vptqφxp0, tq dt, (5.23)

where pφ,ψq is the solution to the adjoint System (5.2). Let us consider the sequences pM jq jPN˚

and pφ0,M j q jPN, k1 defined in Lemma 5.3 and pφM j , ψM j q the solution to
$
’’’’’&
’’’’’%

´BtφM j = ∆φM j in p0, πq ˆ p0,Tq,
´BtψM j = ∆ψM j + αφM j in p0, πq ˆ p0,Tq,
φM j p0q = φM j pπq = ψM j p0q = ψM j pπq = 0 on p0,Tq,
φM j pTq = φ0,M j , ψM j pTq = 0 in p0, πq.

The goal is to prove that for the initial data py0, z0q := p0,wk1 q and φ0,M j for j large enough,
the equality (5.23) does not holds. Using Lemma 5.3, we have

ˇ̌
ˇ̌
ż T

0
vptqpφM j qxp0, tq dt

ˇ̌
ˇ̌ ď

γ1}v}L2pqTq

M j
p2m´5q/2

. (5.24)

Since y0 = 0, we obtain
xy0, φM j p0qyH´1,H1

0
= 0. (5.25)

Let us now estimate the term xz0, ψM j p0qyH´1,H1
0

in the equality (5.23). We recall that the

expression of α is given in (5.22). Then, the function α is of the form αpxq =
8ř

p=0
αp cosppxq

for all x P p0, πq, with

αp :=

#
1
i2 if p = Gi with i P N

˚,

0 otherwise.
(5.26)
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From the definition of αkl in (2), there holds for all k, l P N
˚

αkl =
1
π pα|k´l| ´ αk+lq.

Let k P t1, ...,mu and l P tGM j + 1, ...,GM j +mu. We have

k + l P tGM j + 2, ...,GM j + 2mu.

Thus if we choose

G ě 2m + 1, (5.27)

using (5.26), we obtain

αk+l = 0

and

α|k´l| =

$
’&
’%

1

M j
2

if |k ´ l| = GM j,

0 otherwise.

So that we have the following submatrix of pαklq1ďk,lďGM+m:

pαklq1ďkďm,GM j+1ďlďGM j+m =
1

πM j
2
IRm . (5.28)

According to Lemma 5.3, there exists k1 P t1, ...,mu such that

|φ0,M j

GM j+k1
| = 1. (5.29)

Furthermore, since k1 P t1, ...,mu,

|e´k2
1T ´ e´pGM j+k1q2T | ě |e´m2T ´ e´G2M j

2T | (5.30)

and

pGM j + k1q2 ´ k2
1 ď pGM j +mq2 ´ 1. (5.31)

Since z0 = wk1 , the equality (5.28) leads to

ˇ̌
ˇ̌
ż π

0
z0ψM j p0q dx

ˇ̌
ˇ̌ =

ˇ̌
ˇ̌
ˇ

7ř
s=1

e´k2
1T ´ e´pGM j+sq2T

´k2
1 + pGM j + sq2

αk1,GM j+sφ
0,M j

GM j+s

ˇ̌
ˇ̌
ˇ

=

ˇ̌
ˇ̌
ˇ
e´k2

1T ´ e´pGM j+k1q2T

´k2
1 + pGM j + k1q2

1

πM j
2

ˇ̌
ˇ̌
ˇ .

Then using (5.30) and (5.31) for all j P N
˚

ˇ̌
ˇxz0, ψM j p0qyH´1,H1

0

ˇ̌
ˇ =

ˇ̌
ˇ̌
ż π

0
z0ψM j p0q dx

ˇ̌
ˇ̌ ě γ2

M j
4
, (5.32)

where γ2 does not depend on j. Combining (5.24) and (5.32), we obtain a contradiction with
equality (5.23). Thus, for this initial condition y0 and z0, we can not find a control v P L2p0,Tq
such that the solution py, zq to system (5.21) satisfies ypTq ” 0 in p0, πq.
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Proof of the third point in Theorem 1.3. Using Theorem 5.1, for the initial data pp0, q0q := p0,wk1 q P
L2p0, πq2 and all control v P L2p0,Tq, the solution pp, qq P Wp0,Tq2 (defined by transposition)
to the system

$
’’’’’&
’’’’’%

Btp = ∆p + αq in p0, πq ˆ p0,Tq,
Btq = ∆q in p0, πq ˆ p0,Tq,
ppπ, ¨q = v, pp0, ¨q = qp0, ¨q = qpπ, ¨q = 0 on p0,Tq,
pp¨, 0q = p0, qp¨, 0q = q0 in p0, πq

(5.33)

satisfies ppTq ı 0 in p0, πq. Consider now p0, q0 P L2p0, 2πq defined by

p0pxq = 0 and q0pxq =
c

2
π

sinpk1xq for all x P p0, 2πq.

Remark that pp0|p0,πq, q0|p0,πqq = pp0, q0q. Let ω Ă p0, πq. Suppose now that the system

For given py0, z0q : p0, 2πq Ñ R
2, u : p0, 2πq ˆ p0,Tq Ñ R,

Find py, zq : p0, 2πq ˆ p0,Tq Ñ R
2 such that

$
’’’’’&
’’’’’%

Bty = ∆y + αz + 1ωu in p0, 2πq ˆ p0,Tq,
Btz = ∆z in p0, 2πq ˆ p0,Tq,
yp0, ¨q = yp2π, ¨q = zp0, ¨q = zp2π, ¨q = 0 on p0,Tq,
yp¨, 0q = y0, zp¨, 0q = z0 in p0, 2πq

(5.34)

is Π1-null controllable, more particularly for the initial conditions yp0q = p0 and zp0q = q0 in
p0, 2πq, there exists a control u in L2pp0, 2πq ˆ p0,Tqq such that the solution py, zq to System
(5.34) satisfies ypTq ” 0 in p0, 2πq. We remark now that pp, qq := py|p0,πq, z|p0,πqq is a solution
of (5.33) with ppp0q, qp0qq = pp0, q0q in p0, πq, vptq = ypπ, tq in p0,Tq and satisfying ppTq ” 0
in p0, πq. This contradicts that for any control v P L2p0,Tq the solution pp, qq to System (5.33)
can not be identically equal to zero at time T.

5.3 Numerical illustration

In this section, we illustrate numerically the results obtained previously in Sections 5.1
and 5.2. We adapt the HUM method to our control problem. For all penalty parameter ε ą 0,
we compute the control that minimizes the penalized HUM functional Fε given by

Fεpuq :=
1
2

}u}2
L2pωˆp0,Tqq

+
1
2ε

}ypT; y0,uq}2
L2pΩq

,

where y is the solution to (5.1). We can find in [Boy13] the argument relating the null/appro-
ximate controllability and this kind of functional. Using the Fenchel-Rockafellar theory (see
[ET74] p. 59) we know that the minimum of Fε is equal to the opposite of the minimum of
Jε, the so-called dual functional, defined for all ϕ0 P L2pΩq by

Jεpϕ0q :=
1
2

}ϕ}2
L2pqTq

+
ε

2
}ϕ0}2

L2pQTq
+ xypT; y0, 0q, ϕ0yL2pΩq,

where ϕ is the solution to the backward System (5.35). Moreover the minimizers uε and ϕ0,ε

of the functionals Fε and Jε respectively, are related through the equality uε = 1ωϕε, where
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ϕε is the solution to the backward System (5.35) with the initial data ϕpTq = ϕ0,ε. A simple
computation leads to

∇Jεpϕ0q = Λϕ0 + εϕ0 + ypT; y0, 0q,

with the Gramiam operator Λ defined as follows

Λ : L2pΩq ÞÑ L2pΩq,
ϕ0 Ñ wpTq,

where w is the solution to the following backward and forward systems

$
’’&
’’%

´Btϕ = ∆ϕ in QT ,

ϕ = 0 on ΣT ,

ϕpTq = ϕ0 in Ω

(5.35)

and $
’’&
’’%

Btw = ∆w + 1ωϕ in QT ,

w = 0, on ΣT ,

wp0q = 0 in Ω.

(5.36)

Then the minimizer uε of Fε will be computed with the help of the minimizerϕ0,ε of Jε which
is the solution to the linear problem

pΛ + εqϕ0,ε = ´ypT; y0, 0q.

Remark 5.2. The proof of Theorem 1.7 in [Boy13] can be adapted to prove that

(i) System (5.1) is Π1-null controllable if and only if sup
εą0

ˆ
inf

L2pωˆp0,Tqq
Fε

˙
ă 8,

(ii) System (5.1) is Π1-approximately controllable if and only if yεpTq ÝÑ
εÑ0

0,

where yε is the solution to System (5.1) for the control uε.

System (5.1) with T = 0.005, Ω := p0, 2πq, ω := p0, πq and y0 := 100 sinpxq has been consi-
dered. We take the two expressions below for the coupling coefficient α that correspond
respectively to Cases (1)-(2) and (3) in Theorem 1.3:

(a) αpxq = 1,

(b) αpxq =
ř

pě0

1
p2 cosp15pxq.

Systems (5.1) and (5.35)-(5.36) are discretized with backward Euler time-marching scheme
(time step δt = 1/400) and standard piecewise linear Lagrange finite elements on a uniform
mesh of size h successively equal to 2π/50, 2π/100, 2π/200 and 2π/300. We follow the me-
thodology of F. Boyer (see [Boy13]) that introduces a penalty parameter ε = φphq := h4. We
denote by Eh, Uh and L2

δtp0,T; Uhq the fully-discretized spaces associated to L2pΩq, L2pωq and
L2pqTq. Fh,δt

ε is the discretization of Fε and pyh,δt
ε , zh,δt

ε ,uh,δt
ε q the solution to the corresponding

fully-discrete problem of minimisation. For more details on the fully-discretization of Sys-
tem (5.1) and Gramiam Λ (used to the minimisation of Fǫ), we refer to Section 3 in [Boy13]
and in [GLH08, p. 37] respectively. The results are depicted Figure A.1 and A.2.
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10´3 10´2

10´5

10´4

10´3

10´2

10´1

100

101

h

infuh,δtPL2
δtp0,T;Uhq Fh,δt

ǫ puh,δtq (slope =-0.103)

}uh,δt
ǫ }L2

δtp0,T;Uhq (slope =-6.34e-2)

}yh,δt
ǫ pTq}Eh (slope =2.74)

Figure A.1: Minimal value of the functional Fh,δt
ǫ in L2

δtp0,T; Uhq, norm of the control }uh,δt
ǫ }L2

δtp0,T;Uhq,

and distance to the target }yh,δt
ǫ pTq}Eh in Case (a).

10´3 10´2

10´4

10´3

10´2

10´1

100

101

h

infuh,δtPL2
δtp0,T;Uhq Fh,δt

ǫ puh,δtq (slope =-3.80)

}uh,δt
ǫ }L2

δtp0,T;Uhq (slope =-1.70)

}yh,δt
ǫ pTq}Eh (slope =8.34e-2)

Figure A.2: Minimal value of the functional Fh,δt
ǫ in L2

δtp0,T; Uhq, norm of the control }uh,δt
ǫ }L2

δtp0,T;Uhq,

and distance to the target }yh,δt
ǫ pTq}Eh in Case (b).
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As mentioned in the introduction of the present article (see Theorem 1.3), in both situa-
tions (a) and (b), System (5.1) is Π1-approximately controllable and we observe indeed in
Figure A.1 and A.2 that the norm of the numerical solution to System (5.1) at time T (´N´)
is decreasing when reducing the penality parameter ε = h4.

In Figure A.1, the minimal value of the functional Fh,δt
ε (´ ‚ ´) as well as the L2-norm

of the control uh,δt
ε (´�´) remain roughly constant whatever is the value of h (and ε = h4).

This appears in agreement with the results (1)-(2) of Theorem 1.3, that state the Π1-null
controllability of System (5.1) in Case (a) of a constant coupling coefficient α (see Remark
5.2 (i)). Furthermore the convergence to the null target is approximately of order 2 (slope
of 2.27). This is in agreement with the convergence rate established in [Boy13, Proposition
2.2], which should be h2 for ε = h4 (this result should be in fact slightly adapted to consider
Π1-null controllability).

At the opposite, in Figure A.2, the minimal value of the functional Fh,δt
ε as well as the L2-

norm of the control uh,δt
ε are strongly increasing whenever h (and ε) become smaller. This

coincides with point (3) of Theorem 1.3: for the chosen value of the coupling coefficient α
in Case (b), no Π1-null controllability of System (5.1) is expected. Moreover, convergence to
the null target is quite slow, with a slope of approximately 8.34e ´ 2.

Acknowledgements. The authors thank Assia Benabdallah and Franck Boyer for their
interesting comments and suggestions. They thank as well the two referees for their remarks
that helped to improve the paper.
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Annexe B

Schémas numériques pour la

contrôlabilité partielle

Résumé

Dans cette partie, nous illustrerons numériquement des problèmes de contrôlabilité

partielle approchée et à zéro de [AKCD15]. La difficulté principale consiste à distinguer

la contrôlabilité approchée et la contrôlabilité à zéro sur un système donné. Pour ce faire,

nous emploierons la "Hilbert Uniqueness Method", dite HUM, initialement introduite

dans [GLH08] (voir également [Lio68]) en suivant la méthodologie de [Boy13]. Dans un

premier temps, nous expliquerons comment utiliser la pénalisation et la dualité et quelles

en sont les différents atouts. Nous discrétiserons ensuite le système parabolique étudié

dans ce chapitre à l’aide d’un θ-schéma en temps et des techniques d’éléments finis, puis

de différences finies en espace. Les fonctionnelles considérées seront minimisées grâce à

un algorithme de type gradient conjugué détaillé en annexe. Nous terminerons par des

illustrations numériques.

Structure

1 Contrôlabilité et contrôle optimal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 166
2 Approximation numérique du problème de contrôle . . . . . . . . . . . . . . . . 174
3 Simulations numériques. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 187
References. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 193
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B. Schémas numériques pour la contrôlabilité partielle

1 Contrôlabilité et contrôle optimal

1.1 Cadre et problème

Soit un domaine borné Ω Ă R
N (N ě 1) de bord BΩ de classe C2, un ouvert non

vide ω de Ω et un temps final T ą 0. Considérons le système de n équations paraboliques
contrôlées par m forces

$
’’&
’’%

Bty = ∆y + Ay + 1ωBu dans QT := Ω ˆ p0,Tq,
y = 0 sur ΣT := BΩ ˆ p0,Tq,
yp¨, 0q = y0 dans Ω,

(1.1)

où y0 P L2pΩ;Rnq est la donnée initiale, u P L2pQT ;Rmq est le contrôle,

A P L8pQT ;LpRnqq et B P L8pQT ;LpRm;Rnqq.

Pour toute donnée initiale y0 P L2pΩ;Rnq et tout contrôle u P L2pQT ;Rmq, le système (1.1)
admet une unique solution dans Wp0,Tqn (Cf [Lio68], p. 102), où

Wp0,Tq := tv P L2p0,T; H1
0pΩqq; Btv P L2p0,T; H´1pΩqqu. (1.2)

On notera ypt; y0,uq cette solution à l’instant t.
Soit p P t1, ...,nu et Πp la matrice de projection définie comme suit :

Πp : R
n Ñ R

p,

py1, ..., ynq ÞÑ py1, ..., ypq,

ou plus précisément Πp := pIp 0p,n´pq avec Ip la matrice identité deLpRpq et 0p,p´n la matrice
nulle de LpRn´p,Rpq.

Pour tout r P N
˚ et tout ensemble E, nous utiliserons les notations suivantes :

} ¨ }E := } ¨ }L2pEq, x¨, ¨yE := x¨, ¨yL2pEq,

} ¨ }E,r := } ¨ }L2pE;Rrq, x¨, ¨yE,r := x¨, ¨yL2pE;Rrq.

Le système (1.1) est dit
‚ Πp-approximativement contrôlable à zéro à partir de la donnée initiale y0 P L2pΩ;Rnq

sur l’intervalle de temps p0,Tq, si pour tout réel ε ą 0 il existe un contrôle uε P
L2pQT ;Rmq tel que

}ΠpypT; y0,uεq}Ω,p ď ε.

‚ Πp-exactement contrôlable à zéro à partir de la donnée initiale y0 P L2pΩ;Rnq sur
l’intervalle de temps p0,Tq, si il existe un contrôle uε P L2pQT ;Rmq tel que

ΠpypT; y0,uεq ” 0 dans Ω.

Remarque 1.1. Dans la littérature, les auteurs s’intéressent en général à la contrôlabilité à
partir de toutes données initiales et non à partir d’une en particulier. La notion étudiée
ici permet d’apporter de nouvelles informations lorsque le système n’est pas contrôlable à
partir de toutes données initiales, plus précisément de savoir pour quelles données initiales
le système est contrôlable ou non.
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Remarque 1.2. Soit y0 P L2pΩ;Rnq et ε ą 0. Supposons que le système (1.1) soit approximati-
vement contrôlable à zéro à partir de la donnée initiale y0. L’opérateur différentiel ∆+A est
générateur d’un semi-groupe analytique petp∆+Aqqtě0 (Cf [Paz83]). Ainsi l’image de eTp∆+Aq

est dense dans L2pΩ;Rnq. Pour toute cible yT P L2pΩ;Rnq, il existe donc une donnée initiale
ỹ0 P L2pΩ;Rnq telle que

}yT ´ eTp∆+Aq ỹ0}Ω,n ď ε.

De plus, comme le système (1.1) est approximativement contrôlable à zéro, il existe un
contrôle uε P L2pQT ;Rmq tel que

}ΠpypT; y0 ´ ry0,uεq}Ω,p ď ε.

D’où

}ΠpypT; y0,uεq ´ ΠpyT}Ω,p ď }ΠpypT; y0,uεq ´ ΠpeTp∆+Aq ỹ0}Ω,p

+}ΠpyT ´ ΠpeTp∆+Aq ỹ0}Ω,p

ď }ΠpypT; y0 ´ ỹ0,uεq}Ω,p + }ΠpyT ´ ΠpeTp∆+Aq ỹ0}Ω,p

ď 2ε.

Comme dans le cas Πp = In (Cf [Boy13]), les notions de Πp-contrôlabilité approchée à zéro
et de Πp-contrôlabilité approchée sont équivalentes. Nous étudierons donc seulement la
Πp-contrôlabilité approchée à zéro.

1.2 Fonctionnelle pénalisée

Lorsque l’on s’intéresse à la contrôlabilité d’un système, le contrôle n’est en général
pas unique. Par exemple, numériquement il est plus raisonnable de demander à un algo-
rithme d’approcher un contrôle particulier que toute une classe de contrôles. La méthode
HUM propose d’en choisir un qui minimise une certaine fonctionnelle. En ce qui concerne
la contrôlabilité partielle, pour une donnée initiale y0 P L2pΩ;Rnq fixée, elle consiste par
exemple à résoudre, pour un δ ě 0 fixé, le problème de minimisation

inf
uPAdmpy0,δq

Fpuq, (1.3)

où la fonctionnelle F est définie pour tout u P L2pQT ;Rmq par

Fpuq = 1
2

}u}2
QT ,m

(1.4)

et
Admpy0, δq := tu P L2pQT ;Rmq : }ΠpypT; y0,uq}Ω,p ď δu.

Nous remarquons d’une part que l’ensemble Admpy0, δq est non vide pour tout δ ą 0 si
et seulement si le système (1.1) est Πp-approximativement contrôlable à zéro à partir de la
donnée initiale y0. D’autre par t, l’ensemble Admpy0, 0q est non vide si et seulement si le
système (1.1) est Πp-exactement contrôlable à zéro à partir de la donnée initiale y0.

Lorsque l’on souhaite résoudre numériquement le problème (1.3) directement, nous
pouvons rencontrer quelques difficultés. D’une part, si le système (1.1) n’est pas Πp-exacte-
ment contrôlable à zéro, l’ensemble Admpy0, 0q est vide, et le problème (1.3) n’a donc pas
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de solution. D’autre part, lorsque δ = 0, la fonctionnelle duale associée à (1.4), dont nous
parlerons par la suite, ne sera coercive que dans le complété de L2pΩ;Rpq pour une certaine
norme, ce qui numériquement représente d’autres difficultés (Cf [GLH08, Rem. 1.17]). En-
fin, si δ ą 0, la fonctionnelle duale ne sera pas différentiable (Cf [GLH08, p. 16]). Pour
ces différentes raisons, nous serons amenés à considérer la fonctionnelle (1.6) dite pénalisée
qui possédera de meilleures propriétés que (1.4). Pour plus d’explication nous renvoyons à
[Cia82]. Plus précisément, nous nous intéresserons au problème de minimisation

inf
uPL2pQTq

Fεpuq, (1.5)

où, pour toute pénalité ε ą 0, la fonctionnelle HUM pénalisée Fε est donnée par

Fεpuq = 1
2

}u}2
QT ,m
+

1
2ε

}ΠpypT; y0,uq}2
Ω,p. (1.6)

La fonctionnelle Fε étant quadratique, non nulle et positive, elle est donc strictement
convexe. Puisque de plus l’application linéaire

L2pQT ;Rmq ÞÑ L2pΩ;Rpq
u Ñ ΠpypT; 0,uq

est bornée, Fε est continue sur L2pQT ;Rmq. Si }u}QT ,m tend vers +8 alors Fεpuq tend égale-
ment vers +8, donc Fε est coercive. La fonctionnelle Fε est strictement convexe, continue et
coercive sur un espace vectoriel, elle admet ainsi un unique minimum sur L2pQT ;Rmq. Le
rapport entre la Πp-exacte contrôlabilité à zéro du système (1.1) et la fonctionnelle Fε n’est
pas immédiat, et peut être précisé à l’aide du théorème suivant (adaptation du Théorème
1.7 de [Boy13]) :

Théorème 1.1. (1) Le système (1.1) est Πp-approximativement contrôlable à zéro à partir de la
donnée initiale y0 si et seulement si nous avons

ΠpypT; y0,uεqÝÑ
εÑ0

0, (1.7)

où uε est le minimiseur de Fε définie dans (1.6).

(2) Le système (1.1) est Πp-exactement contrôlable à zéro à partir de la donnée initiale y0 si et seule-
ment si nous avons

M2
y0,T := 2 sup

εą0

ˆ
inf

L2pQT ;Rmq
Fε

˙
ă 8. (1.8)

De plus, dans le cas où (1.8) est satisfaite, nous avons

piq }uε}QT ,m ď My0,T piiq }ΠpypT; y0,uεq}Ω,p ď My0,T
?
ε

piiiq M2
y0,T
= }u0}2

QT ,m
pivq uεÝÑ

εÑ0
u0 dans L2pQT ;Rmq,

où u0 est le minimiseur de la fonctionnelle F sur l’ensemble des contrôles u de L2pQT ;Rmq satis-
faisant ΠpypT; y0,uq = 0, c’est-à-dire sur Admpy0, 0q.

Preuve. (1) Si la condition (1.7) est satisfaite, alors le système (1.1) est Πp-approximativement
contrôlable à partir de la donnée initiale y0. Si maintenant on suppose que le système
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(1.1) est Πp-approximativement contrôlable à partir de la donnée initiale y0, pour tout
β ą 0, il existe un contrôle w tel que la solution y du système (1.1) satisfasse

››ΠpypT; y0,wq
››

Ω,p ď
β

?
2
. (1.9)

Soit ε ą 0 tel que

ε}w}2
QT ,m

ď
β2

2
. (1.10)

Si l’on considère uε l’argument minimum de la fonctionnelle pénalisée Fε, uε satisfait en
particulier

Fεpuεq =
1
2

}uε}2
QT ,m
+

1
2ε

››ΠpypT; y0,uεq
››2

Ω,p .

On en déduit ››ΠpypT; y0,uεq
››2

Ω,p = 2ε
´

Fεpuεq ´ 1
2 }uε}2

QT ,m

¯

ď 2εFεpuεq.
(1.11)

Puisque uε est le minimiseur de Fε, on a

Fεpuεq ď Fεpwq = 1
2

}w}2
QT ,m
+

1
2ε

››ΠpypT; y0,wq
››2

Ω,p . (1.12)

En combinant (1.11)-(1.12), puis (1.9)-(1.10), on obtient

››ΠpypT; y0,uεq
››2

Ω,p ď 2ε

ˆ
1
2

}w}2
QT ,m
+

1
2ε

››ΠpypT; y0,wq
››2

Ω,p

˙

ď 2ε

˜
β2

4ε
+
β2

4ε

¸

ď β2.

On en conclut donc que
ΠpypT; y0,uεqÝÑ

εÑ0
0.

(2) Si l’on suppose que le système (1.1) est Πp-exactement contrôlable à zéro, alors l’en-
semble Admpy0, 0q est non vide. De plus F est coercive, c’est-à-dire pour une suite pukqkPN˚

telle que }uk}L2pQT ;Rmq converge vers +8, alors la suite p|Fpukq|qkPN˚ converge également
vers +8. De la même manière que pour Fε, la fonctionnelle F est strictement convexe,
continue et coercive sur un ensemble non vide fermé et strictement convexe. Elle admet
donc un unique minimiseur u0 sur Admpy0, 0q. On remarque que Fεpu0q = 1

2 }u0}2
QT ,m

pour tout ε ą 0. On obtient ainsi

sup
εą0

"
inf

L2pQTq
Fε

*
ď 1

2
}u0}2

QT ,Rm ,

et donc
M2

y0,T ď }u0}2
QT ,m

. (1.13)

Ainsi la Πp-exacte contrôlabilité à zéro du système (1.1) implique la condition (1.8).

Supposons maintenant que la condition (1.8) soit vérifiée. Alors on a pour tout ε ą 0

}uε}2
QT ,m
+

1
ε

}ΠpypT; y0,uεq}2
Ω,p ď M2

y0,T .
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On en déduit directement les items (i) et (ii) du Théorème 1.1. Étant donnée que la so-
lution dans Wp0,Tqn du système (1.1) dépend continument du contrôle et de la donnée
initiale (Cf [Lio68, p. 102]), les solutions yε associées aux contrôles uε sont uniformé-
ment bornées dans Wp0,Tqn. Il existe alors une suite pεkqkPN˚ Ă R

˚
+ qui converge vers 0

et telle que $
’’&
’’%

yεk á y faiblement dans Wp0,Tqn,

uεk á u faiblement dans L2pQT ;Rmq,
ΠpypT; y0,uεk q Ñ 0 fortement dans L2pΩ;Rpq.

En passant à la limite faible dans le système (1.1), y est solution de (1.1). L’injection

Wp0,Tqn
ãÑ Cp0,T; L2pΩ;Rnqq

étant continue (Cf [DL88] p. 570), la suite pΠpyεk pT; y0,uεk qqkPN˚ converge faiblement
dans l’espace L2pΩ;Rnq vers ΠpypT; y0,uq. Par unicité de la limite, ΠpypT; y0,uq = 0.
Ainsi la condition (1.8) implique la Πp-exacte contrôlabilité à zéro du système (1.1).

Il reste à démontrer les items (iii) et (iv) du Théorème 1.1. Par définition de u0, on a
}u0}QT ,m ď }u}QT ,m, on en déduit, avec (i) et (1.13), les inégalités suivantes :

lim sup
kÑ+8

}uεk }2
QT ,m

ď M2
y0 ď }u0}2

QT ,m
ď }u}2

QT ,m
.

De plus, comme puεk qkPN converge vers u faiblement, nous avons l’inégalité suivante :

}u}2
QT ,m

ď lim inf
kÑ+8

}uεk }2
QT ,m

(Cf [Bre83, p. 35]). On en conclut que la convergence de la suite puεk qkPN vers u est en
réalité forte (Cf [Bre83, p. 52]) et M2

y0 = }u0}2
QT ,m

= }u}2
QT ,m

. On a ainsi montré (iii). Le
minimum de F étant unique, on a également u = u0 et on en déduit (iv).

1.3 Problème dual

Nous présentons dans cette section comment appliquer la théorie de Fenchel - Rocka-
fellar (Cf [Fen49 ; FB53 ; Roc66 ; Roc67 ; Roc69]) au problème de minimisation (1.5). Cette
théorie permet de construire un problème dit dual équivalent au problème (1.5) qui sera
dit primal. Ce nouveau problème peut avoir des avantages tant théoriques que numériques.
Nous donnerons plus de détails par la suite. La théorie Fenchel-Rockafellar est un cas par-
ticulier de la méthode des points selles et du Lagrangien. Nous suivrons ici le formalisme
de [ET74]. Nous renvoyons à [Cia82], pour une étude en dimension finie du Lagrangien, et
à [Fur00, p. 72] pour des problèmes non linéaires en dimension infinie.

Pour la suite nous aurons besoin de la définition de fonctionnelle conjuguée.

Definition 1.1. ([Bre83, p. 9]) Soit V un espace vectoriel et F : V Ñs ´ 8,+8s une fonc-
tionnelle telle que F ‰ +8. La fonctionnelle conjuguée à F est l’application F˚ donnée par
:

F˚ : V˚ Ñ s ´ 8,+8s
u˚ ÞÑ sup

uPV
txu,u˚yV,V˚ ´ Fpuqu,

où V˚ est l’ensemble des formes linéaires sur V (dual algébrique).
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La théorie de Fenchel-Rockafellar pour des fonctionnelles de la forme (1.14) peut s’écrire
de la façon suivante :

Théorème 1.2. ([ET74, p. 59]) Soit V un espace de Banach réflexif, Y un espace vectoriel topologique
séparé et F la fonctionnelle définie pour tout u P V par

Fpuq := F1puq + F2pLuq (1.14)

avec F1 : V Ñs´8,+8s et F2 : Y Ñs´8,+8s différentiables et L : V Ñ Y linéaire. On considère
la fonctionnelle dite duale à J définie pour tout y P Y par Jpyq = F˚

1 pL˚yq+ F˚
2 p´yq où F˚

1 , F˚
2 sont

les fonctionnelles conjuguées à F1 et F2 et L˚ est l’opérateur adjoint de L. On suppose que F et J sont
strictement convexes et coercives sur leur ensemble de définition.
Alors F et J admettent chacune un unique minimum. De plus, on a l’égalité

inf
uPV

Fpuq = ´ inf
yPY

Jpyq

et les minimiseurs respectifs u et y de F et J vérifient l’égalité

dF1

du
puq = L˚y.

A l’aide de ce théorème, le minimiseur uε de Fε du Théorème 1.1 est caractérisé comme
suit

Proposition 1.1. Soit ε ą 0 et considérons la fonctionnelle Jε définie pour tout ϕT P L2pΩ;Rpq
par

JεpϕTq =
1
2

}1ωB˚ϕ}2
QT ,m
+
ε

2
}ϕT}2

Ω,p + xΠpypT, y0, 0q, ϕTyΩ,p, (1.15)

avec ϕ la solution du système rétrograde
$
’’&
’’%

´Btϕ = ∆ϕ + A˚ϕ dans QT ,

ϕ = 0 sur ΣT ,

ϕp¨,Tq = Π˚
pϕ

T dans Ω.

(1.16)

Les fonctionnelles Fε et Jε admettent chacune un unique minimum uε etϕT
ε respectivement. De plus,

nous avons
Fεpuεq = ´JεpϕT

ε q (1.17)

et les minimiseurs uε et ϕT
ε sont reliés par la relation suivante :

uε = 1ωB˚ϕε dans L2pQT ;Rmq, (1.18)

où ϕε est la solution du système (1.16) avec la donnée initiale ϕpTq = Π˚
pϕ

T
ε .

Preuve. Nous rappelons que Fε admet un unique minimum. Afin d’appliquer la théorie de
Fenchel-Rockafellar, nous écrirons la fonctionnelle Fε comme suit :

Fεpuq = F1puq + F2,εpLuq,

où F1, F2,ε et L sont définies pour tout u P L2pQT ;Rmq et tout g P L2pΩ;Rpq par

F1puq :=
1
2

}u}2
QT ,m

, F2,εpgq :=
1
2ε

}g +ΠpypT; y0, 0q}2
Ω,p et Lu := ΠpypT; 0,uq.
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Pour tout ε ą 0, introduisons la fonctionnelle duale associée à Fε définie pour tout ϕT P
L2pΩ;Rpq par

JεpϕTq := F˚
1 pL˚ϕTq + F˚

2,εp´ϕTq,

où F˚
1 et F˚

2,ε sont les fonctionnelles conjuguées à F1 et F2,ε respectivement. Après calcul,
on obtient la formulation (1.15) où ϕ est la solution du système dual (1.16) pour la donnée
initiale ϕT . En effet, pour tout v P L2pQT ;Rmq, la fonction conjuguée à F1 s’écrit de la façon
suivante :

F˚
1 pvq = sup

v̂PL2pQT ;Rmq

 
xv, v̂yQT ,m ´ F1pv̂q

(

= sup
v̂PL2pQT ;Rmq

!
xv, v̂yQT ,m ´ 1

2 }v̂}2
QT ,m

)

= sup
v̂PL2pQT ;Rmq

!
xv, v̂yQT ,m ´ 1

2 }v̂}2
QT ,m

´ 1
2 }v}2

QT ,m

)
+ 1

2 }v}2
QT ,m

= sup
v̂PL2pQT ;Rmq

!
´ 1

2 }v ´ v̂}2
QT ,m

)
+ 1

2 }v}2
QT ,m

= 1
2 }v}2

QT ,m

= F1pvq,

si l’on note yT := ΠpypT; y0, 0q, pour tout ϕT P L2pΩ;Rpq on a

F˚
2,εpϕTq = sup

gPL2pΩ;Rpq

 
xϕT , gyΩ,p ´ F2,εpgq

(

= sup
gPL2pΩ;Rpq

!
xϕT , gyΩ,p ´ 1

2ε}g + yT}2
Ω,p

)

= sup
gPL2pΩ;Rpq

!
xg, ϕT ´ 1

ε yTyΩ,p ´ 1
2ε}g}2

Ω,p

)
´ 1

2ε}yT}2
Ω,p

= sup
gPL2pΩ;Rpq

!
1
εxg, εϕT ´ yTyΩ,p ´ 1

2ε}g}2
Ω,p ´ 1

2ε}εϕT ´ yT}2
Ω,p

)

+ 1
2ε}εϕT ´ yT}2

Ω,p ´ 1
2ε}yT}2

Ω,p

= sup
gPL2pΩ;Rpq

!
´ 1

2ε}g ´ εϕT + yT}2
Ω,p

)
+ ε

2 }ϕT}2
Ω,p ´ xϕT , yTyΩ,p

= ε
2

››ϕT
››2

Ω,p ´ xϕT , yTyΩ,p,

et enfin pour tout u P L2pQT ;Rmq, ϕT P L2pΩ;Rpq et ϕ la solution du problème dual (1.16)
nous avons

xLu, ϕTyΩ,p = xypT; 0,uq, ϕpTqyΩ,n

= xBtyp¨; 0,uq, ϕyQT ,n + xyp¨; 0,uq, BtϕyQT ,n

= x1ωBu, ϕyQT ,n = xu,1ωB˚ϕyQT ,m,

d’où

L˚ϕT = 1ωB˚ϕ.

La fonctionnelle Jε est combinaison d’une forme quadratique positive et d’une application
linéaire continue, elle est donc continue et strictement convexe.
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De plus, pour tout ϕT P L2pΩ;Rpq, on a

JεpϕTq ě ε
2 }ϕT}2

Ω,p + xΠpypT, y0, 0q, ϕTyΩ,p

ě ε
4 }ϕT}2

Ω,p ´ 1
ε}ΠpypT, y0, 0q}2

Ω,p,

on en déduit donc que Jε est coercive. Les fonctionnelles F1 et F2,ε sont différentiables, stric-
tement convexes et coercives sur leur ensemble de définition et l’opérateur L est linéaire,
donc d’après le Théorème 1.2, Jε admet un unique minimum sur L2pΩ;Rpq et les relations
(1.17) et (1.18) entre le minimum de ces fonctionnelles et leur minimiseurs sont vérifiées.

Remarque 1.3. Le minimum de Fε est en réalité caractérisé par le système primal (1.1), le
système dual (1.16) et l’égalité (1.18). Ce résultat peut être obtenu à l’aide du Théorème 2.2
p. 131 dans [Lio68], ce qui nous permet de s’épargner du calcul des fonctions conjuguées
à F1 et F2,ε. Les résultats de [Lio68] permettent d’appliquer la théorie de la dualité à des
systèmes linéaires paraboliques et elliptiques très généraux, mais ne donnent pas explici-
tement l’expression de Jε, qui va, elle, nous être utile par la suite lors de l’approximation
numérique.

1.4 Solution du problème de contrôle optimal

Nous nous intéressons dans cette section à la manière de trouver une solution explicite
du problème (1.5) en vue de construire un schéma numérique. D’après la Proposition 1.1,
(1.5) est équivalent au problème de minimisation

inf
ϕTPL2pΩ;Rpq

JεpϕTq, (1.19)

plus précisément, les solutions uε et ϕT
ε de (1.5) et (1.19) sont reliées par l’égalité

uε = 1ωB˚ϕε dans L2pQT ;Rmq,

où ϕε est la solution du système (1.16) avec la donnée initiale ϕpTq = Π˚
pϕ

T
ε .

Proposition 1.2. La solution du problème (1.19) est donnée par la solution du problème linéaire

pΛ + εqϕT = ´ΠpypT; y0, 0q, (1.20)

avec le Gramien Λ défini par

Λ : L2pΩ;Rpq ÞÑ L2pΩ;Rpq
ϕT Ñ ΠpwpTq,

où w est obtenue à partir des deux systèmes dual et primal

$
’’&
’’%

´Btϕ = ∆ϕ + A˚ϕ dans QT ,

ϕ = 0 sur ΣT ,

ϕp¨,Tq = Π˚
pϕ

T dans Ω

$
’’&
’’%

Btw = ∆w + Ay + 1ωBB˚ϕ dans QT ,

w = 0, sur ΣT ,

wp¨, 0q = 0 dans Ω.

(1.21)

De plus, Λ + ǫId est une application linéaire symétrique définie positive.

173



B. Schémas numériques pour la contrôlabilité partielle

Preuve. Déterminons le gradient de Jε. Pour tout ϕT , h P L2pΩ;Rpq, on a

JεpϕT + hq = 1
2 }L˚pϕT + hq}2

QT ,m
+ ε

2 }ϕT + h}2
Ω,p + xΠpypT, y0, 0q, ϕT + hyΩ,p

= JεpϕTq + xLL˚ϕT , hyΩ,p + εxϕT , hy2
Ω,p + xΠpypT, y0, 0q, hyΩ,p + ophq.

Ainsi le gradient de la fonctionnelle Jε s’exprime comme suit :

∇JεpϕTq = ΛϕT + εϕT +ΠpypT; y0, 0q.

On en déduit que le minimiseur ϕT de Jε est la solution dans L2pΩ;Rpq du problème linéaire
(1.20). Puisque Λ = LL˚, nous remarquons de plus que pour tout ϕT , ψT P L2pΩ;Rpq, nous
avons l’égalité

xpΛ + εqϕT , ψTyΩ,p = εxϕT , ψTyΩ,p + xL˚ϕT ,L˚ψTyQT ,m,

= εxϕT , ψTyΩ,p + xB˚ϕ,B˚ψyωˆp0,Tq,m,

où ϕ et ψ sont les solutions du système (1.21) pour les données initiales ϕT et ψT . On en
déduit que pour tout ϕT , ψT P L2pΩ;Rpq,

xpΛ + εqϕT , ψTyΩ,p = xϕT , pΛ + εqψTyΩ,p

et pour tout ϕT P L2pΩ;Rpq non nul

xpΛ + εqϕT , ϕTyΩ,p ą 0.

Ainsi l’application pΛ + εq est symétrique et définie positive.

Remarque 1.4. D’après la Proposition 1.1, les minima de Jε et Fε sont reliés par la relation
(1.18). A partir du minimum de Fε, nous pouvons donc en déduire celui de Jε. Nous re-
marquons qu’une fois discrétisé, l’ensemble de définition de Jε, i.e. L2pQT ;Rmq, aura une
dimension bien supérieure à celui de Fε, i.e. L2pΩ;Rpq. C’est pour cette raison que nous
choisissons de chercher le minimum Fε plutôt que celui de Jε. Pour davantage d’exemples
pour lesquels il est avantageux de résoudre le problème dual que le problème primal, nous
renvoyons à [Cia82].

Remarque 1.5. Une façon de résoudre (1.20) est de calculer la matrice correspondante à l’opé-
rateur Λ + εId et de l’inverser, ce qui demandera beaucoup de temps de calcul. Puisque
l’opérateur Λ+ εId est symétrique et défini positif, nous pouvons utiliser un algorithme de
descente de gradient conjugué (détaillé dans le cas discret à la section 2.1).

2 Approximation numérique du problème de contrôle

Dans cette partie, nous discrétiserons le problème cible (1.1) en temps à l’aide d’un
θ-schéma avec θ P r0, 1s (différences finies pondérées, Cf [All05]). En ce qui concerne la dis-
crétisation en espace, nous commencerons par nous placer dans un cadre général et mon-
trerons ensuite comment il est possible de s’y ramener à partir de schémas de type éléments
finis et différences finies. Nous supposerons que les matrices de couplage A et de contrôle
B définies dans le systèmes (1.1) sont constantes en temps, afin de simplifier les notations.
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2.1 Cadre général

Dans cette section, nous nous placerons dans un cadre général que l’on peut retrouver
par exemple dans [Boy13 ; BHLR10a ; BHLR10b ; BHLR11 ; BLR14 ; LT06]. Soit un pas de
discrétisation en temps δt := T/M avec M P N

˚, et h le paramètre de discrétisation en espace
que nous préciserons dans les deux sections suivantes. Définissons les objets suivants :

‚ Trois espaces euclidiens Eh, Fh et Uh de dimension finie dont les produits scalaires et
les normes seront notés p¨, ¨qEh , p¨, ¨qFh , p¨, ¨qUh et | ¨ |Eh , | ¨ |Fh , | ¨ |Uh , respectivement. Nous
désignerons par 0h l’élément neutre de Eh.

‚ Un opérateur linéaireMh : Eh Ñ Eh symétrique et défini positif pour le produit sca-
laire p¨, ¨qEh et un opérateur linéaireAh : Eh Ñ Eh.

‚ Étant donné que l’opérateur Mh est symétrique et défini positif, on peut définir un
nouveau produit scalaire x¨, ¨yEh et une nouvelle norme } ¨ }Eh définis sur Eh pour tout
x, y P Eh par

xx, yyEh := pMhx, yqEh et }x}Eh := |M1/2
h x|Eh . (2.1)

‚ Deux opérateurs linéaires continus Bh : Uh Ñ Eh et Πh : Eh Ñ Fh où Eh est munis du
produit scalaire x¨, ¨yEh et de la norme } ¨ }Eh . Les opérateurs adjoints B˚

h et Π˚
h de Bh et

Πh définis pour tout x P Eh, y P Uh et z P Fh par

pB˚
h x, yqUh := xx,BhyyEh et xΠ˚

h z, xyEh := pz,ΠhxqFh . (2.2)

Nous supposerons que B˚
h est un opérateur borné.

‚ On suppose que l’opérateur Πh satisfait

ΠhΠ˚
h = IdFh . (2.3)

Nous remarquons qu’en tenant compte de (2.3), nous avons pour tout x, y P Fh

px, yqFh = xΠ˚
h x,Π˚

h yyEh et |x|Fh = }Π˚
h x}Eh .

‚ L’ensemble L2
δtp0,T; Uhq des éléments de UM

h (on notera 0δt l’élément neutre) munis du
produit scalaire et de la norme définie pour tout uδth := puk

hq1ďkďM, vδth := pvk
hq1ďkďM P

UM
h par

xuδth , v
δt
h yL2

δtp0,T;Uhq := δt
Mÿ

k=1

puk
h, v

k
hq2

Uh
et }uδth }L2

δtp0,T;Uhq :=

˜
δt

Mÿ

k=1

|uk
h|2Uh

¸1/2

.

Nous nous intéressons ici à la contrôlabilité du système complètement discrétisé suivant
:

$
’’&
’’%

Trouver pyk
hq0ďkďM P EM+1

h telle que :
1
δtMhpyk+1

h ´ yk
hq +Ahpθyk+1

h + p1 ´ θqyk
hq = Bhuk+1

h , @k P t0, ...,M ´ 1u,
y0

h = y0,h,

(2.4)

où y0,h P Eh est la donnée initiale et uδth := puk
hq1ďkďM P UM

h représente le contrôle. Nous
supposerons pour le moment que le système (2.4) admet une unique solution, nous mon-
trerons l’existence et l’unicité d’une solution dans le cas de schéma de type éléments finis
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B. Schémas numériques pour la contrôlabilité partielle

et différences finies. On notera

Lδth,Tpy0,h|uδth q = ΠhyM
h P Fh. (2.5)

Soit ε ą 0 et afin d’approcher la solution du problème d’optimisation (1.5), considérons
la fonctionnelle Fδth,ε définie pour tout uδth := puk

hq1ďkďM P L2
δtp0,T; Uhq par

Fδth,εpu
δt
h q :=

1
2

}uδth }2
L2
δtp0,T;Uhq

+
1
2ε

|Lδth,Tpy0,h,uδth q|2Fh
, (2.6)

où Lδth,T est défini dans (2.5). Le problème de minimisation (1.5) sera ainsi approché par le
problème de minimisation

inf
uδth PL2

δtp0,T;Uhq
Fδth,εpu

δt
h q. (2.7)

Supposons qu’il est possible d’introduire l’espace des familles de données initiales

Einit :=
ź

hą0

Eh.

Au lieu de faire tendre h et ε arbitrairement vers 0, une stratégie développée dans [Boy13]
consiste à choisir la pénalité en fonction de h. Pour le problème discret (2.4), nous utiliserons
donc la notion de contrôlabilité suivante :

Définition 2.1. Soit Y0 := py0,hqhą0 P Einit. Nous dirons que le problème discret (2.4) est

(i) Πp-φphq-exactement contrôlable à zéro à partir de la donnée initiale Y0 s’il existe h0 ą 0
et une fonction réelle g croissante avec gp0q = 0 telles que nous avons

sup
0ăhăh0

ˆ
inf

L2p0,T;Uhq
Fgphq

h,φphq

˙
ă +8,

où Fgphq

h,φphq
est considérée pour la donnée initiale y0,h.

(ii) Πp-φphq-approximativement contrôlable à zéro à partir de la donnée initiale Y0 s’il
existe une fonction g croissante avec gp0q = 0 telle que nous avons

lim
hÑ0

|Lgphq

h,T py0,h|ugphq

h,φphq
q|Fh Ñ 0.

Hypothèse 2.1. Soit Ah symétrique définie positive dans pEh, x., .yEh q et B˚
h une famille

d’opérateurs uniformément bornés. Considérons l’inégalité spectrale de Lebeau-Robbiano
suivante : il existe h0 ą 0, α P r0, 1q, β ą 0 et κ, � ą 0 tel que pour tout h ą h0 et pa jq j P R

N ,
nous avons

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
ÿ

µ j,hďµ

a jψ j,h

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌

2

Eh

=
ÿ

µ j,hďµ

|a j|2 ď κeκµ
α

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌B˚

h

¨
˝ ÿ

µ j,hďµ

a jψ j,h

˛
‚
ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌

2

Uh

@µ ă �
hβ
, (2.8)

où ψ j,h est une base constituée de vecteurs propres de Ah et µ j,h sont les valeurs propres
correspondantes.
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2. Approximation numérique du problème de contrôle

Théorème 2.1 (Cf [BHLR11]). Soit θ Ps1/2, 1s. Supposons que l’hypothèse 2.1 soit vérifiée, pre-
nons Πp := IdEh et soit φ telle que

lim inf
hÑ0

φphq
e´C/hβ

ą 0.

Alors il existe C1, C2, h0 ą 0 telle que pour tout 0 ă h ă h0,

δt ă C1| logφphq|´1 (2.9)

et pour toute donnée initiale y0
h P Eh, le contrôle uδt

h,φphq
P L2p0,T; Uhq obtenu en minimisant Jδt

h,ϕphq

est tel que

}uδth,φphq
}L2p0,T;Uhq ď C2|y0,h|Eh

et de plus on a

|Lδth,Tpy0,h|uδth,φphq
q|Eh ď C2

b
φphq|y0,h|Eh .

Remarque 2.1. Bien que ce théorème soit relativement général, il laisse encore plusieurs
points ouverts. Premièrement, nous pouvons nous demander si il est possible de se passer
de la condition CFL (Courant Friedrichs Lewy: pas de temps qui dépend du pas d’espace)
donnée en (2.9). Comme dans [BHLR11], nous observerons numériquement dans la section
3.2 que le pas de temps ne semble pas influer. Deuxièmement, en ce qui concerne l’étude
des systèmes, peut-on obtenir de tels résultats puisque l’opérateurAh n’est en général pas
symétrique ?

Remarque 2.2. Il existe d’autres stratégies permettant d’approcher numériquement ce type
de problème de contrôle. L’une d’entre elles est développée dans une suite d’articles [FCM11 ;
FCM12 ; FCM13 ; FCM14]. Par exemple pour l’équation de la chaleur avec des conditions de
Dirichlet aux bords

$
’’&
’’%

Bty = Bxxy + 1ωu dans p0, 1q ˆ p0,Tq,
y = 0 sur t0, 1u ˆ p0,Tq,
yp¨, 0q = y0 dans p0, 1q,

(2.10)

les auteurs approchent la solution du problème d’optimisation

Fpuq :=
1
2

ż

QT

ρy2 +
1
2

ż

qT

ρ0u2, (2.11)

où les fonctions ρ et ρ0 sont des poids définis sur QT s’écrasant exponentiellement aux temps
0 et T. La fonctionnelle (2.11) a été introduite dans [FI96] afin de démontrer la contrôlabilité
à zéro du système (2.10). Comme nous l’avons en partie remarqué dans l’introduction de
ce manuscrit, la solution de ce problème d’optimisation est très régulière. L’inconvénient
de cette méthode est qu’il faut adapter les poids en fonction de la situation étudiée. Il peut
être intéressant d’essayer d’appliquer cette stratégie pour l’étude de la contrôlabilité des
systèmes paraboliques.

Similairement à la Proposition 1.1, à l’aide la théorie de Fenchel-Rockfellar, le minimi-
seur de la fonctionnelle Fδth,ε est caractérisé de la façon suivante :
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B. Schémas numériques pour la contrôlabilité partielle

Proposition 2.1. Considérons la fonctionnelle définie pour tout ϕT
h P Fh par

Jδth,εpϕ
T
h q :=

1
2

}B˚
h pϕT

h q}2
L2
δtp0,T;Uhq

+
ε

2
|ϕT

h |2Fh
+ pyT

h , ϕ
T
h qFh , (2.12)

où yT
h := Lδth,Tpy0,h|0δtq et pϕk

hq1ďkďM+1 est la solution pour la donnée initiale ϕM+1
h = Π˚

hϕ
T
h du

système adjoint

$
’’&
’’%

Trouver pϕk
hq1ďkďM+1 P EM+1

h tel que
1
δtMhpϕM ´ ϕM+1q + θAhϕ

M = 0h,

1
δtMhpϕk ´ ϕk+1q +Ahpθϕk + p1 ´ θqϕk+1qq = 0h @k P t1, ...,M ´ 1u.

(2.13)

Si l’on note respectivement uδth,ε et ϕT
h,ε les minimiseurs respectifs des fonctionnelles Fδth,ε et Jδth,ε, on a

inf
L2
δtp0,T;Uhq

Fδth,ε = Fδth,εpu
δt
h,εq = ´Jδth,εpϕ

T
h,εq = ´ inf

Fh

Jδth,ε, (2.14)

et de plus pour tout k P t1, ...,Mu
uk

h = B
˚
hϕ

k
h,ε, (2.15)

où ϕδth,ε := pϕk
h,εq1ďkďM+1 est la solution du système adjoint (2.13) pour la donnée initiale ϕT

h,ε.

Preuve. Procédons de la même manière que dans la preuve de la Proposition 1.1. Pour tout
uδth P L2

δtp0,T; Uhq
|Fδth,εpu

δt
h q| ě 1

2
}uδth }2

L2
δtp0,T;Uhq

,

donc Fδth,ε est coercive. Avec les mêmes arguments que dans la preuve du Théorème 1.1, Fδth,ε

est continue et strictement convexe. Elle admet ainsi un unique minimum sur L2
δtp0,T; Uhq.

Ecrivons la fonctionnelle Fδth,ε comme suit :

Fδth,εpu
δt
h q = Fδth,1puδth q + Fδth,2,εpL

δt
h,εu

δt
h q,

où pour tout uδth = puk
hq1ďkďM P L2

δtp0,T; Uhq et tout gh P Eh

Fδth,1puδth q :=
1
2

Mÿ

k=1

δt|uk
h|2Uh

, Fδth,2,εpghq :=
1
2ε

|gh + yT
h |2Fh

et Lδth,εu
δt
h := ΠhL

δt
h,Tp0h|uδth q,

où yT
h := Lδth,Tpy0

h|0δtq. Pour tout ε ą 0, introduisons la fonctionnelle duale de Fδth,ε définie
pour tout ϕT

h P Eh par

Jδth,εpϕ
T
h q := Fδt˚h,1 pLδt˚h,ε ϕ

T
h q + Fδt˚h,2,εp´ϕT

h q,

où Fδt˚h,1 et Fδt˚h,2,ε sont les fonctionnelles conjuguées à Fδth,1 et Fδth,2,ε respectivement. En utilisant
le même raisonnement que dans la preuve de la Proposition 1.1, pour tout vδth = pvk

hq1ďkďM P
L2
δtp0,T; Uhq et ϕT

h P Fh, on a

Fδt˚h,1 pvδth q = Fδth,1pvδth q, Fδt˚h,2,εpϕ
T
h q = ε

2

ˇ̌
ϕT

h

ˇ̌2
Fh

´ pϕT
h , y

T
h qFh .

Calculons maintenant l’adjoint de l’opérateur Lδth,ε. Soient uδth = puk
hq1ďkďM P L2

δtp0,T; Uhq
et ϕT

h P Fh. Notons pyk
hq0ďkďM la solution du problème primal (2.4) pour la donnée initiale
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y0
h := 0h et le contrôle uδth , et pϕk

hq1ďkďM+1 celle du problème dual (2.13) pour la donnée
initiale ϕT

h P Fh. En utilisant la définition de Lδth,ε, on a

pLδth,εu
δt
h , ϕ

T
h qFh = pΠhyM

h , ϕ
T
h qFh . (2.16)

A l’aide de la définition de Π˚
h , nous en déduisons

pΠhyM
h , ϕ

T
h qFh = xyM

h ,Π
˚
hϕ

T
h yEh . (2.17)

La définition (2.1) du produit scalaire x¨, ¨yEh et le fait que ϕM+1
h = Π˚

hϕ
T
h donnent

xyM
h ,Π

˚
hϕ

T
h yEh = pMhyM

h ,Π
˚
hϕ

T
h qEh = pMhyM

h , ϕ
M+1
h qEh . (2.18)

Comme y0
h = 0h, on remarque que

pMhyM
h , ϕ

M+1
h qEh

=
řM´1

k=0 δtp 1
δtMhpyk+1

h ´ yk
hq, ϕk+1

h qEh +
řM

k=0 δtpyk
h,

1
δtMhpϕk+1

h ´ ϕk
hqqEh .

(2.19)

En remplaçant 1
δtMhpyk+1

h ´ yk
hq et 1

δtMhpϕk+1
h ´ ϕk

hq du membre de droite de (2.19) par les
expressions correspondantes des systèmes (2.4) et (2.13), on en déduit

pMhyM
h , ϕ

M+1
h qEh

=
řM´1

k=0 δtr´θpAhyk+1
h , ϕk+1

h qEh ´ p1 ´ θqpAhyk
h, ϕ

k+1
h qEh + pBhuk+1

h , ϕk+1
h qEh s

+
řM´1

k=1 δtrθpAhϕ
k
h, y

k
hqEh + p1 ´ θqpAhϕ

k+1
h , yk

hqEh s + δtθpAhϕ
M
h , y

M
h qEh .

Ce qui donne après simplification

pMhyM
h , ϕ

M+1
h qEh =

řM
k=1 δtpBhuk

h, ϕ
k
hqEh . (2.20)

En combinant (2.16)-(2.18) et (2.20), on obtient

pLδth,εu
δt
h , ϕ

T
h qFh =

řM
k=1 δtpBhuk

h, ϕ
k
hqEh = xuδth ,B

˚
h pϕk

hq1ďkďMyL2
δtp0,T;Uhq. (2.21)

D’où

Lδt˚h,ε ϕ
T
h = B

˚
h pϕk

hq1ďkďM P L2
δtp0,T; Uhq.

Le calcul d’adjoint précédent justifie du choix du système adjoint discret (2.13), et entre
autre le choix de la deuxième ligne. On remarque que, pour tout ϕT

h P Fh, on a

Jδth,εpϕ
T
h q ě ε

2 |ϕT
h |2Fh
+ pLδth,Tpy0,h|0δth q, ϕT

h qFh

ě ε
4 |ϕT

h |2Fh
´ 1

ε |Lδth,Tpy0,h|0δth q|Fh ,

on en déduit donc que la fonctionnelle Jδth,ε est coercive. Les fonctionnelles Fδth,1 et Fδth,2,ε sont
différentiables, strictement convexes et coercives sur leur ensemble de définition et l’opé-
rateur Lδth,ε est linéaire, donc d’après le Théorème 1.2 la fonctionnelle Jδth,ε admet un unique
minimum sur Fh et les relations (2.14) entre le minimum de ces fonctionnelles et (2.15) de
leur minimiseurs sont vérifiées.
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Grâce à la Proposition 2.1, la résolution du problème de minimisation (2.7) est équiva-
lente à la résolution d’un système linéaire :

Corollaire 2.1. Le minimiseur de la fonctionnelle Jδth,ε est la solution ϕT
h de l’équation linéaire

pΛδt
h + εqϕT

h = ´yT
h , (2.22)

où yT
h := Lδth,Tpy0,h|0δth q et Λδt

h , appelé Gramien, est l’application qui à toutϕT
h P Fh associe la solution

ΠpyM
h P Fh des problèmes primal et dual

$
’’’’’&
’’’’’%

Trouver pϕk
hq1ďkďM+1 P EM+1

h telle que :
1
δtMhpϕM

h ´ ϕM+1
h q + θAhϕ

M
h = 0,

1
δtMhpϕk

h ´ ϕk+1
h q + θAhϕ

k
h + p1 ´ θqAhϕ

k+1
h = 0, pour tout k P t1, ...,M ´ 1u.

ϕM+1
h = ϕT

h
(2.23)

et
$
’’&
’’%

Trouver pyk
hq0ďkďM P EM+1

h telle que :
1
δtMhpyk+1

h ´ yk
hq + θAhyk+1

h + p1 ´ θqAhyk
h = BhB

˚
hϕ

k+1
h pour tout k P t0, ...,M ´ 1u,

y0
h = 0.

(2.24)
De plus l’application Λδt

h + εId est symétrique et définie positive.

Preuve. Nous rappelons qu’à l’aide du calcul (2.21), l’adjoint de Lδth,ε est l’opérateur qui à tout
ϕT P Fh associe pB˚ϕk

hq1ďkďM où pϕk
hq1ďkďM+1 est la solution du problème adjoint (2.23). Pour

tout φT
h , ψ

T
h P Fh, nous avons

Jδth,εpϕ
T
h + ψ

T
h q = 1

2 }Lδt˚h,ε pϕT
h + ψ

T
h q}2

L2
δtp0,T;Uhq

+ ε
2 |ϕT

h + ψ
T
h |2Fh
+ pyT

h , ϕ
T
h + ψ

T
h qFh

= Jδth,εpϕ
T
h q + pLδth,εL

δt˚
h,ε ϕ

T
h , ψ

T
h qFh + εpϕT

h , ψ
T
h q2

Fh
+ pyT

h , ψ
T
h qFh + opψT

h q.

Ainsi pour tout ϕT
h P Fh, le gradient de Jδth,ε est donné par

∇Jδth,εpϕ
T
h q = Λδt

h ϕ
T
h + εϕ

T
h + yT

h .

Comme dans le cas continu, nous remarquons que pour tout ϕT , ψT P Fh, on a

ppΛδt
h + εqϕT

h , ψ
T
h qFh = pLδth,εL

δt˚
h,ε ϕ

T
h , ψ

T
h qFh + εpϕT

h , ψ
T
h qFh

= pLδt˚h,ε ϕ
T
h ,L

δt˚
h,ε ψ

T
h qFh + εpϕT

h , ψ
T
h qFh .

Ainsi l’application linéaire pΛδt
h + εIdq est symétrique définie positive.

Comme il est mentionné dans la Remarque 1.5, une méthode de type descente de gra-
dient est appropriée pour résoudre le problème de minimisation (2.7). Nous choisirons ici
d’utiliser un algorithme de gradient conjugué qui est un outil fréquemment utilisé pour ap-
procher la solution d’un problème linéaire avec une matrice symétrique définie positive. On
trouve ce type d’algorithme par exemple dans [GLH08], où les auteurs étudient l’approxi-
mation numérique des contrôles contrôlant approximativement l’équation de la chaleur.
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Pour davantage de détails ainsi que la démonstration de la convergence de cette méthode,
nous renvoyons à [All05 ; AK08]. Nous suivrons donc l’algorithme suivant :

Entrées : Condition initiale y0,h P Eh

Initialisation :

pyk
hq0ďkďM solution du système (2.4) pour y0

h := y0,h et uk
h := 0h @k P t1, ...,Mu

bh := ´ΠhyM
h ; /* Second membre du problème linéaire */

ϕT
h := 0h; /* Init. du gradient conjugué */

pϕk
hq1ďkďM+1 solution de (2.23) pour ϕM+1

h := ϕT
h ; /* Problème dual */

pyk
hq0ďkďM solution de (2.24) où uk

h := ϕk
h @k P t1, ...,Mu; /* Problème primal */

yT
h := ΠhyM

h ; /* yT
h := Λδt

h ϕ
T
h */

r0,h := bh ´ yT
h ´ εϕM+1

h ; /* Résidu */

p0,h := r0,h; /* Résidu tampon */

γ0 := |r0,h|Fh ; /* Norme du résidu */

Tant que γi/γ0 ą εtol pour i ě 1 faire

pϕk
hq1ďkďM+1 solution de (2.23) pour ϕM+1

h := pi´1,h; /* Problème dual */

pyk
hq0ďkďM solution de (2.24) où uk

h := ϕk
h @k P t1, ...,Mu; /* Problème primal */

yT
h := ΠhyM

h ; /* yT
h := Λδt

h pi´1,h */

αi´1 :=
|ri´1|2Fh

pyT
h + εpi´1,h, pi´1,hqFh

; /* Pas de descente */

ϕT
i,h := ϕT

i´1,h + αi´1pi´1,h ;

ri,h := ri´1,h ´ αi´1pyT
h + εpi´1,hq;

βi´1 :=
|ri,h|2Fh

|ri´1,h|2Fh

;

pi,h := ri+1,h + βi´1pi´1,h;

γi := |ri,h|Fh ;

Fin

pϕk
hq1ďkďM+1 la solution du système dual (2.23) pour ϕT

h = ϕ
M+1
h,i ;

pyk
hq0ďkďM la solution du système primal (2.4) où y0

h := y0,h et uk
h := ϕk

h @k P t1, ...,Mu ;

Sorties : Contrôle puk
hq1ďkďM P L2

δtp0,T; Uhq, Solution contrôlée pyk
hq0ďkďM.

Algorithme 1 : Gradient conjugué pour la méthode HUM
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Rappelons les différents paramètres de cet algorithme:

ε pénalité

h pas de discrétisation en espace

δt pas de discrétisation en temps

θ paramètre du θ-schéma

εtol critère d’arrêt du gradient conjugué

Dans l’algorithme 1, la matrice de l’opérateur Λδt
h + εId n’est pas explicite. A l’aide de

la définition donnée dans le corollaire 2.1, pour un vecteur ϕT
h de Eh, Λδt

h ϕ
T
h est la solution

ΠpyM
h P Fh des problèmes primal et dual (2.23) et (2.24).

Remarque 2.3. Comme l’opérateur pΛδt
h + εIq est symétrique défini positif, l’algorithme de

gradient conjugué ci-dessus est en théorie exact, plus précisément il permet pour un vecteur
yT

h donné de résoudre notre problème

pΛδt
h + εqϕT

h = ´yT
h , (2.25)

en moins de R itérations avec R la dimension de Eh. Malheureusement, lorsque cet algo-
rithme est implémenté sur ordinateur, lorsque cet algorithme est implémenté sur ordina-
teur, la représentation des réels en arithmétique flottante implique une perte de cette pro-
priété de convergence en un nombre fini d’itérations. De plus, lorsque la pénalité ε tend vers
zéro, les valeurs propres de pΛδt

h + εIq convergent vers zéro, et le problème linéaire (2.25)
tend ainsi à être mal posé, ce qui peut augmenter les erreurs. C’est pour cette raison que
nous avons imposé le critère d’arrêt εtol (voir algorithme).

2.2 Éléments finis

Regardons maintenant comment on peut retrouver le cadre général défini dans la sec-
tion précédente lors de la discrétisation du système (1.1) à l’aide d’éléments finis en espace
et d’un θ-schéma en temps. Nous renvoyons à [All05] pour des explications détaillées de ce
type de méthode d’approximation. Nous désignerons par δt := T/M le pas de discrétisation
en temps où M est un entier naturel non nul. SoitTh un maillage d’éléments finis de Ω (h est
la taille de la plus grande maille K deTh). Pour un élément K deTh, on notera hK le rayon du
cercle circonscrit de K (h := max

KPTh

hK) et ρK le rayon du cercle inscrit de K. On supposera que

hK/ρK est uniformément borné par rapport à K. Nous approximons H1
0pΩq par les espaces

de dimension finie
Vh := tvh P C0pΩq : vh|K P P1pKq,@K P Thu,

et
V0h := tvh P Vh : vh|BΩ = 0u,

où P1pKq est l’espace des polynômes sur K de N variables et de degré ď 1. Nous noterons
R la dimension de V0h et pψ jq1ď jďR une de ses bases.

Considérons l’opérateur de projection Πh,p défini par

Πh,p : Vn
h Ñ Vp

h ,

pyh,1, ..., yh,nq ÞÑ pyh,1, ..., yh,pq.
(2.26)

182



2. Approximation numérique du problème de contrôle

Pour toute donnée initiale y0,h := py0
h,1, ..., y

0
h,nq dans Vn

0h et tout contrôle uδth := puk
hq1ďkďM

dans VmM
h , la solution du système (1.1) sera approchée par la solution du problème

$
’’’’’’’’&
’’’’’’’’%

Trouver pyk
hq0ďkďM P VnpM+1q

0h telle que pour tout gh P Vn
h :

1
δt xyk+1

h ´ yk
h, ghyΩ,n + θx∇yk+1

h ,∇ghyΩ,Nn + p1 ´ θqx∇yk
h,∇ghyΩ,Nn

= θxAyk+1
h , gyΩ,n + p1 ´ θqxAyk

h, ghyΩ,n + xBuk+1
h , ghyω,n

@k P t0, ...,M ´ 1u,
y0

h = y0,h

(PEF)
et on notera

Lδth,Tpy0,h|uδth q = Πh,pyM
h ,

où pyk
hq0ďkďM est la solution du système (PEF). Définissons les espaces de dimension finie

Eh := R
nR, Fh := R

pR, Uh := R
mR. Nous utiliserons également la notation L2

δtp0,T; Uhq définie

comme dans la section précédente. Si l’on note y0,h,s =
Rř

j=1
y0

h,sjψ j, uk
hr =

Rř
j=1

uk
h,r jψ j et yk

hs :=

Rř
j=1

yk
h,sjψ j pour tout k P t0, ...,Mu, r P t1, ...,mu et s P t1, ...,nu, alors en remplaçant gh par

erψ j dans (PEF) avec er le rème élément de la base canonique de R
n, nous obtenons

1
δt

ˆ
Rř

i=1
yk+1

ri xψi, ψ jyΩ ´
Rř

i=1
yk

rixψi, ψ jyΩ

˙
+ θ

Rř
i=1

yk+1
ri x∇ψi,∇ψ jyΩ,N

+p1 ´ θq
Rř

i=1
yk

rix∇ψi,∇ψ jyΩ,N = θ
nř

s=1

Rř
i=1

yk+1
si xarsψi, ψ jyΩ

+p1 ´ θq
nř

s=1

Rř
i=1

yk
sixarsψi, ψ jyΩ +

mř
s=1

Rř
i=1

uk+1
si xbrsψi, ψ jyΩ.

Ainsi nous retrouvons le système linéaire (2.4), c’est-à-dire
#

1
δtMhpyk+1

h ´ yk
hq +Ahpθyk+1

h + p1 ´ θqyk
hq = Bhuk+1

h , @k P t0, ...,M ´ 1u,
y0

h = y0,h,

avec les matricesMh,Ah et Bh définies comme suit

Mh :=

¨
˚̊
˝

Mh 0
. . .

0 Mh

˛
‹‹‚, Ah :=

¨
˚̊
˝

Kh ´ A11
h ¨ ¨ ¨ ´A1n

h
...

. . .
...

´An1
h ¨ ¨ ¨ Kh ´ Ann

h

˛
‹‹‚,

Bh :=

¨
˚̊
˝

B11
h ¨ ¨ ¨ B1m

h
...

. . .
...

Bn1
h ¨ ¨ ¨ Bnm

h

˛
‹‹‚,

où $
’’’’’&
’’’’’%

Mh := pxψi, ψ jyΩq1ďi, jďR,

Kh := px∇ψi,∇ψ jyΩ,Nq1ďi, jďR,

Ars
h := pxarsψi, ψ jyΩq1ďi, jďR,

Brs
h := pxbrsψi, ψ jyωq1ďi, jďR
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B. Schémas numériques pour la contrôlabilité partielle

avec A = parsq1ďr,sďn la matrice de couplage et B = pbrsq1ďrďn,1ďsďm la matrice de contrôle du
système (1.1). Nous remarquons que pour tout yh := pyh,sjqsj, zh := pzh,sjqsj P Eh nous avons

xMhyh, zhyEh =
nř

s=1
xMhpyh,sjq j, pzh,siqiyRR

=
nř

s=1
xp

Rř
j=1

yh,sjxψ j, ψiyL2pΩqqi, pzh,siqiyRR

=
nř

s=1
x

Rř
j=1

yh,sjψ j,
Rř

i=1
zh,siψiyΩ.

(2.27)

L’opérateurMh est donc symétrique et défini positif et de plus Ah est linéaire. En notant
Πh :=

`
IRp 0Rp,Rpn´pq

˘
, l’opérateur Πh vérifie bien la condition (2.3). Ainsi les espaces et les

opérateurs que nous venons de définir vérifient bien les hypothèses décrites au début de la
section 2.1. Montrons maintenant que le système linéaire (PEF) admet une unique solution.

Proposition 2.2. Supposons que

δt ă n´1θ´1}A}´1
8 . (2.28)

Alors le système linéaire (PEF) admet une unique solution.

Preuve. Il est clair que le système 2.4 admet une unique solution si et seulement si la matrice
p 1
δtMh + θAhq est inversible. Soit yh P Vn

h Ă L2pΩ;Rnq et pyh,sjq1ďsďn,1ď jďR ses coordonnées

c’est-à-dire pour tout s P t1, ...,nu, yh,s =
Rř

j=1
yh,sjψ j. On a donc d’une part, en utilisant (2.27),

xMhpyh,sjqsj, pyh,sjqsjyEh = }yh}2
Ω,n.

D’autre part, nous avons

xAhpyh,sjqsj, pyh,sjqsjyEh

= }∇yh}2
Ω,Nn ´

nř
r,s=1

xAr,s
h pyh,r jq j, pyh,siqiyRR

= }∇yh}2
Ω,Nn ´

nř
r,s=1

xp
Rř

j=1
yh,r jxarsψ j, ψiyΩqi, pyh,siqiyRR

= }∇yh}2
Ω,Nn ´

nř
r,s=1

xars

Rř
j=1

yh,r jψ j,
Rř

i=1
yh,siψiyΩ

= }∇yh}2
Ω,Nn ´

nř
r,s=1

xarsyh,r, yh,syΩ.

On en déduit que pour tout ε ą 0

xp 1
δt
Mh + θAhqpyh,sjqsj, pyh,sjqsjyEh

ě 1
δt

}yh}2
Ω,n ´ θ}A}8

nř
r,s=1

}yh,s}Ω}yh,r}Ω + θ}∇yh}2
Ω,nN

ě
ˆ

1
δt

´ nθ}A}8

˙
}yh}2

Ω,n + θ}∇yh}2
Ω.
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Ainsi, nous avons

xp 1
δt
Mh + θAhqpyh,sjqsj, pyh,sjqsjyEh ě

ˆ
1
δt

´ nθ}A}8

˙
}yh}2

Ω,Rn

Nous en concluons donc que pour δt suffisamment petit indépendamment de h, le système
(2.4) admet une unique solution et ainsi le système (PEF) également.

2.3 Différences finies

Nous utiliserons dans cette section une méthode de différences finies en espace et en
temps de typeθ-schéma pour discrétiser le système (1.1). Nous montrerons qu’il est possible
de se ramener au cadre général décrit dans la section 2.1. Afin d’alléger les notations, nous
nous placerons en espace sur un intervalle réel r0,Ls (L ą 0) et sur l’intervalle r0,Ts en temps
(T ą 0). Pour un schéma en dimension supérieure nous renvoyons au livre d’Allaire [All05,
p. 31]. On notera δt := T/M et h := L/R les pas de discrétisation en temps et en espace. On
discrétisera les intervalles de temps et d’espace de la manière suivante en notant

ptk , x jq := pk.δt, j.hq pour tout k P t0, ...,Mu et tout j P t0, ...,Ru.

On notera yk
j la valeur de la solution discrète au point ptk , x jq qui approche la solution du

problème continu (1.1). Un schéma implicite standard de type différence finie en espace
combiné avec un θ-schéma en temps pour le système (1.1) donne

$
’’’’’’’’&
’’’’’’’’%

yk+1
h, j ´ yk

h, j

δt
+ θ

´yk+1
h, j´1 + 2yk+1

h, j ´ yk+1
h, j+1

h2
+ p1 ´ θq

´yk
h, j´1 + 2yk

h, j ´ yk
h, j+1

h2

= θApx jqyk+1
h, j + p1 ´ θqApx jqyk

h, j + Bpx jquk+1
h, j @k P t0, ...,M ´ 1u,

yk
h,0 = yk

h,R = 0 @k P t0, ...,M ´ 1u,

y0
h, j = y0,hpx jq.

(PDF)

De la même manière que dans la section précédente, on note Eh := R
npR´1q, Fh := R

ppR´1q,
Uh := R

mpR´1q et L2
δtp0,T; Uhq désigne l’espace défini dans la section 2.1. Si nous notons

y0,h = py0px1q, ..., y0pxR´1qq P Eh, uk
h = puspx1, kδtq, ...,uspxR´1, kδtqq1ďsďm P Uh et yk

h =

pyk
h,sjq1ď jďR´1,1ďsďn P Eh pour tout k P t0, ...,Mu, on en déduit que pour tout r P t1, ...,nu

et j P t1, ...,R ´ 1u

1
δt

´
yk+1

h,r j ´ yk
h,r j

¯
+
θ

h2

´
´yk+1

h,rp j´1q
+ 2yk+1

h,r j ´ yk+1
h,rp j+1q

¯

+
1 ´ θ

h2

´
´yk

h,rp j´1q
+ 2yk

h,r j ´ yk
h,rp j+1q

¯

= θ
nř

s=1
arspx jqyk+1

h,sj + p1 ´ θq
nř

s=1
arspx jqyk

h,sj +
mř

s=1
brspx jquk+1

h,sj .

Ainsi la résolution du système (PDF) est équivalente à trouver yk
h = pyk

h,sjq1ď jďR´1,1ďsďn pour
tout k P t1, ...,Mu satisfaisant le système linéaire (2.4), c’est-à-dire

#
1
δtMhpyk+1

h ´ yk
hq +Ahpθyk+1

h + p1 ´ θqyk
hq = Bhuk+1

h , @k P t0, ...,M ´ 1u,
y0

h = y0,h,
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oùMh est la matrice identité deMpR´1qnpRq et les matrices Ah et Bh sont définies comme
suit :

Ah :=

¨
˚̊
˝

Kh ´ A11
h ¨ ¨ ¨ ´A1n

h
...

. . .
...

´An1
h ¨ ¨ ¨ Kh ´ Ann

h

˛
‹‹‚, Bh :=

¨
˚̊
˝

B11
h ¨ ¨ ¨ B1m

h
...

. . .
...

Bn1
h ¨ ¨ ¨ Bnm

h

˛
‹‹‚

où

Kh :=
1

h2

¨
˚̊
˚̊
˚̋

2 ´1 0

´1
. . .

. . .
. . .

. . . ´1

0 ´1 2

˛
‹‹‹‹‹‚
,

Ars
h :=

¨
˚̊
˝

arspx1q 0
. . .

0 arspxR´1q

˛
‹‹‚ et Brs

h :=

¨
˚̊
˝

brspx1q 0
. . .

0 brspxR´1q

˛
‹‹‚.

L’opérateur de projection Πh défini par Πh :=
`
IpR´1qp 0pR´1qp,pR´1qpn´pq

˘
vérifie la condition

(2.3). Définissons l’opérateur linéaireLδth,T défini pour tout y0,h P Eh et tout uδth P L2
δtp0,T; Uhq

par
Lδth,Tpy0,h|uδtq = ΠhyM

h ,

où pyk
h, jq0ďkďM,1ď jďR´1 est la solution du système (2.4). L’opérateurMh est bien symétrique

et défini positif. Les espaces et les opérateurs que nous venons de définir vérifient ainsi
les hypothèses du cadre abstrait décrit au début de la section 2.1. Montrons maintenant
l’existence et l’unicité de la solution du système (PDF).

Proposition 2.3. Supposons que

δt ă n´1θ´1}A}´1
8 . (2.29)

Alors le système linéaire (PDF) admet une unique solution.

Preuve. Nous rappelons que le système (PDF) admet une unique solution si et seulement
si la matrice 1

δtMh + θAh est inversible. Or pour tout élément yh := pyh,sq1ďsďn P Eh, nous
avons

xp 1
δtMh + θAhqyh, yhyEh ě 1

δt
}yh}Eh ´ θ}A}8

nÿ

r,s=1

}yh,r}RpR´1q }yh,s}RpR´1q

ě
ˆ

1
δt

´ nθ}A}8

˙
}yh}2

Eh
,

car la matrice Kh est symétrique définie positive. Ainsi le système (PDF) admet une unique
solution.

Remarque 2.4. Nous pouvons remarquer que ce soit dans le cas du schéma par éléments
finies ou par différences finies, le système (2.4) est bien posé dès que le pas de temps δt est
suffisamment petit indépendamment du pas d’espace h. Plus précisément respectivement
lorsque (2.28) (ou (2.29)) est vérifiée, qui sont des conditions très proches, puisque θ P r0, 1s.
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3 Simulations numériques

Dans cette partie, nous considérerons le système (1.1) pour n = 2, m = 1 et p = 1 c’est-
à-dire un système avec seulement deux équations contrôlé par un seul contrôle et nous
ne souhaiterons contrôler que la première composante. Plus précisément, en reprenant la
définition 2.1, nous étudierons la Πp-φphq-exact contrôlabilité à zéro du système

$
’’’’&
’’’’%

Bty = ∆y + αz + 1ωu dans QT ,

Btz = ∆z dans QT ,

y = z = 0 sur ΣT ,

yp¨, 0q = y0, zp¨, 0q = z0 dans Ω,

(3.1)

où y0, z0 P L2pΩq sont les données initiales et u P L2pQTq le contrôle. Nous supposerons
également que nous sommes en dimension 1, plus précisément que Ω := p0, 2πq. Le système
(3.1) sera considéré sur l’intervalle de temps p0,Tq avec T := 2, un domaine de contrôle
ω := p0, πq et une donnée initiale

#
y0 := 0,

z0 := sinpxq.

Nous discrétiserons le système (3.1) en temps à l’aide du θ-schéma décrit dans la section
2 pour θ = 1 c’est-à-dire un schéma en temps de type Euler implicite. En espace, nous
utiliserons les discrétisations éléments finis (PEF) et différences finies (PDF) données dans
les sous-sections 2.2 et 2.3, respectivement. Enfin nous minimiserons la fonctionnelle (2.6) de
la section 2.1 en suivant l’algorithme 1 avec un critère d’arrêt εtol := 10´8. Les programmes
des simulations de cette section sont écrits en langage Python à l’aide principalement des
librairies NumPy, Scipy, Dolfin et FeNICS (Cf [JOP+01 ; LW10]).

3.1 Allure des solutions

Reprenons les deux exemples de couplage α du système (3.1) correspondant aux items
(1)-(2) et (3) du Théorème 1.3 du chapitre précédent (Cf [AKCD15]), c’est-à-dire

(a) αpxq = 1,

(b) αpxq =
ř

pě1

1
p2 cosp15pxq.

Dans cette partie, la pénalité est indépendante de l’espace et fixée arbitrairement à 1015 et
nous utiliserons le schéma (PDF) décrit dans la section 2.3.

La série donnée dans le cas (b) sera bien évidemment tronquée lors des simulations nu-
mériques qui suivront. Nous renvoyons à la section 3.2 pour plus de précisions. La deuxième
composante z de la solution, représentée dans la figure B.1, est la même dans les deux si-
tuations (a) et (b) et est donnée par

zpx, tq = e´t sinpxq @ px, tq P p0, 2πq ˆ p0,Tq.

187



B. Schémas numériques pour la contrôlabilité partielle
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Figure B.1: Évolution de la composante z du système (3.1) dans les cas (a) et (b).

Dans le chapitre précédent, nous avons montré d’une part que dans les deux cas le sys-
tème (1.1) est Π1-approximativement contrôlable à zéro et d’autre part qu’il est Π1-exactement
contrôlable à zéro dans le cas (a), mais ne l’est pas dans le cas (b). Il est intéressant de remar-
quer que dans la première situation, représentée dans la figure B.2, la première composante
y de la solution admet de légères oscillations à l’instant T d’amplitude qui tend rapidement
vers zéro, tandis que dans la deuxième situation (Cf figure B.3), nous observons à l’instant
T des oscillations d’amplitude fortement croissante. Nous remarquons donc déjà certaines
différences dans l’allure des solutions entre ces deux situations.
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Figure B.2: Évolution de la composante y du système (3.1) dans le cas (a).
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Figure B.3: Évolution de la composante y du système (3.1) dans le cas (b).

3.2 Influence du pas de temps et du schéma en espace

Considérons le θ-schéma (PDF) (différences finies), et suivons la méthodologie de F.
Boyer (cf [Boy13]) en prenant une pénalité dépendante du pas d’espace, plus précisément
choisissons dans la définition 2.1 ε = φphq := h4. Pour davantage d’explications concernant
ce choix deφ, nous renvoyons à [Boy13]. En ce qui concerne le pas de discrétisation en temps,
comme dans [Boy13], nous pouvons observer qu’il n’influe pas sur la contrôlabilité du sys-
tème discrétisé (PDF). En effet, dans la Tableau B.1, nous constatons que l’énergie optimale
inf Fδt

h,φphq
tend à se stabiliser pour un pas d’espace fixé et lorsque le nombre d’intervalles

de temps M augmente dans les cas (a) et (b). Nous observons donc les mêmes phénomènes
que F. Boyer dans [Boy13].

(a) Cas αpxq = 1

R
M

20 80 320 1280

20 11.0 7.70 6.91 6.73

50 17.4 9.57 8.04 7.68

100 26.0 11.6 9.23 8.69

200 37.7 14.0 10.6 9.79

(b) Cas αpxq =
ř

pě1
1
p2 cosp15pxq

R
M

20 80 320 1280

20 0.236 0.193 0.182 0.179

50 3.66 3.07 2.82 2.71

100 52.3 42.4 36.8 34.1

200 801 606 486 440

Tableau B.1: Energie optimale inf Fδth,φphq

Dans le Tableau B.2, nous montrons que le nombre d’itérations du gradient conjugué
semble également atteindre un maximum lorsque le nombre d’intervalles en temps M aug-
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mente, que ce soit dans le cas d’un système contrôlable ou non contrôlable, ce qui nous
conforte dans l’idée que la discrétisation en temps ne semble pas avoir d’influence.

(a) Cas αpxq = 1

R
M

20 80 320 1280

20 24 30 30 29

50 78 78 85 86

100 223 231 232 224

200 706 716 756 720

(b) Cas αpxq =
ř

pě1
1
p2 cosp15pxq

R
M

20 80 320 1280

20 25 30 34 34

50 77 95 95 107

100 249 277 276 266

200 724 926 929 872

Tableau B.2: Nombre d’itérations du gradient conjugué

Les simulations des Tableaux B.3 et B.4 ont été effectuées dans le cas (a), c’est-à-dire
lorsque le système (3.1) est contrôlable, et avec 400 points de discrétisation en temps. On
remarque que lorsque le nombre R de points de discrétisation en espace augmente, la norme
de la première composante yδt

h,φphq
pTq de la solution du système à l’instant T, la norme du

contrôle uδt
h,φphq

et le minimum de la fonctionnelle Fδt
h,φphq

dans le cas des différences finies
et dans le cas des éléments finis sont de plus en plus proches. Les deux schémas semblent
converger vers les mêmes solutions.

R 50 10 200 300

}yδt
h,φphq

pTq}Eh 5.30e-4 1.18e-4 2.77e-5 1.18e-5

}uδt
h,φphq

}L2
δtp0,T;Uhq 3.76 4.09 4.41 4.59

inf Fδt
h,φphq

7.94 9.08 10.3 11.1

Tableau B.3: Différences finies

R 50 10 200 300

}yδt
h,φphq

pTq}Eh 4.97e-4 1.16e-4 2.74e-5 1.18e-5

}uδt
h,φphq

}L2
δtp0,T;Uhq 3.65 4.05 4.40 4.58

inf Fδt
h,φphq

7.43 8.90 10.3 11.1

Tableau B.4: Éléments finis

La série donnée dans le cas (b) est bien évidemment tronquée lors des simulations nu-
mériques. Nous pouvons remarquer dans le Tableau B.5, où le nombre de points en espace
et le nombre de points en temps ont été fixés à 100 et 200 respectivement, que la norme de
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l’instant final yδt
h,φphq

pTq, la norme du contrôle uδt
h,φphq

ainsi que le minimum de la fonction-

nelle Fδt
h,φphq

se stabilise très rapidement dès lors que le nombre de termes considérés dans

la série
ř

pě1

1
p2 cosp15pxq est suffisamment important.

P (Cf titre tableau) 10 30 50 100 200 300

}yδt
h,φphq

pTq}Eh 2.37e-4 2.39e-4 2.40e-4 2.40e-4 2.40e-4 2.40e-4

}uδt
h,φphq

}L2
δtp0,T;Uhq 0.154 0.192 0.199 0.204 0.207 0.208

inf Fδt
h,φphq

2.83 2.88 2.89 2.90 2.91 2.91

Tableau B.5: Influence de la troncature
Př

p=1

1
p2 cosp15pxq dans le cas (b)

3.3 Commentaires

Nous terminerons ce chapitre par quelques commentaires concernant les résultats po-
sitifs et négatifs de contrôlabilité sur le système (3.1) obtenus dans le chapitre précédent. Si
l’on écrit α sous la forme α :=

ř
kPN˚ αk cospkxq, nous avons prouvé dans le chapitre pré-

cédent (Cf [AKCD15]) que le système (3.1) est Π1-exactement contrôlable à zéro s’il existe
deux constantes C1 ą 0 et C2 ą 2π telles que

|αk| ď C1e´C2k pour tout k P N. (3.2)

Les fonctionsαvérifiant (3.2) sont des fonctions de classeC8. De plus, nous avons également
montré que pour k P N et la fonction de couplage α donné par

αpxq :=
8ÿ

j=1

1
jk+1

cospp2k + 13q jxq pour tout x P p0, 2πq,

le système (3.1) n’est pas Π1-exactement contrôlable à zéro en tout temps et nous remar-
quons que ces fonctions sont de classeCk´1. Nous pourrions nous demander si les couplages
pour lesquels le système (3.1) est Π1-exactement contrôlable à zéro sont tous de classe C8.

Considérons la fonction de couplage α := x. Nous constatons dans la Figure B.4 que
le minimum de la fonctionnelle Fδt

h,φphq
(´ ‚ ´) et la norme du contrôle uδt

h,φphq
(´�´) sont

uniformément bornés (pente de 3.70e ´ 3 et 1.35e ´ 1 respectivement). En comparant cette
observation avec le second item du Théorème 1.1, il est probable que le système (3.1) soit
Π1-exactement contrôlable à zéro pour ce couplage. D’autre part, la norme de la solution à
l’instant T yδt

h,φphq
pTq (´N´) est décroissante lorsque le pas d’espace h (et la pénalité ε = h4)

tend vers zéro. Ce qui confirme que le système est Π1-approximativement contrôlable à zéro
dans ce cas.

191



B. Schémas numériques pour la contrôlabilité partielle

10´3 10´2

10´5

10´4

10´3

10´2

10´1

100

h

}yδt
h,φphq

pTq}Vh (pente =1.27)
}uδt

h,φphq
}L2

δtp0,T;Vhq (pente =-3.70e-3)
inf Fδt

h,φphq
(pente =-1.35e-1)

Figure B.4: Distance à la cible }yδth,φphq
pTq}Vh , norme du contrôle }uδth,φphq

}L2
δtp0,T;Vhq et valeur minimale

de la fonctionnelle infL2
δtp0,T;Vhq Fδth,φphq

dans le cas αpxq = x

Dans le système (3.1), étant donné que l’équation de z est complètement découplée,
la première équation n’est autre que l’équation de la chaleur avec le second membre αz.
L’équation de la chaleur avec un second membre ne dépendant que de l’espace n’est pas
contrôlable à zéro si celui-ci n’est pas de classe C8 sur le domaine privée de la zone de
contrôle. En effet, soit T ą 0, Ω un domaine non vide borné de R

N (N ě 1) de frontière BΩ
de classe C8, ω un ouvert non vide de Ω et considérons le système

$
’’’’&
’’’’%

Bty = ∆y + f + 1ωu dans QT := Ω ˆ p0,Tq,

y = 0 sur BΩ ˆ p0,Tq,

yp¨, 0q = y0 dans Ω,

(3.3)

où y0 P L2pΩq et supposons qu’il existe yT P L2pΩq tel que ∆yT = f . Pour un contrôle
u P L2pQTq, la solution du système (3.3) est nulle à l’instant T si, et seulement si, la solution
z := y + yT du système

$
’’’’&
’’’’%

Btz = ∆z + 1ωu dans QT ,

z = 0 sur BΩ ˆ p0,Tq,

zp¨, 0q = z0 := y0 + yT dans Ω,

(3.4)

vérifie zpTq = yT sur Ω. D’après le Théorème 1.1 de l’introduction, le système (3.4) admet
une unique solution dans Wp0,Tq :=Wp0,T; H1

0pΩq,H´1pΩqq. Soit η P C8p0,Tq une fonction
de troncature en temps telle que supppηq Ď p0, 2T/3q, 0 ď η ď 1 et η = 1 sur p0,T/3q. De la
même manière, soitθ P C8pΩq une fonction de troncature en espace telle que supppθq Ď ω0,
0 ď θ ď 1 et θ = 1 sur ω où ω0 est un ouvert de Ω contenant strictement ω. La fonction

192



References

w := p1 ´ ηqp1 ´ θqz est solution du système

$
’’’’&
’’’’%

Btw = ∆w + g dans QT ,

w = 0 sur BΩ ˆ p0,Tq,

wp¨, 0q = 0 dans Ω,

(3.5)

où g := p1 ´ηqr2∇θ ¨∇z+∆θzs ´ pBtηqp1 ´θqz. On remarque que g P L2pQTq. A nouveau, en
appliquant le Théorème 1.1 de l’introduction au système (3.5), w appartient à W2,1

2 pQTq :=
Wp0,T; H2pΩq X H1

0pΩq,L2pΩqq. De plus, d’après la Propriété 1.1 de l’introduction, wpTq P
H1

0pΩq, d’où zpTq P H1
0pΩzω0q. En utilisant le même raisonnement que précédemment et le

Lemme 2.5 de l’introduction, on peut montrer que zpTq est de classe C8 sur Ωzω0. Ainsi
si l’on choisit une cible yT qui n’est pas de classe C8 sur Ωzω0, on ne peut pas trouver de
contrôle u tel que la solution correspondante z du système (3.4) soit égale à yT à l’instant T.
On peut trouver ce type d’argument par exemple dans [BGBPG04b ; BGBPG04c ; GBPG06].
Nous en concluons que pour une fonction f qui n’est pas de classe C8 sur Ωzω0, le système
(3.3) n’est pas contrôlable à zéro.

Ces constatations nous confortent dans l’idée qu’il est certainement nécessaire que le
couplage α soit de classe C8 pour que le système (3.1) soit Π1-exactement contrôlable à
zéro au temps T.
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Résumé
Cette thèse est consacrée à l’étude de la contrôlabilité approchée et à zéro des systèmes

paraboliques linéaires sur un domaine non vide borné Ω de R
N (N P N

˚), contrôlés par
moins de forces que d’équations. Les contrôles seront localisés sur un ouvert de Ω ou sur
son bord. Nous étudierons deux problèmes différents.

Le premier consiste à contrôler une des équations indirectement à l’aide d’un opérateur
de couplage d’ordre un. Nous obtenons alors des résultats pour plusieurs classes d’opéra-
teurs et de systèmes.

La deuxième question que nous étudierons est de savoir s’il est possible de contrôler
seulement certaines composantes de la solution du système. Nous donnons une condition
nécessaire et suffisante lorsque les coefficients de couplage sont constants ou dépendent du
temps et étudions un système simplifié quand ils dépendent de l’espace.

Nous terminerons en détaillant un schéma numérique avec lequel nous fournirons des
perspectives quant à quelques problèmes qui restent ouverts en contrôlabilité partielle des
systèmes paraboliques linéaires.

Mots clefs : Contrôlabilité, Observabilité, Condition de Kalman, Méthode des moments,
Inégalité de Carleman, Systèmes paraboliques

Abstract
This thesis is devoted to the study of the approximate and null controllability of linear

parabolic systems on a nonempty bounded domain Ω of RN (N P N
˚), controlled by less

controls than equations. The controls will be localized in an open set of Ω or on its boundary.
We will study two different problems.

The first of them involves controlling one of the equations indirectly with a coupling
operator of order one. We obtain some results for different class of operators and systems.

The second question we will study is to know if it is possible to control only some com-
ponents of the solution of the system. We give a necessary and sufficient condition when the
coupling coefficients are constant or time depending and study a simplified system when
they are space dependent.

We will finish by giving details on a numerical scheme with which we provide perspec-
tives concerning some open problems in partial controllability of linear parabolic systems.

Key words : Controllability, Observability, Kalman condition, Moment Method, Carleman
inequalities, Parabolic Systems.

MSC 2010 : 93B05, 93B07, 93C20, 93C05, 35K40.
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