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Introduction générale

Ce mémoire présente une synthése de mes activités de recherche et d’encadrement depuis mon
doctorat en 2009. Mes activités de recherche s’articulent principalement sur |'analyse statistique des
séries temporelles et secondairement sur une famille, particuliére, de modéles exponentiels appelée
Normal Stable-Tweedie (NST).

L’accent a été mis de maniére volontaire sur la thématique des séries temporelles qui donne
son nom au mémoire. De plus, les thémes actuellement étudiés dans le cadre des trois théses que
j'encadre et co-encadre sont sur cette thématique. Il me semble donc naturel dans le cadre d'une
habilitation a diriger des recherches, de valoriser un travail d'encadrement doctoral.

On observe une suite xq, ..., x, de vecteurs de RY indexés par le temps. Cette série chronolo-
gique (temporelle ou chronique) est dite univariée quand d = 1, et multivariée quand d > 1. Cette
série est issue d'un phénoméne aléatoire. On la considére comme une réalisation d'un processus
stochastique X = (X;)tez. Le schéma de modélisation est

(QAP) weQ—= X(w)=(...X1, . Xn,--.)-

On dit que X(w) est une observation, ou encore une trajectoire, du processus X. Lorsqu’on dispose
de plusieurs séries présentant des dépendances temporelles ou instantanées, il est utile de les étudier
conjointement en les considérant comme les composantes d'un processus multivarié (vectoriel). Je
présente un bref état de I'art et quelques motivations sur cette thématique.

Contexte bibliographique et motivations

Les modéles AutoRégressifs (AR) ont été introduits par Yule (voir [Yul26]) en 1926 et complétés,
en 1937, par Slutsky dans [SIu37] en introduisant les modéles moyennes mobiles (MA, Moving
Average en anglais). Leur extension ARMA (AutoRegressive Moving Average, en anglais) est
due & Wold (1938) dans ses travaux de thése (voir [Wol54]). Cette classe de modéles ARMA
se révéle trés importante pour la prévision de processus stationnaires au second ordre. Ceux-ci
découlent naturellement d’un résultat fondamental da @ Wold (1938) qui affirme que tout processus
stationnaire au second ordre et purement non déterministe admet une représentation moyenne
mobile infinie (voir [BD91], pour le cas univarié). Les arguments utilisés s'étendent directement
au cas multivarié (voir [Rei97]). Pour les applications économétriques, le cadre univarié est trés
restrictif. Les séries économiques présentent des interdépendances fortes rendant nécessaire |'étude
simultanée de plusieurs séries. Le développement de la littérature sur la co-intégration (fondée sur
les travaux du prix Nobel d’économie Granger) atteste de I'importance de cette problématique.

Pour I'analyse des séries temporelles multivariées, la classe des modéles ARMA vectoriels
(VARMA pour Vector ARMA) (voir [Rei97, Liit05]) est utilisée non seulement pour étudier les
propriétés de chacune de ces séries, mais aussi pour décrire de possibles relations croisées entre
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INTRODUCTION GENERALE

les différentes séries chronologiques. Ces modéles VARMA occupent une place centrale pour la
modélisation des séries temporelles multivariées. lls sont une extension naturelle des modéles
ARMA qui constituent la classe la plus utilisée de modéles de séries temporelles univariées (voir
[BDI1]). Cette extension pose néanmoins des problémes ardus, comme par exemple, I'identification
et I'estimation des paramétres du modéle et suscite des axes de recherche spécifiques, comme la
co-intégration (voir [Lit05]). Ces modéles sont généralement utilisés avec des hypothéses fortes
sur le bruit qui en limitent la généralité. Ainsi, nous appelons VARMA forts les modéles standard
dans lesquels le terme d’erreur est supposé étre une suite indépendante et identiquement distribuée
(i.e. iid), et nous parlons de modéles VARMA faibles quand les hypothéses sur le bruit sont moins
restrictives. Dans un modéles VARMA faible, on suppose simplement que le terme d'erreur est
non corrélé. Parmi les modéles pouvant étre ajustés au processus d'innovation linéaire, dont les
autocorrélations sont nulles mais qui peut néanmoins présenter des dépendances temporelles, nous
pouvons citer les modéles autorégressifs conditionnellement hétéroscédastiques (ARCH) introduits
par [Eng82] et leur extension GARCH (ARCH généralisés) due a [Bol86] pour le cas univarié (voir
[BLRO6], pour une review sur les modéles GARCH multivariés), on peut également citer les modéles
all-pass introduits par [BDTO01, ADBO06]. Ainsi la distinction entre modéle VARMA fort et faible
n’est donc qu'une question d’hypothése sur le bruit. Vu que la contrainte sur le terme d’erreur d'un
modéle VARMA faible est moins forte que pour un modéle VARMA fort, il est clair que la classe
des modéles VARMA faibles est la plus large. Nous en déduisons la relation suivante

{modeéles VARMA forts} C {modeles VARMA faibles} .

De nombreux outils statistiques ont été développés pour |'estimation, l'analyse statistique et
I'interprétation des modéles VARMA forts (voir par exemple [Chi74, Duf04, DJ14, DH76, Han76,
HD88, HDD80, Hos80, Hos89, Hos81a, Hos81b, Kas12, LM81, RBY92]).

Parmi la grande diversité des modéles stochastiques de séries temporelles & temps discret, on
distingue, et on oppose parfois, les modéles linéaires et les modéles non linéaires. En réalité ces deux
classes de modéles ne sont pas incompatibles et peuvent méme étre complémentaires. Les fervents
partisans des modéles non linéaires, ou de la prévision non paramétrique, reprochent souvent aux
modéles linéaires ARMA d’&tre trop restrictifs, de ne convenir qu'a un petit nombre de séries.
Ceci est surtout vrai si on suppose, comme on le fait habituellement, des hypothéses fortes sur le
bruit qui intervient dans I'écriture ARMA. Dans le cadre univarié, [FZ98, FRZ05] ont montré qu'il
existe des processus trés variés admettant a la fois des représentations non linéaires et linéaires
de type ARMA, pourvu que les hypothéses sur le bruit du modéle ARMA soient suffisamment
peu restrictives. Certaines transformations de processus VARMA forts, comme par exemple des
agrégations temporelles (voir [DN93]), des échantillonnages ou encore des transformations linéaires
plus générales, admettent des représentations VARMA faibles. Par conséquent, relacher cette
hypothése permettra aux modéles VARMA faibles de couvrir une large classe de processus non
linéaires.

Contrairement aux modéles VARMA forts, les travaux consacrés a l'analyse statistique des
modéles VARMA faibles sont globalement limités au cas univarié. Sous certaines hypothéses d’er-
godicité et de mélange, la consistance et la normalité asymptotique de |'estimateur des moindres
carrés ordinaires ont été montrés par [FZ98]. Il se trouve que la précision de cet estimateur dé-
pend de maniére cruciale des hypothéses faites sur le bruit. |l est donc nécessaire d’adapter la
méthodologie usuelle d'estimation de la matrice de variance asymptotique (voir [FZ00]). Parmi
les autres résultats statistiques disponibles, signalons des travaux importants sur le comportement
asymptotique des autocorrélations empiriques établis par [LNSO01, LNS02] et [RT96]. Ces der-
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INTRODUCTION GENERALE

niers auteurs ont également introduit des processus non corrélés mais dépendants et qui peuvent
étre étendus au cas multivarié. Notons aussi les travaux importants sur les tests portmanteau par
[FRZO05, Shall, ZL15], sur les tests de linéarité et I'estimation HAC de modéles ARMA faibles
par [FZ07], sur les processus dual et inverse de représentations ARMA faibles [EG10, EG15], sur
I'identication des modéles ARMA faibles basée sur |'analyse des autocorrélations et autocorréla-
tions inverses [FZ05b, EGF06]. Signalons aussi les travaux sur l'inférence statistique de processus
dépendants par une approche d’auto-normalisation (voir [Sha0a, ShaOb, Shal2, Shal5]).

En analyse multivariée, des progrés importants ont été réalisés par [DR08] qui ont proposé une
généralisation de la méthode d’estimation basée sur la régression introduite par [HR83] et étudié
les propriétés asymptotiques de cet estimateur. lls ont également proposé un critére d'information
modifié convergent pour la sélection des modéles VARMA faibles, qui est aussi une extension de
celui introduit par [HR83]. Katayama a proposé une nouvelle statistique de test portmanteau dont
la distribution asymptotique est celle d’un chi-deux (voir [Kat12]). On pourrait également citer
les travaux existants sur les modéles VAR faibles, mais comme c’est une sous classe des modéles
VARMA faibles, j'ai fait le choix (volontaire) de ne citer que les travaux basés sur la classe des
VARMA faibles.

Nous parlerons de nos travaux réalisés sur les VARMA faibles sous forme de contribution dans
la section suivante.

Contribution apportée

L’objectif principal de notre recherche est d’étudier dans quelle mesure les travaux cités pré-
cédemment sur I'analyse statistique des modéles ARMA forts peuvent s'étendre au cas multivarié
faible.

Dans la modélisation des séries temporelles, la validité des différentes étapes de la méthodologie
traditionnelle de Box et Jenkins, a savoir les étapes d'identification, d’'estimation et de validation,
dépend fortement des propriétés du bruit blanc. Nous avons étudié toutes ces étapes dans le cadre
de modeles VARMA faibles.

Le chapitre 1 de ce mémoire traite des propriétés asymptotiques des estimateurs du quasi-
maximum de vraisemblance des paramétres de modéles VARMA faibles. Une attention particuliére
est ensuite accordée a |'estimation de la matrice de variance asymptotique de ces estimateurs qui
est d'une forme "sandwich", et peut &tre trés différente de la variance asymptotique standard. Nous
prouvons la difféerence de précision qui peut exister entre les deux formes de maniére théorique et
a travers quelques illustrations numériques.

Le chapitre 2 est consacré au probléme trés important de sélection des ordres de modéles
VARMA faibles. Depuis des années, ce champ de recherche suscite un intérét croissant au sein
de la communauté des économétres et des statisticiens. En attestent les nombreuses publications
scientifiques dans ce domaine et les differents champs d’application ouverts. Les praticiens se sont
toujours trouvés confrontés au probléme du choix d'un modéle adéquat leur permettant de décrire
le mécanisme ayant généré les observations et de faire des prévisions. Ces questions concernent les
différents domaines d’application des séries temporelles, tels que la communication, la climatologie,
I'épidémiologie, les systémes de contréle, I'économétrie et la finance. Afin de résoudre ce probléme
de choix de modéles, nous proposons des critéres d'information modifiés en prouvant que les
fondements théoriques des critéres d'information standards ne sont plus établis quand I'hypothése
de bruit blanc fort est relachée. Nous illustrons nos résultats sur des études empiriques basées sur
des expériences de Monte Carlo.
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Dans le chapitre 3, nous traitons le probléme de la validation de modéles VARMA faibles. Dans
un premier temps, nous proposons des versions modifiées des tests de Wald, du multiplicateur
de Lagrange et du rapport de vraisemblance afin de pouvoir tester des restrictions linéaires sur
les paramétres libres du modéle. Ensuite, nous traitons les tests fondés sur I'analyse des résidus
de modéles VARMA faibles, plus particuliérement nous nous sommes intéressés au cas des tests
portmanteau. Nous avons proposé de nouvelles statistiques permettant de tester I'adéquation de
modeles VARMA faibles. Les résultats ont été illustrés par des expériences de Monte Carlo.

Dans le chapitre 4, nous traitons le probléme de I'estimation et de la validation de modéles
GARCH multivariés. C'est un travail développé dans le cadre du co-encadrement de la thése de
Othman Kadmiri commencée en octobre 2014.

Le chapitre 5 traite de I'estimation de modéles ARMA faibles a coefficients aléatoires (RCARMA,
pour random coefficient ARMA). Je décris brievement les premiers résultats obtenus sur la sta-
tionnarité et les propriétés asymptotiques des estimateurs de moindres carrés des paramétres de
modeles RCARMA faibles.

Dans le chapitre 6, je décris briévement les travaux indépendants de ma thématique principale
décrite dans les chapitres 1 & 5. Nous introduisons la famille des lois Normal Stables-Tweedie
(NST) k-dimensionnelles, k > 1. Ces NST sont constituées d'une marge unidimensionnelle stable-
Tweedie positive et des k — 1 gaussiennes indépendantes de mé&me variance égale a la valeur de la
stable-Tweedie.

Le chapitre 7 détaille les trois co-encadrements et des perspectives pour des développements
futurs.
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Chapitre 1

Contribution a l'estimation des
modeles ARMA faibles multivariés

Ce chapitre porte sur nos travaux liés a I'estimation des modéles VARMA faibles ainsi que
sur I'étude des propriétés asymptotiques des estimateurs du quasi-maximum de vraisemblance
(EQME). Nous présentons également nos travaux consacrés a |'estimation de la matrice de variance
asymptotique de ces estimateurs, afin de les comparer & celle du cas standard. Les publications
liées a ce chapitre sont : [A2, A5, A7, A9]

Pour I'estimation des paramétres du modéle ARMA ou VARMA, on utilise couramment la mé-
thode du quasi-maximum de vraisemblance (QMV, pour la suite) qui est la méthode du maximum
de vraisemblance gaussien lorsque I'hypothése de bruit blanc gaussien est relachée.

A la suite des travaux de [Wal64], I'estimation des modéles ARMA forts a donné lieu a de
nombreux travaux. Par exemple : [Han73] a montré la convergence forte de divers estimateurs
(essentiellement sous une hypothése d’ergodicité sur le processus observé) et la normalité asymp-
totique sous une hypothése de différence de martingale sur le bruit, [DH76] ont étendu ces travaux
aux cas multivariés (voir aussi [HD88]), [RC79] ont établi une preuve de la convergence forte de
I'estimateur du QMV pour les modéles VARMA forts. Les comportements asymptotiques des es-
timateurs du QMV de modéles VARMA forts ont été largement étudiés dans la littérature (voir
[Lit05]). Cependant ces résultats ne s'appliquent pas aux représentations ARMA ou VARMA faibles
de processus non linéaires. En effet, les auteurs qui viennent d’é&tre cités supposent toujours que le
processus des innovations linéaires est une différence de martingales (au moins en ce qui concerne
la normalité asymptotique). Dans le cas de modéles ARMA faibles univariés, la consistance et la
normalité asymptotique de |'estimateur des moindres carrés ordinaires ont été montrés dans [FZ98]
sous certaines hypothéses d’ergodicité et de mélange. Mais pour les applications économétriques,
le cadre univarié est trés restrictif. Les séries économiques présentent des interdépendances fortes
rendant nécessaire I'étude simultanée de plusieurs séries. Le développement de la littérature sur la
co-intégration (fondée sur les travaux du prix Nobel d'économie Granger) atteste de I'importance
de cette problématique. Dans [A2], nous avons étudié les propriétés asymptotiques du QMV des
paramétres d'un modéle VARMA faible sous des hypothéses essentielles d'ergodicité et de mé-
lange en prouvant la convergence forte et la normalité asymptotique de I'estimateur du QMV. I
se trouve que la précision de cet estimateur dépend de maniére cruciale des hypothéses faites sur
le bruit. Il est donc nécessaire d'adapter la méthodologie usuelle d’estimation de la matrice de
variance asymptotique comme dans [FZ00]. C'est ce que nous avons fait dans [A5, A9] et pour un
processus ARMA faible univarié, nous avons proposé dans [A7] une généralisation de la méthode
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CHAPITRE 1. CONTRIBUTION A L'ESTIMATION DES MODELES ARMA FAIBLES MULTIVARIES

introduite dans [A9].

1.1 Propriétés asymptotiques des estimateurs du QMV

Plusieurs formulations VARMA ont été introduites pour décrire différents types de séries tem-
porelles multivariées. L'une des formulations les plus générales et les plus simples est le modéle
VARMA structurel sans tendance suivant :

Po 9o
Ago Xt — ZA(),'Xt_; = Booer — Z BOiet—jv Vt € Z (1.1)

i—1 j=1
o Xy = (Xut, .- ,th)/ est un processus vectoriel stationnaire au second ordre de dimension d,
d étant le nombre de séries considérées, a valeurs réelles. Les paramétres Ag;, i € {0,...,po}
et Byj, j € {0,...,qo} sont des matrices d x d, et py et qo sont des entiers appelés ordres.
Sans perte de généralité, nous supposons que les matrices Agp, et Byg, sont non nulles. Le terme
d'erreur €; = (e1s, ..., €4¢) est un bruit blanc vectoriel, c’est-a-dire une suite de variables aléatoires

centrées (E(e¢) = 0), non corrélées (Cov(et, €;—p) =0, Vh # 0), avec une matrice de covariance
non singuliére Xy := E(ese€}). Ces modéles VARMA sont généralement utilisés avec des hypothéses
fortes sur le bruit qui en limitent la généralité. Ainsi, nous appelons VARMA forts les modéles
standards dans lesquels le terme d’erreur est supposé étre une suite indépendante et identiquement
distribuée (iid), et nous parlons de modéles VARMA faibles quand les hypothéses sur le bruit
sont moins restrictives. Dans ces modéles VARMA faibles, les termes d’erreur sont non corrélés
mais peuvent contenir des dépendances non linéaires. Ceci permet de traiter des processus qui
peuvent avoir des dynamiques non linéaires trés générales. Relacher cette hypothése d’indépendance
standard permet aux modéles VARMA faibles de couvrir une large classe de processus non linéaires.

Les paramétres sont les coefficients des matrices carrées d'ordre d suivantes : A;, i €
{0,....po}, Bj, j € {0,...,qo} et X. Le vecteur des vraies valeurs des paramétres auquel on
s'intéresse dans I'estimation est noté ¥o. Notons par det(:) ou | - | le déterminant d'une ma-
trice carrée. Pour I'étude des séries chronologiques, la notion de stationnarité faible (au second
ordre) conduit a imposer des contraintes sur les racines des polyndémes det Ay(z) et det By(z) ou
Ag(z) = Ao — 27, Aiz' et By(z) = Bo — >.° | B;z/. Supposons que

(Hl) det A19(Z) det 819(2) =0= ‘Z| > 1.

L’intérét principal de cette modélisation et des représentations obtenues en inversant successivement
les polynémes Ay(z) et By(z) est de permettre de calculer les prévisions linéaires optimales du
processus de maniére beaucoup plus simple que sous la seule hypothése de stationnarité au second
ordre.

Bien que la modélisation linéaire standard des séries temporelles s'étende naturellement dans
le cadre des modéles VARMA, cette extension pose néanmoins des problémes ardus, comme
par exemple l'identifiabilité. Ainsi nous allons imposer des conditions aux matrices A;, Bj et X
afin d’assurer I'identifiabilité du modéle, c’est-a-dire I'unicité des (po + qo + 3)d? paramétres du
modéle. Nous supposons que ces matrices sont paramétrées suivant le vecteur des vraies valeurs
des paramétres noté . Nous notons Ag; = A;i(Yo), i € {1,...,po}, B = Bj(¥o), j € {1,....q0}
et 5o = X (), ol g appartient a |'espace compact des paramétres © C R0, et kg est le nombre
de paramétres inconnus qui est inférieur & (po + go +3)d?. Pour tout ¥ € O, nous supposons aussi
que les applications ¥ — Aj(¥) i =0,...,pg, ¥ — Bj(V) j =0,...,q0 et ¥ — X(U) admettent
des dérivées continues d’ordre 3.
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1.1. PROPRIETES ASYMPTOTIQUES DES ESTIMATEURS QMV

Dans le cadre du modéle VARMA (4.13), I'hypothése (HI) qui assure que les polynémes
det Ag,(z) et det By,(z) n'ont pas de racine commune dans le disque unité, ne suffit pas a
garantir |'identifiabilité du paramétre, c’est-a-dire a garantir que seule la valeur ¥ = ¥y satisfasse
Ag(L)X; = By(L)e ot L est I'opérateur retard (i.e. X;_1 = LX;, €;_x = L¥e; pour tout t, k € Z).
On suppose donc que

(H2) : pour tout ¥ € © tel que ¥ # Uy, les fonctions de transfert vérifient soit :
At BoB;(2)Ay(z) # Agy BooBﬁ_Ol(z)AlgO(z) pourun z € C

ou soit
Ay Bo X BLAGY # Ao BooZoBgoAqy -

Divers types de conditions peuvent étre imposés pour assurer |'identifiabilité (voir [Rei97] p. 37-40,
ou [Han76], [HD88] section 2.7). Pour avoir l'identifiabilité, il est parfois nécessaire d’introduire
des formes plus contraintes, comme par exemple la forme échelon. Pour des renseignements
complémentaires sur les formes identifiables, et en particulier la forme échelon, on peut par exemple
se référer a [Han76, Liit05, Rei97].

1.1.1 Définition de I'estimateur du QMV

La représentation (4.13) sera dite réduite lorsqu’on suppose Agp = Bpo = Iy, et structurelle
dans le cas contraire. Les modéles structurels permettent d’étudier des relations économiques
instantanées. Les formes réduites sont plus pratiques d’'un point de vue statistique, car elles donnent
les prévisions de chaque composante en fonction des valeurs passées de I'ensemble des composantes.
Donc pour des raisons pratiques, nous écrivons le modéle (4.13) sous sa forme réduite

Po q0
Xt — ZAO_OIA(),'Xt_,' = €t — Z AEOIBOjBo_olAOOGt—jv ol €t = AaolBOOGt- (1.2)
i=1 j=1
On dispose d'une observation de longueur n, X, ..., X,. Pour 0 < t < n et pour tout ¢ € O, les

variables aléatoires & (1)) sont définies récursivement par

Po 0
&(0) = Xe — Y ATTAXe i+ Ay BBy M Aod(9), (1.3)

i=1 j=1
ol les valeurs initiales inconnues sont remplacées par zéro : & (V) = -+ = &g, (V) = Xo =+ =

X1—p, = 0. Nous avons montré que, comme dans le cas univarié (voir [FZ98]), ces valeurs initiales
sont asymptotiquement négligeables, et en particulier que &(vo) — e+ — 0 presque siirement
quand t — oo. Ainsi, le choix des valeurs initiales est sans effet sur les propriétés asymptotiques
de I'estimateur. La quasi-vraisemblance gaussienne s'écrit

1~

- ’ 1 1,
L) =] (zw)d/zmexp{—2et(19)ze et(ﬁ)},

t=1
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CHAPITRE 1. CONTRIBUTION A L'ESTIMATION DES MODELES ARMA FAIBLES MULTIVARIES

ol X, = X (9) = AalBOZB(’)Aall. Un estimateur du QMV de 9g est défini comme toute solution
mesurable J,, de

. - ~ . ) -
J, = L () = in.(9), .(9) = —=logL[,(19).
arg max (V) arg min (V) () ~log ()

Les résultats présentés ici sont dans [A2].

1.1.2 Convergence presque siir de I'estimateur du QMV

Afin d'établir la convergence forte de I'estimateur du QMV, il est utile d'approcher la suite
(é:(¥)) par une suite stationnaire ergodique. C'est ainsi que nous faisons |'hypothése essentielle
d’ergodicité suivante

(H3) Le processus (e€;) est stationnaire et ergodique.

Nous pouvons maintenant énoncer le théoréme de convergence forte suivant.

A

Théoréme 1. (Convergence forte) Soit (¥,) une suite d'estimateurs du QMV de I'équation
(4.13). Sous les hypothéses (H1), (H2) et (H3), nous avons presque sirement ¥, — v¥¢ quand
n— oo.

Ainsi comme dans le cas ou le processus des innovations est un bruit blanc fort, nous obtenons la
consistance forte de 'estimateur 4, dans le cas faible. La démonstration de ce résultat est la méme
que celle établie pour le cas des modéles VARMA standard (voir [HD88] dans le cas VARMAX sous
des hypothéses d’homoscédasticité sur le bruit), qui est basée sur celle proposée par [Wal49, Pfa69]
pour prouver la consistance de I'estimateur du maximum de vraisemblance. Nous fournissons un
schéma de cette preuve.

Démonstration. L'hypothése (H1) sur les racines des polynémes VAR et MA entraine que
er(d) = Ay BoBy M (L)As(L)Xe = Xe + Y Gi(9) X, sup 1G9 = O("), (1.4)
i=1 €

pour p € [0, 1[. On montre d’abord que I'hypothése d'identifiabilité (H2) entraine pour tout ¥ € ©
et tout t € Z,
er(¥) = e:(Po) p.s. = 9 =o. (1.5)

Ensuite, sous I'hypothése (HI), on montre que les valeurs initiales sont asymptotiquement négli-
geables en montrant successivement que

sup 18:(9) — e:(9)] = O(p"), (1.6)
sup En(ﬁ)—enw)] —o(1), p.s. (1.7)
JeO

Au vu de (1.7), on obtient
1 n
In(0) = Lo(9) +o0p(1) = — ; I:(9) p.s. n — o0,
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1.1. PROPRIETES ASYMPTOTIQUES DES ESTIMATEURS QMV

ol
I:(9) = dlog(27) + log det X + e}(9) X e ().

En appliquant le théoréme ergodique, on a presque slirement
h(¥) — dlog(2m) + Q(9),

ol Q(Y) = logdet X + Eef(9)X, te1(). Notons H._1 I'espace de Hilbert engendré par les
variables aléatoires X, pour u < t. Maintenant, il faut montrer que ce critére limite est minimisé
en 190 .

Q(Y) > Q(Y), VI #y€ O. (1.8)
En effet, on a

QW) = E{e(Wo)} ;' {e1(¥0)} + logdet L,
+E{ex(V) — er(v0)} . {ea(V) — ex(vo)}
+2F {e1(¥) — er(o)} Zoer (o).
Puisque e; = e;(Yp) est orthogonale & H_; et au vu de I'équation (1.4) : {e(V) — er(Vo)} =
S {Gi(9) — Ci(90)} Xe—; appartient & H—1, on a E{e1(0) — e1(Po)} X ter (Vo). En remar-
quant que
Q(Q?()) = logdet Xy + Ee{(ﬁo)Xe})lel(ﬂo)
= logdet X0 + Tr (£ Ee1(vo)ef (o)) = log det T + d,
on a alors
Q(Y) — Q) > TrE 1 X — logdet X150 —d >0 (1.9)

en utilisant I'inégalité suivante valable pour toutes les matrices semi-définies positives d'ordre d x d :
Tr(A™!B) — logdet(A™1B) > Tr(A"1A) — logdet(A™*A) = d.

Ainsi, au moins une des deux inégalités dans (1.9) est stricte, sauf si e;(9) = e1(g) avec probabilité
1let X, = X, ce qui est donc équivalent a 9 = g d'aprés (1.5). Cela ne suffit pas pour conclure
car, a priori, on ne sait pas si

argmin lim 7,(9) et lim argmﬂing,,(ﬂ)

9 n—oo n—o00

coincident.

Pour tout ¥ € © et tout entier k > 0, on pose Vi (V) la sphére de centre ) et de rayon 1/k.
En utilisant (1.7), on a

liminf  inf  7,(9*) > liminf inf  £,(9%) — limsup sup |[€,(9) — p(V)]

n—00 Y*cV,(9)NO n—00 Y*cV, (9)NO n—oo 9cO
n
> liminfn! inf  (9*
~  n—oo ;ﬂ*evk(ﬂ)ﬁ@ t( )
= E inf K(9).
I*EVi(I)NO
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La derniére égalité est obtenue par application du théoréme ergodique au processus station-
naire {infﬂ*evk(ﬁ)m@ Et(ﬁ*)}t. Quand k tend vers +o0, le théoréme de Beppo-Levi montre que
Einfg«cv, (9)ne h(J*) tend vers Ef(J). D'apres (1.9), on obtient

ILrngfﬁ*ien\f(ﬁ) 0n(0%) > Eh(0o), p.s. (1.10)

Remarquons également que (1.7), (1.8) et le théoréme ergodique entrainent que

li inf 7, (9%) < i inf  £,(9%) + i 0,(9) — £,(9
msup __inf o (") < msup __inf o (%) I;nﬁsogpggg! (V) (9)]

n
< limsupn~! Z l¢(¥0)
n—oo =1

= Eh(do).

De plus, pour tout voisinage V/(Jg) de 9o on a

lim su inf  £,(9%) <Eh(Yy), .S. 1.11

msup 0 n(0°) <Eh(d), p (1.11)
On conclut en utilisant les arguments standard de compacité (voir [Wal49]). Plus précisement, le
compact © est recouvert par un voisinage V/(Ug) de ¥g et la réunion d’un nombre fini de voisinages
V(91),..., V(Vx) satisfaisants (1.10) (par remplacement de ¢ par ¥;, i = 1,..., k dans (1.10)).
[l existe donc un sous-recouvrement de © par un nombre fini de ces ouverts tels que

D’aprés (1.10) et (1.11), on obtient presque siirement

inf /,(9) = min inf  {,(9) = inf  7,(0)
J€O i=0,1,...k 9V (9;)NO 9EV(99)NO

pour n assez grand. Par conséquent, presque siirement, 9, est dans V(o) pour n assez grand.
Puisque le voisinage V(o) peut étre choisi arbitrairement petit, on obtient le résultat. O]

1.1.3 Normalité asymptotique de I'estimateur du QMV

L'ergodicité ne suffit pas pour obtenir un théoréme central limite (noté TCL dans la suite).
Pour la normalité asymptotique du QMYV, nous avons donc besoin d'hypothéses supplémentaires.
Il est d’abord nécessaire de supposer que le paramétre g n’est pas situé sur le bord de I'espace
compact des paramétres ©.

(H4) : Nous avons vy eé, ou (3) est 'intérieur de ©.

Nous introduisons les coefficients de mélange fort d’un processus vectoriel X = (X;) définis par

ax (h) = sup P(AN B) — P(A)P(B)| .
Aco(Xy,<t),BEo(Xy,>t+h)

On dit que X est fortement mélangeant si ax (h) — 0 quand h — oo. Nous considérons I'hypothése
suivante qui nous permet de contrdler la dépendance temporelle du processus (¢;).

24



1.1. PROPRIETES ASYMPTOTIQUES DES ESTIMATEURS QMV

(H5) : Il existe un réel v > 0 tel que E||e;||*T?” < 0o et les coefficients de mélange du processus
(€¢) vérifient D72 o {ae(k)} 7+ < 0.

Remarque 1.1. Notons que d’aprés I'hypothése (H1) et I'équation (4.13), le processus (X:) peut
s'écrire comme une combinaison linéaire de €;,€r—1,..., ce qui implique, d’aprés (H5) que le
processus (X:) est mélangeant (voir [Dav94]). Cette hypothése (H5) est donc plus faible que
I'hypothése de bruit blanc fort de point de vue de la dépendance. D’autre part, nous faisons
I'hypothése d’existence de moments d'ordre 4+ (supérieur a quatre), c'est-a-dire E||e|*?” < oo
pour un réel v > 0, qui est légérement plus forte que I'hypothése d’existence de moments d’ordre
4 qui est faite dans le cas standard. Etant donné I'hypothése (H1) sur les racines des polynémes,
il est clair que les hypothéses de moment E|je;||*t? < oo et E[|X;||*+? < oo sont équivalentes.
Par contre, les hypothéses de mélange ne sont pas équivalentes.

Nous définissons la matrice My, des coefficients de la forme réduite du modéle (1.2) par
e O O v I S —1p ... a1 1, .
My, = [AgdtAor < -+ Asdt Ao+ Age Bor Bag-Aco = -+ = Age Bog Biyg Aco + Zeo.

Ainsi nous avons besoin d'une hypothése (d’identifiabilité locale) qui spécifie comment cette matrice
dépend du paramétre ¥g. Soit /\./1190 la matrice Ovec(My)/0¢ appliquée en .

(H6) : La matrice My, est de rang ko.
Remarque 1.2. Notons que (H6) est une hypothése d'identifiabilité qui compléte (H2), mais

qu’aucune n'implique I'autre. L'hypothése (H6) est locale alors que (H2) est une hypothése globale
pour tout Y € O.

Nous pouvons maintenant énoncer le théoréme suivant qui nous donne le comportement asympto-
tique de |'estimateur du QMV.

Théoréme 2. (Normalité asymptotique) Sous les hypothéses du Théoréme 1, (H4), (H5) et
(H6), nous avons

Jn (6,, - 190) 5 N, Q2 =Y, (1.12)

ou J = J(¥) et | = 1(J), avec

: 0% - . 0 -~

La démonstration de ce théoréme repose sur le TCL pour processus a-mélangeant [Her84], le
théoreme 1 et l'inégalité de covariance de [Dav68] pour les processus mélangeants. Nous donnons
un schéma de la preuve de ce théoréme fondamental pour suite.

Démonstration. En utilisant des formules de dérivation élémentaire sur les traces (voir [Liit05]),
pour tout i € {1,..., ko}, on a

alt(ﬁ)_ 71826_ —1 / ,1826 8e§(19) 1
B9, _Tr{Xe 90, X er(V)er (V) X 99, +2 99, > e (0). (1.13)

L'hypothése (HI) sur les racines des polynémes entraine que, comme pour (1.4), les dérivées
d'ordre 1,2,... de e;(1}) s'expriment comme des combinaisons linéaires de X;, X;_1,... dont les
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coefficients tendent vers 0 a vitesse exponentielle, uniformément en ¥ € ©. Plus explicitement,
pour k=1,..., ko, on a

32’29(19) =5 cPwx.s, 6229 § jc(k (9)Xe_j, (1.14)
ko iz k =
aC;(v ,.
) = 819(1( ) EEBHC,-(”(@)H = 0(p"). (1.15)

Similairement a I'équation (1.6), on obtient alors

98.(0)  Der()

P Tay T T ow

DISIC)

H = O(p"). (1.16)

En utilisant (1.13), on obtient

() 00, (V)
ﬁ{ 90, - 90, }2314-32,

ol

R 0 R N WU 1) POR
2 = f§{< o) O st + 2 (et) - o)

a = < L {E() — ee(9)} E(9) + er(V) {e(V) — er(9)}] 2 12;—[()

D’apres (1.6) et (1.16), on a

Oer(V)
D

K n
al el < S b b= pf{sup
t=1

€O

’ + sup lle:(9)|| + Kp* }

D'apres (1.4) et (1.14)-(1.15), on obtient

aet(ﬁ)
09

E sup
YeO

' < oo, Esuple(d)] < oo.
YeO
Par I'inégalité de Markov et pour tout € > 0, on a
K < K <
Pl—=) bi>e| <—— t—0,
et donc

Oln(9)  9la(9)
ov ov

\/nsup

Y€

= op(1). (1.17)

Notons que les mémes égalités sont aussi vérifiées pour les dérivées secondes de /,(19). Au vu du
Théoréme 1 et I'hypothése (H4), on a presque siirement I E(i). Ainsi 8[,,(5‘,,)/819 = 0 pour

26



1.1. PROPRIETES ASYMPTOTIQUES DES ESTIMATEURS QMV

n suffisamment grand. Un développement de Taylor autour de 99 donne

Oln(t) , 9*ln(t0)

0=vn a0 200

Jn (ﬁn - 00) + op(1). (1.18)
L'hypothése (H6) permet de prouver que la matrice

020,(V0)

J= EW est inversible. (1.19)
D'aprés (1.4), on a
dec(Vo)
559' ) _ > diees, (1.20)
! =1
ou la suite des matrices dy = dy(i) est telle que ||dy|| — 0 a vitesse exponentielle quand ¢ — .
Au vu de (1.13), pourtout m>0eti=1,..., ko, on pose
Ol (v
8(190) = Yemit Zimi
1
ol
Y, - T Z*l / lzfl 829(190) . / d/zfl
emi = Tr| g {ld— ererIg }3719, +2;et—£ (%e0 €t
oo
Zimi = 2 Z eg—edéze_olet'
{=m+1
Notons Yem = (Yemi, - Yemk) € Zem = (Zemi, .-, Yemk) des vecteurs de Rk et

remarquons que les processus (Y: m)t et (Z:,m)+ sont stationnaires et centrés. De plus, sous (H5)
et pour m fixé, le processus Y = (Yim): est mélangeant (voir Théoréme 14.1, page 210, dans
[Dav94]) et satisfait ay(h) < a.(max{0, h— m}). En appliquant le TCL pour des processus
mélangeants de [Her84], on obtient

n o
\; S Yem BNOIm). = > Cov(Yem Yehm)-

t=1 h=—o00
Comme dans [FZ98] (voir Lemme 3), on montre que la matrice | = limp_o0 Im (I'existence de /
est due & une conséquence de |'hypothése (H5) et de I'inégalité de covariance de [Dav68]). Puisque
| Zt,m||2 — O a vitesse exponentielle quand m — oo, en utilisant les arguments donnés dans [FZ98]
(voir Lemme 4), on montre que

n—1/2 zn: Zt,m

t=1

lim lim supIP’{ > e} =0 (1.21)
M=o poo

pour € > 0. En utilisant le résultat dans [BD91] (voir Proposition 6.3.9, pages 207-208), on déduit
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que
1 a/t 1 O IR c
= — Y, — Z 0,1). 1.22
\/* Z \/ﬁ tz_; t,m + \/E tz_; t,m — N( ) ( )
La conclusion provient de (1.18), (1.19) et (1.22). O

Remarque 1.3. (Différence de précision dans I’estimation des VARMA forts et faibles) Les
logiciels développés pour estimer les modéles VARMA forts permettent aussi d’estimer de maniére
convergente les paramétres d'un modéle VARMA faible.

Dans le cas standard de modéles VARMA forts, i.e. quand I'hypothése (H3) est remplacée
par celle que les termes d’erreur (e;) sont iid, nous avons | = 2J, ainsi la matrice {2 se résume 3
s :=2J71. Par contre dans le cas général, nous avons | # 2J donc Qs # 2. Comme conséquence,
il est probable que les logiciels utilisés pour ajuster les modéles VARMA forts fournissent une
estimation incorrecte de la matrice 2 (puisqu'ils fourniront comme estimateur de (2, un estimateur
Qs qui converge vers (25 ) pour le cas de processus VARMA faibles. Donc on ne peut pas leur faire
confiance pour tester, par exemple, la significativité des coefficients VARMA faibles. C'est aussi le
méme probléme dans le cas univarié (voir [FZ07], et d’autres références).

Notons que, pour les modéles VARMA sous la forme réduite (1.2), il n’est nullement restrictif
de supposer que les coefficients Ag, ..., Ap. Bo. - .-, Bg, sont fonctionnellement indépendants du
coefficient Y. Ceci nous permet de faire |'hypothése suivante

(H7) : Posons ¥ = (9" 9@y on 9(1) e R¥ dépend des coefficients Ay, ..., Ap, et

By, ..., Bg,. et ou 9@ = DvecX, € R* dépend uniquement de X, pour une matrice
D de duplication de taille k» x d?, avec ki + ko = ko.
Par abus de notation, nous écrivons e;(19) = e;(9(")). Le produit de Kronecker de deux matrices A
et B est noté par A® B (noté dans la suite A2 quand A = B). Le théoréme suivant montre que
pour des modéles VARMA sous la forme réduite (1.2), les estimateurs du QMV et du LS (least
squares) coincident.

Théoréme 3. Sous les hypothéses du Théoréme 2 et (H7), I'estimateur du QMV A, = (155,1),, 1%,2)/)’
peut étre obtenu par

5 A 3
9D _ Dyecs.. 5. -y &(0\V)&l (D),
t=1

et

Al

IV = arg T;(Il? det ; & (W& (W),

De plus, nous avons

_(Ju 0 _ 9 (1) 9 (1)
J—< 0 oy ) avec J11—2E{619(1) e(Vy7) Sy er(Vy ")

et o =D(Z' @ X HD'.

Remarque 1.4. Notons que la matrice J a la méme expression dans les cas de modéles VARMA
fort et faible (voir [Liit05] page 480, pour le cas VARMA fort), contrairement & la matrice / qui
est en général plus compliquée dans le cas faible que dans le cas fort.
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1.2 Estimation de la matrice de variance asymptotique

Les résultats présentés ici sont dans [A2, A5, A7, A9].
Afin d’obtenir des intervalles de confiance ou de tester la significativité des coefficients VARMA
faibles, il sera nécessaire de disposer d’un estimateur au moins faiblement consistant de la matrice

A

de variance asymptotique (2. Soit & = &:(0,) les résidus du QMV quand py > 0 et go > 0, et soit
é = e = Xy quand pp = qo = 0. Quand pg + qo # 0, nous avons & = 0 pour t < Q et t > n, et
posons

A

Po q0
= Xe — Y A (On)Ai(0n)Xemi + > AN (01)Bi(n) By (6) Ao(6r) 8, (1.23)
i=1 i=1

pourt=1,...,n, avec)AQ:Opourt§0et)A(t:Xt pour t > 1.

1.2.1 Estimation de la matrice (2 proposée dans [A2, A5]

Soit S0 =n"1Y 7 _; &&, un estimateur de Xeo.

Estimation de la matrice J

La matrice J peut facilement &tre estimée par

R J1 O A Al el
J:< (1)1 322) Jo=D(E5 @ D et

3 250 0 gyl g 0 s
J11:n2{019(1)eé(19n )}Zeo EXIO &(Wn’) -

t=1
Dans le cas standard des VARMA forts €2 := 2J~! est un estimateur fortement convergent de (2.
Dans le cas général des VARMA faibles, cet estimateur n’est pas convergent quand | # 2J. Nous
avons besoin d'un estimateur convergent de la matrice /.

Estimation de la matrice /

Rappelons que

n +00
. 1
F=lm Var (ﬁ ; Tf) = h;@ cov(Te, Ten), (1.24)
o Olt(9y) 0O
-0 = N9 s —1g, (9D
T 29 59 {Iog det X + e,(V') X e (V )}19:190 : (1.25)

L’existence de la somme des covariances dans (1.24) est une conséquence de I'hypothése (H5) et
de l'inégalité de covariance de [Dav68]. Cette matrice | est plus délicate a estimer. Néanmoins,
nous nous reposons sur les deux méthodes suivantes (proposées dans la littérature) pour I'estimer :
1) la méthode d’estimation non paramétrique du noyau aussi appelée HAC (Heteroscedasticity
and Autocorrelation Consistent),
2) la méthode d’estimation paramétrique de la densité spectrale (notée SP dans la suite).
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Définition de I'estimateur HAC de la matrice /

Dans la littérature économique, I'estimateur HAC est largement utilisé pour estimer une matrice
de covariance de la forme de /. La technique que nous utilisons consiste a pondérer convenablement
certains moments empiriques. Cette pondération se fait au moyen d’une suite de poids (ou fenétre).
Cette approche est semblable a celle de [And91, NW87]. Soit T le vecteur obtenu en remplagant
Yo par J, dans 7. La matrice 2 est donc estimée par un estimateur "sandwich" de la forme

A A AC A . 1 & A
QHAC — J*llHACJfly /HAC _ Z w|t75‘ Tt Ts:
n

t,s=1

ol wo, ..., wn—1 est une suite de poids (ou fenétre) (voir [And91, NW87] pour plus de détails sur
le choix des poids).

Dé&finition de I'estimateur SP de la matrice /

Une méthode alternative consiste a utiliser un modéle VAR paramétrique estimé de la densité
spectrale du processus (7%). Cette approche a été étudiée par [Ber74] (voir aussi [dHL97]). Ceci
revient a interpréter (27r) 1/ comme étant la densité spectrale évaluée a la fréquence 0 du processus
stationnaire (1) (voir [BD91], p. 459). Nous nous basons sur |'expression

I=o (1) T, (1)

quand (7}) satisfait une représentation VAR(oc) de la forme

O(L)T: =T + Z i Tei = uy,
i=1

ol uy est un bruit blanc faible de matrice covariance X,,. Notons @, 1, ..., @, , les coefficients de la
régression des moindres carrés de 1 sur 17¢_1,..., Tt—, et posons ®,(z) = ly,—s + > ;1 Priz".
Soient {, ¢ les résidus de cette regression et X; la variance empirique de d,1,..., drpn. Nous
énoncons maintenant le théoréme suivant qui est une extension de celui de [FRZ05].

Théoréme 4. (Convergence faible de /) Sous les hypothéses du Théoréme 3, nous supposons
que le processus (1) admet une représentation VAR(oo) pour laquelle les racines de det ®(z) = 0
sont a I'extérieur du disque unité, | ®;|| = o(i~?), et que la matrice X, = Var(u;) est non
singuliére. Nous supposons également que ||e;||g, 4, < 00 et S olax. (k) }/C+) < oo pour un
réel v > 0, ot {ax (k)},~q désigne la suite des coefficients de mélange fort du processus (X{, €;)'.
Alors, I'estimateur -

PP=d 1 (1)5; &' 1(1) =/
en probabilité quand r = r(n) — oo et r3/n — 0 quand n — oo.

La démonstration s'inspire de celle de [FRZ05], qui repose sur une série de lemmes.

1.2.2 Estimation de la matrice 2 proposée dans [A9]

La méthode que nous proposons dans [A9] consiste & trouver des estimateurs des matrices J
et | dans lesquels les estimateurs des coefficients du modéle VARMA (4.13) sont isolés de ceux
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dépendant de la distribution de I'innovation. Nous considérons la matrice X, comme un paramétre
de nuisance. Dans ce cas, afin d'alléger nos notations, nous posons 8 = 9(1).

La détermination des expressions explicites des matrices d'information de Fisher J et | dans
un contexte général, en particulier pour des modéles non linéaires, est une tache difficile (voir par
exemple [DSG10] qui ont contourné cette difficulté a travers des simulations de Monte Carlo).
Dans le cadre des processus linéaires (gaussiens), le probléme du calcul des matrices d'information
de Fisher et de leur inverse a été largement étudié. Diverses expressions de ces matrices ont été
données par [Whi53, Whi63, Sid58, Dur59] et [BJ76]. Des algorithmes pour calculer ces matrices
d'information ont été proposés par [McL84, KM90, KM04] et [GBO06]. Par contre, pour le cas des
modéles ARMA faibles, il existe trés peu de travaux, a part ces exceptions (a notre connaissance
bien sir) : [FZ00, FZ07] et pour des modéles all-pass par [BDTO1].

Dans un premier temps, nous proposons une expression des dérivées des résidus en fonction des
résidus passés et des paramétres du modéle VARMA. Ceci nous permettra ensuite de donner une
expression explicite des matrices / et J impliquées dans la variance asymptotique des estimateurs
QMV, en fonction des paramétres des polynémes VAR et MA, et des moments d'ordre deux et
quatre du bruit. Enfin nous en déduisons un estimateur de la matrice £2 dont nous établissons la
convergence.

Expression des dérivées des résidus du modéle VARMA

Dans le cas de modéles ARMA univariés (i.e. quand d = 1), [McL78] avait défini des dérivées
résiduelles par

aet . 1 ot 3et .
— =g, I =1,..., — = Us_;,
DA; t Po aBj t—jr J

:1,...,qO,

ol A;j et B; sont respectivement les paramétres AR et MA, par convention Ag = By = 1. Posons
0 = (01,....0p, Opyt1, .:.,0p0+qo).’, pour po et qo différents de 0. Définissons les polynémes
Notons A} et B} les coefficients définis par

o0 o
o '(2) =D A" By z)=) BiZ" |z|<1
h=0 h=0

pour h > 0. Alors, on peut facilement représenter les dérivées résiduelles univariées par

aeatég) = (ve-1(0), ..., ve—po(0), ur—1(0), ..., ut*qO(G)),’

v(0) = L)e:(0) = ZAhet n(0), ue(0) = By (L)er(6) = Bjer_n(0)
h=0
avec |'innovation
ec(0) = B, 1(L)Ag(L)X:.

Pour s'inspirer du cas ARMA univarié, nous commencons par écrire le modéle réduit (1.2) sous sa
forme compacte
Ag(L)X: = Bg(L)e:(0),
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ol Ag(L) = Iy — > A;L est le polyndme VAR et By(L) = Iy — > 7, B,;L’ est le polynsme
MA, avec A; = Aj'A; et B, = A;'B;By'Ag. Pour ¢ = 1,..., poetl =1,..., o, posons
A, =(aji¢), By =(bjjr), a;=vec[Ay] et by = vec[By]. Notons respectivement par

a: = (a’l,...,alo)' et b:( g_v""b/qo)/'

les coefficients des polynomes VAR et MA. Ainsi il n'est pas restrictif de réécrire § = (a’,b’)’, o
a € RM dépend des matrices Ay, .. ., Ap, et o b € Rk dépend de By, .. ., Bgo, avec ki + ko = ko.
Pouri,j=1,---,d, définissons les (d x d) opérateurs matriciels M;;(L) et N;;(L) par

Mi(L) = By (L)EisA;  (L)Bg(L) and  Ny(L) = By (L)Ey,

ol Ejj est une matrice carrée d'ordre d prenant la valeur 1 a la position (/,) et 0 ailleurs. Notons

A} , et B}, , les matrices carrées d'ordre d définies par

[o.¢] oo
Mij(z) =Y A5 2" Ny(2) =D B ,2" |7 <1
h=0 h=0

pour h > 0. Par convention A}, ) = Bj; , =0 quand h < 0. Soit A} = [ATI,h CAS Agd,h]
et B} = [Bil,h : le,h D Bgd’h] les matrices de tailles d x d3. Posons

An(0) = [— b — pro Bj_q T,fqo] , (1.26)

la matrice de taille d x d3(po + qo) constituée uniquement des paramétres des polynémes VAR et
MA. Cette matrice est bien définie car les coefficients A;l et B;l décroissent exponentiellement
vers zéro.

Nous énoncons la proposition suivante qui donne une extension au cas multivarié des expressions
de ces dérivées résiduelles.

Proposition 1. Sous les hypothéses (H1)—(H6), nous avons

Oer (6
) e (0): Ve ()1 Uea(0) - Ue g (0)].
ou - -
Vi(0) = = > Aj(lp @ ee_n(0)) et Up(0) => B} (I @ ee_n(0))
h=0 h=0

avec A} = [A{Lh PAS A?/d,h] et B} = [B{Lh tBoy gy Bj;d,h} les matrices de taille
d x d* définies immédiatement avant (1.26). De plus, pour @ = 6y nous avons

aet

00~ Z Ai (/d2(P0+CI0) ®ei),

i>1

ou les matrices \; sont définies par (1.26).

La démonstration de cette proposition repose sur deux lemmes qui donnent, respectivement,
les expressions des dérivées résiduelles par rapport aux paramétres VAR et MA.
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Expressions explicites des matrices J;; et /1

Nous donnons des expressions explicites des matrices /i1 et J11 impliquées dans la variance
asymptotique (211. Dans ces expressions, nous isolons tout ce qui est fonction du paramétre 6y du
modéle VARMA, de ce qui est fonction de la distribution du bruit blanc faible e;. Notons

M= E{ (ligposa) © €)™ |

la matrice impliquant les moments d’ordre deux de l'innovation (e;). Maintenant nous donnons
I'expression de J11 = J11(0o, Xeo), dans laquelle les termes dépendant de 0y (via les matrices \;
définies dans (1.26)) sont distingués de ceux dépendant des moments d'ordre deux du processus
(e:) (via la matrice M) et des termes dépendant de la variance de I'innovation (via la matrice
Xe0)-

Proposition 2. Sous les hypothéses de la proposition 1, nous avons
vec(Ji1) =2 ZM {N @ N} vec( XY,
i>1
ou les matrices \; sont définies par (1.26).

La démonstration de cette proposition repose sur le théoréme ergodique et la proposition 1.
Comme pour la matrice J11, nous décomposons /11 en termes impliquant le paramétre 6y du
modéle VARMA (1.2) et ceux impliquant la distribution des innovations e;. Soient les matrices

Mijn = E ({i—p ® (lz(potq0) @ €t—j—n) } @ {€t © (la2(potq0) @ €t—i) }) -

Les termes dépendant des paramétres du modéle VARMA sont les matrices A; définies par (1.26).
Les matrices

400
F(ij)= Y Mis (1.27)

h=—00

mettent en jeux les moments d’ordre quatre du bruit blanc faible e;. Les termes dépendant de
la variance de I'innovation sont dans la matrice X¢y. Nous énoncons maintenant la proposition
suivante pour la matrice l11 = h1(0o, Zeo) qui est similaire & la proposition 2.

Proposition 3. Sous les hypothéses de la proposition 2, nous avons

+o00
vec(h1) = 4 Z F(i.J) {la @ N} @ {lg ® A}}) vec (vec(}_—efol) {vec(Z;)I)},) ,
ij=1
ou les matrices \; sont définies par (1.26).

La démonstration de cette proposition repose sur la proposition 1, ainsi que sur quelques
formules de calcul sur le produit de Kronecker et I'opérateur vec.

Remarque 1.5. En considérant le cas univarié, i.e. quand d = 1, nous avons

+o0
4 ..
VeC(J]_l) = 22 {)\, & )\,’}, et VeC(I]_l) = ? Z ’y(l,_j) {AJ &® )\,’}/,
i>1 ij=1
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o (i, j) = Y2120 L E(erer—iec_ner_jn) et les vecteurs N, € RPOT9 sont définis par (1.26).

Remarque 1.6. Toujours pour le cas univarié, [FRZ05] ont utilisé |'estimateur des moindres carrés
et ont obtenu

0? Oet(6o)
8980’et (6) = 2202)\ N et Var{2et(00)} =4 Z

i>1 ij>1

i—po’
RPo+, avec la convention A¥ = B¥ = 0 quand i < 0. En utilisant /'opérateur vec et la relation
élémentaire vec(aad') = a® a', leur résultat donne

!/
ot 02 est la variance du processus univarié e; et les vecteurs \; = (—A}k_l, A B Bi*—qo) €

vec(J11) —22)\ ® A et vec(hi) = 42 (I, ))Ai @ A,
i>1 ij>1

lesquelles sont les expressions données dans la remarque 1.5.

Définition des estimateurs de vec(Ji1) et vec(/1)

Etant donné que nous disposons des expressions explicites de /11 et Ji11, nous nous intéressons
a I'estimation de ces matrices. La matrice M impliquée dans I'expression de J peut facilement &tre
estimée empiriquement par

n

My = %Z {(Idz(p+q) ©é )®2} .

t=1
En vue de la proposition 2, nous définissons un estimateur jll,n de Ji1 par
vec(Ji1,0) = Z./\/ln {)\f ® )\j} vec(Zh).
i>1

Nous énoncons maintenant le théoréme suivant qui montre la consistance forte de Ji1 .

Théoréme 5. (Convergence forte de jn,n) Sous les hypothéses de la proposition 3, nous avons
.711,,, — 11 p.s quand n— oco.

La démonstration de ce théoréme repose sur une série de trois lemmes, dans lesquels nous
montrons les convergences presque siires de Ai, de M, et de fe_ol

La matrice /11 est plus délicate a estimer car son expression explicite fait intervenir une infinité de
moments d’ordre quatre a travers (1.27). Afin d'estimer cette matrice, nous utilisons une technique
qui consiste & pondérer convenablement certains moments empiriques (voir [And91, NW87]). Cette
pondération se fait au moyen d'une fonction de poids et d'un paramétre de troncature. Soit

1 n—|h|

Maizni= =23 ({et-n ® (e(orran) @ €i-jon) } @ {&0® (ker(poran) @ €1-1) }) -
t=1
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Pour estimer (1.27), nous considérons une suite de réels (b,)qen+ telle que

10+4y
b, -0 et nb,” — oo quand n— o0, (1.28)

et une fonction de poids f : R — R bornée, a support compact [—a, a] et continue a |'origine avec
f(0) = 1. Notons que sous les hypothéses précédentes, nous avons

bn > |f(hby)| = O(1). (1.29)
|h|<n
Soit
A 1 n—|h| ,
M ijh - Z ({é-n® (/d2 (Pot+q0) © é —j- ne{ge (Idz(po+qo) ®é&_;)})-
t=1

Nous considérons la matrice

+Ts 3
Z f(hbn)./\/ln ij.h et Tn = [b:| ,
h=—T, n

ou [x] désigne la partie entiére de x.
En vue de la proposition 3, nous définissons un estimateur IA11,,, de 1 par

vec(hy ) = 4 Z (i, j) ({/d ® Xﬁ} ® {/d ® Xj}) vec (vec(}:—e—ol) {vec(fe—ol)}/> .

I_ji
Maintenant nous énoncons le théoréme suivant qui montre la consistance faible de I'estimateur

empirique /11 p.

Théoréme 6. (Consistance faible de IA,,) Sous les hypothéses du théoréme 5, nous avons

IA11V,, — 11 en probabilité, quand n — co.

Démonstration. Elle repose sur une série de trois lemmes, dans lesquels nous montrons les conver-
gences de X,- et de fe_ol. Nous montrons le dernier lemme, qui donne la convergence de fn(i,j)
uniformément en / et j.

Pour tout 0 € ©, on a

n—\h|
M ijn(0) - Z {et w0 (Id2(Po+qo) ® eéfj*h(e))} ® {eé(@) ® (Idz(Po+L70) ® e;_,-(e))})

- M,-J-,h( =E ({€i-n(0) ® (lo2(py+q0) @ €1—j—n(0)) } ® {€:(0) ® (Lez(pysq0) @ €1-i(0)) })

presque siirement, par application du théoréme ergodique. Un développement de Taylor de vec M, ijh
autour de g et (1.12) donne

vecM,, iih = vecMyiip+ M(Q) (én —6p) + Op 1 .
oo’ =0, n
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Sous I'hypothése que sup; j~1 || (/,J)|| = O(1), on déduit que

ovecM,, ij p

lim sup sup BT

N=0j j>1|h|<n

<00, Pp.s. (1.30)

Par le théoréme ergodique, (1.12) et (1.30), pour toute norme multiplicative, nous avons

N _ OvecM,, i A 1
sup sup ||vec (Mn,’j’h—M/j’h)H < lim sup sup L/"”’h ‘0,,—90"4—019 <>
ij>1|hl<n n=00j>1|h|<n o0 n

1
= Op|—]. 1.31
() (3
Notons que
+Th +Thn
Fali))=F(d) = 3 F(hbn) (Moin = M)+ 3 {F(hba) = 1} My — > My,
h=—T, h=—T, |h|> T
Par I'inégalité triangulaire et pour toute norme multiplicative, nous avons
sup || Fo(i,)) ~T(J)| < &1+e+es
ij>1
ou
g1 = sup sup Mnij,h_Mij,hH Z |f(hby)|,
Fj2Llhl<n |h[<T,
g2= Y |f(hbn) = 1Myl et gs= D [Myall.
[h<Th |h|>T,

Les éléments non nuls de la matrice M;;, sont de la forme E (e t€i,t—i€jt—h€it—h—j), pour
(i1, 2, i3, is) € {1, ..., d}*. En utilisant I'inégalité de [Dav68], on obtient

IE (€ ¢eit—itit—neist—n—j)| = |Cov(eqeent_i, eie—neie—n—s)| < Kal/CT) (h)
et on en déduit que
IMijall < Ka/CH) (h). (1.32)

Ainsi, sous (H5), on a g3 — 0 quand n — oo, car c'est le reste d’une série convergente. Pour m
entier fixé, on a g» < 51 + %, ol

si= ) |f(hby) =1 [|Myall et so= > [f(hby) = 1| Ml

lh|<m m<|h|< T,

Pour |h| < m, on a hb, — 0 quand n — oo et f(hb,) — 1, donc s; — 0. Etant donné que
Yon IMijnll < oo (voir (1.32)) et que f(-) est bornée, s, peut étre rendu arbitrairement petit en
choisissant m suffisamment grand. D'ot g — 0. Au vu de (1.29) et (1.31), on a

N 1
Mpijh— Mij,hH 0(1) =0p <bnﬁ> = op(1),

1
g1 < — sup sup
bn i j>1|h/<n
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1.2. ESTIMATION DE LA MATRICE DE VARIANCE ASYMPTOTIQUE

puisque nb? — oo ( voir (1.28)). Ensuite, sous les hypothése du théoréme 2, on obtient

F(i,j)” — 0 en probabilité quand n — oc.

Les théorémes 5 et 6 montrent alors que
A . 4-171. -1
1,0 1= J11,n/11,n 11,n

est un estimateur faiblement consistant de la matrice de covariance asymptotique (2;1.

1.2.3 Estimation de la matrice (2 proposée dans [A7]

Dans [AT7], nous avons proposé une généralisation de la méthode introduite dans [A9] pour
un processus ARMA univarié (c'est-a-dire du modéle (4.13) pour d = 1). Concrétement, nous
avons proposé des écritures explicites plus générales des matrices d'information / et J intervenant
dans (2. Ces matrices d'information / et J sont évaluées a n'importe quel point 6 de |'espace
compact des paramétres, pas nécessairement en la vraie valeur du paramétre 6 (contrairement a
ce qui est fait dans [A5, A9] et dans toutes les références mentionnées jusque-la). Pour certaines
applications (par exemple pour le calcul théorique des puissances des tests ou des pentes de Bahadur
sous l'alternative), il est nécessaire d'évaluer ces matrices d'information en 6 # 6. Nous avons
également établi la convergence des estimateurs proposés.

Dans ce cas, nous obtenons une extension directe du théoréme 2 en univarié.

Lemme 1. Sous les hypothéses du théoréme 2, pour d = 1, soit (X;) une solution causale ou non
anticipative de I'équation (4.13) et soit (0,) une suite d’estimateurs du QMV. Alors nous avons

Vvn (HA,, — 90> 4 N(0,2=J711J71) quand n — +o0, (1.33)

oul =y, J=Jp, = J;O, avec

lp = Z Cov{et 865( ) eth(e)aeta_ehl(e)}.

UO h—

_3 861-(9) 061_-(9) 3 82Et(9) 3 aet(e)ﬁet(e)
h= 2500 e 4= 25 g T 2 00 aw

Ces deux versions des matrices Jp et Jj sont facilement estimables par

A

A2 1~ 08:(6,) 08:(6,) o 21 ~ 0?80, 4
n— - ) .= g n ns 1.34
J 6’2 n 89 60/ ‘/n ,\2 n . et(9 ) + J ( 3 )

et peuvent étre considérées comme estimateur de la matrice J. Les matrices Jy, J; et Iy peuvent
aussi &tre appelées des matrices d’information.

Remarque 1.7. Quand ['hypothése (H3) est remplacée par I'hypothése que les termes d’erreur
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(e¢) sont des différences de martingales, nous avons

4 861_*(90) 861-(00)
| = lgs .= —Ee? .
S T

Expression théorique des matrices d’information

Matrice d’information Jy

En différenciant les deux membres de I'équation Ag(L)X: = By(L)e+(0), pour i,k =1,..

etjl=1,..., go, on obtient les dérivées résiduelles suivantes
) . i, o
87\iet(e) = =By (L) Xe—i = =By Ay Boy(L)ee—j == — Y chee—i—n
h=0
0 2 a1 — b
aiijt(e) = _89 A@o AQBQO(L)ﬁt_J‘ = - Z Chﬁt_j_hl
h=0
82 0) = B_2A_lB L e . ab
aBjaA,-et( ) = By Ay, Boo(L)er—i—; -—hZ;)Ch €t—i—j—h»
o 0) = 2B, 3A; 1 AgBy, (L — N
agjaBget( )_ o oy 70 90( )Et—j—f -_hzoch €t—j—0—h»

et 0%¢:(0)/0A;0A, = 0. De plus, on a

o0
er(0) = By At ApBy(L)er = _ cheep.
h=0

Nous en déduisons le résultat suivant.

Proposition 4. Les éléments des matrices Jy et J; sont donnés par

D K) = S50 =23 it
s=0

o0
Jo(po +Jj.po+1£) =2 Z 2y jct,
s=0

o0
Ji(Po+4.po+£) =2 copjrecl’ + Jp(po + J. po + 1),
s=0
o

Jo(i, po + 1) =2 Z ipict,
s=max{0,i—/}

Jg(i, Ppo + E) =2 Z Cs+,'+gcsab + Jg(i, Po + 5),
s=0

pourl <i<k<pygetl<j</l<qp.
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1.2. ESTIMATION DE LA MATRICE DE VARIANCE ASYMPTOTIQUE

Matrice d’information /,

Afin de trouver des expressions similaires pour Iy, nous posons

“+oo
r(mm)= " Cov(etet—m, entrmm)- (1.35)

h=—oc0
Dans le cas fort (i.e. quand on suppose que les termes d’erreur sont iid), (1.35) se résume &

r@,0)=ps—o*, r(mm)=r(m-m)=dc* r(m,m")=0, (1.36)
avec pg = Eej, m # 0 et |m'| # |m"|. Quand on suppose que les termes d’erreur sont des
différences de martingales, on obtient également des simplifications sous |'hypothése de symétrie
suivante

Eey, €r, 6,61, =0 quand t F by, t1 Ft3etty #ty. (1.37)

Une hypothése similaire & (1.37) est faite dans [FZ09] (voir Théoréme 2) afin d’étudier le com-
portement asymptotique des autocorrélations empiriques d'un processus non linéaire. Dans [A7],
nous avons montré que I'hypothése (1.37) est satisfaite, en particulier, pour des modéles GARCH
admettants des moments d’'ordre quatre et dont les innovations sont de loi symétrique. En général,
cette hypothése (1.37) est vérifiée pour d’autres classes de modéles de différences de martingales.
Dans ce cas, (1.35) donne

+o0
r,0)= Y Cov(e¢, e ,), I(mm)=Eee ,, I(m',m")=0 (1.38)

h=—occ

quand m # 0 et |m'| # |m"|. Nous vérifions cette condition (1.38) sur un GARCH(1,1) dans
I'exemple suivant.

Exemple 1.1. Considérons le modéle GARCH(1,1) suivant

et =Vhme, t=12,...
hy = w+ ae? | + Bhe_1, (n:) ~ 11D (0,1)

otw>0,a>0,32>0 et a’Enf+ %+ 2aB < 1. Posons la variable v; := €2 — 02 comme

étant I'innovation du processus e%, on obtient
1 _ 2
r,0) = Eyfi( %) 5
(1-a-p)

042 (6]
r(1,1) = Ev? <a + 1_((0;?)2> + (Eo2)?

r(mm)=(a+pB)r(m-1,m-1)+wko?, m>1,

1. Cette condition est nécessaire et suffisante pour I'existence d’une solution non anticipative et stationnaire a
I'ordre quatre (voir e.g. Example 2.3 dans [FZ10]).
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avec Evi = Enf (Eof + 1 — 2Eo?),

v
l1—a-p'

w(1+a+p)

4 _
oy = (1- oﬂEn‘f — B2 =2aB8)(1—a—p)

2 _
Eo; =

Proposition 5. Les éléments de la matrice Iy sont donnés par

+00
/g(i, k):4- Z Chlcﬁ2Ch3Cﬁ4r(h2+l'—hl,h4+k—h3),
h1,h2,h3,hy=0
+00
(. 0)=4 > cmchcmcp (ha+j— by hy+ €~ h3),
h1,h2,h3,hy=0
+00
/9(/,5)24 Z Ch1Cﬁ2Ch3C/?4r(h2+i—h1,h4+€—h3),
h1,h2,h3,hy=0

pour1<i<k<pgetl<j</l<qo.

Remarque 1.8. Notons que ¢y = 1 et quand 0 = 60y, on a ¢y, = 0 pour h > 0. L'expression de
| = Iy, se résume a celle obtenue par [FRZ05]. Au vu de (1.36) et (1.38), on obtient également
des simplifications dans le cas des modéles ARMA forts et des modéles ARMA dont I'innovation
est une différence de martingales; en effet, la matrice ly s’obtient en sommant trois indices au lieu
de quatre.

Exemples de calculs explicites et numériques des matrices Jy and Iy

Nous allons calculer les matrices d'information d’'un modéle ARMA(1,1) au point 6* = (a, 0)’
alors que le vrai paramétre est 6y = (0, by)’ (i.e. que le processus générateur de données (noté
dans suite, DGP pour data generating process) est une MA(1)). Avec nos notations, on a

et(0) = i(—b)h(xt—h —aXi—h-1)

h=0
= (=b)"(ee—n + (bo — a)€e—h_1 — aboer_p_2)
h=0
Oe+(0 >
6(;‘(9 ) = ;(—b)h (—a€t—p—1 — boct—ph—2)
Oe+(0 s B
eat(b ) = ; —h(—b)h 1 (thh -+ (b() — a)et,h,l — aboet,h,z) .

Appliqué en 6* = (a,0)’, nous obtenons €,(6*) = €; + (bp — a)er—1 — aboer—n, Der(0*)/0a =
—€t71—b0€t72, 3€t(9*)/@b == —€t71—(bo—a)€t72+ab0€t73, 8261-(9*)/832 = 0, 326t(9*)/338b =
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1.2. ESTIMATION DE LA MATRICE DE VARIANCE ASYMPTOTIQUE

€t_2 + boer_3 et %€ (0%)/Ob? = 2¢;_o + 2(bg — a)er_3 — 2abpe:_4. Nous en déduisons alors

S =2 1+ bg 1+ bo(bo — a)
"7\ 1+ bo(bo—a) 1+ (bo—a)+a%KE )’

x 0 —abo

Maintenant, nous supposons que €; est un bruit blanc faible introduit par [RT96] et défini par
€ = NeNe—1- - Ne—k, () ~ 11D N(0,1), k>0. (1.39)

Il est impossible d'obtenir explicitement la matrice Iy en § = 0*, mais au point § = 6y nous
obtenons les écritures explicites suivantes des matrices d'information avec ¢; défini par (1.39) :

. _ 1 1
wo= =21 el )

1 1
/90 = 4 x 3k ( 1*(b§/3)k+1 bg(kJrl) > .
1 1-b2/3 + 3k(1-b2)

Remarquons que Iy, = 2Jy, dans le cas fort (i.e. quand k = 0 dans (1.39)). Pour des modéles plus
complexes, ou en particulier au point 8* # 6, I'évaluation de ces matrices d'information n’est pas
faisable explicitement mais peut facilement &tre obtenue numériquement. Par exemple, dans ce cas
avec k =3, 6o = (0,0.5) et 8* = (—0.4, —0.5)’, on obtient

S (233 433\ . (233 633 (116192 2177.66
0=\ 433 1125 ) 7" 7\ 633 1765 /' " T \ 2177.66 4187.63 )"

1.2.4 Approximation des matrices d’information par des sommes finies

Dans la pratique, les sommes infinies dans les matrices Jy, J; et Iy seront tronquées. Par
exemple, la matrice Iy qui est la plus compliquée des trois matrices peut étre approchée par

M
B k)= > cnchcmch(ha+i— hy ha+k — h3),
h1,h2,h3,ha=0

pour 1 < i < k < p, et on définit de maniére similaire les autres éléments de cette matrice. La
proposition suivante fournit une valeur de M telle que IGM soit égale Iy pour une certaine tolérance
€. Nous utiliserons la norme matricielle définie par [[All =, |A(/, j)I.

Proposition 6. Notons p l'inverse du plus grand module des racines des polynémes Ag, et By.
Soit

m,m’>0

q0
r= r ! T=11 Bo; A;
max |I(m, m')|, T +z;] oj ’_:rgaxpol |

J:
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ou |Ao| =1, et soit

(Po+2go—1)
K — \ﬁ(po Fao+ 1)??1/4 <—2(P0 +2qo0 — 1)> ° ° D —0-5—(P0+2qo—1)/|ogﬁ.
log p

Pour tout € > 0, si
log \/2(1 — Vlogp)*/K?

M> M, = —
log p

alors
H’e - /gMH < (po + qo)°e.

1.2.5 Estimation des matrices d’'information

Posons Jy , et J; , des estimateurs obtenus en remplagant 0, par 0 dans (1.34) de telle sorte
que J, = Jg et j,’: = Jg . Dans la proposition suivante, nous montrons qu’un estimateur de Jy+
peut étre (trivialement) déduit de celui 6*.

Proposition 7. Sous les hypothéses du lemme 1, quand n — oo,
si 0, — 0" p.s. alors Jgz  — Jo= et Jy. , — Jg p-s.

L’estimation de la variance de long terme Iy est plus beaucoup plus délicate, comme mentionné
précédemment. On peut I'estimer soit par la méthode 1 (HAC), soit par la méthode 2 (de la
densité spectrale). Nous étendons ainsi le résultat du théoréme 4 pour estimer ly par la méthode
de la densité spectrale quand # n’est pas nécessairement égal a fy. Dans ce cas, le processus 1%
défini par (4.3) est remplacé par le processus V; défini par

e (6%)

Vt - St - Est, 51- = €t(6*) 89

(1.40)

Ensuite, en procédant de la méme maniére que dans la section 1.2, sous certaines conditions de
régularité et si 6, — 0* p.s., nous obtenons

lg.n = ®;1(1) 55,071 (1) — Iy (1.41)

en probabilité, avec r = r(n) — oo et r3/n — 0 quand n — cc.

1.3 Application numérique

Dans cette section, nous présentons quelques résultats de simulations afin d’évaluer numéri-
quement le comportement de |'estimateur du QMV ainsi que les différences de précisions entre
les modéles VARMA fort et faible. Nous simulons N = 1000 trajectoires indépendantes, de taille
n = 2000, du modele VARMA(1, 1) bivarié suivant sous la forme échelon

X1t 0 0 X1t—1> <€1t> < 0 0 ><€1t—1>
t) = L)) - ), (a2
( Xo,¢ ) ( 0 ax;3 ) < Xo2,t-1 €2t bo11 b2 €2,t-1 (142)
avec (a1, bo1,1, b221) = (0.95,2,0)" et dont le processus des innovations €; = (€1, €2.¢)’ serait
un bruit blanc fort ou faible. Dans un premier temps, nous considérons que (1.42) est un modéle
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VARMA fort dont terme d’erreur est défini comme suit

( Lt ) ~ IDN(0, k), (1.43)

€2t

et ensuite que ¢; = (€1, €2,¢)" est donné par

€1,t nLe(|m t71|+1)71 ) ( 1t )
T = S 1 |, avec "] ~1IIDN(O, k), 1.44
( €t > ( m.e(Im2e—1] +1)71 M2,t (0. %) (1.44)
dans le cas du modéle VARMA(1, 1) faible. Le bruit faible défini par (1.44) est une extension directe
de celui introduit par [RT96] dans le cas univarié.

La figure 1.1 compare la distribution des estimateurs du QMV dans le cas des modéles
VARMA(1,1) fort et faible. On remarque que les distributions des estimateurs 4551 et by; 1 sont
similaires dans les deux cas (fort et faible) contrairement a celle de I'estimateur by 1 qui est plus
précise dans le cas faible que dans le cas fort. Par contre, dans d’autres situations on aboutit a
une analyse inverse. En effet, en considérant ce bruit blanc faible ¢; = n;.tnj +—1 pour i = 1,2, on
trouve que la distribution de 1322,1 est plus précise dans le cas fort que dans le cas faible. Ceci n'est
pas surprenant et est d'ailleurs en concordance avec les résultats de [RT96], qui ont montré que
pour des bruits blancs faibles similaires, la variance asymptotique des autocorrélations empiriques
peut étre plus grande ou plus petite que 1 alors que celle d'un bruit fort est égale a 1.

Enfin, la figure 1.2 compare les distributions des estimateurs de la variance asymptotique 2 :
Qs = 2771 standard 2 celles des formes sandwich 2 = J=17J=1. Ici, nous utilisons | = ISP défini
dans le théoréme 10, ol I'ordre r de la représentation VAR(o0) est automatiquement sélectionné
par un critéere AIC. Dans le cas de modéle VARMA forts, on sait que les deux estimateurs sont
consistants. Les deux blocs supérieurs de la figure 1.2 montrent que |'estimateur sandwich est
moins précis que |'estimateur standard s = 2J~! dans le cas fort. Cela n'est pas surprenant
car |'estimateur sandwich est plus robuste dans la mesure ol il continue a &tre convergent dans

le cas faible, contrairement 3 I'estimateur standard. Il est clair que dans ce cas VARMA faible,
2

nVar {1322,1 — b22,1} est mieux estimé par IA?SP(3, 3) que f25(3, 3)= 2j*1(3, 3) (voir les boites a
moustaches (c) des deux blocs inférieurs de la figure 1.2). Cette différence de précision peut avoir

des conséquences importantes sur I'identification et la validation des modéles VARMA faibles (voir
les chapitres 2 et 3 pour plus de détails).
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FIGURE 1.1 — Distributions des estimateurs du QMV du modéle (1.42) avec le bruit fort (1.43) (les trois blocs
de gauche) et avec le bruit faible (1.44) (les trois blocs de droite). Les points (a)-(c), dans les deux blocs supérieurs,
présentent les distributions des erreurs 0(i) — 6o(i) pour i = 1,2,3. Les deux blocs du milieu présentent les Q-Q
plots des estimateurs 6(3) = by 1 et les deux derniers blocs inférieurs présentent les distributions de 6(3). La densité

estimée est tracée en trait plein et celle d'une loi gaussienne centrée de méme variance en pointillés.
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FIGURE 1.2 — Comparaison des estimateurs standard et modifié de la matrice de variance asymptotique 2

des estimateurs du QMV du modéle (1.42) simulé présenté dans la figure 1.1. Le losange rouge représente la
moyenne sur les N = 1000 réplications indépendantes de n {41 —0,95}° pour (a) (0,02 dans les cas fort et
faible), n {1321,1 — 2}2 pour (b) (1,02 dans le cas fort et 1,01 dans le cas faible) et n {1322,1}2 for (c) (0,94 dans le
cas fort et 0,43 dans le cas faible).

1.4 Conclusion

Bien que les logiciels développés pour estimer les modéles VARMA forts permettent aussi
d’estimer de maniére convergente les paramétres d’'un modéle VARMA faible, nous avons abordé
le probléme d’estimation des modeéles VARMA faibles, en établissant les propriétés asymptotiques
de leurs estimateurs du QMV et en montrant la différence de précision qu'il peut y avoir dans
I'estimation (des VARMA forts et faibles). En effet, la matrice de variance asymptotique, 2 :=
2J7 1, des paramétres d’'un modéle VARMA fort peut &tre trés différente de celle des paramétres
d’un modele VARMA faible dés que | # 2J.

En conséquence, les logiciels actuellement utilisés pour ajuster les modéles VARMA forts
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fournissent probablement une estimation incorrecte de la matrice de variance asymptotique 2
(puisqu'ils fourniront comme estimateur de (2, un estimateur Qs qui converge vers () pour un
processus VARMA faible. Cela peut entrainer de graves erreurs de spécification, notamment la
sélection de modéles avec des ordres trés grands. D'une maniére générale, nous justifions une
pratique trés courante qui consiste a ajuster un modéle VARMA, méme si les données dont on
dispose présentent des non linéarités évidentes.

Le travail présenté dans ce chapitre serait donc fondamental pour I'inférence statistique des
modéles VARMA faibles (voir les chapitres 2 et 3).
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Chapitre 2

Contribution a l'identification des
modeéles ARMA faibles multivariés

Dans ce chapitre, on s’intéresse a la sélection des ordres py et gg du modéle VARMA défini par
(4.13) dont les termes d’erreur sont non corrélés mais non nécessairement indépendants.

Dans I'étape d'identification de la traditionnelle méthodologie de Box et Jenkins, un des
problémes les plus délicats est celui de la sélection d'un petit nombre de valeurs plausibles pour les
ordres pp et go du modéle VARMA.

Pour les modéles VARMA(po, qo), le choix de py et qo est particuliérement important parce
que le nombre (pg + go + 2)d? de paramétres augmente rapidement avec pg et qo.

La sélection d'ordres trop grands a pour effet d’introduire des termes qui ne sont pas forcément
pertinents dans le modéle et aussi d’engendrer des difficultés statistiques comme par exemple
un trop grand nombre de paramétres a estimer, ce qui est susceptible d'engendrer une perte de
précision de I'estimation des paramétres. Le praticien peut aussi choisir des ordres trop petits qui
entrainent la perte d'une information qui peut é&tre détectée par une corrélation des résidus (voir
Chapitre 3) ou encore une estimation non convergente des paramétres.

Parmi les méthodes d’identification, les plus populaires sont celles basées sur |'optimisation
d'un critére d'information. L'objectif dans [A4, A6, Al1] est d’étudier le probléme de sélection
des ordres pg et gg de modéles VARMA faibles. Les fondements théoriques des critéres d'information
ne sont plus établis lorsque I'hypothése de bruit iid est relachée. Afin de remédier a ce probléme,
nous proposons de nouveaux critéres d'information modifiés qui tiennent compte des non linéarités
du type de bruit & travers les matrices d'information de Fisher | et J. Nous avons proposé dans
[A4, AG] un critére d'information de Akaike modifié (noté AICy) ainsi qu'une modification du
critére AIC corrigé (AlCc). Mais le critére AIC, ainsi que ses dérivés (standard et modifié proposés)
ont I'inconvénient de fournir des estimations des ordres pg et qo non convergentes. C'est pourquoi
dans [A11], nous développons des modifications de critéres de style BIC (Bayesian Information
Criterion) et HQ (Hannan Quinn) adaptées aux VARMA faibles. Ces nouveaux critéres modifiés
ont I'avantage de fournir des estimations convergentes des ordres py et qo.

Nous utilisons la méthode du quasi-maximum de vraisemblance ainsi que la paramétrisation déja
définies dans le chapitre 1 pour I'estimation des paramétres du modéle VARMA(p, q) considéré.

Dans ce chapitre, nous considérons la matrice X, comme un paramétre de nuisance, et afin
d’alléger nos notations, nous posons 8 = ¥(1). Dans ce chapitre, nous remplacerons également
dans la suite I'espace des paramétres © par O 4.

Les publications liées a ce chapitre sont : [A4, A6, All].
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2.1 Deéfinition du critére d’information

En statistique, on est souvent confronté au probléme de l'identification d’'un modéle parmi
m modéles, ol les modéles candidats ont des paramétres 6, de dimension k.. Le choix peut
s'effectuer en estimant chaque modéle et en minimisant un critére de la forme

mesure de I'erreur d’ajustement + terme de pénalisation.

On mesure souvent cette erreur d’ajustement par la somme des carrés des résidus, ou encore par
—2 fois la log-quasi-vraisemblance i.e. —2log I:n(ém) Le terme de pénalisation est une fonction
croissante de la dimension k., du paramétre 0,,. Ce terme est indispensable car la mesure de I'erreur
d’ajustement est systématiquement minimale pour le modéle qui posséde le plus grand nombre de
paramétres, lorsque 6, minimise cette erreur d'ajustement et quand les modéles sont emboités.

2.2 Critére de sélection non convergent des ordres

Le critére d'information de Akaike (noté AIC pour Akaike's information criterion) introduit par
[Aka73] est sans doute le plus connu, et est défini de maniére suivante

AIC(modele m estimé) = —2log L,(0) + 2dim(d,,).

Le critére AIC est fondé sur un estimateur de la divergence (ou de I'information) de Kullback-Leibler,
qui mesure I'écart entre le modéle candidat et le vrai modéle. Mais il se révéle que le AIC a tendance
a surestimer les ordres (& ne pas étre efficace, surtout quand la dimension du vrai modéle est finie).
Cela a donné lieu a de nombreuses publications afin d’améliorer ce critére ( voir par exemple le
critéere FPE (final prediction error, en anglais) introduit par [Aka70]). Mais, pour la suite, nous
insisterons plutdt sur les travaux de Tsai et Hurvich, qui ont montré que le AIC est un estimateur
biaisé de I'information de Kullback-Leibler quand la taille n de I'échantillon est petite (voir [HT89]).
lIs ont donc proposé une correction de biais du critére AIC pour des modéles de séries temporelles
autorégressifs dans les cas univarié et multivarié sous les hypothéses que les innovations €; sont
indépendantes et identiquement distribuées (voir, respectivement, [HT89, HT93]). Leur critére
AlCc (AIC corrigé) se révele efficace pour des échantillons de petites tailles et est, de surcroit,
asymptotiquement égal au critére AIC. Nous allons dans un premier temps adapter ce critére AlCc
au cas des VARMA faibles.

2.2.1 Critére AlICc dans le cas d’erreurs faibles

Rappelons que, d'aprés (1.7) et (1.17), nous avons respectivement

0n(0) = £,(0) +o(1) ps.,

0Ln(0) _ 0ly(0)
% — o0 +0o(1) p.s..




2.2. SELECTION DES ORDRES PAR AIC

Notons que les mémes égalités sont aussi vérifiées pour les dérivées secondes de ¢,. Pour tout
0 € ©p,q, nous avons

—2log Ln(0) = ndlog(27) + nlogdet X, + Z el (0) X e (6). (2.1)
t=1

Notons que minimiser |'information de Kullback-Leibler pour tout modéle candidat caractérisé par le
paramétre 6, revient 3 minimiser le contraste A(f) := E{—2logL,(#)}. En omettant la constante
nd log(2m) dans (2.1), nous trouvons que

A(0) = nlogdet X + nTr (2;15(9)) '

ou S5(0) = Ee(0)e;(6). Nous énoncons le lemme suivant qui montre que I'application 6 — A(6)
est minimale en 6 = 6.

Lemme 2. Pour tout 0 € |J ©p.q, Nous avons

p.qeN

A(0) > A(6p).

Nous montrons ce lemme en utilisant le théoréme ergodique et I'inégalité élémentaire Tr(A~1B)—
log det(A~1B) > Tr(A~1A) — logdet(A~1A) = d pour toute matrice symétrique semi-définie po-
sitive de taille d x d.

Estimation de la divergence moyenne

Posons 6, I'estimateur du QMV du paramétre # du modéle VARMA candidat. Soit & = ét(é,,)
les résidus du QMV obtenus en remplacant J,, par 6, dans (1.23). En vue du Lemme 2, il est naturel
de vouloir minimiser le contraste moyen, IEA(§H), qui s'interpréte comme étant |'écart moyen quand
on utilise le modéle de paramétre 6,. Ainsi, I'écart {A(d,) — A(fp)} s'interpréte comme une perte
de précision globale moyenne quand on utilise le modéle estimé a la place du vrai modéle. Dans
[BM12], nous avons adapté le critére AlCc afin d’obtenir un estimateur approximativement sans

biais de EA(6,,) pour des modéles VARMA faibles. En utilisant un développement limité de Taylor
de OlogLnh(0,)/00 au voisinage de 6y, il s'ensuit que

5 _ g — _2,-10l0gLn(fo) LY _ 25~ j10e(fo) ¢ L
On— b0 = =~ Ji' —— =" +op ) = n;JH b Zeo-et(fo) + op NG (2.2)

ol J11 = J11(0o) est définie dans le chapitre 1. Nous avons

EA(6,) = nElog det 5, + nETr (fg15(é,,)> , (2.3)
ol 5, = X.(0,) est un estimateur de la matrice de variance des erreurs, avec X (0) =

n=1>7 . er(0)e,(0). Le premier terme du second membre de I'équation (2.3) peut &tre estimé
sans biais par nlogdet{n*1 >or et(ﬁn)eé(ﬁn)}. Par conséquent, nous prenons uniquement en

considération I'estimation du deuxiéme terme. En outre, en vue de (1.12), un développement de
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Taylor de e:(0) au voisinage de g vérifie

er(0) = e:(6o) + 865(;0) (0 — bo) + Ry, (2.4)
62 . o*

avec ™ = ||0 — fp|| et 0* est entre 6y et H. Nous obtenons alors

86[»(90)
oo’

5(9) = 5(00) + E{ (9 — 90)62(90)} + IERte;(HO)

/862(00)
o0

Oe; (6
/ eta(HO)}+Eet(90)Rt

+E {et(Ho)(H — o) } +D(0)

+ER, {(9 — 6)

—|—]E { 361&(90) (9 _ 90)} Rt + ER?: ol

oo’
0(0) ~ {2000 tn)o - o0y 70}

En utilisant les propriétés d'orthogonalité entre e;(6p) et toute combinaison linéaire des valeurs
passées de e () (en particulier Oe;(0p)/00 et 9%e;(0)/0000'), et le fait que les innovations sont
centrées i.e. Ee;(6p) = 0, nous avons

S() = S(bo) + D(0) + O (7*) = Zeo + D(8) + O (%),
ol X0 = Xe(fp). Nous pouvons donc réécrire |'écart moyen (2.3) comme suit
A A o o A o 1
EA(d,) = nE log det 5. + nETr (z;lzeo) + nETr (z;lD(en)) + nETr (}:;1) Op <2> (2.5)
n
Comme dans une régression multivariée classique, nous avons la relation
n ~ dn ~
5 ziE{Ze} - ]E{Ze}.
0 n—d(p+q) dn— ki

De cette précédente approximation et de la consistance de 3., nous déduisons

-1
&1 S —1y—1
E{Ze } ~ {Eze} ~ nd(nd — k)" X (2.6)
En utilisant des propriétés élémentaires sur la trace d'une matrice, nous avons

Te {5, 1(0)D(0)} = Tr (IE {662(50)2;1865260) } (60— 60)(8 — 90)’) :
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A~

Maintenant, en utilisant (1.12), (2.6) et cette derniére égalité appliquée en 6,, nous avons

ETr {}fglo (9)} - M‘l_kl)ﬂ (haJit),

ou Ji1 =2E {8e§(90)/89}:e_018et(«90)/89’}. Par conséquent, en utilisant (2.6), nous avons

o o2 d 1
Tr (£,15(6,)) = — Tr (haJi7t =1
E r(Ze S )) d— * 3rd = F r(111J11)+O<n2>

Ainsi, en injectant cette derniére égalité dans (2.3), sous les hypothéses (H1)-(H6), nous obtenons

A~

un estimateur approximativement sans biais de EA(6,,) donné par

AlCe = nlogdet 5 4 9 __nd T(i 3*1) (2.7)
M= NOBAE S T Lk " 2(nd — ky) | \HLnI1La) '

ol les matrices IA11,,, et 311,,, sont des estimateurs des matrices /11 et Ji1 définis dans le chapitre 1.
Nous obtenons des estimateurs p et § des ordres pg et go en minimisant le critére modifié (2.7).

Remarque 2.1. Dans le cas de modéles VARMA forts c'est-a-dire quand I'hypothése d’ergodicité
(H3) est remplacée par celle dont les termes d'erreurs sont iid, nous avons l;1 = 2J11 (voir Remarque
1.3). Par conséquent, nous avons Tr (/11 Jl_ll) = 2ky. Dans ce cas, un estimateur approximativement

A

sans biais de EA(6,) prend la forme plus conventionnelle suivante

AlCcpy = nlogdet S + nd + 2k, =: AlCc,

nd

2(nd — ki)
qui illustre que les critéres AIC standard et AlCc), ne différent que de l'inclusion d’un terme de
pénalité nd/(nd — ky). Ce facteur peut jouer un réle important dans performance du AlCcp si ky
est non négligeable par rapport a la taille de I'échantillon n. En particulier, ce facteur contribue
a réduire le biais du AIC, lequel peut étre important quand n n'est pas grand. Par conséquent,
I'utilisation de cet estimateur amélioré de I'écart moyen devrait conduire 4 une grande amélioration
des performances du AlCcp que le AIC en terme de choix du modéle.

2.2.2 Critére AIC dans le cas d’erreurs faibles

Les observations X = (Xi,...,X,) et Y = (Y1,..., Y,) sont indépendantes et générées par
le méme modéle (4.13). Dans la section précédente le contraste (écart) minimal a été approché
par —2E log L,,(GA,,) (I'espérance est prise avec |'observation du vrai modéle X). Notons que I'étude
de cette moyenne de I'écart est trop difficile en raison de la dépendance entre I'estimateur 6, et
I'observation X. Une méthode alternative (légérement différente de celle de la section précédente
mais équivalente en interprétation) pour arriver a la quantité EA(d,) (écart moyen) consiste 3
considérer 6, comme étant I'estimateur du QMV de 6 fondé sur I'observation X et ensuite, nous
approchons la distribution de (Y;) par L,(Y, 6,). Nous considérons donc I'écart moyen du modéle
ajusté (modéle candidat Y) en 6,. Ainsi, il est généralement plus facile de chercher un modeéle qui
minimise

C(én) = —2Ey log Ln(en)v (2'8)

ol Ey est I'espérance de I'observation Y du modéle candidat. Puisque 6, et Y sont indépendants,

A~ A

C(6n) est la méme quantité que 'écart moyen EA(6,). Le modéle minimisant (2.8) peut &tre in-
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terprété comme le modéle qui aura une meilleure approximation globale sur une copie indépendante
d’'observations de X, mais ce modéle peut ne pas étre le meilleur pour les données a portée de
main. Comme dans [Fin93] pour le cas d'erreurs indépendantes, cette moyenne du contraste peut
étre décomposée comme suit

A

C(0,) = —2Ex log Ln(6,) + a1 + a2,

ou

a1 = —2Ex log L,(Ao) + 2Ex log L,(6,,)
et

a, = —2Ey log L,(6,) + 2Ex log L,(6o).

A

L'estimateur QMV satisfait log L,(6,) > logL,(6p) presque siirement (c'est-a-dire un ajustement
anormal des données au modéle quand ce sont ces mémes données qui ont ajusté le modéle),
donc le terme a; s'interpréte comme le sur-ajustement de cet estimateur du QMV. Notons que
Ex logL,(6p) = Ey logL,(6p), donc le terme ay s'interpréte comme le cotit moyen d'utilisation
(sur réplications indépendantes de I'observation X) du modéle estimé a la place du vrai modéle.
Nous discutons maintenant dans la proposition suivante des conditions de régularité dont nous
aurons besoin afin que les termes a; et a» soient équivalents au nombre Tr (IllJfll) /2.

Proposition 8. Sous les hypothéses (H1)-(H6), quand n — oo, nous avons, a un o(1) prés, a; et
ap sont tous deux égaux a Tr(/llJfll) /2.

Démonstration. En faisant un développement (a I'ordre 2) de Taylor de la log —quasi-vraisemblance,
nous obtenons

A n A
—2log Ln(ao) = —2log L,,(O,,) + 5(9,7 — (90)/./11((9,, - 90) + O[p(].).
Ainsi, en prenant |'espérance et au vu de (1.12), on montre que

Exn(HA,, — 90)/J11(én — 90) = Tr {JllnIEx(HA,, — 90)(9/\,, — 90),}
- Tr(hidg),

et on en déduit que a; = Tr (I11J1_11) /2 +0o(1).

Le second résultat repose également sur un développement a l'ordre 2 du contraste. En
prenant |'espérance et en supposant que A(-) est intégrale (on pourra donc intervertir intégrale et
dérivation), on a

OExA(6 1 A D?A(0 N
/ Xi() + ZEx (0, — 6o 608(9’) ) (0, — 6p) + op(1)
=0Uo

Exﬂ(én) = Exﬂ(eo) + (én — 90) 90 5
0=0,

= ExA(f0) + JEx(f — 00) hu(fy — ) + 0p(1) = ExA(fo) + %Tr (h1Jb) +o(1).
On en déduit
—2Ey log Ly(0,) = ExA(6,) = ExA(bp) + %Tr (h1dg') +o(1),
ce qui montre que ap est équivalent 3 a;. Cela compléte la preuve. O
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Ainsi, au vu de la proposition 8, dans le cas des modéles VARMA faibles, le critére AIC prend
la forme suivante

AICp := nlogdet 5, + Tr <IA11',131_1%H> = —2log L,,(é,,) + Tr (lAllynjl_liln> ) (2.9)

La sélection des ordres du modéle (4.13) est obtenue en minimisant (2.9) pour les modéles
candidats.

Remarque 2.2. Dans le cas de modeles VARMA forts, nous avons Tr(hiJii') = 2ki. Par
conséquent, en vu de la proposition 8, nous obtenons également que a; = a; = ky = dim(6p) et
nous retrouvons le résultat de [Fin93]. Dans ce cas, I'équation (2.9) devient

AlCy = —2log L,(6,) + 2k, = AIC. (2.10)

Remarque 2.3. Quand n tend vers +o00, le critére AlCcp (voir équation (2.7)) est équivalent au
critére AICp (voir (2.9)). Par conséquent, pour une famille donnée de modéles candidats, nous
préférons minimiser le critére modifié (2.7) pour estimer les ordres p et G du modéle (4.13).

2.3 Critére de sélection convergent des ordres

Un autre critére trés utilisé est le SBIC (Schwarz Bayesian information criterion) introduit par
[Sch78] et défini de maniére suivante

SBIC(modéle m estimé) = —2log L,(0,,) + dim(6,,) In(n).

Le terme de pénalisation tendant vers 0 moins rapidement, asymptotiquement le critére SBIC
(encore appelé SIC ou BIC) sélectionnera des ordres inférieurs ou égaux a ceux sélectionnés par le
critére AIC ou le critére AlCc. Plus précisément, puisque In(n) > 2 dés que n > 8, SBIC pénalise
davantage (le terme de log —vraisemblance quand n augmente) et sélectionne donc des modéles
plus simples. La différence entre le critére AIC et le BIC se situe, tout simplement, dans la fonction
de pénalisation. Comme pour le AIC, plusieurs modifications de ce critére existent.

Un troisiéme critére, également trés utilisé, est le HQ (Hannan et Quinn) introduit par [HQ79]
pour les processus autorégressifs (AR) et défini de maniére suivante

HQ(modele m estimé) = —2log L,(6,m) + cdim(6,) InIn(n).

Ce critére apparait comme un compromis entre AlIC et BIC. En effet, le critére HQ adoucit quelque
peu la sévérité de la fonction de pénalisation du BIC relativement & I'augmentation de la taille de
I'échantillon n tout en maintenant une forte convergence dans I'identification de 'ordre réel du
modéle. Mais ces améliorations ont pour inconvénient de choisir le paramétre ¢ > 1. Dans [A11],
nous avons proposé des modifications des critéres BIC et HQ adaptés aux cas des modéles VARMA
faibles.

2.3.1 Ciritéres BIC et HQ modifiés pour VARMA faibles

Comme pour les critéres AIC et AlCc, I'estimation du nombre de paramétres peut étre trés
différente de celle obtenue dans le cadre standard (a savoir kp) lorsque I'hypothése d’'indépendance
sur le bruit est reladchée. Cela remet donc en cause les fondements théoriques des critéres standards
BIC et HQ.
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Au vu de la proposition 8, nous proposons les critéres BIC et HQ modifiés suivants pour des
modéles VARMA faibles

~ A 1 A A
BICw = —2logLa(fy) +5Tr (/MJ;I}”) log(n),
HQy = —2logl,(f,) + cTr (711,,,.71*1%") loglog(n), c¢>1,

ou de maniére équivalente comme

A 1 A oA
BICy := nlogdetX, + §Tr (Illv”Jl_l:,ln) log(n), (2.11)
HQy = nlogdet S, + cTr (illynjl_l%n) loglog(n), ¢>1. (2.12)

Ainsi, la sélection des ordres p et § du modéle (4.13) est obtenue en minimisant les critéres
d'information (2.11) ou (2.12).

Remarque 2.4. Au vu de la remarque 2.1, dans le cas des modéles VARMA forts, les critéres
(2.11) et (2.12) prennent les formes plus conventionnelles suivantes

BICy = nlogdet 5, + ko log(n) = BIC,
HQu = nlogdet 5, + 2cko loglog(n) = HQ, ¢ > 1.

Compte tenu des arguments ci-dessus, il serait important pour le praticien de disposer de
résultats assez généraux pour |'utilisation des critéres BIC et HQ ou de leurs modifications BICy,
et HQp. C'est ainsi que nous proposons les nouveaux critéres suivants BIC. et HQ. (qui sont,
respectivement, des extensions des critéres BIC et HQ standard) dans lesquels ko (respectivement
2ckg) est remplacé par une fonction ¢, qui croit avec ko. Les critéres proposés sont

BIC. := nlogdetX, + Cko log(n), (2.13)
HQ. := nlogdet 5, + ¢, loglog(n). (2.14)

De plus, pour tout modéle candidat de paramétre 0y avec dim(6x) = k et au vu de (2.13) et
(2.14), nous notons

BIC.(k) = nlogdet S.(k) + cclog(n),

HQc(k) = nlogdet 5, (k) + ¢ log log(n),

o So(k) = Zo(fn k) et O, est I'estimateur du QMV du paramétre 6. Dans [A11], nous avons
prouvé la consistance de ces nouveaux critéres.

2.3.2 Convergence des critéres BIC, et HQ.

Posons k1 = d?(po + qo) le nombre de paramétres contenus dans le modéle (1.2) sans aucune
contrainte. Nous définissons un modéle sur-paramétré comme celui qui a plus de paramétres que le
vrai modeéle. Plus précisément, les ordres de ce modéle vérifient p’ > pg et ¢’ > qo, avec p’ > po
ou g’ > qo et nous notons kj = d?(p’ + q') le nombre de paramétres sans contrainte du modéle
sur-paramétré.
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2.3. SELECTION DES ORDRES PAR BIC/HQ

Les deux propositions suivantes montrent que la probabilité asymptotique que le critére BIC,
(respectivement le critére HQ.) surestime les ordres du modéle VARMA est nulle.

Proposition 9. Soit (X:) une solution causale de I'équation (4.13) satisfaisant les hypothéses (H1)-
(H7). Le critére BIC. surestime les ordres si BIC.(kj) < BIC.(k1). La probabilité asymptotique
que le BIC. choisisse des ordres plus grands que les vrais ordres est donnée par

nli_)n;OIP’{BICC(k{) < BIC:(ky)} = 0.
Proposition 10. Sous les hypothéses de la proposition 9, la probabilité asymptotique que le HQ.
choisisse le modéle sur-paramétré est donnée par

,,ILTOP{HQC(/(D < HQ:(ki)} = 0.
De maniére analogue, nous définissons un modéle sous-paramétré (avec des ordres p” < pg ou
q" < go) comme étant celui qui a moins de paramétres que le vrai modéle dont les vrais ordres
sont p et qo. Nous posons k' = d?(p” +q") le nombre de paramétres sans contraintes du modéle
sous-paramétré.
Les deux propositions suivantes montrent également que la probabilité asymptotique que le
critére BIC, (respectivement le critére HQ.) sous-estime les ordres du modéle VARMA est nulle.

Proposition 11. Soit (X;) une solution causale de I'équation (4.13) satisfaisant les hypothéses
(H1)- (H7). Le critére BIC. sous-estime les ordres si BIC.(k}') < BIC.(ki). La probabilité asymp-
totique que le BIC. choisisse des ordres plus petits que les vrais ordres est donnée par

nIi_}ngOP{BICC(k{’) < BIC.(ky)} = 0.
Proposition 12. Sous les hypothéses de la proposition 11, la probabilité asymptotique que le HQ.
choisisse le modéle sous-paramétré est donnée par

lim P {HQ(K/) < HQ.(ki1)} = 0.

n—oo

Les propositions 9 et 11 (respectivement les propositions 10 et 12) montrent que

(B,G) = min BIC.(k) ( respectivement (p,§) = min HQ(k))
Prqe@p,q p.qc @p,q
convergent vers les vrais ordres (po, go). Contrairement au AICy; ou la probabilité asymptotique qu'il
surestime les ordres du modéle VARMA est strictement positive. Pour des raisons de simplifications,
posons ki = ki + £.

Proposition 13. Le critére AICy, surestime les ordres si AICy (k1) < AlCym(ki). Sous les hypo-
théses de la proposition 9, la probabilité que le AICy, choisisse le modéle sur-paramétré est donnée
par

P {AICh(ky + €) < AICy(ky)} — P {;& S % ; CZ} > 0.

Cela montre la non convergence des critéres AICy, et AlCcpy. Par contre, la probabilité que ces
critéres sous-estiment les ordres est nulle

n|i_>l‘1(’l>olfD {AlCM(kf) < AlCM(kl)} =0.

55



CHAPITRE 2. CONTRIBUTION A L'IDENTIFICATION DES MODELES ARMA FAIBLES MULTIVARIES

Remarque 2.5. Dans le cas des modéles VARMA forts, on a ¢; = 2{ (voir Remarque 1.3).
Dans ce cas, la probabilité que le AICy; sélectionne le modéle sur-paramétré prend une forme plus

conventionnelle
P{AICu(ki +£) < AlCu(k1)} — P{xZ > 2¢} > 0.

2.4 lllustrations numériques

Dans cette section, nous présentons quelques résultats de simulations afin d'évaluer les per-
formances des critéres proposés pour des modéles VARMA faibles. Nous simulons N = 1000
trajectoires indépendantes, de tailles différentes, du modéle (1.42)) (VARMA(1, 1) bivarié défini
dans le chapitre 1) avec 6y = (a22,1, b21.1, b22,1)" = (0.225,0.313,0.750)" et dont le processus des
innovations €; = (€1,¢, €2,¢)" suit un modéle GARCH(1, 1) bivarié, proposé par [Jea98], et défini par

€1t hi1,¢ 0 771t) N <771t>
. ' ' , ' ~I1IDN(0,%,), 2.15
( €2,t ) ( 0 ha ¢ ) < 2t o 2t ( 77) ( )

avec X, = ( ég 23 ) et

h.\ _ (093 N 0.35 0.10 g, N 0.40 0.15 h .y

hoe )\ 0.82 020 025 )\ ¢, , 010 040 )\ h2, , )
Les modéles candidats utilisés sont des modéles VARMA(p, g) bivariés sous la forme échelon
suivante

w20 ) e ) ()2 (e o) (22)
it : n ) : ’
( Xt > ; 0 ax; Xo,t—i €2,t ; bo1j bxoj €2,t—j
(2.16)
oil les ordres (p, q) € {1,2,3}2. Plus précisément, nous avons 9 modéles candidats : VARMA(1, 1),
VARMA(2, 2), VARMA(2, 1), VARMA(L, 2), VARMA(1, 3), VARMA(3, 1), VARMA(3, 2), VARMA(2, 3)
and VARMA(3, 3). Pour chacune des N réplications, nous estimons le paramétre

/
Opg=(a21,...,32p b211,...,b21,q, b221,...,b22¢)

par la méthode du QMV définie dans le chapitre 1. Les versions standard et modifié des critéres
AIC, AlCc, BIC et HQ sont utilisées afin de sélectionner les ordres des 9 modéles candidats. Les
tables 2.1, 3.1 et 3.2 indiquent pour chaque modéle candidat le pourcentage de fois ol il a été
sélectionné parmi les N réplications. Les ordres sélectionnés sont mis en gras dans les tables 2.1,
3.1 et 3.2.

Comme attendu, la table 2.1 montre qu'aucun critére AIC et AlCc standard ne fonctionne
pour ce modéle particulier (1.42)—(2.15) dans le sens ou ils sélectionnent un modele VARMA(3, 3)
pour toutes les valeurs de n alors que le vrai modeéle est un VARMA(1, 1). Par contre, le modele
VARMAC(1, 1) faible est bien sélectionné par les versions modifiées, a I'exception du critére AlCy,
quand n < 500 (qui sélectionne le modéle VARMA(3, 3) faible). Ceci est en concordance avec les
résultats de [HT89, HT93] qui ont montré que pour des modéles VAR forts, le AIC est un estimateur
biaisé de I'information de Kullback-Leibler en petit échantillon, et que ce biais tend a entrainer une
sélection de modéle sur-paramétré contrairement au critére AlCc. La méme conclusion reste valable
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pour les critéres AlCy, et AlCcp.

Dans la table 3.1, le modéle VARMA(1, 1) faible est frequemment sélectionné par les versions
standard et modifié du critére BIC, a I'exception du critére BIC standard qui sélectionne le modéle
VARMA(3, 3) quand n = 10000. Comme attendu pour le BIC standard, quand n augmente, il
n'est clairement pas performant et le pourcentage de |'ordre sélectionné décroit. Par contre, pour
la version modifiée, le pourcentage de I'ordre sélectionné s’améliore quand n augmente, ce qui est
en concordance avec la consistance du critére modifié.

Au vu des résultats de la table 3.2, on peut noter que : (i) bien que les deux versions de HQ
sélectionnent le vrai modéle (a savoir le VARMA(1,1)) quand n < 500, le critéere HQ standard
n'est clairement pas performant; (ii) quand n > 500, le critére HQ standard surestime les ordres,
par contre la version modifiée reste performante et sélectionne le vrai modéle VARMA(1, 1) simulé;
(iii) comme pour la version modifiée du BIC, le pourcentage de |'ordre sélectionné augmente avec
n, ce qui illustre également la consistance du critére modifié.

TABLE 2.1 — Pourcentage de sélection des ordres par les versions du critére AIC standard et modifié.

Taille n 200

Ordres (1,1) (22) (21) (1,2) (3,3) (32 (31) (2,3) (1,3
AIC 21.9 5.7 2.9 43 39.8 4.5 35 125 4.9
AlCc 23.6 5.9 3.2 47 375 4.2 36 120 53
AICy, 25.4 4.2 2.4 39 358 5.5 39 127 6.2
AlCcpy 53.1 2.8 2.5 8.9 151 1.1 1.3 7.9 7.3
Taille n 500

Ordres (1,) (2,2) (21 (1,2) (33 (382 (381 (2,3) (1,3)
AIC 18.3 6.0 2.8 1.8 41.6 55 34 114 9.2
AlCc 19.2 6.0 2.9 20 403 55 35 112 94
AICy, 29.2 5.4 3.1 42 320 5.4 35 9.8 7.4
AlCcpy, 48.4 3.3 3.0 78 175 1.4 1.6 6.6 104
Taille n 1,000

Ordres (1,1) (22) (2,1) (1,2) (3,3 (32 (31 (2,3) (1,3
AIC 115 5.2 2.5 3.3 50.0 56 29 118 7.2
AlCc 11.8 5.3 2.6 3.2 497 5.6 3.0 118 7.0
AICy, 31.2 6.8 4.5 40 294 4.9 3.9 9.0 6.3
AlCcpy 43.0 5.3 2.6 7.1 209 19 2.4 8.1 8.7
Taille n 2,000

Ordres (1,1) (2,2) (2,1) (1,20 (3,3) (32) (31 (2,3) (1,3
AIC 8.5 5.5 0.4 22 b7.6 7.0 20 114 5.4
AlCc 8.5 5.5 0.4 22 574 7.0 20 114 56
AICy 34.6 7.6 4.0 46 268 4.2 52 6.4 6.6
AlCcpy, 41.0 5.3 2.6 7.1 229 1.9 2.4 8.1 8.7
Taille n 5,000

Ordres (1, (22) (21 (1,2) (33 (32 (31 (2,3) (1,3
AIC 5.7 3.7 0.6 1.3 66.6 4.6 1.7 109 49
AlCc 5.7 3.7 0.6 1.3 66.6 4.6 1.7 109 4.9
AICy, 40.2 6.6 5.8 3.8 23.0 3.8 3.7 53 7.8
AlCcpy 40.4 6.8 5.8 3.8 228 3.8 3.7 53 7.6
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TABLE 2.2 — Pourcentage de sélection des ordres par les versions du critére BIC standard et modifié.

Taille n 200

Ordres 1,y (22) (21 (1,2) (3,3 (382 (31 (2,3) (1,3
BIC 61.6 3.6 5.5 35 147 1.7 3.2 51 11
BICy 50.8 40 48 52 146 4.1 42 6.9 54
Taille n 500

Ordres 1,y (2,2) (21 (1,2) (33 (32 (31 (2,3) (1,3
BIC 63.9 2.8 7.2 4.7 9.3 15 3.4 3.9 33
BICy 68.8 2.5 6.8 5.2 6.4 2.0 29 2.8 2.6
Taille n 1,000

Ordres (1, (22) (21 (1,2) (33 (32 (31 (2,3) (1,3
BIC 54.5 3.8 74 42 138 2.4 57 48 34
BICy 74.4 2.7 5.2 3.7 5.2 1.8 3.0 2.2 1.8
Taille n 2,000

Ordres (1, (22) (21 (1,2) (33 (32 (3,1) (2,3) (1,3
BIC 50.5 41 5.0 52 163 2.6 6.3 59 41
BICy 82.7 1.5 3.2 3.3 2.8 0.8 2.5 1.6 1.6
Taille n 5,000

Ordres (1,1) (2,2) (2,1) (1,2) (3,3 (32 (31) (2,3) (1,3
BIC 38.1 5.6 6.7 3.8 26.1 3.0 5.9 4.6 6.2
BICy 86.1 1.3 3.7 2.2 1.2 0.7 2.3 1.0 15
Taille n 10,000

Ordres (1,1)) (2,2) (2,1) (1,20 (3,3) (3.2) (3.1 (2,3) (1,3
BIC 28.3 5.2 6.2 45 347 3.4 45 6.5 6.7
BICy 88.4 0.8 3.8 2.1 1.7 0.7 1.5 0.7 0.3
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TABLE 2.3 — Pourcentage de sélection des ordres par les versions du critére HQ standard et modifié.

Taille n 200

Ordres (1,1) (22) (21 (1,2) (3.3) (32 (381 (2,3) (1,3
HQ 40.4 55 43 45 269 2.6 4.1 8.5 3.2
HQum 38.6 5.0 3.6 50 232 49 42 9.6 5.9
Taille n 500

Ordres (1,1) (22) (21 (1,2) (3.3) (32 (31) (2,3) (1,3
HQ 39.3 55 6.5 42 221 32 3.9 7.9 7.4
HQuy 55.2 3.7 5.4 52 144 3.6 3.1 4.7 4.7
Taille n 1,000

Ordres (1,1) (22) (21 (1,2) (3.3) (32 (31) (2,3) (1,3
HQ 30.2 5.0 5.8 36 314 4.4 6.3 7.3 6.0
HQum 60.0 45 5.2 42 119 2.6 3.6 4.4 3.6
Taille n 2,000

Ordres (1,1) (22) (1) (1,2) (3.3 (32 (31) (2,3) (1,3
HQ 25.9 6.3 3.4 43 344 49 5.6 9.5 7.5
HQum 68.7 3.6 53 4.6 7.2 1.6 34 2.8 2.8
Taille n 5,000

Ordres (1,1) (22) (21) (1,2) (3,3) (3,2 (31) (2,3) (1,3
HQ 16.3 6.4 33 3.1 47.6 4.6 35 8.3 6.9
HQum 75.1 2.5 5.9 33 3.8 0.8 35 2.4 2.7
Length n 10, 000

Order (1,1 (2,2) (2,1) (1,2) (3.3) (3.2) (31 (2,3) (1,3
HQ 11.3 43 2.1 29 b57.8 43 1.8 9.1 6.4
HQu 77.2 1.7 6.9 34 43 1.0 1.8 1.8 1.9

2.5 Conclusion

Nous avons montré que I'utilisation des critéres d'information standards n’est souvent pas justi-
fiée quand 'hypothése d’indépendance sur le bruit est relachée. Au vu des illustrations numériques,
I'utilisation de ces critéres standards conduit a sélectionner des modéles VARMA faibles avec beau-
coup de paramétres. Ces critéres ont donc besoin d'étre adaptés afin de tenir compte des possibles
dépendances du terme d’erreur. C’est ainsi que nous avons proposé des critéres modifiés et avons
établi leurs propriétés asymptotiques.

Bien que le but de notre travail n’était pas d’établir une comparaison entre les différents critéres,
nous faisons néanmoins un commentaire sur les critéres convergents. Dans la pratique, on ne connait
pas les vrais ordres ; de plus, le fait qu’il soit possible que le vrai modéle ne soit pas contenu dans la
classe de modéles considérés rend (ainsi) les arguments basés sur la seule convergence asymptotique
insuffisants pour classer les critéres les uns par rapport aux autres. Surtout dans certaines situations,
le fait que le AICps ou AlCcy choisisse systématiquement des modéles d’'ordre plus élevé que ceux
choisis par les critéres BICy, ou HQps peut se transformer en avantage dans les cas ou le vrai
modéle posséde une dimension paramétrique infinie (par exemple).
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Chapitre 3

Contribution a la validation des
modeles ARMA faibles multivariés

Aprés les phases d'identification et d’estimation du processus VARMA, la prochaine étape
importante dans la modélisation de modéles VARMA consiste & vérifier si le modéle estimé est
compatible avec les données. Cette étape d'adéquation permet de valider ou d’invalider le choix
des ordres pg et gp du modéle. Ce choix est important pour la précision des prévisions linéaires
et pour une bonne interprétation du modéle. La sélection d’ordres trop grands a pour effet
d’introduire des termes qui ne sont pas forcément pertinents dans le modéle et aussi d'engendrer
des difficultés statistiques comme par exemple un trop grand nombre de paramétres a estimer, ce
qui est susceptible d’engendrer une perte de précision de 'estimation des paramétres. Le praticien
peut aussi choisir des ordres trop petits qui entrainent la perte d'une information qui peut &tre
détectée par une corrélation des résidus ou encore une estimation non convergente des paramétres.

Pour la validation de ces modéles VARMA nous présentons deux étapes possibles :

a) les tests sur les paramétres du modéle VARMA,

b) les tests sur les résidus du modéele VARMA.

Dans ce chapitre, nous considérons également la matrice X, comme un paramétre de nuisance et
afin d'alléger nos notations, nous posons 6 = 9,
Les publications liées a ce chapitre sont [A1, A3, A9, Al12].

3.1 Tests sur les coefficients du modéle

En dehors des contraintes imposées pour assurer |'identifiabilité du modéle VARMA(po, qo),
d’autres contraintes linéaires peuvent étre testées sur les parameétres y du modéle et en particulier
Aop = 0 ou By = 0 pour la validation des ordres. Afin de tester sy contraintes linéaires sur les
coefficients, nous définissons notre hypothése nulle

Ho: Robo = ro,

ol Ry est une matrice sp X ko connue de rang sg et ry est aussi un vecteur connu de dimension sp.
Pour effectuer ce test Hp, il existe diverses approches asymptotiques mais dans [A9], nous nous
sommes intéressés a la procédure de Wald (notée W dans la suite), a celle du multiplicateur de
Lagrange (en anglais LM) encore appelée du score ou de Rao-score et a la méthode du rapport de
vraisemblance (notée LR pour likelihood ratio). Pour calculer nos différentes statistiques de test,
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nous considérons la matrice {1 = JfllllslPJfll, ol Ji1 et /151P sont des estimateurs consistants de
J11 et li1 définis dans le chapitre 1. Comme il n'y pas de risque de confusion dans ce chapitre,
pour la suite nous posons 2 = (211 et 2 = (/1.

3.1.1 Statistique de Wald

Le principe est d’accepter I'hypothése nulle, si I'estimateur non contraint 8, de 6 est suffisam-
ment proche de zéro. Ainsi de (1.12), nous déduisons que

Vi (Rola = 10) 5 N (0, Rof2RG := Ro (Ui haJii') Ro)

quand n — 4o00. Sous les hypothéses du théoréme 2 et I'hypothése que /11 est inversible, nous
obtenons la statistique de Wald modifiée définie par

W,, = n(Rof, — r0)' (Ro2Rb) 1 (Robn — 1o).

Sous Hy, cette statistique suit une distribution de XEO. Ainsi nous retrouvons la méme formulation
que dans le cas de modeles VARMA forts standards. Nous rejetons Hy quand W, > X§0(1 — )
pour un niveau de risque asymptotique a.

3.1.2 Statistique du LM

L'idée de ce test consiste a accepter I'hypothése nulle, si le score contraint est proche de zéro.
Soit ¢ I'estimateur du QMV contraint sous Hp. Nous définissons le Lagrangien

L, \) = £p(0) — N(Rof — ro),

ol A est le vecteur multiplicateur de Lagrange de dimension sy. Les conditions du premier ordre
s'écrivent .
0l
00
En effectuant le développement limité de Taylor sous Hp, et au vu de (1.17), nous avons

(67) = RoA, Rofl; = ro.

_ 00(Ba)  00(65)
0= V=g = V5

— Jllﬁ (é\n — éﬁ) + Op(l).
Nous déduisons que

90n(05)

g Hor(1) = RoJ Rov/nA + op(1).

Vi(Rof — 10) = Ro/n(f — 65) = RoJiz v/

Il en résulte, sous I'hypothése Hp et les hypothéses du théoréme 2, la normalité asymptotique du
vecteur multiplicateur de Lagrange

vk 5 N {0, (RoJr RY) ™ RoS2R(RoJ R) 1} - (3.1)
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On obtient ainsi la statistique du LM modifiée définie par
i\ j-1 1p A j-1 1\ tg
LM, = nA’{(ROJ;l R} ReQRY(RoJLRY) ™ } 5

az . 1 . Ol
= 89’ (9 )J111R0 (RO-QR0> Ro 111%(‘%)-

Notons que dans le cas de modeles VARMA forts 2 = 2J* 1 ce qui donne a la statistique du
LM une forme plus conventionnelle LM = (n/2) X' Ry J; ! RO)\ De la convergence (3.1) du vecteur
multiplicateur de Lagrange, nous obtenons la distribution asymptotique de la statistique LM, qui
suit une distribution x?o sous Hy. Pour un niveau de risque asymptotique «, I'hypothése nulle est
rejetée quand LM, > X2 (1 — a). Ceci reste valide dans le cas des modéles VARMA forts.

3.1.3 Statistique du LR

Ce test est fondé sur la comparaison des valeurs maximales de la log-quasi-vraisemblance
contrainte et non contrainte. L'hypothése nulle est acceptée, si I'écart entre les maxima contraint
et non contraint de la log-quasi-vraisemblance est assez petit. Un développement limité de Taylor
montre que

Jn (én - ég) = — /I RN + op(1),
et que la statistique du LR satisfait

A

~ A ~ A n A A A
LR, := 2 {log La(fn) — log La(05) } = 26 — 05) s (= ) + 0p(1) = LM, + 0z(1)

En utilisant les calculs précédents et des résultats standards sur les formes quadratiques de vecteurs
(voir [vdV98], Lemme 17.1), nous trouvons que la statistique du LR (i.e. LR,) suit asymptotique-
ment une distribution »_ 7, )\,-Z,-2 ot les Z; sont iid N(0,1) et les A1,..., As, sont les valeurs
propres de la matrice

_ _ 1 o o
Sir = J 2SI, SLR:ER{)(ROJHlR(’)) LRy Q2RY(RoJ;1R) " Ro.

Notons que dans le cas de modéles VARMA forts, i.e. quand 2 = 2J1_11, la matrice S g =

Ji1 1/2R0(R0J111R0) 1R0J11 12 se comporte comme une matrice de projection. Ses valeurs propres
sont donc égales soit a 0 soit & 1, et le nombre de valeurs propres égales a 1 est donné par

Tr (U Ro(RoJiiRo) M RoJiy/?) = Tr () = 5o

Ainsi, nous retrouvons le résultat bien connu que LR, ~ ;@0 sous Hy dans le cas des modeles
VARMA forts. Pour les modéles VARMA faibles, la distribution asymptotique est celle d’une
forme quadratique de vecteurs gaussiens, qui peut &tre évaluée avec I'algorithme de [Imh61]. Une
alternative est d’utiliser une statistique transformée

~

(60— 05) 118 g1 (0, — 65),

NS

ol §|__R est |'inverse généralisée de SiRr. Cette statistique suit une distribution X§0 sous Hp, quand
J11 et SR sont des estimateurs faiblement convergents de J;; et Sir. L'estimateur S/ peut &tre
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obtenu a partir d'une décomposition des valeurs singuliéres d'un estimateur faiblement convergent
Sir de Sir. Plus précisément, nous définissons la matrice diagonale A= diag ()A\l, .. .,Xko) oll

M>HL>o> )A\ko sont les valeurs propres de la matrice symétrique SLR, et notons P la matrice
orthogonale telle que S g = PAP’, nous posons

Sip=PA P, A =diag (Xl—l, .. .,Xs—ol,o,...,0> .

Alors, la matrice §L—R converge faiblement vers la matrice S ¢, laquelle satisfait SLrRS, g SLR = SLR,
puisque Sy R est de plein rang sp.

3.2 lllustrations numériques

Nous présentons quelques résultats de simulations afin d’évaluer les performances des tests
proposés. Nous simulons N = 1000 trajectoires indépendantes, de tailles n = 500 et n = 2000, du
modele (1.42) (défini dans le chapitre 1) avec 6y = (a22,1, b21.1, b22,1)" = (0.95,2,0) et dont le
processus des innovations €; = (€1,¢, €2,¢)" est dans un premier temps le bruit fort (1.43), et puis
le bruit blanc faible (1.44), tous deux définis dans le chapitre 1.

La table 3.1 donne les pourcentages de rejet de I'hypothése nulle Hy : baa 1 = 0 des différentes
versions des tests de Wald, LM et du LR. Pour un niveau asymptotique o = 5%, les limites de
significativité sont 3,6% et 6,4% avec une probabilité de 95%. Elles sont de 0,3% et 1,7% pour
a = 1%, et enfin celles de 8,1% et 11,9% pour @ = 10%. Les fréquences a I'extérieur de ces
limites sont mises en caractéres gras dans la table 3.1. Pour le modéle VARMA fort (1.42)—(1.43)
(Modeéle 1), toutes les fréquences sont a l'intérieur des limites de significativité. Par contre, pour
le modéle VARMA faible (1.42)—(1.44) (Modéle II), toutes les fréquences des tests standards sont
résolument & |'extérieur des limites de significativité. En conclusion, I'erreur de premiére espéce
est bien contrdlée par toutes les versions des tests dans le cas fort, mais seulement par les tests
modifiés dans le cas faible.

Afin de comparer la puissance de ces tests, nous simulons N = 1000 trajectoires indépendantes,
de taille n = 500, du méme modéle (1.42) avec 6y = (ax2.1, b21.1, b22.1)’ = (0.95,2,0.05) et dont
le processus des innovations €; = (€1, €2,+)" est dans un premier temps le bruit fort (1.43), puis
le bruit blanc faible (1.44), et nous testons |'hypothése Hy : by = 0. La table 3.2 montre que
tous les tests ont une puissance similaire quand le bruit est fort (Modéle Il1). Les tests modifiés
ont également une puissance similaire dans le cas faible (Modéle V). Par contre, la puissance des
tests standards est difficilement interprétable pour le modéle IV, car au vu des résultats de la table
3.1, les versions standard des tests ne contrélent pas bien I'erreur de premiére espéce dans ce cas
faible.
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TABLE 3.1 — Pourcentages de rejet de I'hypothése nulle, Hy : bys 1 = 0, des versions standards et modifiées
des tests.

Modéle Taille n Niveau Tests standards Tests modifiés
Wald LM LR Wald LM LR
a=1% 1.1 0.7 0.8 1.7 0.7 1.7
I n =500 oa=5% 50 45 5.1 6.0 5.2 6.0
a=10% 89 93 94 11.0 9.9 109
oa=1% 07 08 0.7 1.0 0.6 1.0
I n=2,000 a=5% 5.0 43 46 5.5 5.1 5.5
o =10% 92 86 8.8 10.0 9.0 10.2
a=1% 0.0 0.0 0.0 1.4 1.4 1.3
[l n =500 a=5% 0.6 0.5 0.6 6.2 6.5 6.1
a=10% 23 22 2.2 12.0 11.2 12.0
a=1% 0.0 0.0 0.0 09 07 09
I n=2,000 a=5% 0.4 03 0.3 4.6 4.3 4.6
a=10% 1.3 1.3 1.3 9.2 9.8 9.2

| : Modéle VARMA(1, 1) fort (1.42)-(1.43) avec 6y = (0.95,2,0)
Il : Modéle VARMA(L, 1) faible (1.42)-(1.44) avec 6y = (0.95, 2,0)

TABLE 3.2 — Puissance des tests standards et modifiés : Hp : bop 1 = 0.

Modéle Taille n Niveau Tests standard Tests modifiés
Wald LM LR Wald LM LR
a=1% 6.8 5.9 6.6 8.0 6.5 7.9
Il n=500 «a=5% 205 194 204 216 20.1 217
a=10% 295 29.0 29.4 30.6 29.5 30.6
a=1% 1.7 1.8 1.7 155 143 156
v n=500 oa=5% 11.4 9.4 10.1 35.1 34.0 35.0
a=10% 21.1 20.2 206 47.1 449 46.8

[l : Modéle VARMA(1, 1) fort (1.42)-(1.43) avec 6y = (0.95,2,0.05)
IV : Modéle VARMA(1, 1) (1.42)-(1.44) avec 6y = (0.95, 2,0.05)

3.3 Tests sur les résidus du modéle

Ces tests ont pour objet de vérifier que les résidus (1.23) des modéles estimés sont bien
des estimations de bruits blancs. Une invalidation de cette condition implique que le modéle est
mal spécifié. Plus particuliérement, nous nous intéressons aux tests portmanteau, aussi appelés
tests d'autocorrélation. Le test portmanteau a été introduit par [BP70] afin de mesurer la qualité
d'ajustement d'un modéle ARMA fort univarié.

Les deux tests les plus utilisés, pour tester qu’une série est une réalisation d'un bruit blanc fort,
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sont ceux de [BP70] et [LB78] définis respectivement par

m m o

Qur =nY Fh) et @ =n(n+2)y (3.2)

h=1 h=1

ol A(-) est la fonction d'autocorrélation résiduelle et m est un entier fixé. La statistique QX a
la méme distribution asymptotique que QBP mais la statistique QL? est réputée avoir un meilleur
comportement a distance finie. En s'inspirant des tests portmanteau univariés (3.2), [Chi74] et
[Hos80] ont étendu ces tests au cas de modéles ARMA multivariés dont les versions multivariées
des statistiques sont définies respectivement par

m 2

Qu=n> Tr (ﬁ'(h)f—l(o)f(h)ﬁ—1(0)> et Q=) (n"_ h)Tr (ﬁ'(h)f—l(o)f(h)ﬁ—1(0)> ,
h=1 h=1

(3.3)
ou [(-) (matrice carrée d’ordre d) est la fonction d’autocovariance résiduelle du processus mul-
tivarié. Sous les hypothéses d'un bruit blanc fort, pour un niveau asymptotique de risque «, la
procédure standard consiste a rejeter I'hypothése d'un modéle ARMA(p, q) ou VARMA(p, q) si les
statistiques (3.2) ou (3.3) sont supérieures a un certain quantile d’ordre 1 — « d'un chi-deux.

Dans le cas général de modéles VARMA dont les termes d’erreur sont non corrélés mais
peuvent contenir des dépendances non linéaires, nous montrons dans [A1, A3] que la distribution
asymptotique des statistiques (3.3) est celle d'une somme pondérée de chi-deux. Cette distribution
peut étre trés différente de I'approximation chi-deux usuelle du cas fort. Dans [A12], nous proposons

une méthode alternative & [A3] qui est basée sur une auto-normalisation des autocorrélations
résiduelles. Ainsi pour des ordres py et qo donnés, nous testons |'hypothése nulle

Ho: (X:) satisfait une représentation VARMA(po, qo)
contre |'alternative

Hy : (X¢) n'admetpas de représentation VARMA ou admet une représentation
VARMA(p, q) avec p > pp ou q > qo.

Définissons les autocovariances empiriques et résiduelles du bruit par

1 < - 1 O
[e(h) = - Z ere;_, et [eo(h) = - Z é:é_, pour 0<h<n.
t=h+1 t=h+1

Nous considérons les vecteurs des m (pour m > 1) premiéres autocovariances empiriques et
résiduelles

!/

M = ({vece()Y ..., {vecla(m)}')', Fim = ({vecfeu)}',...,{vecfe(m)}'> |
Soient les matrices diagonales
Se = Diag (0e(1),...,06(d)) et S, =Diag(6e(1),...,6e(d)),

2

ol 02(i) est la variance de la i-éme coordonnée de I'innovation e; et 62(i) est son estimateur,
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avec 0e(i) = \/Ee2 et Ge(i) = \/n~1Y_7_; 2. Nous définissons les autocorrélations théoriques

et résiduelles de retard ¢
Re(0) = S;MMe(0)S.h et Re(0) = 5.1Fe(0)S: T,
avec [({) :==Eere;_, =0, V0. Nous définissons aussi la matrice

86}(90)

Om =1 o6’

(3.4)

€t—m

Nous considérons les vecteurs des m (pour m > 1) premiéres autocorrélations résiduelles

n = ({rech)} - foeck(m) )

3.3.1 Comportement asymptotique des statistiques du test portmanteau mul-
tivarié

Les travaux consacrés a la validation des modéles ARMA faibles sont pour |'heure limités au
cas univarié. La distribution asymptotique des statistiques (3.2) a été établie dans [FRZ05] pour
des modéles ARMA faibles univariés. Des tests portmanteau basés sur des méthodes de bootstrap,
dont les distributions asymptotiques dépendent du DGP, ont été introduits par [ZL15] afin de
tester I'adéquation de modéles ARMA faibles univariés. Dans le cas ou le bruit blanc faible est
directement observé, le comportement asymptotique des autocorrélations a été établi par [RT96];
[LNSO1, LNSO2] ont également abordé cette problématique en proposant une extension de la
statistique Qp;.

L’objectif de cette section est d'étudier le comportement asymptotique des statistiques du test
portmanteau (3.3) dans le cadre de modéles VARMA dont les termes d’erreur sont non corrélés
mais peuvent contenir des dépendances non linéaires. Dans un premier temps, nous étudions la
distribution asymptotique jointe de I'estimateur, §,, du QMV et des autocovariances empiriques
du bruit. Soit

ree)= Z E ({er—¢ ® et} {er—n—v @ ec_n}') , pour (¢, ') # (0,0).
h=—o0
Nous énongons le résultat suivant qui est une extension directe du résultat donné dans [FRZ05].

Théoréme 7. Supposons py > 0 ou qo > 0. Sous les hypothéses (H1)—(H7), quand n — +oo,
nous avons

V(B — 00, Tm) 2 N(0, Z) oasz( %0, 4, )

Z§n,Fm 2r,
avec Xr, = {0V heppem X5 o = limpojos Cov(y/nd1100,(00, Ze0)/00, /nl) et

-1 -1
Zén = = Jll I 11 -
La démonstration de ce théoréme résulte des formules de dérivation matricielle standards, de
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I'inégalité de covariance de [Dav68], et des théoremes 1 et 2.

Ce résultat nous permet ensuite d’obtenir les distributions asymptotiques des autocovariances
et autocorrélations résiduelles qui sont normalement distribuées avec une matrice de covariance
différente du cas iid. Nous énoncons le résultat suivant qui donne le comportement asymptotique
des autocovariances et autocorrélations résiduelles de modéles VARMA faibles.

Théoréme 8. Sous les hypothéses du théoréme 7, nous avons

Vifm=N(0.52,) et Vapn = N (0,53,),

ou Z/A_m = Z"‘/m + <Dm2§n d);n + d)mzénﬁm + Z;A - d);n (35)
T = {Im @ (Se ®Se) '} Zp {In®(Se ® Se) ™'} (3.6)

et ®p, est donné par (3.4).
Nous donnons un schéma de la démonstration de ce résultat.

Démonstration. Pour la démonstration de ce théoréme, nous utilisons les autocovariances empi-
riques du bruit précédemment définies et le théoréme 7. Le résultat (3.5) découle de la relation

Fr = ({vecfe(l)}' ..... {vecfe(m)}/>/ = I+ S0 — 00) + Op (i) , (3.7)

que nous montrons en utilisant un développement limité de Taylor. Finalement nous obtenons le
résultat (3.6) en calculant la variance asymptotique Var(y/npn,) avec

Pm = {Im @ (Se @ Se) ™} [m + Op (i) (3.8)

O

Enfin, nous pouvons déduire le comportement asymptotique des statistiques portmanteau.
Hosking (voir [Hos81a, Hos89]) a proposé plusieurs formes équivalentes a la statistique Qf, (voir
équation (3.3)), dont les plus basiques sont les suivantes

Qs = nX_Tr(FUMITHO) u(n) ()
h=1

Ces égalités sont obtenues a partir des relations élémentaires vec(AB) = (I ® A)vecB, (A® B)(C®
D) = AC ® BD et Tr(ABC) = vec(A")'(C' ® I)vecB.
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Sous les hypothéses que le DGP suit un modéle VARMA(po, qo) fort et que les racines des
polynémes VAR et MA ne sont pas trop proches de la racine unité, la distribution asymptotique
des statistiques Q) et Qy, est généralement bien approchée par la distribution X32m—ko (d’m > ko).
En vue du théoréme 8 nous déduisons le résultat suivant, qui donne la loi asymptotique exacte
des statistiques (3.3). Nous verrons que cette distribution peut &tre trés différente de celle d'une
distribution ijgmfko dans le cas de modéles VARMA(po, qo) forts.

Théoréme 9. Sous les hypothéses du théoréme 8, les statistiques Qf, et QN convergent en loi,
quand n — +o0, vers

d’m
Zm(gm) = Zgi,dzmzi2
i=1
o Em = (&1.d2mr - - -+ Ea2m.a2m) €st le vecteur des valeurs propres de la matrice
2= (o 2P e ?) 5 (e 5o 1),

et les 7y, ..., Zy, sont des variables indépendantes, centrées et réduites normalement distribuées.

Ainsi quand le processus d’erreur est un bruit blanc faible, la distribution asymptotique des
statistiques Qy, et Qf, est une somme pondérée de chi-deux. Cette distribution peut étre trés
différente de I'approximation chi-deux usuelle du cas fort. Nous en déduisons alors des tests
portmanteau modifiés pour tester |'adéquation de modéles VARMA faibles.

En vue du théoreme 9, la distribution asymptotique des statistiques (3.3) dépend du paramétre
de nuisance X., de la matrice ®,, et des éléments de la matrice =. Nous avons donc besoin
d’estimateurs consistants de ces matrices inconnues. La matrice X, peut étre estimée 3 partir des
résidus d’estimation par S, = /A'E(O). La matrice @, peut également &tre estimée empiriquement

par
n

2 1 A Al / 861‘(00)
d)m:nZ{(etl,...,etm)@ae, _A.
t=1 90—9n
Afin d’estimer la matrice =, nous utilisons la méthode d’estimation de la densité spectrale (déja défi-
nie au chapitre 1) du processus stationnaire wy = (wj,, wh,)', ol wi; = —2J;;' (D€l(00)/90) Z5" e (6o)
/
et wor = (€}_1,....61_pm) @ e
En interprétant (27) 1= comme étant la densité spectrale évaluée en zéro du processus

stationnaire (w;), nous avons
=0 (1), 07 (1)

quand (w;) satisfait une représentation VAR(oo) de la forme
o0
d(L)ws == wy + Z diwi_i = uy, (3.9)
i=1

ol u; est un bruit blanc faible de matrice de variance X,,. Puisque w; est inconnu, nous posons W
le vecteur obtenu en remplacant 6y par 6, dans I'expression de w;. Nous définissons le polynéme

D, (2) =l yem+> g Priz', 00 @1, -+, D, sont les coefficients de la régression des moindres
carrés de Wy sur wy_1,..., We—,. Notons i, ; les résidus de cette régression et X la variance
empirique des résidus {1, ..., 0y n. Nous établissons le théoréme suivant qui est une extension du

résultat de [FRZ05].
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Théoréme 10. Sous les hypothéses du théoréme 9, nous supposons que le processus (w;) admet
une représentation VAR(oo) (3.9) dont les racines de det ®(z) = 0 sont a I'extérieur du disque
unité, ||®;|| = o(i~2), et que la matrice X, = Var(u;) est non singuliére. De plus, nous supposons
que ||etlg s, < 00 et S olax.(k)}/CH) < oo pour un réel v > 0, o {ax (k)},>q est une
suite de coefficients de mélange fort du processus (X{, €;)'. Alors ['estimateur spectral de =

=P —e71(1)5, 0 (1) — =

en probabilité quand r = r(n) — oo et r*/n — 0 quand n — oo.

Soit 2, la matrice obtenue en remplacant = par son estimateur = et Y, par 3. dans la matrice
2m. Nous définissons £m = (§1.g2m1 - - -+ {q2m,d2m)’ le vecteur des valeurs propres de 2,.

Pour un niveau asymptotique de risque «, les tests portmanteau que nous proposons consiste
a rejeter I'hypothése Hy (i.e. I'adéquation de modéles VARMA(po, qo) faibles) quand

Q° > Sm(1 — ) (respectivement Q" > Sp,(1 — «))

ol Spm(1 — ) est tel que P{Zm(ém) > Spm(1— a)} - a.

3.3.2 Comportement asymptotique des autocorrélations résiduelles auto-normalisées

Les tests portmanteau que nous avons proposés dans la section précédente sont certes fondés sur
une distribution exacte des statistiques (3.3), mais sont beaucoup plus difficiles a implémenter car
leurs valeurs critiques doivent &tre calculées a partir du DGP (des données), contrairement a celles
des versions standards qui sont simplement données par des tables de y2. L'autre difficulté majeure
provient du fait que la distribution asymptotique des statistiques (3.3) dépend de paramétres
inconnus (voir théoréme 9) tels que : le paramétre de nuisance X, la matrice ®,, et les éléments de
la matrice =, dont il faut trouver des estimateurs consistants. Comme déja abordé pour |'estimation
de la matrice / (voir le chapitre 1), la matrice = est la plus délicate a estimer : soit par la méthode
HAC, soit par celle de la densité spectrale. Cependant, on est encore confronté & de sérieuses
difficultés quant au choix de la suite de poids (ou fenétre) pour la méthode HAC; le choix de
I'ordre r de troncature de la représentation VAR(co) est également crucial et difficile pour la
méthode de la densité spectrale.

Dans [A12], nous proposons une méthode alternative ol nous n'estimons pas une matrice
de covariance asymptotique. Nous utiliserons une approche basée sur des techniques d’auto-
normalisation (self-normalization, en anglais) pour construire une nouvelle statistique de test qui,
sous I'hypothése nulle, admet une distribution asymptotique qui ne dépend pas de paramétres
cadres encore plus généraux par [KL06, ShaOa, ShaOb, Shal2]. On peut se référer & [Shal5] pour
un état de I'art sur certains développements récents sur I'inférence statistique dans le domaine des
séries temporelles utilisant cette approche d’auto-normalisation.

Soit (Bk(r))r>0 un mouvement Brownien K-dimensionnel commengant en 0. Pour K > 1,
nous notons la variable aléatoire Uy définie par

Uk = Bi(1) V' B (1) (3.10)
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Vi = /01 (Bk(r) — rBx(1)) (Bk(r) — rBx(1)) dr. (3.11)

Les valeurs critiques de Uk ont été tabulées par Lobato dans [Lob01]. Nous notons A la matrice
bloc dans R™d**(kotmd?) definie par A = (®md | Ima2)- Au vu de (1.18) et (3.7), nous déduisons

!/

- 1 O Oe, '
\/EI_ = ﬁZ/\Wt‘i‘OP(].), ou wy = <<—2af;ze_olet> ,(et—l ® et)/,---,(et—m® et)/>(312)
t=1

Contrairement a la section précédente, nous n'allons pas chercher a trouver la variance asymptotique
du processus Aw; mais plutdt appliquer un théoréme central limite fonctionnel sur le processus
w = (W¢)¢>1 (comme dans le lemme 1 de [LobO01]). Enfin, nous définissons la matrice de

. . 2 2
normalisation C,,,2 € R™4 Xmd" par

t

1 < .
Cmd2 = ?Zstﬂ ou 51_- = Z(AVVJ— m).
t=1

Jj=1

Afin d'assurer I'inversibilité de cette matrice C,,42, nous aurons besoin de I'hypothése (technique)
suivante sur la distribution de ¢;.

(H8) Le processus (€;) a une densité strictement positive au voisinage de zéro.
Nous énoncons le résultat suivant, qui donne la distribution asymptotique des autocovariances et
autocorrélations résiduelles renormalisées.

Théoréme 11. Supposons que py > 0 ou qo > 0. Sous les hypothéses (H1)- (H8) et Hy, nous
avons

fal —1 A d
niC ol —— Ungn. (3.13)
De (3.8) et (3.13), nous déduisons
1 U © (Se © Se)} Coda U © (Se © S)} i~ U (3.14)

Nous donnons un schéma de la démonstration.

Démonstration. Nous notons DK[0,1] I'espace de Skorokhod, qui est I'ensemble des fonctions
cadlag, de fonctions de RX & valeurs définies dans [0,1]. Cet espace est muni de la topologie

de Skorokhod, nous notons également ]Dl> la convergence faible sur I'espace D¥[0,1].

Au vu de (3.12), on voit que le comportement asymptotique de /7, dépend de celui de w.
Soit (Bm(r))r>0 un mouvement Brownien m-dimensionnel et ¥ une matrice triangulaire inférieure
dont les éléments diagonaux sont positifs. On montre d'abord que

Lnr]
1 m
j=1

en utilisant la proposition 1, le théoréme 7, des arguments similaires a ceux utilisés pour la
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démonstration du théoréme 2, et le théoréme central limite fonctionnel de [Her84] pour processus
a—mélangeants. En montrant (3.15), on satisfait I'hypothése 1 de [Lob01] (voir équation (19)).

Ensuite, en suivant les arguments développés dans les sections 2 et 3 de [Lob01], le continuous
mapping theorem sur I'espace de Skorokhod implique que

1
Cmd2 L) lIj\/mdz w/r ou de2 :/ (Bmd2(r) - erdQ(l))(Bmd2(r) - md2( )) dr.
0

n—o0
(3.16)
De (3.12), en utilisant (3.15) et (3.16), on obtient
1 n
TR -1
M Conge [ = — tzl (Awe)' €L (Awe) )
-1
m (¥Bm2(1)) (VViag2 V') (¥Bng2(1)) = B2 (1) V52 B2 (1) = Unee,

ou la variable aléatoire U,, > est définie par (3.10). Par conséquent, on vient de prouver (3.13).
On déduit (3.14) en utilisant (3.8) et (3.13), ce qui compléte la preuve du théoréme 11. O

Remarque 3.1. Notons que quand p = q = 0, on n’aurait pas besoin d’estimer le paramétre 6.
Ainsi, au regard de la preuve, on remplace le vecteur wy par

W= ((em1@e) e (emm @ er))

et la matrice A\ est remplacée par la matrice identité. Nous retrouvons alors le résultat donné par
Lobato (voir Lemme 1 de [Lob01]).

Dans la pratique, le théoréme 11 n'est pas exploitable car il comporte des quantités inconnues
. . PN 2 2 . . P
qu’il nous faut estimer. Nous notons C,,,2 € R™¥ XM n estimateur de C,,42 qui est défini par

Con2 = Zstsl i (/\WJ m) , (3.17)

avec A = <</bmjl_11n|/md2>' Nous énoncons le suivant résultat qui est la version applicable du
théoréme 11.

Théoréme 12. Sous les hypothése du théoréme 11, nous avons

ap oA d
Nl Cooolm —— Unge
md2' m " o7 “md

Le vecteur des autocorrélations résiduelles renormalisées satisfait alors
A A . d
1 {1 ® (e 0 80)} Coba i © (80 @ 80)} i — U

Ainsi, la nouvelle statistique que nous proposons pour tester |'adéquation de modéles VARMA
faibles est la suivante

A A

Q1= 1 I @ (5. © 5} Eh @ (3o 0 80) b im. (3.18)
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En s’inspirant des statistiques (3.3) et (3.18), nous proposons la statistique suivante (3.19) qui est
la version analogue de celle introduite par [Hos80]

O — 2 {/m ® (5. ® Se)} Dy maC L, {/m ® (5. ® §e)} B (3.19)
ot Dy, a2 € RMI*xmd? est yune matrice diagonale définie par D, m42 = Diag(n/(n—1),...,n/(n—

m)). Les valeurs critiques des statistiques (3.18) et (3.19) sont tabulées dans [Lob01], ce qui rend
finalement notre méthode plus proche de la méthode standard dans laquelle ces valeurs critiques
sont déduites d'une table de y2.

3.3.3 Illlustrations numériques

Dans cette section, nous présentons quelques résultats de simulations afin d'évaluer la perfor-
mance des tests portmanteau modifiés proposés. Nous introduisons les notations suivantes pour la
suite

— LBg et BPs pour se référer aux tests de LB et BP utilisant les statistiques (3.3).

— LBgy et BPgy pour se référer aux tests auto-normalisés utilisant les statistiques (3.18) et
(3.19)

— LBgy et BPgy pour se référer aux tests modifiés de LB et BP utilisant les statistiques (3.3)
proposé dans [BM11a]

Nous considérons un modéle VARMA(1, 1) bivarié (voir [Rei97], chap. 3, example 3.2 p. 81) suivant

X1t a1 a121><X1t1> (€1t> <b111 b121><61t1>
)= 1o IS R D e e ’ 3.20
( Xo,t ) < 11 an1 Xo,t-1 €2,t bo11 b2 €2,t-1 (3:20)
ou 90 = (811'1, a»1,1,4d12,1, d22,1, b11'1, b21,1, b12'1, b22,1)/ = (1.2, 0.6, —0.5, 0.3, —0.6, 0.3, 0.3, 0.6)/

et le terme d'erreur €; = (€1,¢, €2.¢)’ serait un bruit blanc fort ou faible, qu’on définira ultérieurement.
Remarquons que

1.2 -05 —0.6 0.3
det{lg—zl < 06 03 )} =0et det{lg—zz< 03 06 )} =0
pour z; = 1.136 + 0.473i (de module |z1| = 1.23) et pour z = +(0.45)71/2 (de module
|zo| = 1,49). Le modéle (3.20) peut étre vu comme un modéle VARMA(1, 1) sous forme échelon
(noté, ARMAE(1, 1)), contrairement au modeéle (1.42) qui est un ARMAE(O, 1) (se référer a [Liit05]
pour plus de détails sur cette forme échelon, chap. 12, définition 12.2 p. 453).

Soit 7 = ((n1,+, m2,t)’)e>1 une suite de variable aléatoire telle que

< Lt ) SN0, b).

T2,t

Dans un premier temps, nous considérons le cas de modéle VARMA fort en supposant que le terme
d'erreur € = ((€1,¢, €2.+))e>1 dans (3.20) est défini comme suit

< €Lt ) O N(0, o). (3.21)

€2t
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Considérons le modele ARCH(1) suivant proposé par [Jea98]

€1t hiie O MLt >
' ! ' 3.22
( €2t > ( 0 haop > ( 2.t (3:22)
h.\ _ (03 L (045 0.00 €1
he )\ 02 0.40 0.25 i1 )

Pour le premier modéle VARMA faible considéré, nous supposons que dans (3.20) le terme d’erreur

e est un ARCH(1) défini par (3.22). Ensuite, nous considérons également trois autres modéles
VARMA faibles en supposant que dans (3.20) le terme d’erreur € est donné respectivement par

ol

< €1t > _ < m,en2,e—1171,t—2 > v (323)
€2t m2,6M1,t—172,t—2
( €1t > _ < 77;#72,1:—1771;—2 > ' (3.24)
€2,t 12,¢M,t-1712,t—2
-1
< €1t ) _ < el +1)72 ) _ (3.25)
€, m2,¢([12,e—1| + 1)

Ces trois derniers bruits faibles sont des extensions directes des bruits faibles univariés définis par
[RTO96].

Nous simulons NV = 1000 trajectoires indépendantes de taille n = 10000 du modéle (3.20). La
méme série est divisée en trois séries de tailles n = 500, n = 2000 et n = 10000. Pour chacune
des N réplications, nous utilisons la méthode du QMV pour estimer le paramétre 8y. Ensuite, nous
appliquons les tests portmanteau sur les résidus pour différentes valeurs de m € {1,...,5}. Le
niveau asymptotique des tests est @ = 5%.

Pour les tests standards, I'hypothése nulle est rejetée quand les statistiques (3.3) sont su-
périeures a X%4m_8)(0,95). Pour les tests BPyy et LBgy, I'hypothése nulle est rejetée quand les
statistiques (3.18) et (3.19) sont supérieures a Uam(0,95), ou les valeurs critiques Uy (0, 95) sont
tabulées dans [Lob01] pour K =1, ..., 20.

Les tables 3.3 et 3.4 présentent les pourcentages de rejet de I'hypothése nulle Hy que le DGP
suit un modéle VARMA(1, 1)) sur toutes les N réplications indépendantes. Au vu des résultats des
tables 3.3 et 3.4, les tests que nous proposons contrélent mieux I'erreur de premiére espéce (3 part
quelques exceptions pour le test auto-normalisé quand n < 2000) que les tests standards surtout
quand les innovations présentent des dépendances. Plus surprenant encore, méme pour le modéle
VARMA fort, les tests proposés sont meilleurs surtout quand m est petit. Contrairement aux tests
proposés, les tests standards ne sont pas applicables quand m < 2.

S'agissant des puissances, tous les tests ont des puissances similaires a |'exception des tests
LBgy et BPgy qui sont moins puissants quand n = 500.

En conclusion, les tests que nous proposons sont préférables aux tests standards surtout quand
le nombre d’autocorrélations utilisé est petit.
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TABLE 3.3 — Pourcentage de rejet dans le cas VARMA(1, 1).

Modéle Taille n Lagm LBy BPsyy LBgy BPgsy LBg BP,
1 4.8 4.9 4.2 4.0 n.a. n.a.

2 5.2 5.2 3.4 3.3 n.a. n.a.

| n =500 3 4.0 41 4.4 4.2 20.6 19.9
4 35 3.6 4.6 43 11.6 115

5 35 37 3.9 3.8 8.2 7.8

1 4.6 4.6 2.9 2.9 n.a. n.a.

2 4.8 4.8 3.2 3.1 n.a. n.a.

| n= 2,000 3 43 43 3.9 3.9 19.6 19.4
4 5.1 5.1 35 3.4 10.5 10.4

5 4.8 48 43 43 8.3 8.1

1 5.7 5.7 3.7 3.7 n.a. n.a.

2 5.4 5.4 4.7 4.7 n.a. n.a.

| n =10, 000 3 5.3 53 4.4 4.4 19.0 19.0
4 5.7 5.7 45 4.5 10.6 10.6

5 6.1 6.1 4.4 43 8.5 8.5

1 3.9 3.9 53 5.1 n.a. n.a.

2 2.9 2.9 55 5.2 n.a. n.a.

I n =500 3 2.1 21 29 2.7 349 34.0
4 1.1 1.2 2.8 2.7 245 23.7

5 0.9 0.9 2.3 2.0 18.0 17.7

1 3.9 3.9 6.1 5.9 n.a. n.a.

2 5.0 5.0 7.0 6.9 n.a. n.a.

I n=2,000 3 3.3 33 5.4 5.3 439 438
4 3.1 3.1 55 54 321 32.0

5 3.0 3.0 49 4.8 26.1 25.9

1 4.4 4.4 53 5.3 n.a. n.a.

2 4.9 49 6.1 6.1 n.a. n.a.

I n =10, 000 3 3.9 3.9 5.6 5.6 50.0 49.9
4 4.2 4.2 5.4 5.4 37.2 37.1

5 33 33 5.6 5.6 28.4 28.3

1 3.4 34 6.6 6.5 n.a. n.a.

2 1.6 1.6 4.6 4.5 n.a. n.a.

Il n =500 3 0.3 0.3 2.1 2.1 50.7 50.1
4 0.1 0.1 13 1.3 37.7 36.9

5 0.0 0.0 1.1 1.1 29.7 28.9

1 4.8 4.8 6.3 6.3 n.a. n.a.

2 3.7 3.7 5.4 5.4 n.a. n.a.

Il n=2,000 3 2.7 2.7 5.0 5.0 56.5 56.4
4 25 25 3.6 35 41.8 41.3

5 1.6 1.6 2.4 2.4 34.4 34.3

1 5.1 5.1 6.2 6.2 n.a. n.a.

2 5.2 5.2 6.0 6.0 n.a. n.a.

Il n = 10,000 3 4.0 4.0 5.8 5.8 58.6 58.5
4 43 43 5.6 5.6 449 449

5 4.2 4.2 5.7 5.6 38.2 38.2

| : Modéle VARMA(1, 1) fort (3.20)-(3.21) ; Il : Modéle VARMA(1, 1) faible (3.20)-(3.22).
[l - Modéle VARMA(1, 1) faible (3.20)-(3.23).
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TABLE 3.4 — Pourcentage de rejet dans le cas VARMA(1, 1).

Modéle Taille n Lagm LBgyy BPgy LBgy BPsy LBs BPg

2.4 2.4 9.5 9.5 n.a. n.a.
0.7 0.8 6.5 6.5 n.a. n.a.
0.0 0.0 5.2 52 520 515
0.2 0.2 5.1 5.1 40.5 40.1
0.2 0.2 45 45 373 364
3.1 3.1 6.0 6.0 n.a. n.a.
2.5 25 4.8 4.8 n.a. n.a.
2.5 2.5 3.2 3.2 618 615
2.0 2.0 3.0 3.0 50.2 50.0
0.4 0.4 1.8 1.7 439 438
4.7 4.7 4.1 4.1 n.a. n.a.
4.4 44 5.6 5.6 n.a. n.a.
3.8 3.8 5.2 52 704 704
3.5 3.5 41 41 573 573
3.1 3.1 4.2 42 503 503
4.0 4.0 3.6 3.6 n.a. n.a.
4.5 4.6 3.8 3.8 n.a. n.a.
3.9 4.1 4.2 4.2 15.1 147
3.6 3.8 4.4 4.0 9.6 9.5
3.1 3.2 3.7 3.4 7.8 7.0
55 55 3.7 3.7 n.a. n.a.
5.4 55 4.4 4.4 n.a. n.a.
4.5 4.6 3.8 3.8 16.6 16.4
4.4 4.4 4.0 4.0 9.5 9.3
4.3 4.3 4.3 4.3 7.9 7.8
4.3 43 3.6 3.6 n.a. n.a.
4.2 4.2 3.2 3.2 n.a. n.a.
4.7 4.7 3.9 3.9 153 153
4.4 4.4 4.1 4.1 9.1 9.1
4.8 4.8 3.9 3.9 6.8 6.8

[a

v n =500

v n= 2,000

v n = 10,000

\% n =500

V n= 2,000

\Y n = 10,000

GO WONNREOPPONOROPWONREOPWODNDNREREOPDWNDREO P WDN

IV : Modéle VARMA(1, 1) faible (3.20)-(3.24).
V : Modele VARMA(1, 1) faible (3.20)-(3.25).

3.4 Conclusion

Nous avons abordé le probléme de la validation des modéles VARMA faibles en proposant des
tests modifiés qui tiennent compte des dépendances des termes d’erreur.

Dans un premier temps, nous avons proposé des versions modifiées des tests de Wald, du
multiplicateur de Lagrange et du rapport de vraisemblance pour tester des restrictions linéaires
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3.4. CONCLUSION

sur les paramétres libres des modéles VARMA faibles. Ensuite, nous avons proposé des statistiques
de tests modifiées permettant de vérifier que les résidus des modéles VARMA faibles sont des
estimations de bruit blanc tout en établissant leur comportement asymptotique.

Les expériences de Monte Carlo réalisées sur des modéles VARMA bivariés montrent que les
résultats des tests proposés sont meilleurs que ceux des tests standards, en particulier quand les
innovations présentent des dépendances.
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Chapitre 4

Contribution aux modeles GARCH
multivariés

Depuis la mise en évidence par Mandelbrot en 1963 d'un certain nombre de caractéristiques (ré-
gularités statistiques ou encore faits stylisés) communes aux séries financiéres (voir [Man63]), leur
modélisation a connu de grandes évolutions dans ces quarante derniéres années. Leurs principales
propriétés sont compatibles avec celles d’un bruit blanc faible. Ces caractéristiques rendent parti-
culierement complexe la modélisation des séries financiéres. Cette complexité n'est pas seulement
due a la grande variété des séries utilisées (prix d’action, taux d’'intérét, taux de change, ...), a
I'importance de la fréquence d'observation (seconde, minute, heure, jour, ...) ou a la disponibilité
d'échantillons de trés grande taille. Elle tient surtout a I'existence de ces faits stylisés difficiles a
reproduire a partir de modéles stochastiques. Ces régularités empiriques, vérifiées et complétées
depuis par de nombreux auteurs (voir par exemple [Fam65, Bla76]), apparaissent plus ou moins
nettement en fonction de la fréquence d’observation de la série et de sa nature. Elles ont ensuite
été enrichies par [Bla76] par I'introduction d'une caractéristique dite d'effet de levier (qui nous
intéressera dans la suite), en remarquant une asymétrie de I'impact des valeurs passées positives
et négatives sur la volatilité de la date courante. Plus précisément, les valeurs négatives (baisses
des cours) tendent a provoquer plus de turbulences que les valeurs positives (hausses des cours)
de méme ampleur.

Les spécificités illustrent la difficulté de modéliser les séries financiéres. Les formulations clas-
siques (de type ARMA forts) sont inappropriées car centrées sur la structure d'autocovariance
des processus. Ainsi, plusieurs modéles ont été introduits dans la littérature économétrique afin
de prendre en compte les propriétés particuliéres des séries financiéres. Mais dans ce chapitre,
nous nous intéressons aux modéles ARCH introduits par [Eng82] et a leurs extensions GARCH
dues a [Bol86], qui ont connu un grand succés dans la littérature. Cela est dii notamment a leur
spécification de la variance conditionnelle (volatilité), qui ne dépend que du module des valeurs
passées : |'effet sur la volatilité de la date présente des innovations passées positives et négatives est
donc identique. Cette symétrie des modéles GARCH standard est en contradiction avec plusieurs
études sur les séries d’action qui mettent en évidence une corrélation négative entre le carré des
innovations de la date présente et les innovations passées (si la distribution conditionnelle était
symétrique, cette corrélation serait nulle). Pour pallier ce probléme, diverses paramétrisations de
la variance conditionnelle ont été proposées. Nelson (voir [Nel91a]) a introduit le modéle GARCH
exponentiel (EGARCH). Mais I'une des formulations la plus naturelle est d'introduire I'asymétrie en
spécifiant la variance conditionnelle en fonction des composantes positives et négatives des inno-
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vations passées (voir par exemple [GJR93] pour le modéle GJR-GARCH et [RZ93] pour le modéle
TGARCH (Threshold GARCH, en anglais)). La prolifération des modéles GARCH a amené cer-
tains auteurs a proposer des familles de modéles GARCH regroupant plusieurs modéles prenant en
compte |'effet de levier. Motivés par les transformations de Box-Cox, [HB92] ont introduit le modéle
ARCH en puissance (PARCH, power-transformed ARCH en anglais). Dans ce modéle, |'écat-type
conditionnel (également appelé volatilité) élévé a une puissance 0 est exprimé comme fonction li-
néaire de ses valeurs passées ainsi que des valeurs passées du processus observé, élévées a la méme
puissance (voir également [DGE93]). Plus récemment, [HK04] ont étendu le modéle PARCH 3 la
classe des modéles asymétriques APARCH (the power transformed asymmetric (threshold) ARCH
en anglais); [PWTO08] ont introduit le modéle APARCH généralise (APGARCH, pour generalized
the APARCH).

Pour les applications économétriques, le cadre univarié est trés restrictif. Mais, contrairement
aux modéles ARMA, les extensions des modéles GARCH au cadre multivarié (MGARCH, pour
multivariate GARCH, dans la suite) ne sont pas directes. Il existe dans la littérature différents types
de modéles MGARCH (voir par exemple [Nel91b, EK95, Eng02, MCHLO08]). On pourra se référer
a [BLR06, BHL12] pour un état de I'art récent sur les modéles MGARCH. Parmi les nombreuses
spécifications des modéles MGARCH, les plus populaires semblent étre les modéles MGARCH a
corrélation conditionnelle constante (notés dans la suite CCC-GARCH) proposés par [Bol90] et
étendus par [Jea98].

Plusieurs extensions des modéles GARCH ont été introduits dans la littérature pour tenir compte
de l'effet de levier mais ces extensions restent trés peu nombreuses pour le cas multivarie. A
notre connaissance, [MHC09] étendent le modéle GARCH-GJR (voir [GJR93]) aux modéles CCC-
GARCH asymétrique (voir également [MCHLO08]). Récemment, [FZ12] ont proposé un modéle CCC-
AGARCH (asymmetric CCC-GARCH) qui contient le modéle CCC-GARCH introduit par [Bol90]
ainsi que celui de [Jea98]. On pourra se reférer également [SGnE16] pour des modéles log —GARCH-
X univariés et mutivariés. L'objectif de ce chapitre est de proposer une famille de modéles MGARCH
asymétriques en puissance et d’en étudier les propriétés probabilistes et statistiques. Les publications
liées & ce chapitre sont : [A13, Al4].

4.1 Modéle, conditions de stationnarité et d’identifiabilité

Posons m Ie nombre de séries considérées et introduisons les notations suivantes : X< =
(Xd1 de) avec d, X € R™, xT = max(0, x) et x~ = min(0, x).

4.1.1 Présentation du modéle

Le processus ¢, a valeurs dans R™, ¢, = (e1¢,- . -, emt), est dit CCC-APGARCH(p, q) (c'est-
a-dire un CCC-AGARCH(p, q) en puissance 0y ou 0;—CCC-AGARCH(p, q)) s'il vérifie

& = Hg/zm,
Hi = D¢ Ro Dy, Dy :diag(v hit, ..., hm,t)y

K% = 0+z{ e )%/ 4 A }Jrigoj 8o/2
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ol ht = (h]_'t, . hm,t)/ et

e =({ef 2 Aeh ) e = (et et

avec wy et dp des vecteurs de taille m x 1 a coefficients strictement positifs, les Aa“i,Aai et By;
sont des matrices de dimension m x m a coefficients positifs et Ry est une matrice de corrélation.
Le processus des innovations (7;): est un vecteur de taille m x 1 vérifiant I'hypothése suivante :

A0 : (n;) est une suite de variables aléatoires iid, centrées et de matrice de variance unité.

Sous A0, la matrice H; s'interpréte comme la variance conditionnelle (volatilité) du processus ¢,.

Remarque 4.1. La puissance §, dans la représentation (4.1) est considérée vectorielle (et non
scalaire) car on a constaté que dans la pratique, les séries univariées n’ont pas forcément la méme
puissance.

La représentation (4.1) englobe plusieurs modéles MGARCH. Par exemple, en supposant que
Al = Ay, le modéle (4.1) peut &tre vu comme une extension multivariée et une généralisation du
modéle PARCH introduit par [HB92] (que nous noterons CCC-PGARCH dans la suite). De plus, si
on fixe le vecteur puissance d; = (2,...,2), on obtient le modéle CCC-GARCH(p, q) proposé par
[Jea98]; et en supposant que A(J)rl. # Ay, on retrouve le modéle CCC-AGARCH(p, g) introduit par
[FZ12]. En fixant aussi m = 1, qui correspond au cas univarié, on retrouve le modéle APGARCH
introduit par [PWTO08].

4.1.2 Condition de stationnarité stricte

La démarche pour établir la condition suffisante de stationnarité stricte du modéle 6;—CCC-
AGARCH(p, q) est similaire a celle donnée par [FZ12]. Nous commengons par réécrire la premiére
équation de la représentation (4.1) comme suit

~ N ~ ~ 1/2
g¢ = Dyif, ol it = (s - imt) = Ry *ne. (4.2)

Posons L

En multipliant par (Tti’(éo)) la troisieme équation de (4.1), on a
(e5)2/2 = (T )p”, (4.3)

ce qui s'écrit (matriciellement)
Zy = bt + CtZt_ly

z, = ({(6?)520}/....,{(ei_qﬂ)ézo}/,{(et)%0}/----,{(EZ_qH)?}/,{h?}/,...,{hﬁpﬂ}/)/’

b, = <{ (T:r'(éo)> Qo}/ , 0lm(q—l): {(Tt_'(&o)> Qo}/ , OIm(qfl)’ {wo}, Olm(Pl)>/
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et
T:r'(ao)A(J)rl:q Tf’(5°)A61;q T:’(éo)BOLP
jnzgq)—l) 6 ?m(q—l)xm(ptq(}rl))
G = T A(Jﬁ:q Te A Te " Bovp (4.4)
Om(q—1)xmq Im(q-1) Om(q—1)xm(p-1)
A(Tl:q A(;l:q BOl:P
Om(p+q+1)xm(q—1) Im(p—1)

une matrice de taille (p + 2g)m x (p + 2g)m o les matrices Agl:q = (Ag; - ..qu), Avrg =
(A1 - - - Agg) €t Bor:g := (Bo1 - .. Bog) sont de taille m x pm. Soit 7(Co), le coefficient (ou le plus
grand exposant) de Lyapunov de la suite Co = {C;, t € Z}, défini par

li
t—+00

1 o1
’Y(CO) = m E}E [lOgHCtthl... C]_H] == ;2]; ?]E [IOgHCtthl'-- Cl”] .

Nous énoncons le résultat suivant.

Théoréme 13. (Stationnarité stricte)

Une condition nécessaire et suffisante d’existence d’un processus strictement stationnaire, solution
non anticipative du modéle (4.1) est que v(Cp) < 0. Lorsque yv(Cp) < 0, cette solution stationnaire
non anticipative est unique et ergodique.

Démonstration. Elle est similaire a celle donnée par [FZ12]. O

Les corollaires suivants sont des conséquences de la condition nécessaire de stationnarité stricte.
Notons p(A) le rayon spectral d'une matrice carrée A.

Corollaire 1. (Condition nécessaire de stationnarité stricte simple a vérifier)
Soit le polynéme a coefficients matriciels défini par Bo(z) = Im — zBo1 — - - - — zPByp pour z € C

et la matrice
BO _ ( BOl:p )
lo-1ym  O(p-1)mx1

Alors si y(Cy) < 0, on a les propriétés équivalentes suivantes :
(1) Les racines de det(By(z)) sont de modules a I'extérieur du disque unité,

(if) p(Bo) < 1.

Corollaire 2.

On suppose que v(Cp) < 0. Soit ¢, la solution strictement stationnaire et non anticipative du

modéle (4.1). Il existe s > 0 tel que IE||E:*°/2HS < o0 et IE||§(:*°/2HS < 0.

4.1.3 Conditions d’'identifiabilité

Avant |'estimation, nous étudions les conditions & imposer sur les matrices Aa“,-, A,; et By; afin
d’assurer I'unicité des paramétres du modéle (4.1). Le vecteur des paramétres est noté
o o+ + —! o /A AN
v i= (gval 1"'1aq va]_ 1"'1aq rﬁly"'yﬁpvzvp)y
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oll af et o sont définis par ai = vec(AF) pour i =1,...,q, 3; = vec(B;) pour j =1,...,p

et p = (p21,---Pm1, P32, -, P2y - pmm—1)' ol les p;; sont les composantes de la matrice de
corrélation R. Le paramétre v appartient a un espace des paramétres noté

A C]0, +o00[™x]0, oo[m2(2q+P)><]0y +o0[™x] -1, 1[m(m—1)/2.

La vraie valeur inconnue du paramétre est notée

/ / _/ _ !/
= (gf),aa'l ,...,aa'm L Qgp e Qg ,Bo1's -+, Bom's 85, p5)-

Nous notons pour une matrice quelconque, A := A(v), Vv € A et Ay =: A(p).

Soit AT(L) = 30 AL, A7(L) = 37 AL et B(L) = Iy — Y7, B;LJ. Par convention
AT =0sig=0et B(L) = I, si p=0. Si les racines de det(Bo(L)) = 0 sont de modules stricte-
ment supérieurs a 1, de la forme compacte : BO(L);_?*O/2 = wo + AJ (L) ()22 + Ay (L) (er)2/?,
on a

50/2 _ _ 14— _
b’ = Bo(1) o + Bo(L) A (L)) + Bo(L) LAy (L) (7). (4.5)
Dans le cas multivarié, supposer que les polynsmes AJ (L), Ay (L) et Bo(L) n'ont pas de racine
commune ne suffit pas a garantir |'identifiabilité du paramétre, car cela ne garantit pas qu'il n’existe
pas un autre triplet (A, A, Bo) tel que

BlAT =BylAS et BT'AT =BylA. (4.6)

Le paramétre 6y est dit identifiable si (4.5) n'est pas vérifiée lorsque 1 est remplacé par v # 1y
appartenant a A. La condition (4.6) équivaut a I'existence d'un opérateur U(B) tel que

AT(L) = U(DAG (L), A™(L) = U(L)Ag (L) et B(L) = U(L)Bo(L).

On dit que U(L) est unimodulaire si det{U(L)} est une constante non nulle. Lorsque les seuls
facteurs communs a deux polynémes P(L) et Q(L) sont unimodulaires, c'est-a-dire si

P(L) = U(L)Pi(L), Q(L) = U(L)Q:(L) = det{U(L)} = cste # 0,

on dit que P(L) et Q(L) sont coprimes & gauche (left-coprime, en anglais). Divers types de
conditions peuvent étre imposées pour assurer I'identifiabilité (voir [Rei97], p. 37-40, ou [Han76]
ou [HD88], section 2.7). Afin d’obtenir une condition peu restrictive, nous procédons comme dans
[FZ12]. Nous définissons pour chaque colonne i des opérateurs matriciels AT, A~ et B, leurs
degrés maximaux respectifs, g: (v), q; (v) et pi(v). Supposons que les valeurs maximales de ces
ordres soient imposées, c'est-a-dire

VveAVi=1...,m q¢'(v)<q", q (¥)<q , and pi(v)<p (4.7)

1

ol q,-Jr < q,q; < getp; < p sont des entiers fixés. Nous notons a:’;(i) le vecteur colonne

- + — . . - .
des coefficients L9 aq,(/) le vecteur colonne des coefficients L% , dans la i® colonne de AJ

i

(respectivement de A;') et by, (i) le vecteur colonne des coefficients LP dans la i¢ colonne de By.

Proposition 14. (Condition d'identifiabilité simple)
Si les polynémes de matrices Ag (L), Ay (L) et Bo(L) sont coprimes a gauche, A (1)+A, (1) # 0
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et si la matrice

/\/I(AaL(L), Ay (L), Bo(L)) = a:}(l) ... at(m)a;{(l) .. a;;(m)bpl(l) .. bpm(m)]
est de plein rang m, sous les contraintes (4.7) avec q,-Jr = qfr(yo), q; = q; (v) et pi = pi(wo)
pour toute valeur de i, alors

| (A", A7, B) = (A, Ag . Bo)-

Démonstration. La démonstration est identique & celle donnée par [FZ12] dans le cas du modele
CCC-AGARCH. O

4.2 Estimation du modéle

Pour 'estimation des modéles GARCH ou MGARCH, la méthode couramment utilisée est la
celle du QMV. La théorie asymptotique des modéles MGARCH est bien connue dans la littérature.
Par exemple, [Jea98] a donné des conditions assez générales pour établir la convergence forte de
I'estimateur du QMV de modéles MGARCH, [CL03, HP09] ont montré la consistance et la normalité
asymptotique des paramétres du modéle BEKK (acronyme de Baba, Engle, Kraft and Kroner). Les
propriétés asymptotiques d'un modéle VARMA-MGARCH ont été établies par [LMO03]. On pourra
voir également [BW09] qui ont étudié les propriétés asymptotiques de |'estimateur du QMV pour
une classe trés générale de processus multivariés causaux contenant des modéles asymétriques.
Plus récemment, [FZ16] ont établi les propriétés asymptotiques de modéles MGARCH estimables
équation par équation (voir aussi [FS17] pour la classe des modéle log —MGARCH—X & corrélations
conditionnelles dynamiques).

Nous présentons alors |'estimation du modéle (4.1) par la méthode du QMV.

4.2.1 Quand la puissance est connue

Dans cette section, nous obtenons le comportement asymptotique de I'estimateur du QMV
des paramétres du modéle (4.1) quand la puissance §, est connue. Ces estimateurs peuvent &tre
appliqués aux modéles particuliers mentionnés dans la section présentation du modéle (CCC-
GARCH, CCC-AGARCH, CCC-PGARCH, ...). Pour simplifier les notations, dans cette section,
nous posons d, = ¢ (comme la puissance est connue).

Les parameétres sont les coefficients des matrices wy), Aa',-, A, et Boj, ainsi que les coefficients
de la partie triangulaire inférieure (hors diagonale) de la matrice de corrélation Ry. Le nombre de
paramétres a estimer est donc

m(m—1
So = m+m2(p+2q)+(2).
Le vecteur des paramétres est noté :
9 L (w/ a+/ a+/ ai/ O(_/ B / B / /)/
T\ 1 o m 1 o m 1.+, mrp 1
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et le paramétre 0 appartient a |'espace des paramétres
© CJ0, +00[" %[0, oo™ (24 HP) ] — 1, 1[M(M-1)/2,

La vraie valeur du paramétre est notée :

!/ !/ !/ !/
0o := (gg,aa'l ,...,aa'm Qg1 e Qg Bot’ s - -1 Bom' s p0) -
Soite, = (g1, -, €,) une réalisation de longueur n de I'unique solution strictement stationnaire non
anticipative (g,) du modele (4.1). Conditionnellement aux valeurs initiales gg, ..., &1_g, hg, ..., by,
positives ou nulles, la quasi-vraisemblance gaussienne s'écrit
? 1 1
L,(0) = La(0;eq1,....8,) = — e s ,
n(0) n(0; &1 En) tl—I1 (27)m2| ] 1/2 Xp ( P 5t>
ol les I:It sont définis récursivement, pour t > 1, par
/:ItzﬁtRét, Dt—dlag<\/h1t ..... \/ mt)
p8/2 _ pd/2 5/2 — )2 9/2
B = E0) _w+ZA+ (ef )22+ A (e )Y +ZBht i
i=1
Un estimateur du QMV de 6 est défini comme toute solution mesurable 6, de
0, = argmax L,(0) = argmin £,(6), (4.8)

fce fce
ou
1 <X - ~ o~ ~ ~
=30 Re=T(6) = Az, +log ||
t=1

Afin d’établir la convergence forte de I'estimateur (4.14), nous faisons les hypothéses suivantes :

Al : 0y € © et O est compact,

A2 : y(Cp) <0etVle O,det(B(z)) =0=|z| > 1,

A3 : Pour / = 1,..., m la distribution de 7j;; est non concentrée sur 2 points et
P(7;: > 0) € (0, 1).

A4 :Sip >0 AJ (1) + Ay (1) # 0, A5 (2), Ay (z) et Bo(z) sont coprimes & gauche et la
matrice M(AJ, Ay, Bo) est de plein rang m.

Si I'espace © est contraint par (4.7), I'hypothése A4 peut remplacée par la condition plus
générale A4’ : A4 avec M(Ag, Ay, Bo) remplacée par [Ag, A, Bopl-
A5 : R est une matrice de corrélation définie positive pour tout 6 € O.

L'hypothése A2 implique qu'il existe une solution, (ht): = (h+(0))s, strictement stationnaire
non anticipative et ergodique de

K% = h2(0) _w+ZA+ D24 A (e ;,5/2+ZBJH5/2 (4.9)
j=1
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Notons D; = D;(6) = diag (\/hl,t, e \/hm,t) et Hy = H:(0) = D:(0)RD¢(0), et définissons
1 ¢ ! pg—1
== S ko le=1(0) = £iH; e, + log |Hel.

Nous énoncons le théoréme de la convergence forte.

Théoréme 14. (Convergence forte)
Soit (6p) une suite d’estimateurs du QMYV vérifiant (4.14). Alors, sous AO, ..., A5, on a

0, —> 0y, presque sirement quand n — +oc.
Démonstration. Nous donnons un schéma de la démonstration. On montre les étapes suivantes :
(i) 1imp_so0 SUPgeo | L£n(0) — Ln(0)| = 0, presque stirement.
(ii) (3t € Z tel que h5/2(0) = ﬁ%/z(eo) presque siirement et R = Ry) = 0 = 6.

)
(iii) E@o‘/t(eo)‘ < 00, et si 0 75 Ao, EQO[/t(Q)] > EQO[/t(QQ)].
(iv) Pour tout 6 # 6y, il existe un voisinage V/(0) tel que

Izrlgrlf e*én\}‘( )L n(0%) > Eg,1(6o), presque siirement.

Pour la normallte asymptothue nous avons besoin d’hypothéses supplémentaires suivantes :

A6 : Oy e@ ol @ est 'intérieur de ©.
AT : E|nent]* < oc.

Théoréme 15. (Normalité asymptotique)
Sous les hypothéses AQ, . . ., A7, nous avons

(6, — 80) =5 N0, J7H1J7D),

ou J est une matrice définie positive et | est une matrice semi-définie positive, définies par

I = 1(0p) = E rﬂt(@o) a/t(9o)]  J=J(0) =F [32&(90)} .

00 00’ 0000

Démonstration. Voici un schéma de la preuve qui repose sur le développement de Taylor

ﬁ(én—eo):—<1 a(z(;fg(e)> (}Zalt )

ol les 9;} sont entre 0, et fy. Ensuite, on montre que

n 30-80-(9*) — J(i,j) en probabilité, (4.10)
t=1 7
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et que 5
ﬁZ‘Z’g(%) L5 N(0, ). (4.11)
t=1

Remarque 4.2. Dans le cas univari¢, c'est-a-dire quand m =1, on a | = (En} — 1)J ou

J

A1 9600 9P (00)
% \uhe) o0 o0 )

Ainsi, on retrouve les résultats obtenus par [HZ11].

4.2.2 Quand la puissance est inconnue

Dans cette section, nous considérons que la puissance J, est inconnue et est conjointement
estimée avec les autres paramétres. L'extension au cas ol J, est estimé est loin d’'étre évidente
car, comme mentionné par [HZ11], l'identification de ce paramétre pose des difficultés théoriques
et éventuellement numériques. Pour identifier §,, nous imposons une condition un peu plus forte
que |'hypothése A3 :

A8 : 7;: a une densité strictement positive au voisinage de zéro.
Dans cette section, le nombre de paramétres a estimer est

m(m—l)-

so=2m+ m*(2qg + p) + 5

Pour définir I'estimateur du QMV du paramétre v, nous remplacons H; par H; dans les expressions
du critére défini par (4.14). Conditionnellement aux valeurs initiales positives, nous définissons
récursivement H;, pour t > 1,

7‘21_- == DtRDt, Dt = dlag <\/ E]_’t, ey \/ Em't>

2/t
q p
~ ~ _, ~7/2
hy:=h(v)=|w+ Z A?—(Q——i)z/z +A; (Qt—i)z/2 + Z Bjh,";
i=1 j=1
L’'estimateur du QMV de v est défini comme toute solution mesurable 7, de
D = argmin L,(v), (4.12)

veEA

- 1. .. . -
£n(l/) = E E /t, /t = lt(V) = élth 1§t + |Og ’Ht|
t=1

Pour établir les propriétés asymptotiques de |'estimateur, nous avons besoin de certaines hypothéses
similaires a celles de la section 4.2.1. Nous allons donc faire les hypothéses Al,..., A6 dans
lesquelles le paramétre 6 est remplacé par v, et supposer que |'espace des paramétres © est
remplacé par A.
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Théoréme 16. (Consistance forte)
Soit (Un) une suite d'estimateurs du QMV vérifiant (4.14). Alors, sous les hypothéses AQ, . . ., A5,
nous avons

Un —> Vg, presque sirement quand n — +o0.

Théoréme 17. (Normalité asymptotique)
Sous les hypothéses AO, . .., A8, nous avons

N c 1, -
(o, — 1) = N(0, 71171,
ot J est une matrice définie positive et | est une matrice semi définie positive, définies par

Remarque 4.3. Quand m =1, nous avons | = (Enf — 1)J avec

J_E <3|Ogh%(Vo) 3|0gh%(1/0)) .

ov o'

On retrouve les résultats obtenus par [HZ11] (voir théoréme 3.1).

4.2.3 lllustrations numériques

Dans cette section, nous supposerons que 7y ~ N (0, ). Nous simulons N = 100 trajectoires
indépendantes de tailles n = 500 et n = 5000 d'un modeéle ARCH bivarié, c'est-a-dire le modele
(4.1) dont les ordres sont g = 1 et p = 0 avec § = (2,2)’. Les deux premiéres lignes des tables 6.1
et 4.2 donnent les vraies valeurs des paramétres ayant permis de générer les trajectoires. La table
6.1 donne le biais et le RMSE de |'estimation quand la puissance est connue. Au vu de cette table,
on remarque que le biais et le RMSE décroissent quand n augmente. Les figures 4.2 et 4.3 résument
les distributions de |'estimateur du QMV des simulations réalisées et confirment que la précision
de I'estimation s’améliore quand n augmente. Dans le cas ol § est inconnue, les resultats sont trés
satifaisants, bien que dans le cas univarié [HZ11] mettent en évidence des difficultés numériques
liées a I'estimation de ¢ (voir leur Section 4.1). On aboutit finalement & une analyse similaire au
cas dans lequel la puissance est connue (voir 4.2, figures 4.1 et 4.4).
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TABLE 4.1 — Distribution de I'estimateur du QMV de 6y quand la puissance est connue.

Wo Ay Ay Po
Taille Vraies val 1 0.25 0.05 0.5 0.5 0.5
' 1 0.05 0.25 0.5 0.5
Biais -0.00498 | 0.00180 0.00789 | -0.00525 0.00485 | -0.00471
= 500 -0.00090 | 0.00683 -0.02083 | -0.01505 0.00122
RMSE 0.10714 | 0.08200 0.04520 | 0.12666 0.12379 | 0.03774
0.12073 | 0.04308 0.07730 | 0.12738 0.15095
Biais 0.00105 | -0.00063 -0.00024 | 0.00346 -0.00324 | 0.00010
= 5000 0.00044 | -0.00175 0.00188 | 0.00175 0.00121
RMSE 0.03526 | 0.02129 0.01464 | 0.04219 0.03950 | 0.01143
0.03745 | 0.01437 0.02220 | 0.03883 0.03890

TABLE 4.2 — Distribution de I'estimateur du QMV de 1y quand la puissance est inconnue.

Wo AS_ Ay o Po
Taille Vraies val 1 0.25 0.05 0.5 05 2 0.5
' 1 0.05 0.25 0.5 0.5 2
Biais 0.12600 | -0.03211 0.00370 | -0.00853 -0.00155 | 0.27015 | -0.00112
= 500 0.11629 | 0.00937 -0.02054 | 0.04720 0.00177 | 0.33354
RMSE 0.45385 | 0.08449 0.06808 | 0.14385 0.27142 | 1.13662 | 0.03772
0.48839 | 0.07917 0.09275 | 0.26265 0.16417 | 1.14144
Biais 0.00921 | -0.00490 0.00082 | -0.00526 -0.00574 | 0.00000 | -0.00013
n — 5000 0.00072 | -0.00052 0.00183 | 0.01204 0.00196 | 0.00000
RMSE 0.05023 | 0.02434 0.01783 | 0.04278 0.07725 | 0.16761 | 0.01067
0.04825 | 0.01935 0.02661 | 0.08433 0.04402 | 0.16004
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FIGURE 4.1 — Boites 3 moustaches des distributions de I'estimateur du QMV pour n = 500, quand la puissance

est estimée.
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FIGURE 4.2 — Boites 3 moustaches des distributions de I'estimateur du QMV pour n = 500, quand la puissance

est connue.
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FIGURE 4.3 — Boites a moustaches des distributions de I'estimateur du QMV pour n = 5000, quand la puissance

est connue.
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FIGURE 4.4 — Boites & moustaches des distributions de |'estimateur du QMV pour n = 5000, quand la puissance

est estimée.

4.3 Validation du modéle APGARCH quand la puissance est
inconnue

Dans cette section, nous considérons le modéle APGARCH introduit par [DGE93] et défini par

et = CeMe

q P
5 5 — -\ 5
Gt =wo + E :aa_i(g;ti) +ag(—g,;)" + E :BOJCPJ'

i=1 j=1

(4.13)

Le vecteur inconnu des vraies valeurs du paramétre est noté v := (6p, 0)’, ou

00 = (w01aglr . 'vagqyaalr . 'vaaqlﬁolv e 1/80[)),
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et le vecteur des paramétres v := (¢, 7) = (w, af, e a;r, ay, .., ag, B, Bp, 7).

Comme nous I'avions déja mentionné au chapitre 3, cette étape de validation permet de valider
ou d’invalider le choix des ordres p et g. Pour tester si une série univariée est une réalisation d'un
bruit blanc fort, les tests portmanteau standards sont ceux définis par (3.2). Nous avons montré dans
le chapitre 3, pour des ordres p et g fixés, que les distributions asymptotiques de ces statistiques
(3.2) n'est plus une loi de x2, lorsque la série n'est pas un bruit blanc fort. Depuis les travaux de
[LB78] et [McL78], les tests portmanteau sont devenus un outil important dans I'analyse des séries
temporelles et en particulier pour tester I'adéquation de modéeles ARMA(p, g). On pourra se reférer
également a [Li04], qui est un livre de référence sur les tests portmanteau. Ces tests standards, basés
sur les autocorrélations, sont sans importance pour les processus GARCH qui sont des différences de
martingales et donc non corrélés. Par conséquent, pour tester la nullité simultanée des m premiéres
autocorrélations du modéle APGARCH (4.13), il nous faudrait des statistiques portmanteau plus
robustes. Pour les GARCH standards, [LM94] et [LL97] ont proposé des tests portmanteau basés sur
le carré des autocorrélations résiduelles. Les propriétés asymptotiques des statistiques de tests sous
une forme quadratique des carrés des autocorrélations résiduelles ont été étudiées par [BHKO3].
Un test de spécification pour un modéle GARCH(1, 1) basé sur une statistique de test de type
Cramér-Von Mises a été proposé par [LKN15]. Tout récemment, [FWZ16] ont proposé un test
portmanteau pour des modéles log —GARCH et EGARCH et [CF11] ont étudié le cas du modéle
APARCH (4.13) quand la puissance § est connue et ont proposé un test portmanteau dans ce cas.
Aucun des travaux cités ci-dessus ne couvrent le cas ol la puissance ¢ est inconnue et est estimée
simultanément avec les autres paramétres. Dans [A14], nous considérons ce cas afin de compléter
les travaux de [CF11].

4.3.1 Test portmanteau pour le modéle APGARCH quand la puissance est
inconnue

L'espace des paramétres est noté A C]0, +oo[x [0, +00[?9+Px]0, +-00[. Soit €1,...,&, une
réalisation de longueur n de I'unique solution strictement stationnaire non anticipative (&) du
modele (4.13). Conditionnellement aux valeurs initiales ¢, ..., e1_g, (o > 0,...,51,,J > 0, on
définit récursivement

1/7
q /

p
G=GM) = |w+D of (el ) +a; (e )+ > Bl | . pourt>1
j=1

i=1
L'estimateur du QMV de 19 du modéle (4.13) est défini comme toute solution mesurable 7, de

A

1~ ~ g2
¥, = argmin— (%), I:(9) = =& + log(&?). 4.14
em n; ¢(?) ¢(?) R (¢F) (4.14)

Sous les hypothéses A0,— A4, A6, A7 et A8, la consistance et la normalité asymptotique de
I'estimateur du QMV du modéle (4.13) ont été établies par [HZ11] quand la puissance 0 est
inconnue.

Proposition 15. (Hamadeh and Zakoian, [HZ11]).
Soit U, une suite d'estimateurs du QMV vérifiant (4.14). Sous les hypothéses précédentes, on a
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Dn — vo p.s. quand n — oo. De plus, en posant r, = En¢, on a

V(D = 90) - N(O, (kg — 1)J71),

ou

a2lt(190)] _ 4By, [GIOg(ct)wo) 0 log(¢:)(9o)

2
et
5900 99 2 cavee (V) =5 + log(¢¢)

J:=Ey, [

Afin d’établir la distribution asymptotique de la statistique du test portmanteau, nous aurons
besoin de cette hypothése technique suivante sur la loi de ¢, qui permet d’assurer I'inversibilité de
la matrice de normalisation dans la statistique de test.

A9 : 7, prend plus de 4 valeurs positives et plus de 4 valeurs négatives.

Remarque 4.4. Quand la puissance § est connue, cette hypothése se résume a : 1y prend plus de
3 valeurs positives et plus de 3 valeurs négatives, comme dans [CF11].

Pour tester |'hypothése nulle
Ho : le processus () satisfait le modéle (4.13),

nous définissons de maniére classique les autocovariances des carrés des résidus par

. 1 o R R 2
=" Z (7 — 1)(77?—|h| - 1), = «;
t=|h|+1 Gt

pour |h| < n et ot ¢+ = (¢(Un). Pour un entier m > 1 fixé, nous définissons le vecteur des m
premiéres autocovariances par

Pm=(A,....,7m), telquel < m< n.

Nous aurons besoin des estimateurs de x,, et J impliqués dans la normalité asymptotique de ).
Les quantités k,, et J peuvent étre estimées empiriquement par

A_l ng‘tl 5
/in—EZE et

t=1 t=1

1 8Ct Vn) aCt(l/n)
Z ov'

3\-l>

Pour tout v € A, les dérivées dans |'expression de J peuvent &tre calculées pour t > 0 de maniére
récursive par

~ -7  ~
dCt(v) _ 1 —Tx Ce—j(v)
o0 — "l t(l/ + Z Bj <C~t_J )> aé '

Za* log(e7)(={-)7 + 0 log(—e,_)(~=¢_ )"

p
+ Zﬂj <Iog(§~t_j(1/)) +T<”r 1 3Ct6—1( )) ér g ; Ge(v).

j=1
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avec les valeurs initiales 9;(v)/0v = 0, pour tout t =0,...,1— p et ou le vecteur

&) = (L () () (meria) o (e g) o G- Gy (4.15)

Par convention, on pose log(sf) = 0 si ; < 0 et respectivement log(—¢;) = 0 si e, > 0. Nous
définissons la matrice C,, de taille m x (2g+ p+2), dont la (h, k) — i® composante est définie par

) 2 & 1 9G(0n)
Cm(h k) === A : 4.16
(h, k) nt:Zh;l(n h )Ct(ﬁn) e (4.16)

pourl<h<metl<k<2g+ p+ 2. Le résultat suivant est établi dans le cas ou la puissance
0 est estimée conjointement avec les autres paramétres.

Théoréme 18.
Sous les hypothéses AO-A4, A6-A9 et Hy, la matrice D := (R, — 1)l — (Ay — 1)Cmd G,
converge en probabilité vers la matrice définie D := (k, — 1)?Im — (ky — 1)Cnd~1C}, et nous
obtenons B

s/ A—1s 2
nt, D™ Fm — X0

Démonstration. Voici un schéma de la preuve en 4 étapes :

(7) prouver qu'asymptotiquement, I'influence des valeurs initiales est négligeable sur la statis-
tique P,

(i7) établir la distribution asymptotique de \/nfpm,
(iii) prouver l'inversibilité de la matrice D,
(iv) et enfin établir la convergence vers la matrice D.
O

On rejette ainsi I'adéquation du modéle APGARCH(p, q) définie par (4.13), quand la puissance
4 est inconnue, pour un niveau asymptotique « quand

ntl. D%, > x2(1—a), (4.17)
ol X2,(1 — «) représente le quantile d’ordre (1 — «) d’une distribution de chi-deux a m degrés de
liberté.

4.3.2 lllustrations numériques

Nous présentons quelques expériences de Monte Carlo permettant d'illustrer numériquement
la performance du test proposé. Nous simulons N = 1000 trajectoires indépendantes de taille
n = 5000 du modéle APGARCH(p, q) (4.13) avec des ordres (p,q) € {0,1,2} x {1,2,3}. La
distribution de 7; est une loi de Student a 9 degrés de liberté, standardisée afin d’obtenir une
variance égale & 1. Le vecteur de paramétre utilisé pour simuler le modéle APGARCH(1,1) est
vp11 = (0.04,0.02,0.13,0.85,1)". Concernant les autres modéles, les vecteurs de paramétres
utilisés pour générer les trajectoires sont notés 1 pq (ils sont proches de 1 11) et ont été choisis
de telle sorte que les conditions d’existence des moments d’ordre quatre soient satisfaites.

Pour chacune de ces N réplications et pour chaque modéle APGARCH(p, q) considéré, nous
estimons le paramétre 1 ,q par QMV et nous appliquons le test portmanteau proposé sur le
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carré des résidus pour différentes valeurs de m. Pour un niveau asymptotique o = 5%, l'intervalle
de significativité est [3,6%, 6,4%] avec une probabilité de 95% et est [3,2%,6,9%] avec une
probabilité de 99%.

Le tableau de gauche de la table 1 donne le pourcentages de rejet des ordres p et g du
modéle APGARCH(p, q) considéré, quand la puissance § est estimée conjointement avec les autres
paramétres. On remarque que, globalement, tous les pourcentages sont a l'intérieur des intervalles
de significativité avec une probabilité 95% et 99%. Le test proposé controle bien I'erreur de premiére
espéce. Le tableau de droite montre la puissance du test quand I'hypothése nulle est un modéle
APGARCH(2,2), avec 1922 = (1,0.1,0.05,0.2,0.1,0.40,0.1,1)". Le test fait bien la distinction
entre les modéles considérés.

Tests de bruit APGARCH Puissance empirique

niveau m m
(p.q) 2 4 §) 3 10 12 2 4 ) 8 10 12
(0,1) 45 47 42 59 63 551 99.6 99.8 99.8 99.8 100.0 99.3
(1,1) 47 46 38 69 74 6.0 168 105 10.2 104 10.0 8.0

o = 5% (1,2) 43 41 53 55 59 52| 54 52 57 6.6 6.3 53
(1,3) 55 65 62 63 6.2 80| 158 185 165 17.1 183 149
(2,1) 47 62 47 63 6.1 65| 357 283 256 253 241 220
(2,2) 64 64 60 63 63 53| 64 64 60 6.3 6.3 53

Table 1 :

Pourcentages de rejet des modéles APGARCH(p, q) considéreés.
Poucentages de rejet du modéle APGARCH(2, 2).

Tableau de gauche :
Tableau de droite :

La table 2 présente les pourcentages de rejet du modele APGARCH(1,1) quand on fait varier
la puissance § € [0.5,3], qui est toujours estimée. Le paramétre 6y utilisé pour simuler les diffé-
rentes trajectoires est fp = (0.04,0.02,0.13,0.85)". Nous aboutissons a la méme conclusion que
précédemment, c'est-a-dire que le test controle bien I'erreur de premiére espéce.

level () m level (%) m

2 4 6 8 10 12 2 4 6 8 10 12

05 10 12 11 12 23 24 05 47 56 48 60 60 64

1 13 13 14 17 13 17 1 32 44 58 54 54 51

o= 1% 15 14 12 10 17 13 1.7 o= 5% 15 44 42 55 60 46 51
2 18 14 10 14 18 1.7 2 52 47 55 51 57 74

25 11 11 09 18 18 1.1 25 37 49 49 43 50 53

3 1.3 19 12 17 17 16 3 38 34 48 54 49 6.6

Table 2 :

Pourcentage de rejet du modéle APGARCH(1, 1) pour différentes valeurs de 4.

4.4 Conclusion

Nous avons établi les propriétés asymptotiques des estimateurs du QMV de modeles CCC-
APGARCH, quand le vecteur puissance est connu ou inconnu, sans faire d’hypothése d’existence
de moments. En effet, nous avons uniquement besoin de la stationnarité stricte pour laquelle
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nous fournissons une condition nécessaire et suffisante explicite. Nous avons également abordé
le probléme de la validation en dimension 1, en proposant un test portmanteau robuste quand
la puissance est estimée conjointement avec les autres paramétres. Les résultats obtenus ont été
illustrés numériquement.
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Chapitre 5

Contribution a I'estimation de
modeles RCARMA faibles

La classe des modéles de séries temporelles a coefficients aléatoires a connu de grandes
évolutions depuis les travaux de [Ham88, Ham89] et [NQ82]. Une grande partie des travaux dans la
littérature était consacrée aux modéles ARMA a coefficients récurrents mais non périodiques (voir
[AM98, AMO06, BF03, Dah97] ainsi que [FR97, Ham90, HS94]). Les propriétés asymptotiques des
modéles ARMA 3 changement de régime markovien ont été largement étudiées dans la littérature
statistique (cf par exemple [BMR99, FR98, FZ01, FZ02, KK15] ou [Ham94]). On pourra se référer
a [AM97, BLO1] pour la classe de modéles ARMA univariés a coefficients périodiques.

Dans [A15] nous étudions les modéles ARMA(p, q) a coefficients aléatoires (RCARMA, pour
random coefficient ARMA) de la forme :

p q

Xt - Z a?(At)th,' = €t — Z b‘?(At)thj, t € Z, (51)
i=1 j=1

ol (A¢)tez est un processus stationnaire observé a valeurs discrétes dans un ensemble fini S de
dimension Card(S) = K. Le processus des innovations linéaires € := (€;)tez est un bruit blanc
faible. Nous supposons que le processus (A;) est indépendant de (e;).

La représentation (5.1) sera dite RCARMA fort si € est un bruit blanc fort et sera dite RCARMA
dans le cas contraire.

Le paramétre d'intérét est noté 6y := (a?(s),bjo(s), i=1...,p,j=1,...,q, s€S8)et
appartient a l'intérieur de |'espace compact des paramétres

oc {(a,-(s),bj(s), i=1....pj=1....q seS)eR("*q)XK}.

La variance ¢ est considérée comme un paramétre de nuisance.

La représentation (5.1) a été étudiée par [FG04a, FGO4b]. Ces auteurs ont donné des conditions
pour la convergence et la normalité asymptotique pour une suite d’estimateur des moindres carrés
et, également pour une suite d'estimateur des moindres carrés quasi-généralisés, sous |I'hypothése
d'indépendance du terme d’erreur. Dans la pratique, cette hypothése d'indépendance est souvent
trés restrictive. Par conséquent, nous reldchons cette hypothése d’'indépendance afin d'élargir le
champs d’application des modéles RCARMA.

Nous introduisons les notations suivantes afin de faire apparaitre le paramétre 6y dans la
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représentation (5.1). Pour tout 6 = (ai(s), bj(s), i =1,....,p, j=1,...,q9, s € S) € 6,
nous posons a; 1= (aj(s),s€S), i=1,..., p et bj :=(bj(s),s€S), j=1,..., g. Soit e(s) un
vecteur ligne de taille 1 x K tel que la i® composante est 1js—i]- Remarquons alors que Vt € Z

3i(Ar) =< e(Ar), 3 >= g (A 0), b(Ar) =<e(Ar),a >=gf(Ar,0), i=1....p j=1

ou < .,.> désigne le produit scalaire. Alors (5.1) devient

P q
Xt — Zgia(At’ GO)thi — €+ — Zgj/'b(At’ 90)6{—7‘]'. (52)
i=1 j=1

Notons en plus, que les g7(s, ) et gjb(s, 0) sont linéaires en 6 pour tout i/, j et s.

5.1 Stationnarité du modéle RCARMA

Afin d'étudier |'existence de solutions stationnaires de (5.2), nous allons nous inspirer de [FZ01].
Nous commencons par introduire les matrices

gi(s.00) -+ -+ g(s 00) gl(s0) - - g2(s.0)
0 0
A(s) == _ . B(s.0) := .
Ipfl . /q,1 :
0 0

pour tout s € S, 6 € O et, on pose

et(0) — igjb(At, 0)er—i(0) = Xe — igﬁ(At, 0)Xe—i, VteL. (5.3)

j=1 i=1

Nous introduisons les notations suivantes :

e = (1,0,..., 0) € RPTY,
ep+1 = (p41i)i=lptq E+11 =1 €41 =1j—pr, i=2,...,p+q,
M = (mij)ij=1,..p+q  Mij = li=q41,j=1 ou i=1,j=1]
gi(s.0) - gi(s.0)
B(s, 0) 0
&(s,0) = , s€8, 00,

0 e 0

0 by

0




5.2. ESTIMATION DU MODELE RCARMA

gr(s.00) - g2(s.bo)
A(s) 0
V(s) := , s€S8s.
0 0
0 lo1
0

Nous énoncons le résultat suivant donnant la condition suffisante de stationnarité.

Proposition 16. En supposant que

8 8

t

[T 4.9

i=1

t

[Tva)

i=1

1
<0, limsup—InE

t—00

) 1
limsup—InE | sup
t—oo L 0co

<0, (5.4)

alors pour tout t € 7Z et 0 € O, ['unique solution stationnaire de (5.3) est donnée par

er(0) = ci(0, Ar, ..., Ar_i1)erj, o (5.5)
i=0
i k—1 i—1
(0, Ar, ... Aripn) =Y e [ (Arj, )M [ w(Ar_j)eps (5.6)
k=0 j=0 J'=

avec la convention ]_[J, = 1sii > j. De plus, pour chaque t € Z, la suite (ci(0, A¢, ..., At—it1))ien
est unique dans 'ensemble

{(d,-),-eN indépendante de (e;)tcz telle que E (Z d,2> < +oo}

i=0

des suites de variable aléatoire.

La décomposition (5.5) peut &tre vue comme une généralisation de la décomposition de Wold
(voir le théoréeme 5.7.1 p.187 de [BD91]).

Remarque 5.1. La condition (5.4) permet |'existence de régimes explosifs, qui est compatible avec
la stricte stationnarité.

5.2 Estimation du modéle RCARMA

En disposant d’observation (X1, A1), (X2, 42),. .., (Xn, Ap) de longueur n, pour 0 < t < net
pour tout § € ©, nous définissons récursivement les variables aléatoires (e;(6)) par

q p
er(0) = > gl (Ar,0)eri(0) = Xe — > g7(Ar, )X, (5.7)
j=1 i=1
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ol les valeurs initiales inconnues sont remplacées par zéro et X; = X¢1[;>1}, Vt € Z. Nous énongons
les résultats suivants.

Corollaire 3. Le processus (e:(0))tcz défini par (5.7) peut étre réécrit comme

[e.e]

ee(f) = > cf(t.0.Ar,..., A js1)eri, t>=p+1, 00 (5.8)
i=0
min(t—1,/) k-1 i—1
(0,4 ... Aiza) = Y e[ 0)M]] w(Aij)eh.  (5.9)
k=0 j=0 jr=k
Lemme 3. Les coefficients aléatoires ¢;(0, Ay, ..., A¢_j11), | € Z et t € 7, vérifient les propriétés

Suivantes :
- 0 — C,'(H, At ..... At—i+1)r 0 — V[C/(@, At ..... At_f+1)]2 et@ — V2[C,'(9, At ..... At—i—‘,—l 2
sont des fonctions polynémiales p.s.,

— ona

limsup;_, ¥ INE (supgeplci(d, 4;, ..., A1)]*) < 0,

IimsupHoo%InE<sup9€@!’Vj[c,-(G,A,-,...,Al)]H4) < 0, j=2,3. (5.10)
De plus, les coefficients cf(t, 0, Ay—1, ..., A ), i €7Z, t >0, satisfont
limsup;_,o. ¥ Insup;>o E (supgeolcf(t, 0, Ay, .. ., A in)]) < 0,
lim sup;_,oo % In sup;>o E <5UP969 |V [ce(t, 0, A, . .., At,,-Jrl)]H4> < 0, j=23.
(5.11)

On dit que 6, est un estimateur des moindres carrés si (p.s.)

. _ . 1 <
Qu(f) = min Qn(6) ot @(¥) = ; et (0)-

Pour établir les propriétés asymptotiques de cet estimateur, nous avons besoin des hypothéses
suivantes.

(H1) Le processus (€t)tez est stationnaire et ergodique.

(H2) Pour un réel v > 0, les processus (€¢)rez et (Ar)tez vérifient > 52 o ae(h)»2 < 400

et T3 paa(h)*? < +oo.

(H3) Le processus (e;)tez satisfait également E[|e;|[* 4] < +oo.
La proposition suivante que Q,(0) et O,(6) := n=1>"7_, ¢2(6) ont la méme distribution asymp-
totique.

Proposition 17. Pour tout o € (0,1), nous avons

1. supycg |Qn(8) — On(0)| converge vers 0 p.s., et n® ||supycg |Qn(€) — On(0)|||; tend vers 0
quand n — oo,

2. supgeo [IV(Qn(0) — On(9))] et suppco [[V/(Qn(0) — On(0))|

vers 0 p.s.,

, pour j = 2,3 convergent

3. n%||supgeo [V(Qn — On)(0)|||; — 0 quand n — oc.
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Nous énoncons dans les théorémes suivants la consistance et la normalité asymptotique de
I'estimateur des moindres carrés.

Théoréme 19 (Consistance). Soit 0, une suite d'estimateur des moindres carrés. Sous I'hypothése
(H1), nous avons p.s. 0, — 6y quand n — 0.

Théoréme 20 (Normalité asymptotique). Sous les hypothéses (H1), (H2) et (H3), nous avons

Vi (0= 00) 2N (0.2:= 71, s+, (5.12)
ou
J:= J(90) =2E <8€ta(‘990) 865((9?0)> et | = /(90) =4 Z E (Gt(eo)ﬁtk(eo)aeta(:o) 86t52590)> .

k=—o00

Pour estimer ses matrices d'information, on utilise les mémes démarches introduites dans le
chapitre 1.
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Chapitre 6

Autre thématique étudiée

Je décris briévement dans ce chapitre des travaux indépendants de ma thématique principale
décrite dans les chapitres 1 a 5.

La variance généralisée est le déterminant de la matrice de covariance. Elle est une mesure de
variabilité & I'intérieur d'une population multivariée. Trés bien connue sous I'hypothése gaussienne
(voir par exemple [Jgrl3]), la variance généralisée demeure peu maniable dans la jungle de la
non-normalité multivariée.

Les familles exponentielles naturelles (FENs dans la suite) constituent une part importante de
la statistique théorique. Depuis plusieurs décennies, elles sont largement étudiées et I'ouvrage de
[BN78] en donne une introduction détaillée. Les familles exponentielles de dispersion ont aussi
été largement étudiées (voir I'ouvrage de [KBJOO] ainsi que [Jr97]). Dans le cadre des modéles
exponentiels naturels, ou de dispersion, la matrice de covariance exprimée en fonction de la moyenne
m = (my, ..., mi)" s'appelle la fonction variance, dont la plus courante est de la forme quadratique
Ve(m) = A(m, m)+ B(m)+C, ou A(m, m), B(m) et C sont respectivement des matrices réelles
symétriques bilinéaire, linéaire et constante en m € Mg C R¥ (voir [Let89]). Le cas particulier des
fonctions variance quadratiques simples avec A(m, m) = a-mm’, pour a € R, a été complétement
étudié (voir par exemple [Cas96]). Cependant, leurs fonctions variances généralisées det (Vg(m))
ne sont explorées qu’en partie.

Un cas trés particulier de ces familles, générant un modeéle de dispersion exponentielle, est
celui des modéles Tweedie, historiquement introduits par [Twe84] et étudiés ensuite par [Jr97], qui
sont une généralisation des lois a—stables. Leur fonction variance est bien spécifique et est donnée
par VE(m) = m” avec p €] — 00,0] U [1, +o0[. Les lois Tweedie interviennent dans un nombre
important de champs d’application, comme I'écologie, les sciences actuarielles, le contréle qualité,
ou encore la physique.

Nous introduisons dans [A8] une expression de la fonction variance généralisée qui n’est autre
qu’une puissance réelle d'une seule composante m; du vecteur moyenne m. Pour y aboutir, nous
construisons d'abord les modéles appropriés a partir des lois univariées stables-Tweedie ayant
des fonctions variance puissances, puis nous explicitons les fonctions variance correspondantes,
lesquelles présentent une nouvelle forme pour les modéles exponentiels. Enfin, nous proposons des
estimateurs sans biais de variance minimum pour les variances généralisées de cette famille que

nous appelerons normale stable Tweedie (NST).

105



CHAPITRE 6. AUTRE THEMATIQUE ETUDIEE

6.1 Loi univariée stable-Tweedie

Une loi univariée stable-Tweedie positive est définie par

X (x)) "L exp(—t)xen = H—oo,t(X)0x si a=—00
dx &0 t(a—1) . .
. do(dx) + < ; j!aJF(—aj)[(l—a)x]“fHX>0 = lat(x)dx si a <0
Hat(dx) = xPH[(1)] Y exp(—t)Lesodx = po,¢(x)dx si a=0
1 Z 'tJI'(1+aj)sin(*.iTra) Tysodx = /La,t(X)dX si O<a<l,

X 24 Jlad(a=1) J[(1-a)x]

ol « € [—o0, 1] est, le paramétre d'indice, t > 0 est un paramétre temporel (du processus de
Lévy associé) ou d’echelle, I'(-) représente la fonction gamma classique, et I4 désigne la fonction
indicatrice de I'ensemble A. Nous introduisons le paramétre puissance p, défini par

(p-1)(1-a)=1 (6.1)

ce qui est équivalent 3 p = p(a) =1+1/(1 —a)ou a =a(p) =1+ 1/(1 — p), et la fonction
variance unité (avec t = 1) s'écrit simplement : V,(m) = mP, p € [1,4+o0[, me M, CJ0, +o0.
La transformée de Laplace de pi, + peut étre écrite comme suit

Ly, . (60) = /IR exp (00x) ot (dx) = (Lyor (90))" = (Ly,(60))" (6.2)

avec [io1 = pp et By € O(p1q,1) tel que

R for p=0,1
) [0,c0) for p<0or0<p<l1
O (Han) = (—00,0) for 1<p<2 orp=0c0
(—00,0] for 2 < p < oc.

(6.3)

La fonction cumulante associée K, ,(0o) = log L, (00) = tK,.,(00) = tK,,(0o) est simplement
donnée, via (6.1), par

exp(6o) for p=1
K., .(00) = —log(—6o) for p=2 (6.4)
(o — 1)/a] [do/(a — )" for p#£L2

6.2 Modéles NST

Maintenant, nous introduisons la famille des mesures positives o-finies v, ; sur R¥ et généra-

trices des NST de la maniére suivante : pour x = (xg, ..., xk)T, on définit
k
Va,t(dx) = pi,e(dxa) [ ] 120 (d)), (6.5)
j=2

ol f2x est la loi normale (univariée) centrée et de variance xi. Pour p = p(a) = 1 (i.e.
a = a(p) € [-o0,1]) et t > 0, le modéle exponentiel multivarié engendré par v, ; de (6.5)
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est I'ensemble G, : = G(va,e) = {P (0, t);0 = (01,...,0k)" € Oq,:} des lois de probabilité
P (0:,1) (dx) = exp {07 x — Ky, (0) } v e(dx).

La fonction cumulante K, ,(0) = log [« exp(0 " x)vq,:(dx) est finie pour tout 6 dans le domaine
canonique @, ¢ := O(vq4,¢). On montre alors que

k
1
Kia(0) =ty | 01+ 53 0F (6.6)
j=2

avec ©,1 = {0 € RK; (91 —1—211-;2 912/2) € @(Ma,l)}- Par le vecteur moyenne m := K/, (),

Vot
la fonction variance généralisée peut étre obtenue par detKy (6(m)), ou K; . et K  sont
respectivement des dérivées premiére et seconde.
La table 6.1 résume les résultats et les différentes sous familles de NST dont une partie est
déja apparue dans la littérature (e.g. financiére, actuarielle, bayésienne).

TABLE 6.1 — Récapitulatif des modéles NST k-dimensionnels, de paramétre puissance p > 1,
de paramétre puissance généralisée g = k + p — 1, de paramétre de mesure de Lévy modifiée
n=[p(k—1)+1]/(p — 1) et de support de lois Sp.

Type(s) p=pla) qg=q(p k) n =n(p. k) S

P
Normal Poisson p=1 qg=k n = +00 N x Rk-1
Normal Poisson composé 1< p<2 k<g<k+1 n>2k—1 R, x Rk1
Normal gamma décentr¢é  p=1,5 g=k+05 n=3k—-1 R, xRk
Normal gamma p=2 g=k+1 n=2k—1 R% x Rk—1
Normal stable positif p>2 g>k+1 0<n<2k—1 Rj xR
Normal gaussien inverse p=3 g=k+2 n=15k—-1 R} x Rk-1

Dans tout ce qui suit nous fixons la dimension de I'espace égale & k € {2,3,...}. Notons

par (€;)i=1...x une base orthonormale de R¥ et par Diag(dy, ..., dk) la matrice diagonale d’ordre
k x k. Pour a = (a1,...,ax)" € Rk et b = (by,...,bc)" € R¥, nous utilisons les notations
(a,b) = a'bet a®b = ab' pour désigner le scalaire Zjlle ajb; et la matrice symétrique

.....

la représentation suivante du déterminant sera utile :
T
v b -1
det = ydet (A — a®b). 6.7
(2 %) =rcet(a—tas) (6.7)
Nous énoncons alors les résultats relatifs aux modéles NST.

Théoréme 21. Soit p = p(a) > 1 et t > 0. Alors la fonction variance généralisée de G, ; =
G(va,¢) engendré par v, ¢ de (6.5) est

detVg,,(m) = t17P ((er, m))< P71 = ¢1=PmitPT
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pour m € Mg, =]0, +oo[xR¥~L.

Démonstration. Pour la démonstration, on utilise (6.7) et la proposition suivante, qui découle de
(6.6). O

Proposition 18. Soit p=p(a) > 1 et t > 0. Alors la fonction variance de Gp; = G(vq,¢) est
Vg,.(m) = t'"7 ((e;, m))’ > m®m + (e1, m) - Diag(0,1, -, 1), (6.8)
pour tout m = (my,--- , m)" dans Mg,, =]0, +oo[xR¥~1,

Puisque toutes les lois de G, ¢ = G(vq,¢) sont indéfiniment divisibles, le résultat suivant fournit
les mesures de Lévy modifiées p(vq ¢) satisfaisant K, )(0) = logdet K7 ().

Théoréme 22. Soit v,y . une mesure génératrice (6.5) de NST pour p = p(a) = 1 ett >0
donnés. On note n(p, k) = [p(k —1)+ 1] /(p — 1) €]0, +o0] le paramétre de mesure de Lévy
modifiée. Alors

_ [ F—a @] vk pour p>1
P(Va(p).t) = { R ok pour p=1.

Voici le comportement de p(v/,(p),t) en terme de fonction variance laquelle ne dépend plus du
paramétre temporel t > 0.

Corollaire 4. Soit G, = G (p(Va(p)t)) avec p =1, t >0 et 1(p, k) du Théoréme 22. Alors

k)-m®m+<e1,ﬁ>-Diag(0,1,--~,1) pour p>1
1

Ve (m) = n(p,
Gp(m) { -m®@m+ (e;,m) - Diag(0,1,---,1) pour p=1,

avec m €]0, +-oo[xRF 1L,

La caractérisation des v,(p) ¢ Par leur mesure de Lévy modifiée dans le Théoréme 22 fournit
des solutions a I'équation de Monge-Ampére suivante :

det K"(0) = exp{aK,,, (0) + bK,___,(0) + c}, (6.9)

ol K est une fonction cumulante a déterminer pour des valeurs fixées de a, b et ¢ dans R.

Enfin, nous terminons par deux méthodes d’estimation des variances généralisées dans les mo-
déles NST. Soit Xy, ..., X, des vecteurs aléatoires iid. de loi P(m, G, +) € G(v4,t) dans la famille
NST, i.e. pour p=p(a) = 1et t >0 fixés. On note X = (X1 +---+X,)/n= (Xq,..., X)) le
vecteur moyenne empirique dont la premiére composante est X1, alors |'estimateur du maximum
de vraisemblance de la variance généralisée det Vg, ,(m) est facilement obtenu, via Théoreme 21
pour des modéles exponentiels, par

Tn;k;p,t = det VGM(X) — tl—p (yl)k—i-p—l .

Pour tout p > 1, Tpk;p,t est un estimateur biais¢ de detVg, (m) = t1*P(<e1,m>)k+P_1 =

avec un risque quadratique difficilement calculable en général.
Pour contourner cette absence de bonnes propriétés de T,..p ¢ a taille finie, nous cherchons
directement I'estimateur sans biais de variance minimum Up.y.p + de det Vg, (m). Ce dernier est
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obtenu pour tout entier n > k :
Unikip,t = Cn;k;p,t(”x)v

ol Cpukipt : RK =10, +o00[ vérifie vy k:p.t(dX) = Cpkip.t(X)Va,nt(dx) de telle sorte que vy k.p, ¢ SOt
la mesure transportée de

1<det[ L :|)2Va,t(dxl)"'7/a,t(dxn)

(k+1)! X1 X2 ot Xk

par I'application (xq,..., Xp) — X1 + - -+ + X,. Le dernier résultat montre le chemin pour exprimer
Ch:k:p.t () dont nous avons besoin pour calculer numériquement I'estimation issue de Up.k:p,¢ ; il
montre également que cet estimateur ne dépend que de la premiére composante univariée stable-
Tweedie.

Théoréeme 23. Soit Xy, ..., X, des vecteurs aléatoires i.i.d. de loi P(m, G ) € G(vq,+) de NST,
ie.p=p(a) =1, t>0etn(p, k) €0, +oc] associé & la mesure de Lévy modifiée p(vy(p),:) par
le Théoréme 22. Alors

Va(p),nt * p(Va(p),t)(dx)

CrikiplX) = Va(p),nt(dX)
En particulier, on a : Cp.p.p +(X) =
(te_l)k [1 + k (nt)_l} & pour p=1
thI (nt) [ (nt + 2k — 1)) x2k1 pour p=2
k

knl—3k/2 3/2 2 —1

7,5(32/(/2_1)x1/ exp 4 |(nt) —I—J;XJ?] (2x1) " +1-— 3k/2} sour p—3
< Jet 20— ) 2 exp | = (1) /2 — )] d

k
k11 _ n(p.k) -1 2 -1
t“[1 - a(p)] exp | (2x1) J;X_j] [lua(P),nt(Xl)] pour p#1,23.

X QX1 Ma(p),nt(xl - YI)MO,n(p,k)(YI)dYI

6.3 Conclusion

Nous avons décrit (voir Table 6.1) la nouvelle classe des modéles k-variés NST, de fonctions
variances puissances simples p, et de fonctions variances généralisées puissances univariées g =
q(p, k). Les NST ont des propriétés intéressantes pour la pratique et admettant une certaine
flexibilité a I'usage.
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Chapitre 7

Encadrement, perspectives et
responsabilités en recherche

Nous résumons dans ce chapitre quelques travaux en cours ou des projets de recherche a explorer
qui sont dans la continuité de ceux présentés dans ce mémoire. Nous donnons également quelques
détails sur des encadrements d'étudiants dans le cadre de mes recherches, ainsi que d’autres aspects,
tels que I'implication dans des projets et diverses responsabilités liées a la recherche.

7.1

Encadrement et co-encadrement d’étudiants

J'encadre réguliérement des mémoires de recherche, des projets et des stages d'étudiants en
Master 1 et 2 modélisation statistique. J'encade et co-encadre également les théses suivantes :

1)

Co-encadrement a 50% (depuis octobre 2014), avec Saussereau Bruno, de la these
d’université d'Othman KADMIRI sur les modéles GARCH multivariés a seuil en puissance.
Bourse de I'Université de Franche-Comté. Le chapitre 4 présenté dans ce mémoire est issu
de ce co-encadrement.

Encadrement a 100% (depuis octobre 2015) de la thése d'université de Abdoulkarim
ILMI AMIR sur les modéles ARMA faibles saisonniers et/ou périodiques. Dans [A15], nous
avons proposé des tests d'adéquation de modéles ARMA faibles saisonniers. Dans [CR5],
nous envisageons de compléter les travaux sur les modéles PARMA périodiques, dont les
propriétés asymptotiques des estimateurs ont été déja établies par [FRS11], en abordant le
probléme de la validation de ces modéles afin de comparer nos résultats 3 ceux existant sur
les PARMA forts dans la littérature (voir par exemple [McL94, McL95, UD09]). Ensuite, le
travail serait d'étendre les travaux de [UD09] au cas mixte des modéles SPARMA (seasonal
PARMA) faibles. Cette thése est a mi-temps, en effet I'étudiant passe 3 & 4 mois maximum
chaque année au Laboratoire de Mathématiques de Besancon pour travailler sur la thése, et
une fois rentré, il se consacre a sa charge d’enseignement a I'université de Djibouti. Bourse
du gouvernement djiboutien.

Co-encadrement a 50% (depuis octobre 2016), avec Saussereau Bruno, de la thése
d'université de Youssef ESSTAFA sur les modéles FARIMA avec des erreurs dépendantes.
Nous en donnerons plus de détails dans la section suivante sur les travaux en cours.

111



CHAPITRE 7. ENCADREMENT, PERSPECTIVES ET RESPONSABILITES EN RECHERCHE

7.2 Travaux en cours et perspectives

Le probléeme qui nous préoccupera a court terme sera de développer |'analyse statistique pour les
modéles ARMA et VARMA faibles stationnaires et/ou non stationnaires et/ou & mémoire longue.
A long terme, il s'agira d’étudier des modéles ARMA et VARMA faibles en temps continu.

7.2.1 Modéles GARCH multivariés a seuil en puissance

Dans la continuité de la thése d’Othman Kadmiri, nous souhaitons étendre dans [CR3] le test
de validation univarié (pour m = 1) proposé dans [A14] au cadre des modéles CCC-APGARCH
4.1, quand le vecteur des puissances J, est soit connu soit inconnu. Pour |'instant, nous nous
sommes limités au cas de modéles GARCH a corrélations conditionnelles constantes. Il serait plus
intéressant de considérer une corrélation R; qui évolue dans le temps, contrairement a ce que
nous avons fait dans [A13, CR3]. Nous envisageons donc d'étendre [A13, CR3] & des modéles
MGARCH asymétriques a corrélations conditionnelles dynamiques.

7.2.2 Modéles VARMA faibles stationnaires et/ou non stationnaires
Estimation des modéles VARMA faibles avec tendance déterministe

Dans [CR1], nous essayons d'étendre |'étude des propriétés asymptotiques de |'estimateur du
QMYV établi dans [A2], I'estimation de la matrice de variance asymptotique de ces estimateurs, ainsi
que les tests asymptotiques de Wald, du multiplicateur de Lagrange et du rapport de vraisemblance
(introduits dans [A7, A9]) aux modéles VARMA avec une tendance déterministe, dans lesquels on
suppose que les erreurs ne sont pas corrélées, mais non nécessairement indépendantes. Cependant,
I'une des difficultés est que, en raison de la perte de stationnarité, les distributions asymptotiques
de I'estimateur du QMV ne peuvent pas étre calculées de la méme maniére que celles des processus
stationnaires (voir [A2]). La deuxiéme difficulté est liée au fait que les estimations des paramétres de
ces modeéles avec tendance déterministe ont des vitesses de convergence asymptotique différentes.
Par conséquent, il nous faudra des conditions supplémentaires afin d’établir la consistance et la
normalité asymptotique de 'EQMV. Plus précisément, le théoréme central limite pour des processus
a—mélageants de [Her84] ne s’appliquera plus, car les composantes du processus vectoriel n'ont
pas forcément la méme loi; il nous faudrait un TCL pour un tableau triangulaire de processus
a—mélageants comme celui introduit par [FZ05a].

Dans la continuité de la thése de Abdoulkarim lImi Amir, on envisage d'étendre ce travail aux
modéles VARMA faibles saisonniers et/ou périodiques avec ou sans tendance déterministe. Le cas
des tendances stochastiques est également trés intéressant a aborder pour les applications.

Tests d’adéquation de modéles VARMA faibles coi-ntégrés

Considérons des séries temporelles multivariées non stationnaires. La théorie de la co-intégration
postule que, dans certains cas, il est possible de former & partir de combinaisons linéaires indeé-
pendantes de ces séries temporelles multivariées non stationnaires, des processus de dimension
réduite mais stationnaires. Le nombres de combinaisons linéaires indépendantes est appelé le rang
de co-intégration. Ces combinaisons linéaires sont les relations de co-intégration ou relations de
long terme. L'objectif serait d'étudier le rang et les relations de co-intégration dans le cadre des
VARMA faibles. Une voie de recherche future est d’étudier |'estimation de modéles VARMA faibles
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co-intégrés. Puis d’étendre les tests portmanteau modifiés que nous avons proposés dans [Al,
A3, A12] pour tester les ordres p et g des modéles VARMA(p, q) faibles co-intégreés.

Autres méthodes de sélection des ordres de modéles VARMA faibles

En dehors des méthodes basées sur la minimisation d’un critére d'information (comme dans
[A4, A6, A11)), il existe aussi d’autres méthodes d’identification de modéles ARMA basés sur |'exa-
men des corrélogrammes, par exemple. Dans [CR4], nous nous intéressons a une méthode d'identi-
fication dite méthode du coin, afin d'identifier les ordres de modéles ARMA(p, q) et VARMA(p, q)
faibles. Cette méthode est basée sur I’'examen du comportement des résidus, ol les ordres p et g
du modéle sont caractérisés par un coin de 0 dans un tableau (d’ot le nom de la méthode). Les
éléments de ce tableau sont des autocorrélations obtenues de facon récursive.

Ensuite, on envisage d'aborder d’autres méthodes d’identification des ordres de modéles
ARMA(p, q) et VARMA(p, q) faibles, cette fois basées sur I'examen des corrélogrammes et cor-
rélogrammes partiels comme dans [FZ05b] ou basées sur |'analyse des autocorrélations inverses
comme dans [EGF06].

7.2.3 Modéles 3 mémoires longues

Tous les travaux que nous avons développés jusqu’a présent sont des modéles de séries tempo-
relles a temps discret avec erreurs faibles, dont la série des covariances est convergente. Ces types
de modéles sont souvent appelés modéles & mémoire courte.

La question qui mériterait d'étre examinée est : qu’en est-il dans le cas des modéles ARMA
faibles & mémoires longues (c'est-a-dire quand la somme des covariances est divergente) ?

Nous tentons d’apporter les premiéres réponses a cette question dans le cadre de la thése
de Youssef Esstafa débutée en octobre 2016. Dans un premier temps, nous nous intéressons a
I'estimation. Ensuite, nous accorderons une attention particuliére a la validation et a I'identification
de ces modéles ARMA faibles & mémoires longues.

Estimation de modéles FARIMA faibles

Les processus & mémoire longue occupent une place de plus en plus importante dans la littéra-
ture des séries temporelles. Pour modéliser le comportement de mémoire longue, plusieurs modéles
peuvent &tre utilisés. Les processus FARIMA (Fractionally AutoRegressive Integrated Moving Ave-
rage) sont parmi les modéles les plus connus et les plus utilisés. lls sont une généralisation des
modéles ARIMA (AutoRegressive Integrated Moving Average), pour lesquels le paramétre de dif-
férenciation est un entier. Les processus FARIMA permettent au paramétre de différenciation de
prendre des valeurs réelles.

On dit qu'un processus stationnaire au second ordre (X:)icz, a valeurs réelles, admet une
représentation FARIMA(p, do, g) faible si pour tout t € Z,

a(L) (1 — L)% X, = b(L)ey,

ol (et)rez est un bruit blanc faible. Les polynémes a(L) = 1+ 3P  a;l’ et b(L) = 1 +
2;7:1 bjl) (avec p,g € N et aj,...,ap, b1,..., bg € R) ont leurs racines en dehors du disque
unité et n’ont aucun zéro en commun, et 0 < dp < 1/2. L'opérateur de différenciation fractionnaire,
(1 — L)%, est défini en utilisant la formule du binme généralisée.
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Dans [CR2], nous établissons la convergence forte et la normalité asymptotique des paramétres
des modéles FARIMA faibles. Une attention particuliére a été consacrée a |'estimation de la matrice
de variance asymptotique, qui peut &tre |3 aussi trés différente de celle obtenue dans le cas des
FARIMA forts.

Validation et identification de modéles FARIMA faibles

Nous envisageons de développer des tests de validation pour les modéles FARIMA faibles. Ces
tests sont fondés sur les résidus, qui ont pour objet de vérifier que les résidus des modéles estimés
sont bien des estimations de bruits blancs. Plus particuliérement, nous nous intéressons aux tests
portmanteau, aussi appelés tests d’autocorrélation. Nous proposerons donc des tests portmanteau
modifiés pour tester |'adéquation de modéles FARIMA faibles. Ce travail est en cours de finalisation.

Ensuite, nous nous intéresserons aux choix des ordres des modéles FARIMA faibles. Ce choix
sera fondé sur la minimisation d'un critére d’information.

7.2.4 Perspectives a long terme

Tous les travaux que nous avons développés jusqu’a présent se limitent, souvent, a des modéles
stationnaires de séries temporelles & temps discret avec erreurs faibles. Nous envisageons d’étendre
ces travaux au cadre non stationnaire.

Les modéles en temps continu occupent une place centrale en finance mathématique. La plupart
des développements théoriques concernant la valorisation de produits dérivés sont effectués a partir
de processus en temps continu obtenus comme solutions d’équations de diffusion. Une seconde voie
de recherche serait donc d'étendre |'étude de ces processus ARMA et VARMA faibles cette fois en
temps continu afin d’établir des relations entre les deux types de modélisation (en temps discret et
continu).

7.3 Insertion dans I'équipe de recherche

Depuis mon arrivée au Laboratoire de Mathématiques de Besangon (UMR CNRS 6623) en
septembre 2011, je fais partie de I'équipe Probabilités et Statistique.

J'organise et j'ai co-organisé le séminaire de mon équipe depuis septembre 2012. J'ai fait
plusieurs présentations dans les séminaires de mon équipe, et j'ai également eu |'occasion de faire
un exposé lors des journées de notre laboratoire en janvier 2012. Depuis 2012, je donne un cours de
recherche spécialisé en statistique en Master 2 Modélisation Statistique et j'encadre réguliérement
des mémoires de recherche, des projets et des stages d'étudiants du Master 1 et 2 modélisation
statistique. J'ai également assuré la responsabilité pédagogique du Master 1 modélisation statistique
de 2013 a 2016.

Organisation d’événements

J'ai également co-organisé plusieurs événements dans le cadre des trimestres du LMB : deux
conférences en séries temporelles (35 participants chacune) et un mini cours en séries temporelles
a valeurs entiéres (40 participants).

J'ai été examinateur de la thése de doctorat de mathématiques appliquées de Clément Marsilli
et également membre invité du jury de la thése de doctorat de mathématiques appliquées de Basad
Al-Sarray.
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Financements

1) Projet bonus qualité recherche (BQR) de 2012-2014, financé par I'Université de Franche-
Comté, d'un montant de 5000 euros.

2) Porteur du projet région de 2017 a 2020, réunissant la majorité des membres de |'équipe de
probabilités et statistique du LMB, financé par la région Bourgogne-Franche-Comté d'un
montant de 32000 euros. Ce projet impliquerait également d’autres chercheurs extérieurs a
I'Université de Franche-Comteé.
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