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Introduction générale

Pour réaliser des tâches de micromanipulation à très faible échelle, les structures
déformables sont une alternative prometteuse aux systèmes mécaniques articulés, qui,
outre des di�cultés de miniaturisation et d'assemblage, peuvent présenter dès l'échelle
mésoscopique des e�ets perturbateurs liés aux jeux et aux mouvements relatifs de leurs
pièces constitutives. Cela in�uence de manière néfaste leurs performances (résolution,
répétabilité et précision), leur �abilité et leur durée de vie.

Le Laboratoire de Robotique et Mésorobotique (LRM) du CEA LIST à Fontenay-
aux-Roses mène depuis quelques années des travaux de recherche dans le domaine de
la conception optimale de méso et microstructures mécaniques déformables. Ces tra-
vaux se sont notamment traduits par le développement d'une nouvelle méthode d'aide à
la conception optimale de structures �exibles mues par actionneurs discrets. Cette mé-
thode a donné naissance à un logiciel baptisé FlexIn. L'évolution naturelle de ces travaux
consiste à étudier la synthèse de systèmes mécatroniques, ou en l'occurrence adaptro-
niques, en y intégrant par l'emploi de matériaux actifs les fonctions d'actionnement, voire
de mesure. On parle alors de structures actives, parfois appelées smart structures dans
la littérature internationale.

Pour mettre en oeuvre cette nouvelle étape de développement, une collaboration
scienti�que entre le LRM et leDépartement Automatique et Systèmes Micro-Mécatroniques
(AS2M) de l'Institut FEMTO-ST à Besançon s'est établie en 2005, mettant en synergie
les compétences en mécanique et optimisation topologique du LRM d'une part et les
compétences en microrobotique et matériaux actifs de l'équipe Systèmes Automatisés de
Micromanipulation et MIcro-assemblage (SAMMI) du Département AS2M d'autre part.
Cette équipe est reconnue pour son expertise dans l'étude, la conception et la commande
de composants microrobotiques et micromécatroniques, avec comme principaux objectifs
applicatifs le micropositionnement et l'assemblage d'objets micrométriques. Ces appli-
cations requièrent notamment des micro-actionneurs de très haute résolution présentant
un taux d'intégration maximal.

Le présent mémoire est le fruit d'un travail de thèse né de cette collaboration entre
ces deux équipes de recherche.

Dans le cadre de la synthèse de ces structures actives en interaction avec leur envi-
ronnement (déplacement, perception des e�orts d'interaction), ce qui est inhérent aux
applications microrobotiques, l'objectif de notre recherche est la mise au point d'une
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méthode d'optimisation qui considère l'utilisation d'un matériaux actif sous forme dis-
tribuée pour réaliser simultanément la structure et l'actionnement de microsystèmes. Les
apports de notre méthode, dans le contexte générale de la conception en adaptronique,
seront validés à l'aide d'un prototype de système de micropréhension. Cet outil d'aide
à la conception optimale, qui se traduit au plan logiciel par l'enrichissement de FlexIn,
doit ainsi permettre de synthétiser des structures constituées de matériaux actifs, en par-
ticulier des micropinces intégrées, pour répondre à divers cahiers des charges tels qu'ils
sont rencontrés dans le cadre applicatif de la micromanipulation.

Pour ce faire, il s'agit d'abord d'étudier la potentialité des structures �exibles, syn-
thétisées par la méthode existante, à évoluer vers leur intégration multifonctionnelle. En
particulier, il s'agit d'identi�er un matériau actif, en l'occurrence une céramique piézo-
électrique, puis de prendre en compte les contraintes inhérentes à son intégration au sein
d'une structure �exible.

Une seconde problématique est d'étudier l'intégration dans le processus d'optimisa-
tion, parmi l'ensemble des variables à optimiser et des paramètres de conception, des
couplages multiphysiques existant pour le matériau considéré.

En�n, dans une perspective de fonctionnement en mode contrôlé de ces structures, il
peut se révéler judicieux de considérer dans la méthode, dès l'étape amont de conception,
de nouveaux critères d'optimisation orientés commande ; cela a�n de faciliter a posteriori
la tâche ardue de l'automaticien qui doit faire face à l'identi�cation puis à la commande
complexe des systèmes �exibles (résonants).

Finalement, les travaux pluridisciplinaires envisagés doivent permettre de disposer
d'un outil de conception optimale permettant de synthétiser dans leur globalité des
structures �exibles à actionnement intégré d'une part et d'un démonstrateur de micro-
pince issu de l'utilisation de cette méthode d'autre part.

Dans ce mémoire, le premier chapitre décrit le cadre général de la démarche d'ana-
lyse et de conception des systèmes micromécatroniques, pour lesquels une haute densité
fonctionnelle est souvent souhaitée. Après avoir mis en évidence le besoin d'outils d'aide
à leur conception optimale, un panorama des stratégies de conception et d'optimisation
existantes dans le domaine est présenté. Par ailleurs, les raisons qui ont motivé le choix
d'utiliser la céramique piézoélectrique comme matériau actif dans notre méthode sont
également présentées.

Dans le second chapitre, les grandes lignes de la méthode initiale permettant la
synthèse de structures �exibles à actionnement discret sont données.

Dans le troisième chapitre, une première évolution de cette méthode est décrite. Elle
permet de considérer l'optimisation topologique de structures monolithiques �exibles
rendues actives par l'emploi de céramiques piézoélectriques. L'intérêt de la méthode est
illustré dans le cas statique sur un exemple de conception optimale d'un micromécanisme
pour la microrobotique.

Les développements menés pour introduire dans notre méthode une description dyna-
mique du comportement entrée(s)-sortie(s) de ces nouvelles structures actives font l'objet
du quatrième chapitre. En plus des critères mécaniques usuels (force et déplacement en
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sortie du système), de nouveaux critères orientés commande sont proposés et considérés
simultanément pour concevoir de façon optimale une micropince à actionnement intégré,
en vue de sa réalisation et de sa commande ultérieure.

Parmi le panel des solutions pseudo-optimales à ce problème de conception, la réa-
lisation technologique d'une structure en particulier est rapportée dans le cinquième
chapitre. Une première phase de modélisation puis d'identi�cation des phénomènes non-
linéaires permet la synthèse d'un modèle électromécanique du système en vue de son
contrôle. Une comparaison des performances atteintes avec plusieurs lois de commandes
distinctes (commande par passivité puis commandes robustes traditionnelles) justi�e la
pertinence des nouveaux critères implémentés et de leur utilisation dans une démarche
de conception globale de système mécatronique �exible.

En�n, dans le dernier chapitre sont évoquées quelques extensions de la méthode dé-
veloppée et quelques perspectives qui peuvent être considérées à la suite de ce travail :
nouveaux critères, nouvelles réalisations technologiques et nouveaux schémas d'action-
nement.
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Chapitre 1

L'adaptronique, une voie

prometteuse pour la conception des

systèmes microrobotiques

Ce chapitre présente une introduction à la notion de système mécatronique,
qui, lorsqu'il possède une haute densité fonctionnelle, peut alors devenir adap-
tronique. Le cadre général o�ert par la démarche d'analyse des systèmes en
adaptronique se prête particulièrement bien pour l'aide à la conception com-
plexe des systèmes microrobotiques. Le besoin d'outils d'aide à la conception
optimale de ces systèmes est clairement identi�é et un tour d'horizon des
stratégies d'optimisation existantes dans le domaine est présenté. En�n, à la
lumière de ces analyses, les objectifs de notre recherche sont positionnés.

1.1 L'adaptronique : vers l'intégration fonctionnelle en mé-
catronique

1.1.1 La mécatronique

La mécatronique est un domaine scienti�que mettant en ÷uvre des systèmes com-
plexes dont la conception nécessite la connaissance de nombreuses disciplines des sciences
de l'ingénieur. Elle résulte de la combinaison synergique et systémique du génie méca-
nique, de l'électronique, de l'automatique et de la micro-informatique, pour envisager de
nouvelles façons de concevoir et de créer des systèmes plus performants.

Le terme initial mechatronics, introduit par un ingénieur de la compagnie japonaise
Yaskawa en 1969, correspond, en français, à la contraction des mots mécanique et élec-
tronique. Il est à noter que le terme francisé mécatronique est apparu o�ciellement dans
le dictionnaire français Le Petit Larousse en 2005.

5
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Si la robotique fut certainement le domaine pionnier de la mécatronique, cette der-
nière dépasse aujourd'hui largement ce cadre. La conception en mécatronique exige de
penser le système de manière transverse. Cet ensemble complexe et structuré de com-
posants en interaction permanente est fait de plusieurs entités qui peuvent être hié-
rarchisées. Ces entités sont a priori distinctes dans une conception traditionnelle 1 des
systèmes :

� une partie opérative constituée essentiellement des actionneurs et capteurs, ainsi
que leurs chaînes respectives d'instrumentation (base du système à dominante mé-
canique et électromécanique) ;

� une partie commande assurant le contrôle de la partie opérative (intelligence du
système à dominante électronique et informatique) ;

� une partie interface homme/machine pour transmettre les informations entre l'opé-
rateur et les deux parties opérative et commande (dialogue ergonomique du sys-
tème).

La spéci�cité de la conception en mécatronique est qu'elle s'appuie sur une démarche
systémique à savoir, une conception simultanée et pluridisciplinaire de ces di�érentes
entités pour rendre le système global plus performant.

1.1.2 L'adaptronique

Lorsque l'intégration des systèmes franchit une étape supplémentaire, la mécatro-
nique devient adaptronique. Le terme générique adaptronique renvoie ici aux appella-
tions plus connues sur le plan international sous les noms de smart structures, smart
materials, intelligent systems, adaptive structures ou encore active structures [Hur06].

La notion d'adaptronique (Adaptronik) a été introduite intialement en 1991 par le
VDI Technology Centre en Allemagne pour désigner un système (et sa démarche de déve-
loppement) dans lequel tous les éléments fonctionnels d'un circuit de régulation conven-
tionnel co-existent et dont au moins un élément est appliqué de manière multifonction-
nelle [Jan07].

La distinction qui peut être faite avec les schémas de contrôle traditionnels, dans
lesquels chaque fonction est habituellement assurée par un composant élémentaire in-
dépendant, est �xée par l'emploi d'éléments multifonctionnels (Fig. 1.1). L'existence de
tels éléments est rendue possible grâce aux matériaux actifs qui jouent un rôle majeur
dans la réalisation technologique de ces systèmes : ils rendent le système globalement
moins complexe sur le plan structurel en tentant d'intégrer au maximum ses di�érents
éléments fonctionnels.

L'adaptronique résulte donc de la synergie de la mécatronique avec les matériaux
actifs pour concevoir des systèmes à haute densité fonctionnelle grâce à l'intégration des
fonctions actionneur et capteur dans la structure. Dès lors, le matériau remplit plusieurs

1. Par opposition à mécatronique.
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Figure 1.1 � Intégration fonctionnelle de la boucle de commande.

fonctions et les constituants élémentaires de la boucle de contrôle ne sont plus physi-
quement indépendants. La conformité de ces systèmes avec les schémas de contrôle leur
assure une adaptabilité automatique vis-à-vis des variations environnementales.

La motivation principale en conception adaptronique est de concevoir des systèmes
adaptatifs et intégrés qui demeurent les plus simples possibles sur le plan structurel. Le
but ultime est de réduire à un minimum les ressources énergétiques et matérielles néces-
saires à son fonctionnement.

Un exemple de système adaptronique est les lunettes équipées avec des verres photo-
chromatiques. Ces derniers sont capables de s'assombrir lorsqu'ils sont exposés aux rayons
ultraviolets (UV) de la lumière solaire ambiente. Lorsque l'intensité des rayons UV di-
minue, les verres s'éclaircissent automatiquement. La teinte s'adapte donc en fonction
des variations de lumière environnementale pour o�rir la bonne teinte au bon moment.
Cet exemple montre qu'il est possible de combiner tous les composants fonctionnels d'un
système dans un unique élément, en l'occurrence un seul matériau ici.

Les e�orts à fournir pour la conception des systèmes adaptroniques deviennent encore
plus justi�és lorsqu'il s'agit de miniaturiser les systèmes mécatroniques habituellement
rencontrés à l'échelle macroscopique. Ainsi, dans le domaine scienti�que de la microrobo-
tique, l'intégration fonctionnelle des systèmes devient une nécessité. Au même titre qu'un
robot standard, le microrobot doit posséder les fonctions d'actionnement, de mesure ainsi
qu'une structure mécanique capable d'assurer et/ou de transmettre les mouvements né-
cessaires pour accomplir une tâche programmée dans le micromonde.

Lorsqu'on opère une réduction d'échelle aux systèmes mécatroniques rencontrés habi-
tuellement dans le macromonde, la miniaturisation s'accompagne nécessairement d'une
intégration fonctionnelle de ces systèmes. Cette tendance générale pousse les microsys-
tèmes à posséder une densité fonctionnelle de plus en plus grande et les fait converger
progressivement vers le concept d'adaptronique.

Dans le paragraphe suivant sont présentés les enjeux et applications inhérents au
domaine scienti�que de la microrobotique. Sur la base de cette analyse, nous montrerons
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un peu plus loin en quoi le cadre général de la conception en adaptronique peut se révèler
être une outil prometteur pour la conception des systèmes microrobotiques.

1.2 Enjeux et applications de la microrobotique

Les e�orts amorcés au Japon et aux Etats-Unis au début des années 1990 dans la
miniaturisation et l'intégration des systèmes ont abouti au concept micro. Que ce soient
aujourd'hui les appareils électroniques grand public, les micro-ordinateurs ou les dispo-
sitifs de pointe en chirurgie mini-invasive, tous ces systèmes intègrent dans un espace
plus ou moins réduit plusieurs composants fonctionnels (mécaniques, optiques, électro-
niques,...), pour aboutir à ce qu'on appelle aujourd'hui un microsystème, parfois appelé
MEMS (Micro Electro Mechanical System) ou MOEMS (Micro Opto Electro Mechanical
Systems) s'il comporte des fonctions optiques.

1.2.1 Concept de microrobots

Le concept de microrobot est issu du rapprochement entre celui de microsystème
et de robot. Il a pour vocation principale d'engendrer les mouvements nécessaires au
déplacement et à l'orientation d'un ou plusieurs outils pour e�ectuer une tâche dans le
micromonde, monde des objets de taille micrométriques.

La microrobotique est la discipline scienti�que qui a pour objectif d'étudier, de réa-
liser et de commander des microrobots.

Dé�nitions

Les microsystèmes comprennent des fonctions et des techniques de natures di�érentes,
qu'elles soient mécanique, thermique, électrique ou optique. Ils trouvent un vaste champ
applicatif dans de nombreux domaines (biomédical, automobile, optique, micromanipu-
lation...).

À l'instar du robot, le microrobot est un système mécatronique commandé en po-
sition, reprogrammable, capable de générer des mouvements par rapport à un environ-
nement, voir d'interagir avec celui-ci. Il comporte des fonctions de perception, d'action
sur l'environnement, et de traitement de l'information. En outre, il hérite du microsys-
tème ses caractéristiques dimensionnelles et/ou de résolution. Au sens strict, l'emploi du
pré�xe micro fait référence au micron (10−6m), mais l'objectif dimensionnel est souvent
compris entre le millimètre et le centimètre [Bou02].

S'il n'est pas stricto sensu de taille micrométrique, un microrobot peut être quali�é
comme tel dès lors qu'il véri�e au moins l'une des propriétés suivantes [Cha99] [Rég08] :

� il est fondé sur des composants de taille micrométrique (microcapteurs, micro-
actionneurs,...) ;

� il manipule des objets de taille micrométrique ou, d'une manière plus générale,
e�ectue des tâches dans le micromonde, c'est-à-dire le monde de ces micro-objets ;
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� il possède des hautes résolutions de positionnement, inférieures au micron (l'étude
et la réalisation de robots à haute résolution, typiquement de l'ordre de 100 nm
ou moins, conduit souvent à des robots de faibles dimensions et de faible domaine
atteignable, du fait du principe d'actionnement et/ou du principe constructif uti-
lisés).

Ainsi, la dé�nition accordée aux microrobots et plus généralement aux microsys-
tèmes leur autorise un large champ applicatif, dont un bref aperçu est présenté dans les
paragraphes suivants.

Les micromanipulateurs

Un première application concerne les micromanipulateurs qui sont principalement
utilisés pour réaliser des tâches de micromanipulation. La micromanipulation renvoie à
l'utilisation d'une force extérieure pour réaliser des tâches telles que la prise-dépose, la
poussée, le découpage, l'assemblage d'objets dont les dimensions varient du micromètre
au millimètre [Bou03].

La réalisation en petite série, voire unitaire, de nombreux microsystèmes complexes
nécessite des outils de micromanipulation pouvant opérer avec une très grande précision,
souvent submicrométrique. Des e�ecteurs et des manipulateurs adaptés aux particulari-
tés des micro-objets à manipuler sont donc nécessaires. Deux exemples de micropinces
intégrant un principe d'actionnement di�érent sont présentés (Fig. 1.2) et (Fig. 1.3). Les

Figure 1.2 � Microprehensile Microro-
bot On Chip (MMOC) et organes e�ec-
teurs en Nickel [Agn05].

Figure 1.3 � Micropince avec cols
�exibles actionnée par un actionneur mi-
cropneumatique [Büt02].

éléments parasites tels que les poussières (comparables en taille à celle des micro-objets),
le �ux d'air, l'humidité et la température ambiantes peuvent perturber le bon déroule-
ment des tâches de micromanipulation. Pour faire face à ces perturbations, une première
solution est d'avoir recours à une station à environnement contrôlé. Une seconde solu-
tion consiste à observer la scène par un système de vision pour contrôler les trajectoires,
voire éviter les collisions. Puis, la mesure des e�orts en jeu lors des phases de micro-
manipulation permet généralement d'en améliorer les chances de réussite. Compte-tenu
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des avancées importantes et récentes de la microrobotique, des stations téléopérées de
micro-assemblage ont ainsi fait l'objet de développements récents (Fig. 1.4) et (Fig. 1.5).

Figure 1.4 � Une station de microma-
nipulation avec caméra et microscope
[Sha05].

Figure 1.5 � Station permettant
le changement d'organes terminaux
[Clé05].

La microrobotique mobile

Le développement des microrobots mobiles reste avant tout un véritable dé� qui
permet d'explorer les nombreux aspects de la microrobotique, parmi lesquels le choix
des technologies et l'intégration des composants, l'interaction avec l'environnement, les
stratégies de commande et de communication. L'objectif de ces robots est d'atteindre
des environnements hostiles ou inaccessibles à l'homme du fait de leurs dimensions, leur
con�nement ou du danger qu'ils présentent.

Un exemple de prototype de robot à roues, le microrobot ALICE (dont le volume
n'excède pas deux centimètres cube) est équipé d'un microcontrôleur 8 bits et transporte
une source d'énergie lui conférant une autonomie pouvant atteindre 10 heures (Fig. 1.6).

Un autre exemple, le projet MFI Micromechanical Flying Insect, s'attache à dévelop-
per un microrobot volant bio-inspiré. Pour ce faire, les concepteurs envisagent l'utilisation
d'un capteur optique, d'un gyroscope ainsi que d'une structure thoracique �exible ac-
tionnée par e�et piézoélectrique. Cette dernière permet d'obtenir de grandes amplitudes
haute-fréquence de battement des ailes pour générer le déplacement du microrobot volant
(Fig. 1.7).

Les applications biomédicales

Les applications potentielles des microrobots se situent également au niveau de la
micromanipulation d'objets biologiques et dans l'assistance au geste du médecin en chi-
rurgie mini-invasive (systèmes téléopérés de micro-endoscopes, de microcathéters, et dé-
veloppement de nouveaux outils de faibles dimensions adaptés à une utilisation con�née).
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Figure 1.6 � Microrobot ALICE dé-
veloppé à l'EPFL Autonomous Systems
Lab (Ecole Polytechnique Fédérale de
Lausanne, Suisse) [Cap05].

Figure 1.7 � Prototype de réalisation
d'un microrobot volant (Université de
Berkeley) [Woo01].

Figure 1.8 � Conception existante (a) d'un minirobot invasif pour l'opération de colo-
scopie et future (b) avec augmentation de l'intégration des composants dans le système
[Dar00].

À titre d'exemple, quelques prototypes de minirobots invasifs ont été développés pour
les opérations de coloscopie [Dar99]. Un exemple, illustré (Fig. 1.8-a), est constitué d'un
tube �exible semi-autonome actionné pneumatiquement. Une évolution future de ce mi-
crosystème, présenté par [Dar00], doit prendre en compte l'intégration de mécanismes
de �exion et d'élongation, de micro-outils pour les interventions chirurgicales ainsi que
de capteurs de localisation, de force et de contrôle du mouvement (Fig. 1.8-b).

Les problèmes à résoudre concernent ici la miniaturisation, la man÷uvrabilité et
les retours d'information pour assurer le fonctionnement de tels systèmes alors quali�és
d'intelligents.

1.2.2 Problématiques spéci�ques à la microrobotique

De par son caractère pluridisciplinaire, la recherche en microrobotique fait référence
à plusieurs communautés scienti�ques. Dès lors, les problématiques sous-jacentes à ce
domaine sont multiples. Elles concernent aussi bien la compréhension des phénomènes
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Figure 1.9 � Echelle dimensionnelle de quelques objets caractéristiques du micromonde.

physiques mis en jeu à ces échelles que la miniaturisation, la conception, la fabrication
et la commande de ces systèmes.

Miniaturisation des systèmes

La réalisation de microrobots par miniaturisation des robots traditionnels à l'échelle
macroscopique n'est souvent pas possible, car la réduction d'échelle appliquée aux com-
posants fonctionnels des robots se heurte à des barrières technologiques. Les e�orts de
miniaturisation doivent alors être consentis de front dans plusieurs domaines :

� la micromécanique, ainsi que l'étude des procédés de fabrication et de microassem-
blage dédiés aux échelles du micromonde ;

� les actionneurs (pour l'application de forces et déplacements dans des volumes de
l'ordre du cm3) et les capteurs notamment en force et position (de faible encom-
brement mais de grande résolution) ;

� la commande et son implémentation.
La miniaturisation ne se réduit pas seulement à une réduction d'échelle des compo-
sants existants, mais oblige à repenser complètement les grandes fonctions du robot et
les moyens technologiques pour les mettre en ÷uvre. En particulier, d'autres moyens
d'actionnement et de mesure doivent être étudiés dans leur principe physique, ainsi que
leur bonne adaptabilité pour le micromonde en termes de déplacement, force, puissance
mécanique, rendement, commandabilité, observabilité, etc.

In�uence du micromonde

Dans le cadre général de la micromanipulation, les objets considérés présentent une
large plage de variations dimensionnelles : les composants des microsystèmes à assembler
ont des dimensions de l'ordre de 100 µm, alors que la dimension d'objets biologiques,
comme les oligonucléotides d'acide nucléique manipulés pour l'hybridation biologique,
est de seulement quelques microns (Fig. 1.9). Pour rester compatible avec des tâches de
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Figure 1.10 � Illustration des phénomènes d'adhésion [Wec03] : (a) Di�culté de prise
de micro-objet, (b) adhésion du micro-objet sur un doigt du micropréhenseur lors de la
phase de dépose, (c) adhésion de deux micro-objets entre eux.

manipulation d'objets de dimensions méso 2 voire microscopique, la conception du mi-
cropréhenseur devra être appropriée pour que ses performances soit en adéquation avec
la tâche demandée. La conception de ces microsystèmes s'attachera ainsi à dimensionner
judicieusement les performances du micromanipulateur en termes de course et de force
de préhension, tout en veillant à ne pas nuire à leur bonne résolution nécessaire au mi-
cropositionnement.

Pour des objets submillimétriques, les forces d'adhésion deviennent prépondérantes
devant les forces gravitationnelles. Ces phénomènes du micromonde interviennent à dis-
tance ou au contact de deux surfaces et peuvent être repertoriés comme :

� des forces électrostatiques, engendrées par les charges accumulées à la surface des
objets ;

� des forces de capillarités dues à la présence de liquide à l'interface de deux micro-
objets (induite par l'humidité ambiante par exemple) ;

� des forces de Van der Waals par interaction des molécules de deux objets proches.
Ces forces, qui sont négligables dans le macromonde devant les forces volumiques comme
le poids, complexi�ent la réalisation des tâches de micromanipulation, en particulier dans
les phases de saisie et d'assemblage 3(Fig. 1.10). Les modèles des forces prépondérantes à
l'échelle macroscopique ne sont plus valables pour décrire les lois de comportement aux
échelles micrométriques.

Conception et fabrication

Dans la démarche de conception des microsystèmes, de nouveaux problèmes appa-
raissent comme le choix judicieux et le dimensionnement des actionneurs/capteurs à
utiliser, ainsi que la technologie de réalisation. Cette dernière implique souvent d'être
repensée pour être adaptée aux contraintes dimensionnelles et de tenir compte des in-

2. Le pré�xe méso vient du grec et signi�e moyen ou médian. L'échelle mésoscopique se situe entre
0, 1 et 10 mm, entre les échelles microscopique et macroscopique.

3. Par exemple, le poids d'une microbille de silicium de diamètre 1 µm est de moins de 10 fN, tandis
que les forces d'adhésion sont de l'ordre de la dizaine de nN.
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teractions système-environnement. Les méthodes classiques de conception d'un système
(usinage par copeaux par exemple) ne peuvent plus être appliquées intégralement lors-
qu'il s'agit de microsystèmes. La conception d'un prototype de microrobot doit être
nécessairement confrontée à sa faisabilité technologique. Les microtechnologies de fabri-
cation issues du champ de la micro-électronique ont permis d'apporter des premières
solutions pour réaliser les prototypes de microsystèmes. Aujourd'hui, selon la nature
et les matériaux en jeu dans les composants, plusieurs solutions existent : les micro-
technologies silicium et, plus récemment, les nouvelles technologies permettant l'usinage
tridimensionnelle comme l'usinage laser 3D, l'usinage ultrasonore, le micromoulage et la
microstéréolithographie.

Fiabilité et précision de positionnement

Mises à part les résolutions de la chaîne d'asservissement et du capteur, la précision
absolue de positionnement des systèmes robotiques est en général limitée par la stabilité
mécanique de la structure, les défauts et les éventuels jeux mécaniques dans le guidage
des articulations qui introduisent des erreurs systématiques. Si la précision de position-
nement de tels systèmes peut généralement convenir à la manipulation précise d'objets
millimétriques, elle devient inacceptable dans le cadre plus contraignant de la microma-
nipulation, où la résolution demandée est submicrométrique.

Pour pallier à ce manque de précision, les mécanismes déformables 4 présentent un
intérêt particulier. Cette déformation, qui est indésirable dans les cas où l'hypothèse de
corps rigides est faite puisqu'elle ajoute de petits déplacements non prévus et di�cile-
ment contrôlables, peut être exploitée pour le positionnement ou le guidage précis. C'est
l'objet de l'étude des mécanismes déformables. Le plus souvent, ces mécanismes sont
constitués d'un seul corps déformable (sans aucune liaison cinématique) et sont aussi
quali�és de monolithiques. La cohabitation de composants, actionneurs, capteurs aussi
di�érents dans le microsystème impose de maîtriser les technologies d'assemblages aux
échelles micro, pour permettre à un niveau supérieur la conception �nale du système.
Les jeux fonctionnels et les états de surface demandent des tolérances de fabrication qui
deviennent de plus en plus di�ciles à respecter dès l'échelle mésoscopique. Qu'il soit
sériel ou parallèle [Coh98], il est montré que le micro-assemblage représente la part la
plus coûteuse dans la production des microsystèmes (jusqu'à 80%) [Koe99]. Ainsi, la
réduction voire l'absence d'assemblage est toujours recherchée par le concepteur.

Les mécanismes déformables monolithiques ne posent pas les problèmes d'assemblage
usuels que l'on peut rencontrer lors des phases de fabrication des mécanismes et améliore
la précision du mécanisme du fait de l'absence de frottement aux niveaux des articula-
tions.

Deux types de mécanismes déformables peuvent être distingués :
� les structures dont les déformations sont localisées en quelques points spéci�ques
de la structure ; généralement, ce sont des structures de corps rigides reliés entre

4. Parfois appelés compliant structures dans la littérature internationale.
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Figure 1.11 � Un col �exible circulaire.
Figure 1.12 � Micropince avec cols
�exibles (représentation des contraintes)
[Nah07].

Figure 1.13 � Une structure illustrant
la distribution répartie des déformations
[Kot99].

Figure 1.14 � Vue au Microscope Elec-
tronique à Balayage (MEB) d'un micro-
ampli�cateur intégré pour actionneur
PZT [Hua06].

eux par des articulations �exibles (Fig. 1.11). Le comportement de ces guidages
�exibles est comparable aux liaisons cinématiques classiques, telles que le pivot.
L'inconvénient majeur de ces guidages �exibles est leur course limitée, à cause
notamment des zones de concentrations de contraintes (Fig. 1.12).

� les structures à déformations réparties (Fig. 1.13) ; si elles ne présentent géné-
ralement pas l'inconvénient cité précédemment, en revanche leur conception est
beaucoup moins intuitive et fait appel à des méthodes d'optimisation (Fig. 1.14).

Dans la suite, l'attention est plus particulièrement portée sur l'utilisation de ces
structures à déformations réparties pour la microrobotique.

Commande des microsystèmes �exibles

La commande des microsystèmes reste une étape ardue pour diverses raisons :
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Figure 1.15 � Anatomie d'une rétroaction dans le micromonde (avec l'accord de Y.
Haddab, Institut Femto-ST/AS2M, Besançon, France).

� les e�ets d'échelle spéci�ques au micromonde rendent l'analyse et l'écriture de
modèles dynamique et cinématique di�ciles, les mouvements étant alors parfois
imprédictibles ; les comportements dynamiques sont fortement non-linéaires (phé-
nomènes d'hystérésis et de dérive lente notamment), ce qui conduit souvent à une
complexi�cation des lois de commande ;

� les matériaux constitutifs d'une partie ou de l'ensemble du système à commander
demeurent très souvent sensibles aux conditions environnementales de l'expérience ;
les in�uences et les variabilités de l'environnement sont nombreuses à ces échelles :
variations de la température, du taux d'humidité, des charges électriques, pertur-
bations externes (comme les vibrations mécaniques), rayonnements lumineux, etc ;

� la simulation numérique et l'identi�cation des structures �exibles mis en jeu dans
les microsystèmes engendrent bien souvent des modèles d'ordre élevés ; ceux-ci
amènent à leur tour, à moins d'une étape de réduction de modèle, à une synthèse
de lois de commande complexes ;

� les di�cultés d'intégration dans les microsystèmes de capteurs précis et perfor-
mants empêchent une mesure directe par proprioception des grandeurs utiles pour
la commande ; la réalisation du capteur doit aller de paire avec celle du système, et
reste encore un dé� technologique de taille. D'ailleurs, certains des microsystèmes
opèrent encore en boucle ouverte, ou sont téléopérés dans le cas de tâches de mi-
cromanipulation. Le retour d'information y est assuré par un système extéroceptif,
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le plus souvent par un système de supervision grâce à un microscope et/ou une
caméra disposés autour de la station de travail ;

� les signaux utiles, souvent de faibles amplitudes et bruités par les variations des
conditions d'environnement, nécessitent un traitement numérique préalablement à
leur exploitation dans une boucle de commande ;

� en�n, les dynamiques des microsystèmes sont très variables d'une technologie d'ac-
tionnement et de mesure à l'autre ; en particulier, les actionneurs fondés sur l'em-
ploi de matériaux actifs comme des céramiques piézoélectriques, qui sont aujour-
d'hui les matériaux sans doute les plus utilisés pour motoriser les micromanipula-
teurs, peuvent possèder des accélérations de l'ordre de 106m.s−2. À l'inverse, les
constantes de temps en jeu dans les actionneurs fondés sur l'emploi des alliages à
mémoire de forme avoisinent la seconde.

Tous ces points posent le problème de la commande des microsystèmes (Fig. 1.15).

1.3 Matériaux actifs pour la microrobotique

Les matériaux actifs constituent la base essentielle à la conception de tout système
adaptronique. Ils sont dé�nis comme des matériaux qui peuvent accomplir des fonctions
d'actionnement et/ou de mesure lorsqu'ils sont déclenchés par un changement environ-
nemental, comme une contrainte, un champ électrique ou magnétique, une variation de
température, ou lorsqu'ils sont stimulés par des signaux de commande, tels que des si-
gnaux électriques ou magnétiques, depuis un organe de commande. Ils constituent donc
une source intéressante pour l'intégration des fonctions d'actionnement (voire de mesure)
en mécatronique.

1.3.1 Dé�nition

Les matériaux actifs peuvent convertir l'énergie d'une forme à une autre au sein même
du matériau, et sont parfois appelés matériaux transductifs pour désigner indi�éremment
leur utilisation en mode actionneur ou capteur.

Dans le cas applicatif de la microrobotique, il s'agit le plus souvent de conversion
entre les énergies thermique, mécanique, électrique et magnétique. Dans notre étude,
l'attention est plus particulièrement portée sur la synthèse optimale de structures ac-
tives dont l'usage est de produire une action mécanique sur l'environnement.

Le choix d'un type d'actionneur et de capteur pour la conception d'un microsystème
se fait sur la base d'un certain nombre de critères de performances et de contraintes
relatifs à l'interaction du système avec son environnement : la stationnarité, la linéarité,
la précision, la résolution, la sensibilité, la rapidité, la réversibilité, le coût, etc.

Dans la suite de ce paragraphe est présentée une liste non-exhaustive de plusieurs
matériaux actifs. Ils sont classés par type de transduction.
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Figure 1.16 � Micropince à poutres pié-
zoélectriques unimorphes [Had00].

Figure 1.17 � Micropince piézoélec-
trique monolithique massive [Bre97].

1.3.2 Conversion électromécanique

Piézoélectricité

L'e�et piézoélectrique direct est le phénomène d'apparition de charges électriques
sur les surfaces d'un matériau lorsque celui-ci est soumis à des contraintes mécaniques.
L'e�et inverse est l'obtention d'une déformation du matériau lorsqu'il lui est appliqué
un champ électrique. Les coe�cients de couplage électromécanique de ces matériaux
traduisent cette conversion d'énergie. Leurs performances en termes de haute résolution
et rapidité en font un actionneur de choix largement répandu dans la conception des
microsystèmes et les forces transmises restent largement supérieures à d'autres modes
d'actionnement. Les relations électromécaniques sont la plupart du temps considérées
comme linéaires.

Un inconvénient majeur de ce matériau est sa faible déformation, de l'ordre de 0, 1%.
En mode actionnement, il se décline principalement sous la forme de structures uni-
morphes (Fig. 1.16) et bimorphes (Fig. 3.21). Toutefois, quelques réalisations de struc-
tures piézoélectriques actives aux formes moins intuitives existent (Fig. 1.17).

Electrostriction

L'électrostriction est un autre phénomène qui permet la déformation des corps so-
lides quand un champ électrique leur est appliqué. La relation entre le champ appliqué
et la déformation du matériau est de type quadratique. Malgré leur faible largeur d'hys-
térésis, les matériaux électrostrictifs ont souvent été abandonnés au pro�t des matériaux
piézoélectriques, car leur déformation reste trop sensible à l'in�uence de la température.

Polymères électro-actifs

Les polymères électroactifs sont des polymères qui présentent une déformation lors-
qu'ils sont soumis à un champ électrique. La déformation produite est grande relative-
ment à celle des autres matériaux électro-actifs ; à l'inverse, les forces développées sont
faibles. D'autre part, les polymères possèdent l'avantage d'être �exibles et quelquefois
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biocompatibles, tout en ne nécessitant qu'une tension d'alimentation relativement faible
[Cha03].

Fluide électrorhéologique

Les �uides électrorhéologiques sont constitués d'un �uide diélectrique porteur de par-
ticules semi-conductrices dont la taille est comprise entre 0, 04 µm et 100 µm avec une
fraction volumique (rapport entre le volume des particules et le volume total) générale-
ment de l'ordre de 20 à 30%. En fonction du champ électrique appliqué, les propriétés
rhéologiques (viscosité, contrainte seuil...) d'un �uide électrorhéologique sont considéra-
blement modi�ées. Cela permet même d'obtenir une solidi�cation du �uide dans certains
cas. Ce phénomène peut s'expliquer d'une façon macroscopique par la formation de lignes
de particules parallèles au champ (Fig. 1.18). Ces lignes générent une liaison entre les
électrodes, ce qui a pour e�et d'augmenter la viscosité du �uide.

1.3.3 Conversion magnétomécanique

Magnétostriction

La magnétostriction correspond à la capacité d'un matériau de se déformer sous
l'action d'un champ magnétique externe. Il s'observe dans tous les matériaux ferroma-
gnétiques mais peu o�rent un e�et de magnétostriction élevé. Un exemple de prototype
de microrobot mobile ayant des pas inférieurs au micron est donné en Fig. 1.19.

Figure 1.18 � Principe de fonctionne-
ment d'un �uide électrorhéologique.

Figure 1.19 � Dispositif de locomo-
tion d'un microrobot par magnétostric-
tion [DB98].

Fluides magnétorhéologiques

Les �uides magnétorhéologiques sont des suspensions de particules ferromagnétiques
dans un liquide organique ou aqueux. En l'absence de champ magnétique, ces �uides sont
généralement bien décrits par l'écoulement des �uides Newtonien caractérisés par leur
viscosité. Lorsqu'un champ magnétique est appliqué, un modèle en plasticité de Bingham
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intervient alors pour décrire la caractéristique du �uide en fonction de sa contrainte de
cisaillement [Car94].

Il est à signaler que de tels �uides, comme les �uides électrorhéologiques, sont des ma-
tériaux semi-actifs, c'est-à-dire qu'ils ne peuvent que dissiper de l'énergie et non la trans-
former. Ils trouvent alors principalement leurs applications dans des systèmes d'amortis-
seurs contrôlables, ou, plus récemment, dans les interfaces haptiques semi-actives [Loz07].

1.3.4 Conversion thermomécanique

Dilatation thermique

La dilatation thermique d'un corps solide est exploitée pour générer un travail méca-
nique. Dans le micromonde, ce principe est majoritairement utilisé avec des structures
bilames, ou plus généralement multimorphes, constituées de plusieurs couches solidaires
entre elles de matériaux de coe�cients thermiques distinctes. Les di�érences de dilatation
qui résultent de l'e�et de la température provoquent une �exion globale de la structure
composite (Fig. 1.27), (Fig. 1.28). Mais, les actionneurs thermiques ont l'inconvénient
d'avoir de faibles constantes de temps et d'être exposés à des problèmes de dissipation
de chaleur.

Expansion thermique de gaz

Une interprétation particulière de l'équation d'état des gaz parfaits peut être exploitée
pour réaliser des microactionneurs : à pression constante, un gaz renfermé dans une
chambre de volume initial est chau�é, ce qui a pour conséquence d'augmenter le volume.

Alliages à Mémoire de Forme

Dans les Alliages à Mémoire de Forme (AMF), une variation de température engendre
un changement de phase solide-solide dans le matériau, ce qui a pour e�et d'occasionner
une déformation importante du réseau cristallin, dont le cisaillement constitue la compo-
sante essentielle. Les déformations remarquables qu'il est possible obtenir sont de l'ordre
de 6% en traction avec des contraintes de blocage qui peuvent aller jusqu'à 250MPa.

Après déformation permanente à basse température, les AMF retrouvent leur forme
initiale non déformée par simple chau�age, c'est l'e�et mémoire de forme (Fig. 1.20).
En mode actionneur, la mise en ÷uvre de la commande par chau�age peut être réalisée
simplement par exploitation de l'e�et Joule grâce au passage d'un courant électrique dans
l'AMF, ou, comme proposée dans [Bel98], par pointage laser (Fig. 1.21). Cependant, le
phénomène thermomécanique à l'origine de la déformation confère à ces matériaux un
temps de réponse relativement long (la bande passante n'excède pas 1Hz pour un �l
AMF de 150µm de diamètre) ; par ailleurs, leur comportement thermomécanique est
fortement non-linéaire.
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Figure 1.20 � Illustration de l'e�et mé-
moire de forme.

Figure 1.21 � Micropince monolithique
en AMF en positions ouverte et fermée
[Bel98].

1.4 Problématique de la conception des systèmes adaptro-
niques

Ce paragraphe décrit la démarche générale d'analyse nécessaire à la conception de
structures �exibles actives, telles qu'elles peuvent être rencontrées dans le champ appli-
catif de la microrobotique et utilisant les matériaux présentés au paragraphe précédent.

1.4.1 Généralités sur la modélisation et la commande des systèmes
adaptroniques

Un système adaptronique est généralement décrit comme un système dynamique
multiphysique dont les états, fonctions du temps, doivent s'adapter aux stimulations
environnementales 5. Pour sa simulation, un modèle mathématique complet du système
doit tout d'abord être établi. Puis, sur la base de ce modèle, la simulation de son fonction-
nement contrôlé est e�ectué pour quali�er les performances, la stabilité et la robustesse
du système asservi, avant l'implémentation numérique du correcteur sur le système pro-
totypé réel.

La conception d'une structure �exible rendue active peut être analysée selon di�é-
rentes étapes (Fig. 1.22). Dans la suite, l'attention est plus particulièrement portée sur
l'analyse du comportement des systèmes linéaires et continus : bien que les caractéris-
tiques des systèmes dynamiques soient en réalité non-linéaires, en raison notamment des
non-linéarités du comportement de certains matériaux actifs, leur linéarisation autour
d'un point de fonctionnement donné autorise pour certains (par exemple les matériaux
piézoélectriques et piézomagnétiques) l'application de la théorie générale des systèmes
linéaires.

5. Rappelons qu'il s'agit de structures déformables, dont le comportement s'avère donc très vite
complexe à modéliser et résoudre analytiquement.
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Figure 1.22 � Etapes de conception et simulation en adaptronique.

Modèles multiphysiques

L'intégration de matériaux multifonctionnels dans une structure mécanique nécessite
de prendre en compte le couplage multiphysique dans l'écriture du modèle. Le point
de départ de l'écriture du modèle est la relation constitutive du matériau considéré, en
faisant généralement l'hypothèse d'un continuum élastique linéaire. L'équilibre dyna-
mique de la structure est formulé en exploitant le principe de Hamilton généralisé qui
permet d'exprimer une formulation variationnelle du problème sous forme énergétique,
prenant en compte le couplage multiphysique tel qu'il peut exister au sein d'un matériau
actif [He01]. Des hypothèses cinématiques de contrainte-déplacement sur la structure
mécanique sont alors généralement faites en accord avec la géométrie considérée (plaque,
poutre, barre...).

La contrainte σ et la déformation ε sont liées entre elles par la relation constitutive
du matériau. Pour les matériaux passifs, la loi de Hooke généralisée approxime cette
dépendance dans le cadre de l'élasticité linéaire [Che88] :

σ = Ẽε (1.1)

où Ẽ représente le tenseur d'élasticité du matériau.
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Dans le cas de matériaux actifs, la loi de Hooke doit être complétée, voire substituée,
par la loi constitutive du matériau en question, pour être capable de prendre en compte
ses propriétés mécaniques et de couplage (électrique, magnétique ou thermique). Hormis
certaines classes de matériaux, tels que les matériaux électrostrictifs ou les AMF, pour
lesquelles le comportement fortement non-linéaire ne se prête pas directement au cadre
de l'élasticité linéaire, les matériaux piézoélectriques, magnétostrictifs ou à expansion
thermique par exemple, peuvent être décrits par des équations constitutives linéaires.

Matériaux à expansion thermique : dans le cas simple d'une déformation induite
thermiquement εT = αT ∆T , la relation de Hooke initiale est étendue [Mol04] :

σ = Ẽ (ε + αT ∆T ) (1.2)

où αT contient les coe�cients d'expansion thermique du matériau considéré et ∆T ca-
ractérise la variation de température à déformation constante.

Matériaux piézoélectriques : un couplage entre la déformation ε, la contrainte σ, le
déplacement électrique D et le champ électrique E existe et peut s'écrire comme suit
[Bou02] :

σ = Ẽ (ε + dE)
D = dσ + eE

(1.3)

où d et e désignent respectivement les matrices de couplage piézoélectrique et de constantes
diélectriques.

Matériaux magnétostrictifs : la déformation ε et la contrainte σ mécaniques sont liées
par le champ magnétique H et la densité de �ux B comme suit :

σ = Ẽ (ε + dmH)
B = dmσ + µH

(1.4)

où dm et µ désignent respectivement les matrices de couplage magnétostrictive et de
perméabilité.

La comparaison des équations (1.2), (1.3), (1.4) avec la relation purement méca-
nique de contrainte/déformation (1.1) met en évidence une analogie d'écriture permet-
tant d'élargir les modèles de description par éléments �nis au cadre multiphysique.

Méthodes aux Eléments Finis

Si les modèles analytiques se prêtent bien à l'analyse des structures simples, il n'en
est pas de même pour les structures complexes pour lesquelles la discrétisation devient
inévitable. La plus connue est sans doute la méthode des éléments �nis (EF), qui uti-
lise une interpolation polynomiale des déformées de systèmes élémentaires (tels que les
barres, les poutres, les plaques), calculée à partir de valeurs discrètes de déplacements
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à certains points nodaux pour résoudre numériquement des équations aux dérivées par-
tielles. De cette façon, la méthode EF passe d'une formulation continue de la dynamique
du système à un jeu d'équations di�érentielles discrètes écrites pour des degrés de liberté
nodaux spéci�és.

Le calcul variationnel, appliqué au formalisme de Lagrange (à l'origine destiné à
l'étude du comportement dynamique de structures purement mécaniques) a montré une
extension possible aux systèmes actifs, en prenant en compte l'énergie sous ses di�érentes
formes : élastique et, dans le cas des matériaux piézoélectriques par exemple, électrique.
Les couplages nécessitent l'introduction de degrés de libertés supplémentaires dans le sys-
tème. Dans la plupart des codes EF prenant en compte les matériaux piézoélectriques,
les potentiels électriques aux n÷uds sont considérés [All05]. Lorsqu'on considère les ma-
tériaux sensibles au champ magnétique, on considère les potentiels magnétiques scalaires
[Mif06].

Equations du mouvement

L'application de ces méthodes EF conduit à l'obtention de modèles dynamiques des
structures actives sous la forme d'équations linéaires matricielles du mouvement. Elles
sont du second ordre et font intervenir les matrices de raideur K, de masseM et d'amor-
tissement D comme suit :

Mp̈+Dṗ+Kp = Fu (1.5)

Dans le cas d'éléments en matériau actif dans la structure, le vecteur des degrés de
liberté p inclue en général, en plus des déplacements mécaniques nodaux, les potentiels
électriques ou magnétiques. Généralement, les e�ets électromagnétiques sont caractéri-
sés par des dynamiques beaucoup plus rapides que celles de nature mécanique, si bien
que leur contribution est essentiellement à réponse quasi-instantanée. Dans ce cas, seule
l'écriture de la matrice raideur est in�uencée par le couplage multiphysique.

Le terme Fu représente l'in�uence des actionneurs sur la structure. L'entrée u est
le vecteur des grandeurs de commande externe. F dé�nit la répartition de la commande
agissant sur le système.

Représentation d'état linéaire

En vue de la commande, les équations du mouvement linéaire (1.5) sont généralement
transformées en équations d'état du système. Pour des problèmes purement mécaniques,
position et vitesse peuvent alors dé�nir le vecteur d'état x et former la représentation
d'état :

ẋ =
[
ṗ
p̈

]
=
[

0 I
−M−1K −M−1D

] [
p
ṗ

]
+
[

0
M−1F

]
u (1.6)

soit,
ẋ = Ax+Bu (1.7)
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Dans le cas de systèmes actifs commandés en boucle fermée, des capteurs deviennent
nécessaires pour mesurer une variété de signaux tels que des déplacements (capteurs
capacitifs, laser, etc), des forces ou des déformations locales (jauges de déformation, etc).
Les équations de mesure linéaires peuvent alors être modélisées sous la forme générique
suivante :

y = Cx+Du (1.8)

où le vecteur y rassemble l'ensemble des sorties observées du système. Les matrices C et
D sont les matrices d'observation et de transmission.

Le modèle d'état est ainsi fonction des caractéristiques intrinsèques de la structure
(via la raideur, la masse et l'amortissement du système), ainsi que de l'in�uence de la
répartition des actionneurs et des capteurs dans la structure.

Réduction de modèles pour l'identi�cation et la commande

Les modèles structuraux ainsi obtenus à partir des méthodes aux EF impliquent un
grand nombre de degrés de liberté généralement bien trop grand pour être tous utilisés
lors de la conception de lois de commande. Les structures complexes comportent usuelle-
ment plusieurs centaines, voire milliers de degrés de libertés, alors que les méthodologies
de synthèse de correcteurs et leurs outils d'analyse n'envisagent souvent que des mo-
dèles limités à quelques dizaines de degrés de liberté. Cette disparité justi�e l'emploi de
techniques de réduction dynamique de modèles, qui visent à limiter le nombre de compo-
santes du vecteur d'état pour ne considérer que les premiers modes vibratoires in�uents
sur sa réponse [Cra90]. Cet aspect, qui s'appuie sur les notions de commandabilité et
observabilité sera détaillé dans un prochain chapitre.

Synthèse du correcteur

La commande des systèmes implique un choix à faire parmi les entrées et les sorties
du système, c'est-à-dire un choix sur le nombre, la place et le type d'actionneurs et de
capteurs. Ce choix entrée/sortie a�ecte les performances, la complexité et les coûts de
calcul de la commande.

Classiquement, la synthèse d'un correcteur suit une démarche séquentielle. Tout
d'abord, les objectifs de contrôle sont spéci�és pour satisfaire un compromis entre les
performances (temps de réponse, précision, etc) et la robustesse de la régulation (sensi-
bilité, rejet de perturbations, etc). Les variables exogènes ainsi que les variables à réguler
sont dé�nies. Ensuite, à partir du modèle de connaissance ou identi�é du système, la
structure du contrôleur est choisie, habituellement basée sur une sélection préliminaire
des entrées du système (grandeurs de commande sur lesquelles le contrôleur va agir) et
de ses sorties (grandeurs mesurées à partir desquelles la loi de commande est calculée),
et sur un choix de synthèse du régulateur (de très nombreuses méthodes existent : PID,
LQG, placement de pôles robustes par méthode RST, commande H∞ standard, etc) en
fonction des objectifs, des contraintes sur l'implémentation du régulateur et de la classe
du modèle. Finalement, après une étape de validation en simulation du système en boucle
fermée, la loi de commande est implémentée sur le système physique.
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1.4.2 Problématique de la commande des structures �exibles

Les structures mécaniques �exibles possèdent un champ de déformations et de
contraintes qui dépendent de leur topologie et de la nature des matériaux utilisés.
Le couplage entre masse et �exibilité, lié à un échange entre l'énergie cinétique et
l'énergie de déformation élastique, entraîne un comportement dynamique oscillant qui
s'apparente à celui d'un système constitué de plusieurs masses-ressorts. Les résonances
qui en résultent, que l'on caractérise par une fréquence propre et une déformée modale,
dépendent bien entendu de la répartition de masse dans la structure et de l'ensemble
des paramètres mécaniques.

Dans la grande majorité des applications, les vibrations résultant de la �exibilité
de la structure sont sources de problèmes a�ectant le bon fonctionnement de ces sys-
tèmes ; ses e�ets doivent donc être atténués. Pour répondre à un tel problème, des solu-
tions mécaniques simples peuvent parfois su�re à déplacer le spectre des vibrations et
à faire en sorte qu'il ne rencontre pas celui des perturbations. Une structure peut ainsi
être rigidi�ée par le choix d'une topologie di�érente, ou, lorsque cela est possible, par
l'utilisation d'autres matériaux plus rigides. Une autre option consiste à augmenter ar-
ti�ciellement l'amortissement naturel des vibrations, par exemple à l'aide de matériaux
visco-élastiques. Mais, ces premières techniques ont rapidement montré leurs limites dans
la �exibilité de cette méthode, laissant place au contrôle actif des vibrations [Riz99].

La �exibilité mécanique des structures, correspondant généralement à des géométries
élancées de type treillis-poutre dans le cas de micromanipulateurs, conduit naturelle-
ment à l'apparition de vibrations mécaniques d'amplitudes non-négligeables et à basse
fréquence, susceptibles de dégrader fortement les performances de fonctionnement lors
de tâches de micromanipulation par exemple. Qu'elles soient harmoniques ou non, ces
perturbations sont toutes susceptibles d'exciter les résonances et d'entretenir les vibra-
tions de la structure porteuse.

Du point de vue de l'automaticien, si les fréquences des modes de résonance viennent
interagir avec la bande passante de commande du système contrôlé, il faut éviter que
les modes, qui possèdent en général un amortissement naturel faible, soient excités par
une source de perturbations externe, ou par la loi de commande elle même (phénomène
dits de spillover). Face à cette di�culté, une solution logique semble être d'accroître
l'amortissement des résonances, a�n de les rendre moins pénalisantes. Pour cela, deux
approches distinctes sont envisageables :

� la première solution, dite passive, consiste à dissiper mécaniquement une partie de
l'énergie de déformation ; les matériaux visco-élastiques que l'on �xe à la surface
d'une structure entrent dans cette catégorie. Il subsiste une limitation intrinsèque à
ces dispositifs passifs : ils n'empêchent pas la structure de continuer à se déformer ;

� l'approche active consiste au contraire à injecter de l'énergie dans la structure a�n
de compenser les déformations ;
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� entre les deux se trouve une classe de dispositifs intermédiaires, souvent appelés
semi-actifs, qui mettent en ÷uvre le rebouclage d'une mesure locale sur un système
actif dont l'objectif est de dissiper de l'énergie. Ces dispositifs se comportent donc
comme des systèmes passifs, mais ont cependant l'avantage majeur de pouvoir être
réglés et adaptés.

La commande active des vibrations est la solution la plus ambitieuse, mais repose
sur l'utilisation de lois plus complexes. Elle peut surtout permettre d'atteindre un ni-
veau supérieur de performances, en réalisant des tâches plus contraignantes que le simple
amortissement, telles que la rejection de perturbations, voire un suivi de consigne lors-
qu'elle est couplée à un contrôleur à haute autorité.

1.5 Outils d'aide à la conception optimale des smart struc-

tures

La modélisation, la simulation et la commande des structures rendues actives im-
pliquent au préalable un paramètrage du système (géométrie de la structure, matériaux
utilisés, etc), à partir duquel sont généralement menées des études paramétriques pour
déterminer la conception la plus adéquate de la structure, des matériaux, de l'actionneur
et du capteur, du contrôleur, etc, en lien avec le cahier des charges nécessité par l'ap-
plication. Dans le but de quanti�er l'étendue des systèmes répondant potentiellement
à ce cahier des charges, le procédé de conception peut être formalisé sous la forme de
problèmes d'optimisation pour permettre de sélectionner une (ou plusieurs) solution(s)
optimale(s).

Nous donnons dans ce qui suit un panorama des di�érentes techniques considérées
pour la conception optimale en tout ou partie des structures adaptroniques.

1.5.1 Classi�cation des stratégies d'optimisation

La conception optimale d'une structure adaptronique nécessite une stratégie d'en-
semble appropriée pour traiter le problème du couplage entre sa structure, ses action-
neurs, ses capteurs et sa commande (Fig. 1.23). Envisager le problème du couplage
complet de toutes ces fonctions est dans l'absolu l'approche la plus prisée, mais elle
reste en pratique très di�cile à mener lorsque les problèmes deviennent complexes. En
général, c'est une approche de décomposition qui est privilégiée, où l'optimisation de
chaque partie du système est considérée séparément, sous l'hypothèse de contraintes.
Dans la littérature, de nombreux travaux s'intéressent à l'optimisation de ces structures
de plus en plus intelligentes [Fre03]. Les di�érentes méthodes peuvent être classi�ées
suivant quatre catégories, selon les parties du système considérées lors de l'optimisation.
On trouve ainsi :

� le placement optimal et l'intégration d'actionneurs et de capteurs sur une structure
mécanique prédé�nie ;
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� le placement optimale, l'intégration d'actionneurs et de capteurs, ainsi que le choix
des paramètres du correcteur pour une structure mécanique donnée ;

� l'optimisation de la structure pour l'utilisation d'un actionneur donné ;
� l'optimisation simultanée de la structure et de l'actionneur.

Pour chaque catégorie, quelques références sont données dans la suite, avec un éclairage
particulier apporté au cas des microsystèmes dans les deux dernières catégories.

1.5.2 Placement optimal de couple actionneurs/capteurs

La plus grande partie des travaux traitant du placement d'actionneurs et capteurs
vise le contrôle actif des structures, aussi bien pour des poutres [Ada00] que des plaques
isotropiques [Sad99] ou composites [Han99]. Généralement, il s'agit de paires de pastilles
d'actionneurs et/ou de capteurs piézoélectriques qui sont collées symétriquement, au-
dessus et au-dessous de la structure. Leur emplacement sur la structure peut être optimisé
grâce à di�érents algorithmes. Quelques critères possibles couramment rencontrés sont :

� la minimisation de la dé�ection verticale maximale [Ada00] ;
� la maximisation de la commandabilité et/ou observabilité de certains modes [Sad99],
parfois pondérés, où les poids modaux sont déterminés par leur contribution res-
pective dans la réponse en dé�ection du système [Ald00] [Mar03] ;

� la minimisation de l'intégrale de l'énergie mécanique de vibration [Bru01] ;
� la minimisation de la masse de l'actionneur et de sa tension d'actionnement [Sul99].

Les moyens mis en ÷uvre pour optimiser ces placements sont variés : algorithme géné-
tique [Sad99], algorithme du gradient [Bru01], etc.

Figure 1.23 � Schéma synoptique d'une structure adaptronique.
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1.5.3 Placement optimal d'actionneurs, capteurs et réglage optimal du
correcteur

Le choix du placement relatif des actionneurs et des capteurs conditionne en partie
les performances du système contrôlé. Toujours dans le domaine du contrôle actif des vi-
brations où la structure est prédé�nie, certains travaux de recherche traitent de manière
séquentielle ou simultanée de la combinaison optimale du couple actionneur/capteur avec
les paramètres du régulateur, tels que les gains de rétroaction ou les tensions d'action-
nement engendrées.

Le problème de la maximisation de l'énergie dissipée par le contrôleur actif est en-
visagé dans [Zha00] pour le cas d'une structure poutre passive grâce à un algorithme
génétique qui optimise les emplacements de l'actionneur et du capteur, ainsi que le gain
de rétroaction. D'autres travaux considèrent le positionnement optimal des actionneurs
et des capteurs sur une structure contrôlée vis-à-vis d'indices de performance incluant les
minimisations de la réponse en déplacement de la structure et des amplitudes de com-
mande nécessaires [Li04]. En�n, d'autres approches cherchent à minimiser le transfert
en boucle fermée au sens d'une norme particulière. Dans [Hal02b], à chaque itération
d'un algorithme génétique, un correcteur H2 optimal est calculé pour une position ac-
tionneur/capteur donnée, et la norme H2 du système compensé est évaluée. Les solutions
optimales de placement actionneur/capteur sont celles qui minimisent cet indice de per-
formance. La norme H∞ est parfois aussi considérée [Ara98].

1.5.4 Optimisation topologique de structures

La majorité des travaux traitant de l'optimisation de structure consistent à optimiser
la répartition de matière structurelle qui sera soumise à l'action d'un ou plusieurs action-
neurs dé�nis. L'objectif est d'en améliorer certaines performances (en termes de force et
déplacement essentiellement), par exemple en ampli�ant le mouvement des actionneurs
ou en modi�ant/transmettant leur mouvement. Par corrolaire, il s'agit d'optimiser le
nombre et la perforation des trous du domaine topologique. La notion de domaine ou
espace topologique peut être formalisée en mathématique par une structure ensembliste 6.

Les méthodes d'optimisation utilisées peuvent être regroupées en deux familles.
Les algorithmes déterministes considèrent généralement l'optimisation de paramètres

structurels, de formes ou de topologies et nécessitent souvent un espace de recherche
convexe, continu et dérivable.

Les méthodes d'optimisation stochastiques, comme les algorithmes évolutionnaires ou
les algorithmes basés sur le recuit simulé par exemple, ont l'avantage de pouvoir considé-
rer un espace de recherche constitué de variables discrètes, voire non-valuées (c'est-à-dire
sans représentation mathématique).

6. Un espace topologique est dé�ni comme un couple (E, T ) où E est un ensemble et T un ensemble
de parties de E que l'on dé�nit comme les ouverts de (E, T ), véri�ant certaines propriétés relatives à la
branche des mathématiques traitant de la topologie.
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Méthode d'optimisation de paramètres structurels

Cette méthode, parfois aussi quali�ée de dimensionnement automatique de structures,
ne modi�e que la section droite ou l'épaisseur transverse des composants d'une structure
dont la forme et la topologie sont �xées à l'avance.

L'utilisation du modèle poutre pour modéliser les mécanismes déformables reste très
fréquente. Une transmission �exible est alors simplement vue comme un assemblage de
poutres encastrées. Le réseau de poutres est agencé comme décrit en Fig. 1.24-a. Dans
[Can00] et [Fre00], un mécanisme d'ampli�cation de débattement pour un actionneur
piézoélectrique est optimisé. La fonction-objectif est la maximisation du déplacement de
sortie. Chaque poutre du réseau possède une section rectangulaire paramètrée, qui est
la variable de conception. La limite basse de cette section est �xée volontairement à un
nombre très petit, de sorte que les éléments qui atteignent cette borne inférieure sont
ignorés ultérieurement. Les éléments restants dé�nissent la topologie optimale (Fig. 1.24-
b).

Figure 1.24 � Domaine topologique d'optimisation (a) et solution optimale (b) pour
l'ampli�cation de débattement [Can00].

Cette méthode a été intégrée dans un programme d'optimisation de réseau de poutres
de Navier-Bernoulli, appelés Pennsyn, en prenant en compte des critères d'énergie de
déformation [Sax00a]. Il est également possible d'y dé�nir les caractéristiques du milieu
extérieur en spéci�ant sa raideur. D'autres critères basés sur des écritures énergétiques
visent à maximiser l'e�cacité mécanique [Kot99]. Initialement, cette méthode existe au
cas de l'agencement de barres, qui, contrairement aux poutres, ne sont sollicitées qu'en
traction/compression [Mic04].
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Méthodes d'optimisation de forme

Cette classe de méthodes d'optimisation admet des changements de forme compa-
tibles avec une topologie �xée au départ. Cette approche, dite aussi d'analyse de sen-
sibilité ou de variations de domaines optimisation la frontière, qui est paramètrée par
un nombre limité de points de contrôle. Une légère variation de la frontière de la forme
a un e�et plus ou moins important sur la valeur du critère à optimiser. En calculant
le gradient de descente (dérivée de la fonction objectif par rapport aux variables), un
algorithme d'optimisation fait varier la frontière du domaine ; l'analyse des variations des
performances par rapport à ces paramètres permet d'améliorer itérativement une forme
initiale [Din86] [Haf86].

Parmi les méthodes de variations de domaine, la méthode des lignes de niveaux 7

représente la frontière de la forme par une fonction ligne de niveaux, ce qui présente
l'avantage de pouvoir traiter les cas de problèmes tridimensionnels et de l'élasticité non-
linéaires [Jou07]. Par exemple, ces méthodes ont été appliquées au cas de la conception
optimale d'une micropince planaire actionnée en force [All02b] [All04] (Fig. 1.25).

Figure 1.25 � Conception d'une micropince 2D par la méthode Level-Set : dé�nition
du problème (a), topologie initiale (b), conception optimale (c) et déformée (d) [All02b].

Cependant, de telles méthodes peuvent être très coûteuses en temps de calcul selon
le choix de la forme initiale, et la �nesse de la représentation. Les formes successives
ne varient que par leur frontière : il n'est pas permis d'altérer la connectivité ou la

7. Level set en anglais.
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nature des membres structuraux, c'est-à-dire de permettre l'apparition ou la disparition
de nouveaux bords ou trous dans la structure.

Méthodes d'optimisation topologique

L'optimisation topologique a pour but de déterminer la nature et la connectivité des
éléments constitutifs d'une structure pour un problème dans lequel seuls les conditions
aux limites et le domaine spatial où il est possible de placer la structure sont spéci�és.
Cette méthode, introduite dans [Sig97] [Ben88] [All02a] [Ben03] et maintenant devenue
standard, utilisant l'homogénéisation, généralise la notion de forme, en s'a�ranchissant
de la forme initiale. Cette méthode repose sur la notion de matériau composite poreux.

Les variables du problème d'optimisation topologique sont les densités du matériau
en chaque point du domaine de conception et les propriétés mécaniques e�ectives du
composite. La théorie de l'homogénéisation consiste à modéliser la loi de comportement
macroscopique de la microstructure poreuse en fonction de la densité de matériau local,
densité qui est une variable continue de l'intervalle [0; 1]. Cette densité intermédiaire
entre le vide et la matière, obtenue par mélange d'un matériau spéci�é et d'un matériau
très souple, est nécessaire pour obtenir un problème bien posé et assurer l'existence de
la solution.

Figure 1.26 � (a) Exemple de mécanisme inverseur (avantage géométrique ×1, 5) et (b)
représentation de sa déformée [Min04].

Dans le champ applicatif des microsystèmes, cette méthode d'optimisation a été mise
à pro�t pour concevoir notamment des mécanismes d'ampli�cation pour les actionneurs
piézoélectriques, dont les courses se limitent initialement à quelques µm. L'actionneur est
généralement intégré au sein d'une structure passive dont il faut déterminer la topologie
pour optimiser certains critères portant sur le système global. Ils concernent souvent
la maximisation du déplacement libre de la sortie (soit en régime statique [Nis98], soit
pour une fréquence de résonance spéci�ée [Sil99]), la transduction électromécanique ou



1.5 Outils d'aide à la conception optimale des smart structures 33

la �exibilité moyenne de la structure [Sil00]. L'avantage géométrique 8 de la structure
peut aussi être optimisé à d'autres �ns, comme par exemple la résilsation de mécanismes
inverseurs de mouvements [Min04] (Fig. 1.26).

Méthodes d'optimisation par algorithmes non-déterministes

Pour trouver la solution optimale au sens d'un critère donné, les méthodes stochas-
tiques parcourent l'espace de recherche par un processus d'exploration aléatoire et se
basent sur l'évaluation de ce critère pour un grand nombre de solutions candidates. Elles
sont dites d'ordre 0 dans la mesure où elles n'ont besoin que du calcul de la fonction-
coût, certes de très nombreuses fois ; aucune propriété de continuité des fonctions ob-
jectifs, ni d'existence du gradient de la fonction ne sont nécessaires. Leur robustesse et
leur souplesse leur permettent d'aborder la résolution numérique de problèmes di�ciles
à résoudre autrement. Mais c'est leur capacité à travailler sur des espaces de recherche
non standards qui leur o�re les perspectives les plus originales. En�n, ces méthodes se
prêtent aisément à la résolution de problèmes d'optimisation multi-objectifs en propo-
sant des compromis entre les di�érents critères.

Les algorithmes évolutionnaires [Cha94], basés sur une imitation simpli�ée de l'évo-
lution Darwinienne des populations, ainsi que les algorithmes de recuits simulés [Shi97]
�gurent parmi les méthodes non-déterministes les plus utilisées pour l'optimisation topo-
logique de structures. Néanmoins, cette �exibilité se fait au détriment du temps de calcul.
En e�et, l'évaluation des fonctions objectifs et l'exploration de l'espace de recherche sont
deux étapes coûteuse en temps de calcul.

Pour réduire ce temps de calcul, une solution consiste à utiliser des modèles mé-
caniques simples, tels que les réseaux de barres, ou de poutres [Sax02]. L'exploitation
de la �exion des poutres rend pertinente leur utilisation pour décrire les mécanismes
déformables. L'idée est également d'utiliser une représentation permettant de modi�er
simultanément la topologie, la con�guration et l'aire de la section du réseau de poutres
[Deb98].

1.5.5 Optimisation du couple structure-actionneur

Pour la conception des microsystèmes, plusieurs environnements logiciels de simula-
tion envisageant le couplage multiphysique existent aujourd'hui, tels que Nastran, Comsol
Multiphysics ou Ansys pour les plus connus, mais également Oyster [Kop89], Memcad
[Sen92] ou Caemems [Zha90] par exemple. En revanche, les algorithmes d'optimisation
qui intègrent les équations complètes du couplage multiphysique, comme c'est usuelle-
ment le cas dans les microsystèmes, sont très rares [Kor05].

Des optimisations portant directement sur l'analyse des modèles analytiques existent
pour concevoir par exemple des actionneurs bimorphes en matériaux piézoélectriques ou
magnétostrictifs [Geh00]. L'objectif poursuivi est de maximiser la dé�exion libre ou la

8. Rapport du déplacement de sortie sur le déplacement d'entrée.



34 Chapitre 1

force de blocage de l'actionneur en faisant varier le ratio des modules d'Young et les
dimensions des couches de matériaux actifs et passifs.

En revanche, l'intégration de matériaux actifs dans les méthodes d'optimisation to-
pologique de structures demeure encore peu répandue. Ainsi, par exemple, les micromé-
canismes à actionnement électrothermique sont conçus sur la base des intuitions et de
l'expérience du concepteur, ou par méthodes d'essais/erreurs. Dans la littérature, les ac-
tionneurs sont en forme de U (cas de deux poutres superposées et de sections variables,
qui impose une dissymétrie de la dilatation thermique par e�et Joule au passage du cou-
rant dans l'actionneur) [Che02] (Fig. 1.28), ou de V (caractérisé par un arc-boutement
lors du passage du courant électrique dans la structure) [Chu03] (Fig. 1.27).

Figure 1.27 � Principe d'actionnement
électrothermique en forme de V.

Figure 1.28 � Actionneur électrother-
mique en forme de U et simulation.

Mais, l'extension récente de la méthode d'homogénéisation au cas de problèmes
multiphysiques (incluant la piézoélectricité [Tel90] [Gal92], l'électromagnétisme [Yoo00]
[Yoo04], les phénomènes électrostatiques [Rau05] [Lem08]) laisse augurer de nouvelles
perspectives pour l'optimisation topologique de structures rendues actives par l'utilisa-
tion de matériaux fonctionnels.

Les travaux de Sigmund [Sig98] [Sig01b] [Sig01c], et plus récemment celui de [Rub06],
ont ainsi introduit une méthode d'aide à la conception optimale de microsystèmes pla-
naires monolithiques à actionnement électrothermomécanique, réalisant ainsi l'intégra-
tion parfaite de la fonction d'actionnement et de structure mécanique. Le couplage élec-
trothermomécanique étant supposé faible, trois problèmes aux éléments �nis sont résolus
de manière séquentielle : l'analyse est d'abord électrique, puis thermique et en�n élas-
tique :

K0U0 = P0 → Analyse électrique

K1U1 = P1 (U0) → Analyse thermique

K2U2 = P2 (U1) → Analyse de l'élasticité mécanique

(1.9)

K0 et K1 désignent respectivement les matrices globales de conductivité électrique et
thermique, alors que K2 est la matrice de raideur mécanique. U0, U1 et U2 sont respec-
tivement les vecteurs nodaux des potentiels électriques, des températures, et des dépla-
cements mécaniques, tandis que P0, P1 et P2 sont respectivement les vecteurs nodaux
des chargements électriques, thermiques et mécaniques. Dans le cas d'un continuum de
matière, cette méthode d'optimisation topologique a été appliquée à la conception d'une
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micropince monolithique à actionnement électrothermomécanique (Fig. 1.29). Une for-
mulation équivalente de l'optimisation topologique pour le cas de structures-treillis ou
de réseaux de poutres à actionnement électrothermique est proposée dans [Ana03].

Figure 1.29 � Micropince électrothermomécanique monolithique en Nickel d'une épais-
seur hors-plan de 15µm : encombrement et conditions aux limites (a), solution optimale
(b) et déformée (c) [Rub06].

1.6 Objectifs de la recherche

Dans les paragraphes précédents, la démarche générale de conception de systèmes
intégrés, ainsi que les outils permettant d'aider à leur conception, ont été présentés dans
leurs grandes lignes avec un éclairage particulier pour les systèmes microrobotiques. À
partir de cette vue d'ensemble, les objectifs que nous nous sommes �xés dans le cadre
de nos travaux de recherche sont exposés ci-dessous.

1.6.1 Développement d'une méthode générale de synthèse optimale
pour la conception de systèmes intégrés

Dans une perspective ultime de concevoir des systèmes adaptroniques optimaux, no-
tamment pour le champ applicatif de la microrobotique, un des objectifs de la thèse est
de proposer une méthode et le logiciel associé pour aider à la conception optimale de
microsystèmes fonctionnellement intégrés. Cet outil d'aide à la conception est nécessaire,
et est pleinement justi�é en raison notamment du caractère non-intuitif de la conception
optimale de ces systèmes.

La démarche de conception développée dans notre étude s'appuie sur les développe-
ments d'une méthode préexistante, qui a fait l'objet de travaux de recherche précédents
les nôtres et dont le contenu est présenté essentiellement dans [Ber04].

Il s'agit d'une méthode de conception préliminaire de structures �exibles à déforma-
tions réparties et actionnement discret. Elle est basée sur l'agencement optimal de blocs
�exibles élémentaires, de types réseaux de poutres, décrits par une méthode aux éléments
�nis dans un domaine de conception �xé. La topologie, les dimensions, les matériaux,
le nombre et la position des points �xés au bâti, ceux des contacts et des actionneurs,
peuvent être générés automatiquement grâce à un algorithme génétique pour fournir un
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ensemble de solutions optimales vis-à-vis de critères caractérisant la tâche visée, et en
correspondance avec le cahier des charges. Un logiciel, baptisé FlexIn pour Flexible In-
novation, développé sous Matlabr, a permis une première évaluation de la méthode des
blocs pour permettre la synthèse de structures passives actionnées grâce à l'intervention
d'actionneurs externes.

Les idées directrices de la méthode sont brièvement rappelées dans le chapitre 2.

Un premier objectif de nos travaux de recherche consiste à faire évoluer cette méthode
pour permettre à terme la synthèse de structures monolithiques rendues actives grâce
à l'intégration de matériaux actifs au sein du mécanisme �exible. Dans ce travail de
recherche, les e�orts ont été consentis sur l'intégration de l'actionnement ; la mesure par
proprioception faisant partie des perspectives qui peuvent être apportées au cadre de
notre étude.

1.6.2 Vers l'intégration structure-actionneur

L'intégration de l'actionnement au sein de la structure �exible nécessite de faire un
choix sur le principe physique à retenir.

Parmi le panel de matériaux actifs couramment utilisés en microrobotique et présen-
tés au paragraphe 1.3, notre choix s'est porté sur l'utilisation de céramiques piézoélec-
triques. Diverses raisons ont justi�é un tel choix :

� ses nombreux avantages au sens de la conception micromécatronique, comme ses
bonnes performances en terme de force, de bande-passante (autorisant des dyna-
miques d'actionnement rapides), de compacité, en font un matériau prisé pour les
dispositifs microrobotiques ; il n'est ainsi pas étonnant de le retrouver à la base de
la conception de très nombreux prototypes de micropinces [Agn05] ;

� ses propriétés physiques de réversibilité permettent d'envisager dans le futur l'uti-
lisation, et l'implémentation dans la méthode, de son mode capteur pour converger
un peu plus vers des systèmes structure-actionnement-mesure totalement intégrés ;

� un des modes d'actionnement de ces matériaux actifs est la tension électrique, qui
reste une grandeur facilement commandable et exploitable pour réaliser le pilotage
de ces systèmes ;

� les technologies de réalisation actuelles (découpe laser femto-secondes, usinage
ultra-sonore par exemple) permettent la réalisation de formes variées, ce qui rend
possible la conception technologique de structures actives totalement monolithiques
avec des formes optimales de type treillis de poutres ;

� leur modèle de comportement électromécanique est relativement bien connu, comme
en témoigne l'abondante littérature à ce sujet ;

� la quasi-linéarité du modèle (si on fait abstraction des phénomènes d'hystérésis de
l'ordre de 10%, et de dérive lente du matériau) se prête bien à une modélisation
EF mixte [Pie01a].

Leur faible déformation mécanique (de l'ordre de 0.1%) engendrée par les impor-
tants champs électriques (de plus de 10MV.m−1) implique par ailleurs des résolutions
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nanométriques pour l'actionnement, expliquant en partie le fait que les céramiques pié-
zoélectriques soient largement répandues dans la conception des systèmes de microma-
nipulation. En revanche, cette faible déformation nécessite d'imaginer des schémas d'ac-
tionnement pour maximiser les courses des actionneurs (jusqu'à quelques dizaines de
micromètres) sans amoindrir de manière trop importante les forces développées à leur
extrémité. Parmi les divers prototypes existant dans la littérature, la plupart d'entre eux
reproduisent les schémas traditionnels d'actionnement de type monomorphe [Had00],
bimorphe [Rak06], voire duo-bimorphe [Agn03a] (voir paragraphe 3.6.1). La topologie
de ces structures est le plus souvent née de l'expérience du concepteur, au mieux ses
performances sont simulées en amont de la conception grâce à des logiciels éléments
�nis.

Nous espérons ainsi mettre à pro�t notre nouvelle méthode pour synthétiser de nou-
velles topologies optimales d'actionnement piézoélectrique.

Une formulation EF piézomécanique adaptée à notre problème de conception par
blocs, ainsi que son implémentation logicielle dans FlexIn, est ainsi proposée dans le
chapitre 3. A notre connaissance, l'optimisation par blocs actifs piézoélectriques pour des
structures de réseaux de poutres n'a jamais été rapportée auparavant dans la littérature.

Notre étude est pour le moment limitée aux structures planes, à mouvements utiles
dans le même plan.

1.6.3 Variété de critères dans la méthode de conception

La conception optimale, la réalisation puis la commande de telles structures intégrées
nécessitent une approche du problème fortement pluridisciplinaire. A l'instar de ces sys-
tèmes, notre méthode de conception a pour vocation d'intégrer autant qu'il est possible,
dès l'étape amont de conception du mécanisme, une variété de critères et pourtant tous
utiles au concepteur de systèmes adaptroniques. Ces critères relèvent autant du champ
de la mécanique pour satisfaire le compromis nécessaire entre rigidité et compliance que
du champ de l'automatique pour permettre à terme l'identi�cation et la commande ro-
buste de ces systèmes �exibles.

Pour ce faire, le passage par une représentation d'état des structures sous FlexIn
impose d'emblée d'introduire la dynamique des blocs élémentaires, puis celle des méca-
nismes qui en résultent par assemblage. Dans la méthode, la description par éléments
�nis des structures, initialement limitée au cas de la statique, doit être élargie au cadre
de la dynamique linéaire.

Pour autant, peu de travaux de recherche traitent de méthodes d'optimisation topolo-
gique incluant une analyse dynamique des structures [Du00] [Lau00] [Mad02]. La plupart
des travaux précédents visent à concevoir des topologies de structures dans le cas restrictif
d'applications quasi-statiques (qui peuvent se révéler sous-optimales en régime de fonc-
tionnement dynamique, ou induire des modes de fonctionnement dégradés), ou opérant
en régime harmonique à une fréquence d'excitation donnée. Plus généralement, pour pré-
dire ou contraindre le comportement dynamique de ces structures �exibles, il peut alors
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être intéressant de prendre en compte dans la méthode, en plus des critères mécaniques
usuellement rencontrés, de nouveaux critères d'optimisation basés sur l'optimisation de
la réponse fréquentielle entrée/sortie de ces mécanismes et ce, dès les premières étapes
de conception du système.

La représentation dynamique du comportement entrée-sortie des mécanismes dans la
méthode permet la prise en compte de nouvelles stratégies de conception, tant du point de
vue de leur topologie que de leur réponse fréquentielle en boucle ouverte. Les nouveaux
critères qui en résultent sont inspirés de la théorie sur l'amortissement vibratoire des
structures �exibles : ces critères visent à faciliter à terme leur identi�cation modale,
ainsi que leur commande robuste. Ces aspects font l'objet du chapitre 4.

1.6.4 Conception optimale, réalisation et commande d'un prototype
microrobotique

La méthode de synthèse optimale évoquée précédemment a été mise en application
pour répondre au problème de l'étude de la conception d'une nouvelle micropince pié-
zoélectrique monolithique à actionnement intégré et distribué, capable de réaliser des
tâches de micromanipulation. Ce dispositif microrobotique est optimal vis-à-vis de cri-
tères mécaniques valables en régime statique, du type force de blocage et déplacement
libre, mais répond aussi aux exigences �xées par les nouveaux critères du cahier des
charges portant sur la réponse fréquentielle.

Parmi le panel des solutions pseudo-optimales candidates au problème de concep-
tion, une structure est spéci�quement étudiée, puis prototypée grâce aux technologies
de micro-usinage pour valider en expérimentation la pertinence de notre approche. Pour
aller jusqu'au bout de la démarche de conception en adaptronique, une commande en
dé�exion, proche des techniques usuelles en amortissement actif, est ensuite synthétisée
dans le chapitre 5, en tirant pro�t des propriétés de la réponse fréquentielle en boucle
ouverte d'un tel système. Une comparaison des performances atteintes expérimentale-
ment avec certaines méthodologies de commandes robustes traditionnelles conforte la
pertinence des critères dans notre approche de conception globale par FlexIn.

1.7 Conclusion

Lorsqu'on opère une réduction d'échelle aux systèmes mécatroniques rencontrés habi-
tuellement dans le macromonde, la miniaturisation s'accompagne nécessairement d'une
intégration fonctionnelle de ces systèmes. Cette tendance générale pousse les microsys-
tèmes à posséder une densité fonctionnelle de plus en plus importante et les fait converger
progressivement vers le concept d'adaptronique.

Le cadre général de la démarche de conception de ces systèmes intégrés laisse appa-
raître une approche complexe et pluridisciplinaire du problème, qui va de la science des
matériaux jusqu'à la commande robuste des systèmes �exibles, en passant par l'optimi-
sation topologique de structures. Malheureusement, les méthodes existantes qui tentent
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de répondre au problème de la conception optimale des microsystèmes ne permettent
pas de traiter simultanément tous ces aspects de la chaîne de conception.

À la lumière de cette analyse, nos objectifs de recherche ont été positionnés. Pre-
mièrement, ils visent le développement d'un outil logiciel de conception optimale pour
des structures �exibles monolithiques, capables d'assurer la fonction d'actionneur. Il a
été fait le choix de l'exploitation d'un actionnement distribué et intégré par matériaux
piézoélectriques. De plus, la méthode doit également prendre en compte des considéra-
tions liées à l'identi�cation et à la commande de ces systèmes ainsi synthétisés. En�n,
un prototype de micropince piézoélectrique doit être conçu de manière optimale grâce
à cette méthode : cela permet de valider la démarche de conception dans son ensemble
depuis l'étape amont de l'étude de sa topologie jusqu'à sa commande robuste en boucle
fermée.
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Chapitre 2

Présentation de la méthode des

blocs

Ce chapitre présente la démarche globale de la méthode préexistante pour la
conception optimale de structures �exibles. La méthode, implémentée dans
un logiciel baptisé FlexIn, repose sur un algorithme génétique multi-critères
pour optimiser la topologie, l'actionnement et les conditions aux limites de
structures �exibles décrites par un assemblage de blocs �exibles élémentaires.
Ces blocs sont des réseaux de poutres, décrits par un modèle aux éléments
�nis.

2.1 Méthode des blocs

La méthode traite du problème global de synthèse topologique et dimensionnelle, ainsi
que de la distribution des conditions aux limites en force et/ou déplacement, de points
�xes et de contacts unilatéraux pour les mécanismes �exibles. Dans cette section, la
notion de bloc �exible élémentaire est introduite et permet d'appréhender la spéci�cation
du problème de conception optimale dans notre méthode.

2.1.1 Méthodologie de conception des mécanismes déformables

Généralement, la démarche de conception d'un mécanisme passe par plusieurs étapes,
amenant le concepteur à interagir avec di�érents logiciels d'aide à l'optimisation, à la
simulation et �nalement au prototypage de structures.

� Optimisation topologique et paramétrique : Dès les premières étapes de
conception, les optimisations de la topologie, de la forme ou des matériaux de
la structure peuvent se révéler très utiles. Les échanges de données entre le concep-
teur et le processus algorithmique d'optimisation ont lieu lors de la saisie du pro-
blème de conception, de la spéci�cation des paramètres d'optimisation, et lors de
la restitution �nale de la (ou des) solution(s) optimale(s). Un nombre réduit de
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paramètres peuvent être dégagés pour déterminer la topologie du mécanisme, et
être exportés vers des logiciels de simulation numérique ou de prototypage dans
une phase de post-traitements. Il est souvent souhaitable que de telles méthodes
d'optimisation fournissent des résultats directement exploitables par ces logiciels
de post-traitements.

� Simulation et analyse : Un large panel d'outils logiciels du commerce tels que
Nastran, Abaqus, Ansys, Cosmos, Comsol Multiphysics, améliorés continûment,
permettent la simulation ou l'analyse du comportement statique et dynamique
(pour la détermination des modes propres) de structures. Certains d'entre eux in-
tègrent même des modules de simulations multiphysiques et des bibliothèques de
matériaux actifs. Les données relatives à la modélisation dynamique de ces sys-
tèmes demeurent quelquefois possibles. Par exemple, sous l'environnement Ansys,
une description de la transformation de modèles éléments �nis vers des modèles dy-
namiques (du type représentation d'état) directement interprétables par le logiciel
Matlabr existe [Hat01]. Pour la conception de lois de commande, ou la simulation
du système contrôlé, l'environnement Simulink reste alors un outil privilégié.

� Prototypage : Des logiciels de Conception et Fabrication Assistée par Ordinateur
(CAO et FAO) facilitent cette étape. La plupart de ces logiciels sont basés sur
un modèle volumique paramètré. Des échanges de données permettent de générer
des maillages utilisables a posteriori par des logiciels de simulation numérique (par
exemple, Solidworks pour Cosmos).

2.1.2 Fondements de la méthode des blocs

Sur la base de cette analyse, la méthode logicielle FlexIn utilise une représentation
des structures à déformations réparties qui est favorable à la fois à l'interaction avec
l'opérateur, à l'optimisation, à la simulation et au prototypage.

En e�et, les structures �exibles y sont décrites comme un assemblage de briques élé-
mentaires prédé�nies (Fig. 2.1). La relation mécanique entre ces éléments de base, classés
en plusieurs catégories (les variables de raideurs, de conditions aux limites, de symétrie,
de base, de contacts, de sorties), dé�nit complètement le comportement entrée/sortie du
mécanisme �exible.

Pour le moment, la méthode ne permet de traiter que la conception de structures
planes dont les mouvements sont contenus dans ce même plan.

Blocs �exibles élementaires

Dans le cas d'une structure �exible constituée de poutres, il est généralement pos-
sible de la partitioner en blocs �exibles élémentaires. Pour éviter de considérer toute
la combinatoire des agencements possibles de poutres, le mécanisme est sous-structuré
en blocs �exibles de rigidités variables. Ces blocs sont dé�nis comme des agencements
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Figure 2.1 � Exemple de prototype de micropince monolithique en polyimide 12 ×
15 × 1 mm3 optimisée par FlexIn [Ber04] et représentation schématique des briques
élémentaires sous FlexIn.

prédé�nis de plusieurs poutres au sein d'un encombrement donné. Ils sont caractérisés
par leur forme géométrique, leur matériau, leurs dimensions, puis sont assemblés de fa-
çon à constituer la structure du mécanisme déformable. Cet assemblage permet ainsi la
conception �nale de structures monolithiques.

E�orts, déplacements, base �xe, symétrie et contacts

Ces éléments dé�nissent les conditions aux limites auxquelles est soumise la structure
mécanique.

L'actionnement de la structure mécanique est réalisé par la présence d'actionneurs
externes rapportés sur la structure �exible. Selon la nature de l'actionneur, ils sont dé-
�nis soit en force, soit en déplacement. Le détail de la représentation de ces actionneurs
dans la méthode sera donné au paragraphe 2.1.3. Le nombre et les emplacements auto-
risés de ces conditions aux limites sont dé�nis par l'utilisateur de la méthode lors de la
spéci�cation du problème de conception.

Des conditions aux limites en déplacement sur la structure peuvent aussi être impo-
sées pour :

� créer la base �xe (déplacements imposés nuls sur certains n÷uds de la structure) ;
� prendre en compte des conditions de symétrie sur la topologie (seulement une partie
des degrés de libertés en déplacement de certains n÷uds sont imposés comme nuls).
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En�n, des comportements non-linéaires dans la réponse entrée/sortie de ces structures
peuvent être induits par la présence de contacts unilatéraux intermittents : leur nombre,
leur jeu et leur emplacement autorisés dans la structure sont également renseignés par
l'utilisateur de la méthode.

Optimisation non déterministe

Le choix du processus d'optimisation développé dans la démarche est porté sur une
méthode non-déterministe. Pour trouver la solution optimale au sens d'un critère donné,
la méthode se base sur l'évaluation de ce critère pour de nombreuses solutions candi-
dates. Elle ne considère pas le gradient du critère, mais uniquement les valeurs locales
prises par le critère [Cha96].

Parmi ces algorithmes, un algorithme génétique dont le principe général est rappelé
dans l'annexeA a été programmé dans notre méthode. Celui-ci est basé en partie sur la
méthode NGSA− 2 [Deb00].

Comme annoncé dans le chapitre précédent dans le cadre de l'optimisation topo-
logique, cette démarche algorithmique demeure intéressante, car sa �exibilité, mise en
évidence notamment par [Kan97], permet d'envisager l'implémentation de critères variés.

Néanmoins, cette �exibilité se fait au détriment du temps de calcul. Pour réduire
le temps de calcul nécessaire à l'évaluation des fonctions objectifs, la solution adoptée
dans la méthode consiste à ne considérer que des modèles mécaniques de description des
blocs relativement simples. En particulier, le comportement des poutres constitutives de
ces blocs est supposé conforme à l'hypothèse de Navier-Bernoulli, dont le principe sera
rappelé au paragraphe 2.1.3. Cette modélisation o�re toutefois un cadre pertinent pour
décrire les mécanismes déformables en �exion et reste une voie peu explorée [Sax00b].

Le temps de calcul d'un algorithme génétique dépend ensuite de l'espace de recherche
à explorer. L'idée directrice suivie dans la méthode est donc d'utiliser une représentation
par blocs élémentaires qui permet de modi�er simultanément plusieurs paramètres (la
topologie, la con�guration et l'aire des sections du réseau de poutres).

Cette méthode a été mise en ÷uvre dans le logiciel expérimental FlexIn et développé
sous l'environnement logicielMatlabr 1. Plusieurs travaux de recherche ont déjà fait l'ob-
jet de développement grâce à ce langage de calcul scienti�que : les logiciels d'optimisation
topologique Topopt pour les structures 2D [Sig01a], Pennsyn pour les réseaux de poutres
[Sax00b] [Sax02] et CoMet pour la conception de membranes �exibles [Cul04].

Dans le logiciel FlexIn, les données sont stockées sous di�érents formats (entiers,
réels, chaînes de caractères, listes et matrices de tailles quelconques). Les données rela-
tives à une structure �exible à déformations réparties et actionnement extérieur discret
sont dé�nies par une structure informatique, notée structure�exible dans la suite. Cette
structure informatique caractérise l'ensemble des paramètres et des variables de concep-

1. Distribué par Mathworks(TM).



2.1 Méthode des blocs 45

tion du mécanisme �exible, et se prête bien au processus algorithmique : il est possible
de la manipuler, voire de la modi�er, sans avoir à changer les di�érentes fonctions qui
l'utilisent. Par ailleurs, une liste de structures du type structure�exible forme alors une
population d'individus pour l'algorithme génétique.

Méthode des blocs

Dans la démarche de conception proposée, les blocs �exibles élémentaires sont dé�-
nis et assemblés pour générer des solutions candidates au problème de conception. Les
performances de tels mécanismes sont évaluées, permettant de dégager une solution au
problème d'optimisation.

Dans la démarche de conception avec la méthode des blocs, le concepteur passe ainsi
par plusieurs étapes (Fig. 2.2) :

� spéci�cation d'un problème d'optimisation sur la base d'un cahier des charges
(Fig. B.1) ;

� traitement du problème d'optimisation par l'algorithme génétique ;
� sélection d'une solution pseudo-optimale vis-à-vis de di�érents critères parmi l'en-
semble de solutions retournées par l'algorithme multi-objectifs 2 (Fig. B.2) ;

� interprétation et a�nage de l'assemblage de blocs de cette structure (si besoin est,
correction les spéci�cations et/ou préciser un nouveau problème d'optimisation ou
choisir une autre solution) ;

� export du modèle de la structure en vue d'autres simulations complémentaires ;
� réalisation à terme du prototypage de la solution optimale.

Avant l'étape �nale de réalisation, les caractéristiques et performances e�ectives de
la structure choisie doivent être véri�ées en post-traitement, à l'aide de logiciels aux
éléments �nis dédiés. Pour cela, FlexIn permet de :

� convertir un réseau de blocs en réseau de poutres, a�n d'éxecuter une simulation
détaillée sous le logiciel Castem.

� convertir les données utiles de la structure-treillis vers un format de �chier standard
*.dxf, interpretable par la plupart des logiciels de CAO.

2.1.3 Paramétrage des mécanismes sous FlexIn

Dans ce paragraphe, les di�érentes variables de conception qui dé�nissent l'espace de
recherche sont présentées. Les hypothèses de calculs ainsi que les modèles mécaniques
utilisés pour la résolution du problème éléments �nis en statique sont précisés.

2. En e�et, le résultat d'une optimisation multi-critères est un ensemble de solutions pseudo-optimales
réparties le long d'un front de Pareto (chaque solution peut être représentée par des coordonnées, qui
sont les valeurs des critères utilisés).
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Bibliothèque de blocs �exibles élémentaires

Dans FlexIn, les structures résultent de l'assemblage de blocs �exibles élémentaires
qui décrivent leur topologie, leur con�guration et leurs paramètres structurels (épaisseur
et matériaux utilisés).

1. Forme des blocs : Dans le cas de structures bidimensionnelles pour lesquelles
les déformations restent dans le plan, il a été montré dans [Ber04] qu'une large
variété de mécanismes déformables pouvaient être représentée par un jeu de 36 blocs
élémentaires. Ces derniers constituent alors une bibliothèque de blocs (Fig. 2.3).
Le domaine de conception est décomposé par un maillage en plusieurs empla-
cements quadrilatéraux à quatre n÷uds, dont la forme géométrique est choisie
comme rectangulaire pour des soucis de simplicité (Fig. 2.4). Dans chacun de ces

Figure 2.2 � Démarche de conception proposée par FlexIn.
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emplacements, un bloc élémentaire issu de la bibliothèque de blocs (Fig. 2.3) peut
être placé. Ces blocs, qui sont décrits à partir d'un réseau de poutres, dé�nissent
ainsi les connexions entre les quatre n÷uds du quadrilatère. La topologie du méca-
nisme déformable complet est ainsi donnée par l'agencement des blocs dans un tel
maillage.

Cette paramétrisation du domaine de conception en rectangles permet de réduire
l'espace des con�gurations possibles et l'espace de recherche des solutions, ce qui
reste très appréciable pour l'algorithme d'optimisation considéré.

Figure 2.3 � Topologies des di�érents blocs élementaires de la bibliothèque FlexIn
associés à leur numéro de représentation.

2. Taille des blocs : La con�guration du mécanisme déformable est donnée par
les positions des n÷uds du maillage (Fig. 2.4). Leurs coordonnées dans le plan
RR = (xR,yR, zR) sont déduites des dimensions latérales de chacun des blocs :
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Figure 2.4 � Description du maillage dans le plan par des blocs rectangulaires dans le
repère RR = (xR,yR, zR).

les hauteur ai et largeur bi de chaque bloc su�sent à déterminer les positions des
n÷uds du maillage.

3. Paramètres structurels des blocs : Chacune des poutres constituant les blocs
est décrite par un nombre réduit de paramètres structurels. Cela est rendu possible
en imposant plusieurs hypothèses :
� la section de chaque poutre est constante et rectangulaire ;
� les poutres d'un même bloc possèdent toutes la même épaisseur selon zR, et leur
largeur est proportionnelle à leur longueur dans un rapport �xé arbitrairement
à 1/10 pour respecter l'hypothèse d'élancement du modèle poutre ;

� les poutres d'un même bloc sont constituées d'un seul matériau 3.

Modélisation des blocs �exibles

Les blocs sont des structures-treillis planes chargées dans leur plan et constituées de
poutres rectilignes. Ce modèle, souvent utilisé pour étudier les mécanismes déformables
[Hen01] [Sig97] [Fre97] est unidimensionnel : les équations de la mécanique des milieux
continus ne dépendent plus que d'une seule dimension de l'espace, l'abscisse curviligne
de la �bre neutre.

3. Il est à noter que l'épaisseur et le matériau sont liés par des contraintes technologiques de réalisa-
tion. Par exemple, le procédé de micro-usinage de surface permet d'obtenir des épaisseurs de polysilicium
de quelques microns, et des épaisseurs de résine SU8 de quelques dizaines de microns seulement.
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L'étude des mécanismes dans la méthode se base sur certaines hypothèses. Les pre-
mières d'entre elles sont mentionnées ici.

H1 : Le matériau suit une loi de comportement élastique linéaire isotrope, caracté-
risée par son module d'Young Y et son coe�cient de Poisson ν. Le matériau n'est ainsi
supposé être sollicité qu'en petite déformation et reste dans son domaine d'élasticité.

H2 : Le modèle de poutre respecte la condition de Navier-Bernoulli : l'élément de
surface plan orthogonal à la courbe directrice au point courant demeure orthogonal à la
�bre neutre après déformation.

H3 : L'hypothèse des petites perturbations est utilisée a�n de pourvoir résoudre les
équations analytiquement ou numériquement avec des méthodes aux éléments �nis (EF)
linéaires.

Dans la description EF de la méthode, la maille élémentaire est le modèle poutre.
Plusieurs poutres sont assemblées pour former un bloc. Chaque bloc possède un nombre
de n÷uds et un nombre de poutres spéci�ques. La matrice de rigidité d'un bloc, notée
KBloc, est obtenue en assemblant toutes les matrices des poutres qui le constituent.

Dans l'hypothèse du modèle plan, chaque n÷ud i du bloc possède trois degrés de
libertés en déplacement : deux translations suivant xR et yR, notées respectivement Xxi

et Xyi , ainsi qu'une rotation autour de zR, notée Rzi dans le repère RR = (xR,yR, zR)
(Fig. 2.5). En concaténant les degrés de liberté de tous les n÷uds d'un même bloc, on
forme le vecteur des déplacements nodaux, noté XBloc, comme suit :

XBloc =
(
Xx1 Xy1 Rz1 Xx2 Xy2 Rz2 . . . . . . . . .

)t
RR

(2.1)

où l'exposant t désigne la transposée du vecteur. La dimension du vecteur XBloc est ainsi
égale à trois fois le nombre de n÷uds du bloc.

De plus, le torseur des actions mécaniques appliquées à chaque n÷ud i comporte
également trois composantes : deux glisseurs suivant xR et yR, notées respectivement
Fxi et Fyi , et un moment autour de zR, notée Mzi (Fig. 2.5). De même, en concaténant
toutes les composantes des actions mécaniques de tous les n÷uds d'un même bloc, on
forme le vecteur des e�orts nodaux, noté FBloc, comme suit :

FBloc =
(
Fx1 Fy1 Mz1 Fx2 Fy2 Mz2 . . . . . . . . .

)t
RR

(2.2)

La dimension du vecteur FBloc est égale à celle du vecteur XBloc.

Assemblage des blocs �exibles

La taille des matrices raideur KBloc est fonction du nombre de n÷uds. A titre
d'exemple, le nombre de degrés de liberté (ddl) au sens des EF est rapporté Fig. 2.6
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Figure 2.5 � Représentation des degrés de libertés nodaux dans le plan à partir de
l'exemple du bloc élémentaire n�18 de la bibliothèque de blocs dans le repère RR.

Figure 2.6 � Tailles de di�érentes matrices raideurs (le nombre de ddl vaut trois fois le
nombre de n÷uds reliés par les poutres du bloc considéré).

pour di�érents types de blocs.

H4 : A�n de réduire la taille des matrices de rigidité, il est fait l'hypothèse que les
actions extérieures aux blocs ne peuvent être transmises à ceux-ci que par l'intermédiaire
de leurs quatre n÷uds externes.
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Figure 2.7 � Illustration de l'hypothèse de transmission des actions mécaniques entre
blocs (cas de deux blocs pleins voisins : l'hypothèse H4 réduit la liaison entre ces deux
blocs à deux liaisons encastrement au lieu de trois).

Cette hypothèse, qui limite les conditions de transmissions des e�orts entre blocs, est
présentée (Fig. 2.7).

Cinq blocs 4 de la bibliothèque (Fig. 2.3) sur 36 relient les 4 n÷uds externes du bloc
par des poutres élémentaires, vingt blocs 5 n'en relient que 3 et dix 6 n'en relient que 2.
Ainsi, dans une structure �exible décrite par un assemblage de blocs, il est rare que deux
blocs voisins aient deux n÷uds externes en commun reliés par des poutres, encore plus
rare qu'ils possèdent deux n÷uds externes et un n÷ud interne, soit trois n÷uds sur un
même côté [Ber04]. On peut raisonnablement penser que la transmission des e�orts d'un
bloc à l'autre n'est pas réalisée par les n÷uds internes, mais plutôt par les n÷uds externes.

En ne considérant que les quatre n÷uds externes des blocs, la taille des matrices de
raideur à inverser est sensiblement réduite. La méthode de réduction statique linéaire,
qui exprime la matrice de rigidité aux quatre n÷uds externes, peut donc être appliquée
(détails donnés en annexe F) : la matrice initialeKBloc de chaque bloc, les vecteurs FBloc
et XBloc sont respectivement condensés en une matrice Kc

Bloc réduite de taille 12 × 12
et en vecteurs FcBloc et X

c
Bloc réduits de taille 12× 1.

Ainsi, la structure d'un mécanisme déformable est dé�nie par l'assemblage de blocs
�exibles élémentaires, qui sont encastrés les uns aux autres par leurs quatre n÷uds ex-
ternes. De la même façon que la matrice Kc

Bloc est un assemblage condensé de l'ensemble
des matrices poutres élémentaires du bloc, la matrice de rigidité globale de la structure
est obtenue par assemblage de toutes les matrices Kc

Bloc des blocs qui la constitue. Cette
matrice, notée KGlobal, permet d'exprimer le vecteur des déplacements nodaux XGlobal

en fonction du vecteur FGlobal des e�orts nodaux externes :

FGlobal = KGlobal ·XGlobal (2.3)

Soit N le nombre de n÷uds externes de tous les blocs de la structure. L'équation
précédente s'écrit alors :

4. Blocs n�2, 5, 6, 7 et 8.
5. Blocs n�3, 4, 9, 10, 17, 18, 19, 20, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35 et 36.
6. blocs n�11, 12, 13, 14, 15, 16, 21, 22, 23 et 24.
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

Fx1
Fy1
Mz1
...

FxN
FyN
MzN


=



K1,1 K1,2 K1,3 . . . K1,3N

K2,1 K2,2 K2,3 . . . K2,3N

K3,1 K3,2 K3,3 . . . K3,3N
...

...
...

. . .
...

K3N−2,1 K3N−2,2 K3N−2,3 . . . K3N−2,3N

K3N−1,1 K3N−1,2 K3N−1,3 . . . K3N−1,3N

K3N,1 K3N,2 K3N,3 . . . K3N,3N


·



Xx1

Xy1

Rz1
...

XxN

XyN

RzN


(2.4)

Ce système est utilisé au paragraphe 2.2.2 pour l'évaluation des critères mécaniques.

Représentation des bases �xes, symétries et contacts

Les mécanismes �exibles sont liés au bâti par les bases �xes. Certaines symétries
sur la géométrie de la structure, ainsi que des contacts internes (c'est-à-dire entre deux
points de la structure) et externes (entre un point de la structure et un corps extérieur
rigide) peuvent être par ailleurs spéci�ées.

L'application visée est spéci�ée par la sortie du mécanisme déformable : la sortie
correspond aux points de la structure agissant sur le milieu extérieur, la direction du
n÷ud de sortie dans le repère RR, ainsi que les caractéristiques en terme de raideur du
milieu extérieur. Un mécanisme déformable peut comporter plusieurs degrés de libertés
de sortie (DDLS) pour représenter les divers comportements entrée/sortie du mécanisme.
Pour chacun des DDLS, la performance de la structure peut être évaluée à l'aide d'un
ou plusieurs critères.

Les paramètres qui dé�nissent l'assemblage de blocs �exibles, les conditions aux li-
mites et les conditions de contact sont supposés invariants quel que soit le DDLS.

En revanche, les paramètres qui peuvent varier d'un DDLS à l'autre sont :
� la position de la sortie en déplacement du mécanisme et l'interaction de la structure
avec le milieu extérieur. Ces paramètres ne sont pas des variables de conception,
mais des données d'entrée du problème, qui sont spéci�ques à l'application ;

� les e�ets des actionneurs, qui sont des variables de conception à déterminer pour
chaque DDLS (Fig. B.3).

La représentation schématique des di�érents paramètres est illustrée sur l'exemple
d'une pince �exible symétrique modélisée en matériau SU8 [Ber04]. Elle est inscrite dans
un rectangle de 1, 2 × 1, 6 mm2 et se déforme sous l'action d'une force appliquée dans
son plan de symétrie d'une part, et sous les réactions des n÷uds �xes et des contacts
lorsqu'ils sont actifs d'autre part (Fig. 2.8).

Représentation des actionneurs externes

Quatre façons di�érentes de dé�nir l'actionnement ont été programmées initialement
sous FlexIn [Ber04], et sont illustrées sur le cas test représenté en Fig. 2.9.
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Figure 2.8 � Exemple d'une pince simulée par FlexIn, possédant deux contacts internes
et externes à l'état inactif (A), puis à l'état actif après déformation de la structure
(B). La spéci�cation de cette pince peut être simpli�ée en exploitant la symétrie, ce qui
impose de modi�er les conditions aux limites (C). (Les degrés de liberté bloqués sont
représentés par un triangle pour Xxi et Xyi dans la direction correspondante, et par un
carré pour Rzi .)

� Déplacement externe : la première manière consiste à dé�nir le déplacement en-
gendré par l'actionneur externe en un n÷ud de la structure (exemple A1de dans
le cas de chargement DDLS1). Sur l'exemple, le déplacement est dirigé selon la
direction yR.

� Action mécanique externe : une deuxième façon consiste à dé�nir une action méca-
nique exercée par l'actionneur externe en un n÷ud de la structure (exemple A2fe

dans le cas de chargement DDLS2). Sur l'exemple, cette action mécanique est un
glisseur de direction donnée xR.

� Action mécanique interne : une troisième façon consiste à dé�nir une action mé-
canique exercée entre deux n÷uds de la structure (exemple : A3fi dans le cas de
chargement DDLS3), dont le glisseur est orienté selon la direction P3P6/‖P3P6‖.
La di�érence principale avec la dé�nition précédente est que l'actionneur est ex-
clusivement monté sur la structure (sans support �xe).

� Déplacement interne : une dernière façon consiste à spéci�er un déplacement mé-
canique entre deux n÷uds de la structure (exemple A4di dans le cas de chargement
DDLS4).
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Figure 2.9 � Cas test du double carré à 4 DDLS. L'actionneur A1de impose un dé-
placement vertical au point P2 (DDLS n�1), l'actionneur A2fe applique une résultante
mécanique horizontale au point P4 (DDLS n�2), l'actionneur A3fi exerce une résultante
mécanique entre les points P3 et P6 (DDLS n�3), et l'actionneur A4di impose un dépla-
cement entre les points P2 et P4 (DDLS n�4).

L'in�uence des actions mécaniques des actionneurs externes en force (respectivement
en déplacement) sur la structure est traduite par des composantes non-nulles correspon-
dantes aux ddl d'actionnement dans le vecteur FGlobal (respectivement XGlobal).

Ces possibilités d'actionnement permettent d'exercer de manière discrète des actions
purement mécaniques sur certains n÷uds de la structure. Ils dissocient la structure mé-
canique des actionneurs externes et nécessitent a posteriori une phase d'assemblage des
di�érents composants.

2.2 Algorithme d'optimisation

Le niveau de description des structures ainsi dé�nies convient tout à fait à la concep-
tion de mécanismes �exibles, qui peuvent être simulés avec une bonne approximation
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dans le cadre de la statique 7. Dans cette section est présenté l'algorithme d'optimisation
générale de la méthode.

2.2.1 Espace de recherche

Dans cette partie est précisé l'espace de recherche des variables, qui interviennent
dans la représentation par blocs des structures �exibles et qui seront optimisées par l'al-
gorithme génétique lors de la synthèse de solutions. Certaines de ces variables pourront
aussi être �xées à des valeurs arbitraires constantes et non-optimisées.

1. Domaine de conception Il délimite la surface dans laquelle le mécanisme dé-
formable est inscrit. Cette zone respecte l'encombrement autorisé par l'application
visée et le concepteur doit fournir plusieurs informations relatives au maillage du
domaine (nombre de blocs, types de blocs, matériaux admissibles, épaisseur des
blocs, contraintes dimensionnelles, etc).

2. Topologies On dé�nit ici les types de blocs autorisés et/ou imposés. La nature
des blocs constitutifs de la zone maillée dé�nit la topologie du réseau de poutres.
En associant un entier di�érent à chacun des 36 types de bloc de la bibliothèque,
ces topologies peuvent être codées à l'aide d'une matrice d'entiers. Un exemple de
représentation est donné sur la �gure (Fig. 2.10).

Figure 2.10 � Exemple de maillage du domaine de conception. Domaine de conception
de La de large sur Lb de long, contenant Na = 2 blocs dans la hauteur et Nb = 2 blocs
dans la largeur. a = (a1, a2) et b = (b1, b2, b3, b4) sont variables.

7. Il s'agit de trouver un compromis entre rigidité et compliance.
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3. Con�gurations Les dimensions (hauteur et largeur respectivement) des blocs qui
constituent le domaine peuvent être �xées ou variables. Deux vecteurs, notés a et
b (Fig. 2.10), dé�nissent les dimensions d'une con�guration du réseau de blocs.

4. Couples matériau/épaisseur Pour dé�nir le domaine de conception, les Nm

di�érents matériaux (M1,M2, ...,Mm) ainsi que leurs épaisseurs correspondantes
selon zR doivent être spéci�és. Pour chacun des matériaux, plusieurs épaisseurs
di�érentes peuvent être proposées.

5. Conditions aux limites Les conditions aux limites peuvent varier au cours de
l'optimisation : un nombre minimal et maximal de n÷uds susceptibles d'être blo-
qués, ainsi que leur emplacement potentiel dans le maillage, peuvent être spéci�és
pour limiter la combinatoire du problème.

6. Contacts Un nombre minimal et maximal de contacts à imposer dans la structure,
les valeurs de jeu admissibles (en accord avec l'hypothèse des petits déplacements
H4) peuvent aussi être spéci�és dans le problème d'optimisation.

7. Actionnement externe Pour chaque cas de chargement, il est possible de donner
les n÷uds de la structure susceptibles d'être actionnés, le nombre minimal et le
nombre maximal d'actionneurs nécessaires, ainsi que certaines caractéristiques de
l'actionnement (course, rigidité...).

2.2.2 Algorithme de résolution EF

De ce paramètrage des structures �exibles sont calculées les matrices KGlobal, ainsi
que les vecteurs XGlobal et FGlobal de chaque individu structure�exible de la population
courante.

Dans ce paragraphe, les principales étapes de l'algorithme de résolution numérique
implémenté sous FlexIn sont présentées pour calculer les déplacements et forces nodaux
inconnus d'un individu structure�exible respectant les conditions aux limites et de charge-
ments. Seule la résolution du problème faisant appel à des critères statiques est présentée
dans ce chapitre. L'évolution vers la prise en compte de la dynamique dans le problème
de conception fera l'objet d'un chapitre ultérieur.

Pour ce faire, le système d'équations (2.4) est tout d'abord réordonné :
� le vecteur nodal FGlobal est réordonné puis partitionné comme suit :

FGlobal =
(
Fi
Fd

)
(2.5)

Le vecteur Fi représente les actions connues appliquées sur la structure (il s'agit
des e�orts extérieurs imposés par les actionnements en force ou ceux imposés nuls
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sur les n÷uds libres de la structure). Quant au vecteur Fd, il représente les forces
inconnues à calculer (réactions du bâti sur la structure) ;

� de manière duale, le vecteur nodal XGlobal est lui-aussi réordonné et partitionné :

XGlobal =
(
Xi

Xd

)
(2.6)

Le vecteurXi représente les déplacements nodaux inconnus de la structure (il s'agit
des n÷uds libres de la structure). Le vecteur Xd représente les déplacements im-
posés (il s'agit de ceux transmis par les actionnements spéci�és en déplacements,
ou ceux imposés nuls pour les n÷uds du bâti ou des conditions de symétrie).

Ainsi, le système d'équations (2.4) est réécrit comme suit :(
Fi
Fd

)
=
[
Kii Kid

Kdi Kdd

]
·
(
Xi

Xd

)
(2.7)

où les inconnues du problème Xi et Fd sont obtenues par :(
Xi

Fd

)
=
[

K−1
ii −K−1

ii Kid

KdiK
−1
ii Kdd −KdiK

−1
ii Kid

]
·
(

Fi
Xd

)
(2.8)

Par la multiplicité des paramètres associés à la représentation des éléments �exibles,
di�érentes structures à déformations réparties et actionnement distribué peuvent être en-
visagées pour une application visée. Pour chaque structure�exible , un ensemble de critères
portant sur les vecteurs FGlobal et XGlobal ainsi calculés peuvent être évalués.

2.2.3 Evaluation de structure�exible

Di�érents critères statiques spéci�ques à l'application visée sont utilisés pour com-
parer les solutions candidates au problème de conception. Les critères utilisés sont des
fonctions à valeurs réelles, qui dépendent des variables de conception dé�nies préce-
demment. Plusieurs critères statiques sont disponibles dans la méthode, parmi lesquels
certaines fonctions-objectifs usuellement rencontrées dans la littérature. Les critères pré-
sentés ci-après sont évalués après avoir e�ectué la résolution EF décrite précédemment.

Fo1 Ds, valeur du déplacement de sortie dans la direction souhaitée.

En maximisant Ds, la projection de la trajectoire du point de sortie sur la direction
souhaitée est la plus grande possible. À l'inverse, minimiser le critère Ds revient à
rigidi�er la structure dans une direction privilégiée.

Par exemple, étant donnés FGlobal et XGlobal, ce critère est évalué pour un méca-
nisme de point de sortie correspondant au iième ddl par :

Dsi = Sti ·XGlobal (2.9)
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où le vecteur unitaire de sortie est dé�ni par :

Sti =
[

0 . . . 0 1︸︷︷︸
i-ème composante

0 . . . 0
]

(2.10)

Fo2 Ds/De, rapport d'ampli�cation des déplacements sortie/entrée, appelé aussi avan-
tage géométrique [Kot99].
A partir d'une entrée correspondant au jième ddl, il vient :

Dsi/Dej = Sti ·XGlobal

/
Etj ·XGlobal (2.11)

où le vecteur unitaire d'entrée est dé�ni par :

Etj =
[

0 . . . 0 1︸︷︷︸
j-ème composante

0 . . . 0
]

(2.12)

Fo3 Fs, valeur de la force transmise au milieu extérieur via le point de sortie :

Fsi = Sti · FGlobal (2.13)

Cette force est obtenue en considérant le n÷ud de sortie bloqué dans la direction
considérée.

Fo4 Fs/Fe, valeur du rapport d'ampli�cation des forces, appelée aussi avantage méca-
nique [Sig97] :

Fsi/Fej = Sti · FGlobal
/
Etj · FGlobal (2.14)

Signalons que des critères propres à un problème particulier peuvent aussi être déve-
loppés, puis implémentés dans le logiciel FlexIn.

2.2.4 Optimisation multi-objectifs

L'exploration de l'espace de recherche par l'algorithme génétique a pour but de trou-
ver une (ou un ensemble de) de solution(s) dont les performances, évaluées par le calcul
de critères, sont conformes à l'application visée. Si possible, la cible 8 à atteindre pour
les critères doit être précisée pour orienter l'exploration de l'espace de recherche par le
processus d'optimisation. Par défaut, l'algorithme cherche par convention à maximiser
les critères.

Pour résoudre le problème d'optimisation combinatoire, di�érents choix ont été opérés
concernant :

8. Valeurs minimale et maximale admissibles entre lesquelles doit être comprise la valeur du critère
de la solution.
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� le codage des solutions Chaque solution candidate structureflexible est un in-
dividu codé par un génotype, découpé en plusieurs chromosomes représentant les
di�érentes variables évoquées précédemment. Celles-ci sont essentiellement codées
sous forme de matrices. À partir de ce génotype, il est possible de réaliser l'évalua-
tion de structureflexible par des fonctions-objectifs dé�nissant des critères ;
Avant le lancement de l'algorithme, les matrices rigidité Kc

Bloc des blocs sont cal-
culées pour toutes les combinaisons possibles des variables admises par l'espace de
recherche (voir paragraphe 2.2.1). Elles sont ensuite conservées en mémoire : cela
permet d'éviter de calculer ces matrices à chaque itération de l'algorithme et de se
limiter à de simples assemblages de KGlobal ;

� la génération de la population initiale Une population, de taille constante
au cours de l'algorithme, est initialisée avant la première génération. Elle peut
être générée de manière aléatoire, ou être proposée par le concepteur, sous réserve
qu'elle véri�e les contraintes imposées par le problème de conception ;

� l'évaluation des critères Après avoir véri�é la validité des structures 9, les étapes
de l'algorithme de résolution sont répétées pour tous les DDLS de tous les individus
autant de fois que nécessaire. L'algorithme de résolution par éléments �nis est
détaillé dans le paragraphe (voir paragraphe 2.2.2) ;

� la sélection et les opérateurs stochastiques Une fois la nouvelle population
créée, tous les individus sont comparés selon leur évaluation pour les critères spé-
ci�és. Les individus dits de rang 1 ou dominants sont tels qu'aucun autre individu
ne possèdent de meilleures évaluations pour tous les critères réunis : ils forment le
front de Pareto 10 (Fig. 2.11). La sélection des géniteurs parmi les individus de dif-
férents rangs est paramétrée pour permettre une sélectivité des élites plus ou moins
atténuée. Le croisement et la mutation sont des opérateurs qui s'appliquent sur les
géniteurs issus de la sélection. Les règles stochastiques établies pour la constitution
des gènes des individus enfants sont donnés plus en détails dans [Ber04] ;

� le critère d'arrêt Le processus d'optimisation s'arrête lorsqu'au moins un des
critères d'arrêt suivant est atteint :
� nombre maximal de générations atteint ;
� stagnation de l'algorithme (aucune nouvelle solution de rang 1 pendant un
nombre choisi de générations) ;

� au moins une solution dans la cible.
L'algorithme restitue alors le front de Pareto de rang 1, c'est-à-dire les meilleures
solutions parcourues.

9. Mécanisme iso- ou hyperstatique, assurant pour chaque DDLS une continuité de matière entre le
(ou les) chargement(s) d'entrée et la sortie.
10. Plus généralement, chaque individu de rang k ≥ 2 est dominé par au moins un individu de rang

k − 1.
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Figure 2.11 � Exemple de fronts de Pareto d'une population évaluée suivant deux
critères Fo1 et Fo2 et représentation de la cible (exemple où une solution atteint la cible).

2.3 Conclusion

Ce chapitre a présenté les grandes lignes de la méthode initiale de conception de struc-
tures �exibles à déformations réparties et actionnement discret. Cette méthode est basée
sur l'agencement optimal de blocs �exibles élémentaires, de type réseaux de poutres,
dans un domaine de conception �xé. La topologie, les dimensions, le matériau, le nombre
et la position des points �xés au bâti, ceux des contacts et ceux des actionnements ex-
ternes, peuvent ainsi être générés automatiquement à l'aide d'un algorithme génétique
pour fournir un ensemble de solutions optimales, vis-à-vis de critères caractérisant la
tâche visée, et en correspondance avec le cahier des charges.

L'utilisation d'une représentation par blocs permet un paramètrage du problème de
conception sous forme de variables discrètes, ce qui permet entre autres de réduire l'es-
pace de recherche. De plus, sans faire de compromis a priori entre les di�érents critères
considérés (pas de coe�cients de pondération) des problèmes de conception complexes
et multi-objectifs peuvent être résolus, tirant pro�t de l'exploration de l'ensemble de
l'espace de recherche respectant les contraintes de conception �xées.

Le chapitre suivant présente la première des évolutions apportée à cette méthode
que nous avons proposés, en montrant comment la représentation par blocs de ces struc-
tures �exibles permet l'intégration de matériaux actifs au sein du mécanisme pour leur
actionnement.



Chapitre 3

Evolution de la méthode pour la

conception optimale de structures

actives

Ce chapitre traite de l'évolution de la méthode présentée dans le chapitre
précédent pour optimiser des structures actives. L'approche par blocs �exibles
élémentaires abordée au cours du chapitre précédent a été étendue. Désormais,
ces blocs peuvent être également actifs permettant l'exploitation par exploita-
tion de l'e�et piézoélectrique inverse. Ceci permet de considérer la répartition
de matériaux actifs sous forme distribuée au sein de ces structures. En parti-
culier, une formulation éléments �nis des blocs piézoélectriques est appropriée
pour le formalisme de la méthode. Des résultats préliminaires en simulation
et en expérimentation valident le modèle tel qu'il est implémenté dans le logi-
ciel FlexIn. L'intérêt de la méthode est démontré dans le cas statique : le cas
de la conception optimale d'un mécanisme piézoélectrique, inspiré du cahier
des charges d'une micropince existante, montre que notre méthode est capable
de générer des solutions innovantes et e�caces dans le cadre applicatif de la
microrobotique.

3.1 Genèse de la méthode des blocs actifs

Ainsi que cela a été décrit au chapitre précédent, quatre premières façons di�érentes
de dé�nir l'actionnement ont été programmées initialement sous FlexIn [Ber04] : deux ac-
tionnements possibles en force et deux autres possibles en déplacement voir paragraphe
2.1.3). Ces schémas d'actionnement permettent d'exercer de manière discrète sur cer-
tains n÷uds de la structure treillis des actions purement mécaniques. Ils dissocient la
structure mécanique des actionneurs. Ces derniers sont ainsi rapportés a posteriori sur
la structure, et obligent à une phase d'assemblage des di�érents composants.

61
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Figure 3.1 � Topologies des blocs actifs de la bibliothèque.

Une nouvelle méthode innovante d'actionnement intégré et distribué par blocs ac-
tifs piézoélectriques est introduite. À notre connaissance, cette nouvelle méthodologie
de synthèse de mécanismes �exibles par blocs actifs piézoélectrique n'a pas été rappor-
tée auparavant dans la littérature. Quatre topologies di�érentes de blocs actifs (de type
poutre, coude, triangle et carré) sont considérées pour introduire l'actionnement intégré
dans notre méthode. Cela permet d'obtenir une nouvelle bibliothèque de 19 blocs actifs
(Fig. 3.1). Remarquons que toutes ces topologies font aussi partie de la bibliothèque de
blocs passifs décrite Fig. 2.3.
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Ce nouveau mode d'actionnement par bloc actif consiste à actionner la structure par
la déformation locale d'un (ou plusieurs) bloc(s) actif(s) présent(s) dans son réseau de
maillage par bloc. Le cas test présenté en Fig. 3.2 illustre un exemple d'actionnement
par bloc actif. Un bloc actionneur est dé�ni par :

� une topologie de bloc (exemple : bloc carré) ;
� un ensemble de points dé�nissant l'emplacement dans le maillage du bloc actif
(exemple : P1 − P2 − P3 − P4) ;

� une di�érence de potentiels électriques d'actionnement entre les électrodes (exemple :
200 V).

Il est sous-entendu que ce bloc possède certaines propriétés piézoélectriques inhérentes
au choix du matériau. Ces propriétés nécessaires pour l'actionnement seront détaillées
au paragraphe 3.5.1.

Figure 3.2 � Cas test à un seul DDLS : l'actionneur distribué A1ba est le bloc carré
actif qui impose des déplacements couplés selon xR et yR aux points P2 et P4, ainsi que
des rotations aux points P1 et P3. Les traits pointillés indiquent l'esquisse simpli�ée de
la déformée.

Une des motivations de nos travaux est de concevoir des mécanismes monolithiques
�1.6.1. Cela est désormais rendu possible en considérant des structures planes faites de
blocs mono-matériaux piézoélectriques dans le plan (0, xR, yR) :

� soit les blocs sont alimentés en tension pour faire o�ce simultanément de structure
et d'actionneurs intégrés ;

� soit ils ne sont pas alimentés, auquel cas ils ne jouent que le rôle de structure
mécanique passive dans le comportement entrée-sortie du mécanisme.
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3.2 Principe d'actionnement des blocs actifs

Après avoir introduit les équations constitutives de la piézoélectricité, ce paragraphe
présente le principe d'actionnement des blocs actifs dans notre méthode.

3.2.1 Le phénomène de piézoélectricité

Du point de vue éthymologique, le pré�xe piézo vient du grec et signi�e presser ou
serrer : l'électricité peut être produite par l'application d'une pression. Bien qu'ayant été
prédit par Coulomb et découvert par Becquerel en 1819, l'e�et de la piézoélectricité n'est
correctement expliqué qu'en 1880 par les frères Jacques et Pierre Curie. La loi théorique
du comportement de ce type de matériau est établie par Lippman en 1881 se basant sur
des considérations thermodynamiques.

Origine de la piézoélectricité

D'un point de vue microscopique, la piézoélectricité est liée à la structure cristalline
du matériau : elle apparaît dans un cristal non centro-symétrique (ne possédant pas de
centre de symétrie). Dans un tel cristal, une contrainte de compression ou de cisaillement
dissocie le barycentre des charges positives et négatives, ce qui a pour e�et de créer un
moment dipolaire par unité de volume, c'est-à-dire une polarisation. Cette polarisation
est proportionnelle à la déformation mécanique résultante et change de signe avec elle.
Cet e�et, appelé e�et piézoélectrique direct (utilisé généralement pour la conception de
transducteurs de force, d'accéléromètres...), est réversible : une polarisation électrique,
résultante de l'application d'un champ électrique, entraîne une déformation du même
matériau. On parle alors d'e�et piézoélectrique inverse, dont une utilisation courante est
la conception de micro-actionneurs. Davantage de détails permettant la compréhension
phénoménologique des matériaux piézoélectriques sont donnés en Annexe C.

Relations fondamentales de la piézoélectricité

Les relations établies dans le cadre de la théorie de la piézoélectricité demeurent va-
lables dans un domaine fréquentiel où la vitesse des ondes acoustiques dans le matériau
est d'un ordre de grandeur au moins cinq fois inférieur à celle des ondes électromagné-
tiques [Pie87]. Dans ces circonstances, les e�ets magnétiques sont négligés, amenant à
ne considérer que le seul couplage de l'élasticité linéaire et des équations de charge élec-
trostatique via les coe�cients piézoélectriques.

La piézoélectricité met en jeu les interactions entre les phénomènes mécaniques et
électriques : elle lie la déformation S et la contrainte T mécaniques, puis le champ E et
le déplacement D électriques.

De plus, il est fait l'hypothèse suivante :
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H5 A�n de simpli�er le modèle utilisé dans notre méthode, le couplage entre les
grandeurs mécanique et électrique est décrit par des relations linéaires.

Cette hypothèse revient entre autres à ne pas considérer dans le cadre de notre mo-
délisation les e�ets d'hystérésis et de dérive naturellement existants dans les matériaux
piézoélectriques.

Conformément au standard IEEE [Pie87], le solide volumique piézoélectrique, polarisé
par convention selon l'axe 3 ou z, est repéré dans son système d'axe d'orthotropie par
le trièdre orthogonal de référence 0xyz (Fig. 3.3). Notons ROrtho. = (0, e1, e2, e3) ce
repère d'orthotropie.

Figure 3.3 � Représentation du système d'axe d'un matériau piézoélectrique.

Les contraintes et les déformations sont représentées par des tenseurs de composantes
Tkl et Sij (i, j, k et l variant de 1 à 3). La composante cartésienne ui d'un déplacement
mécanique in�nitésimal du champ de déplacement U dé�nit le tenseur des déformations
S à partir des coordonnées xj de l'espace dans le cas des petites perturbations, selon :

Sij =
1
2

(ui,j + uj,i) (3.1)

où

ui,j =
∂ui
∂xj

(3.2)

La partie antisymétrique du gradient des déplacements mécaniques détermine la rotation
rigide locale et in�nitésimale.

Le vecteur du champ électrique E est dérivé du potentiel électrique scalaire ϕ par :

Ej = −ϕ,j (3.3)
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Dans le domaine de fonctionnement linéaire du matériau et en omettant les e�ets
pyroélectriques, plusieurs relations décrivent l'interaction entre les propriétés élastiques
et électriques d'un matériau [Ber64]. Elles sont résumées en quatre doublets d'équations
qui dé�nissent plusieurs formes d'écritures indépendantes (Table 3.1).

Table 3.1 � Equations piézoélectriques.
Variables indépendantes Relations piézoélectriques Forme

T,E
Sij = sEijklTkl + dmijEm

forme d
Dm = dmklTkl + εTmnEn

T,D
Sij = sDijklTkl + gmijDm

forme g
Em = −gmklTkl + βTmnDn

S,E
Tij = cEijklSkl − emijEm forme e
Dm = emklSkl + εSmnEn

S,D
Tij = cDijklSkl − hmijDm

forme h
Em = −hmklSkl + βSmnDn

Les constantes des tenseurs piézoélectriques sont données pour certaines conditions
électriques ou mécaniques qui sont précisées en exposant :

� D : déplacement électrique constant (ou circuit ouvert) ;
� E : champ électrique constant (ou court-circuit) ;
� T : contrainte constante (ou libre mécaniquement) ;
� S : déformation constante (ou bloqué mécaniquement).

Pour alléger l'écriture, la notation matricielle réduite est introduite, tirant pro�t des
symétries des tenseurs mécaniques [Jor01]. Elle consiste à contracter les indices ij et kl
par p et q selon la table d'équivalence de Voigt (Table 3.2), amenant à doubler les termes
extra-diagonaux du tenseur des déformations :

Sij = Sp si i = j (p ∈ [[1; 3]])

2Sij = Sp si i 6= j (p ∈ [[4; 6]])
(3.4)

Table 3.2 � Correspondances entre les notations tensorielle et matricielle.
ij ou kl p ou q

11 1
22 2
33 3

23 ou 32 4
13 ou 31 5
12 ou 21 6
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Le glossaire correspondant des grandeurs mécaniques, électriques et piézoélectriques
est donné en Table 3.3.

Table 3.3 � Grandeurs matricielles électriques, mécaniques et piézoélectriques.
Type Abréviations Dénominations Dimension

E
le
ct
ri
q
u
e D Déplacement électrique ou induction (C/m2) (3× 1)

E Champ électrique (V/m) (3× 1)
ε Permittivité diélectrique (F/m) (3× 3)
β Imperméabilité diélectrique (m/F ) (3× 3)

M
éc
a
n
iq
u
e S Déformation mécanique (6× 1)

T Contrainte mécanique (N/m2) (6× 1)
s Compliance ou susceptibilité élastique (m2/N) (6× 6)
c Rigidité mécanique (N/m2) (6× 6)

P
ié
zo
él
ec
tr
iq
u
e

d
Constantes entre la contrainte et l'induction à

champ constant (C/N ou m/V ) (6× 3)

e
Constantes entre la déformation et l'induction

à champ constant (C/m2 ou N/V.m) (6× 3)

g
Constantes entre la contrainte et le champ à

induction constante (m2/C ou V.m/N) (6× 3)

h
Constantes entre la déformation et le champ à

induction constante (N/C ou V/m) (6× 3)

3.2.2 Choix d'une classe de matériau piézoélectrique pour notre mé-
thode

Outre les relations entre coe�cients qui découlent de la symétrie des indices tensoriels,
les éléments de symétrie de la structure cristalline constituant le matériau piézoélectrique
induisent un certain nombre de conséquences remarquables au niveau des di�érents ten-
seurs caractérisant les propriétés physiques du milieu.

Précédemment, plusieurs hypothèses de modélisation ont été adoptées pour conce-
voir des structures sous forme de réseaux de poutres dans notre méthode. Parmi ces
hypothèses, intéressons-nous ici à celles qui portent explicitement sur la modélisation
des poutres, notées H1, H2 et H3. Pour information, les hypothèses considérées pour la
modélisation des blocs dans notre méthode sont rappelées en annexe E. Ces hypothèses
doivent aussi être respectées pour le cas des poutres actives en matériaux piézoélectriques.

Hypothèse H1

Etudions dans quelle mesure l'hypothèse H1 d'un matériau élastique, linéaire et iso-
trope reste vraie pour le cas d'un matériau piézoélectrique.
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Pour un matériau à trois plans de symétrie orthogonaux deux à deux, dit orthotrope, le
tenseur de souplesse dé�ni dans le repère d'orthotropie prend la forme générale suivante :

s11 s12 s13 0 0 0
s12 s22 s23 0 0 0
s13 s23 s33 0 0 0
0 0 0 s44 0 0
0 0 0 0 s55 0
0 0 0 0 0 s66


ROrtho.

(3.5)

Pour de tels matériaux anisotropes, le module d'Young dépend de la direction consi-
dérée. Il découle de sa dé�nition que suivant l'axe ei, le module d'Young noté Yi est
dé�ni par [Bou02] :

Yi =
1
sXii

=
Ti
Si

(3.6)

X étant le champ électrique E ou le déplacement électrique D, suivant les conditions
électriques considérées.

De la même façon, dans la direction ej perpendiculaire à ei, le coe�cient de Poisson
est dé�ni par :

νij = −
sXij

sXii
= −Sj

Si
(3.7)

Dans le cas d'un bloc actif monolithique réalisé dans un seul même échantillon de
matière, le matériau piézoélectrique utilisé doit posséder la propriété d'isotropie trans-
verse : chaque poutre du bloc doit être caractérisée par le même module d'Young dans
sa direction longitudinale, quelle que soit son orientation θ dans le plan de référence de
l'échantillon.

A titre d'exemple, dans le cas du bloc triangle (Fig. 3.4), la poutre diagonale réfé-
rencée B sur la �gure présente une orientation θ non-nulle par rapport à la poutre A
horizontale dans le repère d'orthotropie ROrtho. = (0, e1, e2, e3) du bloc complet. Pour
un matériau dont la souplesse est celle décrite par le tenseur (3.5) dans le repère ROrtho.,
le module d'Young de la poutre A selon la première direction vaut :

Y1A =
1
sX11

(3.8)

alors que celui de la seconde poutre B di�ère. Les formules de changement de base
ROrtho. → R′ = (0, e′1, e

′
2, e

′
3) [Bri87], conduit à :

Y1B =
1

sX11
′ (3.9)
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où le coe�cient de souplesse selon l'axe e′1 vaut :

sX11
′
= cos4 (θ) sX11 + 2

(
cos2 (θ) - cos4 (θ)

)
sX12 + sin4 (θ) sX22

+
(
cos2 (θ) - cos4 (θ)

)
sX66

(3.10)

Figure 3.4 � Mise en évidence de l'importance de l'isotropie transverse dans le cas
exemple du bloc triangle piézoélectrique. Soit R′ = (0, e′1, e

′
2, e

′
3).

La modélisation éléments �nis des blocs fait intervenir le module d'Young Y selon
l'axe longitudinale indicé 1 de chacune des poutres. L'inégalité Y1B 6= Y1A n'est donc pas
permise dans le cas d'un bloc monolithique.

La propriété générale requise sur la spéci�cation du matériau est qu'il soit orthotrope
de révolution d'axe e3 : ainsi, le module d'Young du matériau est invariant quelque soit
la direction considérée dans le plan (0, e1, e2), c'est-à-dire Y1 = Y2.

Hypothèse H2

La mise en conformité de la modélisation éléments �nis des poutres piézoélectriques
avec l'hypothèse H2 sera décrite au paragraphe �3.3.

Hypothèse H3

L'hypothèse H3 qui prétend que le matériau est supposé n'être sollicité qu'en pe-
tites déformations reste bien en accord avec les faibles déformations générées par l'e�et
piézoélectrique. Signalons que l'e�et de la structure sur les déformations des poutres pié-
zoélectriques doit faire l'objet d'un post-traitement après la synthèse par notre méthode
pour s'assurer que l'hypothèse H3 reste valide.
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Choix d'une classe de matériau piézoélectrique

Les céramiques PZT , déjà plus particulièrement considérées en raison de leurs im-
portants coe�cients de couplage électromécaniques, �gurent parmi les di�érentes classes
de matériau piézoélectrique répondant à cette exigence d'isotropie dans le plan. Ces
matériaux céramiques sont assimilés aux cristaux de la classe 6 mm du système hexa-
gonal [Roy99]. Quelques valeurs de coe�cients caractéristiques sont indiqués en Table
3.4. Ses matrices de comportement se présentent selon les formes particulières suivantes :

E�et piézoélectrique inverse :

S1

S2

S3

S4

S5

S6

 =



s11 s12 s13 0 0 0
s12 s11 s13 0 0 0
s13 s13 s33 0 0 0
0 0 0 s44 0 0
0 0 0 0 s44 0
0 0 0 0 0 s66


︸ ︷︷ ︸

Compliance



T1

T2

T3

T4

T5

T6

+



0 0 d31

0 0 d31

0 0 d33

0 d15 0
d15 0 0
0 0 0


︸ ︷︷ ︸

Couplage

 E1

E2

E3



(3.11)
E�et piézoélectrique direct :

 D1

D2

D3

 =

 0 0 0 0 d15 0
0 0 0 d15 0 0
d31 d31 d33 0 0 0


︸ ︷︷ ︸

Couplage



T1

T2

T3

T4

T5

T6

+

 ε11 0 0
0 ε11 0
0 0 ε33


︸ ︷︷ ︸

Permittivité

 E1

E2

E3


(3.12)

avec : s66 = 2 (s11 − s12).

Table 3.4 � Caractéristiques de quelques matériaux PZT souvent rencontrés.

Caractéristiques PZT-5H
[Efu03]

PZT-PIC 151
doux [PI05]

PZT-PIC 181
dur [PI05]

Densité (g/cm3) 7, 5 7, 8 7, 8

Constante de charge (10−12C/N)
d31 −274 −210 −120
d33 593 500 265

Constante diélectrique relative
εT
11
ε0

3130 1980 1500
εT
33
ε0

3400 2400 1200

Constante d'élasticité (10−12m2/N)
sE
11 16, 5 15, 0 11, 8
sE
33 20, 7 19, 0 14, 2

Température de Curie (�C) - 250 330
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Figure 3.5 � Barreau en élongation.

Figure 3.6 � Empilage de n disques
fonctionnant en mode d33 (∆L =
nd33V ).

3.2.3 Di�érents modes de déformations

Trois modes de déformations peuvent être produits par le jeu de l'orientation du
champ électrique et des dimensions géométriques de la structure.

Utilisation de l'e�et longitudinal

Le champ électrique, appliqué dans le même sens que la polarisation (selon e3 par
convention), est parallèle au déplacement engendré. Une des géométries qui permet l'ex-
ploitation de cet e�et est celle d'un barreau ayant ses extrémités métallisés. Avec la
convention indiquée (Fig. 3.5), le champ électrique appliqué selon e3 génére une élon-
gation pure dans cette même direction puisque les matériaux de la classe 6mm ne per-
mettent aucun phénomène de cisaillement (d34 = d35 = d36 = 0). La linéarité des
relations piézoélectriques reste valable en considérant le champ électrique E (Table.3.1).
En introduisant le potentiel électrique dans ces relations, la linéarité n'est généralement
plus assurée.

En régime mécanique libre, l'application directe de la relation d'actionnement (3.11)
fournit le déplacement ∆L et les variations de dimensions transverses, pour i = 1, 2 :

∆L = d33V et ∆wi = d3i
wi
L V (3.13)

La réalisation de céramiques multi-couches, dites en stack (par exemple, 20 à 40 la-
melles d'épaisseur 100µm interconnectées et assemblées par collage), permet d'ampli�er
le déplacement jusqu'à une centaine de microns (Fig. 3.6).

Utilisation du cisaillement

Les déformations de cisaillement peuvent être mises à pro�t pour obtenir un dépla-
cement parallèle à une surface. Pour un milieu uniaxe dans lequel le champ électrique E
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est orienté selon l'axe e1, et dont les faces principales, situées dans la direction de polari-
sation du matériau, sont perpendiculaires à cet axe e1 (Fig. 3.7), seule une déformation
de cisaillement est produite :

∆L = d15V (3.14)

Figure 3.7 � Plaque travaillant en ci-
saillement.

Figure 3.8 � Lame utilisant l'e�et trans-
verse.

Utilisation de l'e�et transverse :

Le champ électrique et le déplacement sont dans ce dernier cas perpendiculaires. Avec
la géométrie décrite (Fig. 3.8), une déformation est générée sans cisaillement de la lame
dans le cas de matériau de classe 6mm :

∆L = d31
L

e
V (3.15)

3.2.4 Choix du mode de déformation pour les blocs actifs

Dans notre méthode, nous avons choisi de solliciter les poutres constituant chaque
bloc actif selon le mode de déformation transverse. Deux raisons essentielles ont motivé
notre choix. Elles vont être explicitées ci-dessous.

Dimensionnement des blocs actifs

Généralement, si les forces engendrées par un élément piézoélectrique sont consi-
dérables, les déformations demeurent néanmoins faibles en régime statique malgré l'ap-
plication de champs électriques de plusieurs centaines de Volts par millimètre (Table.3.5).

Toutefois, dans l'équation du comportement transverse (3.15), le facteur d'ampli�ca-
tion L/e peut atteindre plusieurs dizaines pour les poutres du bloc actif (Fig. 3.9). En
e�et, le bloc massif monocouche à partir duquel est réalisé le bloc actif peut possèder
une super�cie de quelques centimètres carrée, alors que son épaisseur e hors-plan dispo-
nible commercialement est traditionnellement de l'ordre de la centaine de microns [PI05].
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Table 3.5 � Comparaison des modes de déformation pour un parallépipède de dimension
longitudinale L = 8 mm et d'épaisseur 200µm actionné sous V = 100V .

Mode de déformation Coe�cient de couplage (PZT-5H) Déplacement ∆L

Longitudinal stack
(empilage de n couches)

d33 593.10−12C/N n× 59nm

Cisaillement d31 −274.10−12C/N −1, 09µm
Transverse d15 741× 10−12C/N 7, 41nm

Par ailleurs, un des avantages de l'emploi d'un algorithme d'optimisation multi-
critères dans notre méthode est que le scénario d'optimisation peut envisager, parmi
le panel de critères spéci�és dans le cahier des charges, le critère de maximisation du dé-
placement du n÷ud de sortie. De nouveaux schémas d'actionnement non-conventionnels
présentant de grands débattements sont ainsi favorisés dans la synthèse de conception.

Figure 3.9 � représentation du dépôt d'électrodes d'un bloc actif sur une plaque de
PZT pour exploiter l'e�et transverse.

Intégration fonctionnelle

La contrainte de déformation plane des structures exclut d'emblée le principe d'ac-
tionnement en cisaillement. De plus, l'exploitation du mode longitudinale imposerait une
disposition physique des électrodes aux extrémités nodales de chaque poutre. La réalisa-
tion pratique de blocs monolithiques n'est alors plus possible.

En revanche, l'application d'un champ électrique selon la direction transverse e3 de
chaque poutre est rendue possible par l'exploitation des pistes d'électrodes disposées sur
les faces supérieure et inférieure de ces poutres (Fig. 3.9). Cela posera peut-être le pro-
blème de la faisabilité technologique de la disposition des pistes d'électrodes sur ces blocs.
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Nous verrons ultérieurement que les techniques d'usinage mises en ÷uvre pour réaliser
nos prototypes de structures piézoélectriques permettent cette disposition des électrodes.

Dans la suite, la description de la modélisation par éléments �nis des blocs piézo-
électriques sera détaillée. Qu'ils soient actifs ou passifs, ces blocs résultent tous d'un
assemblage de poutres élémentaires. La modélisation des blocs actifs commence donc
par celle des poutres piézoélectriques élémentaires qui les constituent.

3.3 Modélisation éléments �nis en dynamique des poutres
piézoélectriques

Cette section présente la formulation générale par éléments �nis multiphysiques d'une
poutre piézoélectrique telle qu'elle est envisagée sous le formalisme de FlexIn. Le principe
de Hamilton permet en e�et une formulation variationnelle du problème sous forme
énergétique, prenant en compte le couplage électromécanique tel qu'il peut exister au
sein d'un matériau piézoélectrique. Les développements aboutissent à une formulation
matricielle de l'éléments �nis poutre à deux n÷uds.

3.3.1 Principe de Hamilton

Di�érents types de modélisation existent pour décrire le comportement dynamique
de structures piézoélectriques : les méthodes analytiques directes (pour des cas particu-
liers et des géométries simples) [Cra87] [Pre02], les méthodes d'impédance pour décrire
par analogie électrique les grandeurs fréquentielles fondamentales (telles que les réso-
nances et antirésonances) [Wan98] et les méthodes d'approximation, par éléments �nis
notamment, lorsque la complexité des structures réelles ne permet pas une formulation
explicite de la solution [Hag90].

Pour intégration dans la méthode de conception, le choix est porté sur cette dernière
modélisation. Avec l'apparition du concept des structures actives et des piézo-laminés,
les formulations de type plaque et coque sont apparues. A titre d'exemple, des formula-
tions ont été établies dans le cadre de plaques piézoélectriques véri�ant l'hypothèse de
Kircho�-Love [Hwa93] [Ple97]. Un peu plus tard, cette formulation a été étendue aux élé-
ments de type coque basés sur le modèle introduit par Reissner-Midlin : elle reste moins
restrictive que la précédente 1, puisqu'elle prend en compte les e�orts tranchants présents
dans le matériau [Pie01b]. En�n, une description générale tridimensionnelle éléments �-
nis, basée sur aucune autre hypothèse que celle de la linéarité du modèle piézoélectrique,
est établie dans [Ler90].

Dans notre méthode, les poutres sont modélisées sous les hypothèses de Navier-
Bernoulli en milieu curviligne (hypothèse H2). Nous avons développé une formulation

1. Une �bre normale au plan moyen de la coque reste droite après déformation, mais plus nécessai-
rement normale à ce plan moyen.
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du problème plan appropriée à cette hypothèse (Fig. 3.10). Les mouvements des poutres
sont compris dans le plan (0, x, y).

Figure 3.10 � Conditions aux limites pour la modélisation d'une poutre piézoélectrique
élémentaire de volume Vp. Le matériau est orienté dans son repère principal d'orthotropie,
polarisé selon la direction e3, et uniformément recouvert d'électrodes sur ses parties
supérieures et inférieures, respectivement alimentées par les potentiels électriques ϕ1 et
ϕ2. Soit le repère R = (0, x, y, z).

Les hypothèses d'un champ de polarisation du matériau orienté parallèlement à e3 =
z et d'un champ électrique appliqué parallèlement à ce même axe implique une réduction
des vecteurs champ électrique et déplacement électrique à un seul élément :{

D = D3

E = E3
(3.16)

c'est-à-dire
D1 = D2 = 0 et E1 = E2 = 0 (3.17)

Sous les hypothèses du problème plan, les vecteurs déformations et contraintes sont eux-
aussi réduits à trois éléments : {

S =
[
S1 S2 S6

]t
T =

[
T1 T2 T6

]t (3.18)

c'est-à-dire
S3 ' 0 S4 = S5 = 0 et T3 = T4 = T5 = 0 (3.19)

amenant à considérer les nouvelles relations constitutives T-E réduites (Table.3.1) :
D3

S1

S2

S6

 =


εT33 d31 d31 0
d31 sE11 sE12 0
d31 sE12 sE11 0
0 0 0 sE66




E3

T1

T2

T6

 (3.20)
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Le Principe de Hamilton (ou Principe de Moindre Action de Lagrange), qui permet
traditionnellement la formulation variationnelle du problème en élasticité linéaire, a été
généralisé à la piézoélectricité linéaire [Tie67], dans lequel le Lagrangien L du système
et les travaux virtuels sont adaptés pour inclure les contributions mécaniques et élec-
triques. L'état énergétique est décrit compte-tenu des aspects mécaniques, électriques
et du couplage électromécanique induit par les propriétés piézoélectriques. Ce principe
a par ailleurs été étendu dans le cadre de la modélisation dynamique non-linéaire de
structures composites [Yu95] [Yu96].

Selon le principe variationnel, la fonctionnelle S =
t2∫
t1

Ldt, appelée action hamilto-

nienne, prise le long d'une partie déterminée sur la trajectoire réelle dans l'espace de
con�guration est extrémale, comparativement aux fonctionnelles prises sur des courbes
très voisines dont les extrémités coïncident dans le temps et l'espace. Selon le principe de
Hamilton généralisé aux systèmes électromécaniques, l'approche variationnelle se traduit
par l'égalité des variations d'énergies, telles que sur l'intervalle de temps [t1, t2],

δS +

t2∫
t1

δWextdt = 0 (3.21)

où δWext est le travail variationnel produit par les forces extérieures non-conservatives
d'origine mécanique et électrique [Ler90] [Hag95] [Sta99].

Le Lagrangien fait intervenir les contributions de l'énergie cinétique Ec, potentielle
Ep et électrique Ee de la poutre piézoélectrique selon :

L = Ec − Ep + Ee (3.22)

Ces dernières grandeurs sont dé�nies par :

Ec =
1
2

∫
Vp

ρU̇
t
U̇dV (3.23)

Ep =
1
2

∫
Vp

StTdV (3.24)

Ee =
1
2

∫
Vp

EtDdV (3.25)

où la notation Vp désigne le volume de la poutre.
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3.3.2 Paramètres du problème

Modéliser par une représentation linéique un solide signi�e qu'il faut ramener de
manière pertinente aux points de la courbe directrice l'information relative au solide.
Les paramètres géométriques attachés aux points matériels du modèle curviligne doivent
donc traduire de façon signi�cative la constitution du solide tridimensionnel.

D'une manière générale, la position d'un point courant P d'une section de poutre,
orientée d'un angle ωz par rapport à la �bre moyenne, est repérée par ses coordonnées u
selon x et v selon y dans le repère R = (0, x, y, z) :

(P ) :


u (x, y)x
v (x, y)y
ωz (x, y) z

(3.26)

Les relations cinématiques impliquent un champ de déformations correspondant S
du type :  S1

S2

S6

 =

 ∂u
∂x
∂v
∂y

∂u
∂y + ∂v

∂x

 (3.27)

La poutre est supposée être sollicitée en traction-compression et en �exion simple.
Chaque phénomène peut être analysé séparément selon le principe de superposition dans
l'hypothèse des petits déplacements.

Traction-compression

Sous l'e�et d'un e�ort normal Nx seul, le champ de déformation des points de la
section A = h · ep de poutre droite est uniforme et est décrit par la seule déformation
S1 :

Nx =
∫∫
A

T1dA (3.28)

dans laquelle
T1 = Y S1 + νT2 − Y d31E3 et S1 = ∂u

∂x (3.29)

Les quantités ν et Y désignent respectivement le module d'Young et le coe�cient de
Poisson, dé�nis par [Bou02] :

ν = ν12 = − sE12
sE11

et Y = Y1 = 1
sE11

(3.30)

Flexion simple

Si la section reste droite après déformation (Fig. 3.11) et que les déformations et
déplacements demeurent faibles, la dépendance des grandeurs ωz et v n'est seulement
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Figure 3.11 � Déplacement de la section droite d'abscisse x dans le cas d'une sollicitation
en �exion de la poutre (l'axe x est la �bre moyenne de la poutre, et les axes y et z sont
les axes centraux principaux de la section droite).

fonction que de la variable x :

(P ) :


u (x, y)x
v (x, y)y = vG (x)y = v (x)y
ωz (x, y) z = ωz (x) z

(3.31)

avec l'égalité immédiate S2 = ∂v
∂y = 0.

De plus, la con�guration cinématique d'une section de poutre implique un champ de
déplacement en �exion simple (Fig. 3.11) :

u (x, y) = −yωz (x)
v (x, y) = vG (x) = v (x)
ωz (x, y) = ωz (x)

(3.32)

Les déformations non-nulles sont déduites par :

S1 = −y ∂ωz∂x et S6 = −ωz (x) +
∂v

∂x
(3.33)

Si la section droite reste normale à la déformée de la �bre moyenne (hypothèse H2)
(Fig. 3.12), la relation dite de Navier-Bernoulli, qui se traduit par :

ωz (x) =
∂v

∂x
, (3.34)
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permet de négliger, d'après (3.33), la déformation S6 due à l'e�ort tranchant Ty :

Ty =
∫∫
A

T6dA (3.35)

Cela conduit à ne considérer dans la �exion simple que le phénomène de �exion pure
[Cou80]. Les e�orts résultants sont réduits au seul moment �échissant [Cra97] :

Mz =
∫∫
A

−yT1dA (3.36)

dans lequel la contrainte normale T1 véri�e toujours (3.29).

Figure 3.12 � Hypothèse de Navier-Bernoulli dans le cas d'une poutre en �exion :
poutre non-déformable à l'e�ort tranchant.

Modèle résultant

Si la contrainte T2 est négligée devant T1, le modèle électromécanique unidimensionnel
à considérer s'écrit alors : {

T1 = Y S1 − Y d31E3

D3 = d31T1 + εT33E3

(3.37)

ou encore {
T1 = Y S1 − Y d31E3

D3 = d31Y S1 + ε̃33E3
(3.38)

dans lequel la permittivité électrique modi�ée ε̃33 est :

ε̃33 = εT33

(
1− k2

31

)
(3.39)
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Le terme k31 est le facteur de couplage électromécanique du matériau en mode transver-
sal. Il est adimensionnel et est dé�ni par :

k31 =
d31√
εT33s

E
11

(3.40)

Plus généralement, le coe�cient de couplage traduit la faculté d'un matériau piézoélec-
trique à transformer l'énergie mécanique qu'il reçoit en énergie électrique ou inverse-
ment 2.

Paramètres du problème

Compte-tenu des conclusions précédentes, la description des mouvements modélisés
se résume à l'évolution de la position géométrique de chaque point P de la �bre neutre
de la poutre et à celle de l'orientation ωz de la section droite qui lui est associée à
chaque instant. L'abscisse curviligne se mesure directement sur l'axe x et les équations
de comportement doivent alors être exprimées en fonction du champ de déplacement
U = [u, v, ωz]

t dé�ni dans le repère R = (x,y, z), et de Nx, Ty, Mz qui désignent res-
pectivement les forces normale et tangentielle à la section droite et le moment de �exion
autour de z (Fig. 3.13).

Dans la suite, nous introduisons les vecteurs suivants :
� le vecteur des déplacements nodaux de la poutre à deux n÷uds A et B dans le
repère R (Fig. 3.13),

Xp(t) =
[
uA(t) vA(t) ωAz (t) uB(t) vB(t) ωBz (t)

]t
R ; (3.41)

� les e�orts mécaniques externes (forces et moments mécaniques appliqués aux ex-
trémités de la poutre) dans le repère R (Fig. 3.13),

Fmp =
[
RAx RAy HA

z RBx RBy HB
z

]t
R ; (3.42)

� le vecteur des charges électriques dans le repère R,

qp =
[
qp1 qp2

]t
R ; (3.43)

(dans lequel qp1 et qp2 désignent respectivement les quantités de charge présentes
sur les électrodes supérieure et inférieure de la poutre) ;

� le vecteur des potentiels électriques ϕ sur les électrodes dans le repère R,

Vp =
[
ϕ1 ϕ2

]t
R . (3.44)

2. Par exemple, le matériau PZT PIC151 est caractérisé par un coe�cient k31 = 38% [PI05].
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Figure 3.13 � Coordonnées curvilignes de la poutre d'extrémités A et B, orientée dans
le repère global RR et chargée mécaniquement dans son plan.

3.3.3 Relation champ de déformation/déplacements

Le champ de déplacement U de la �bre neutre peut être dé�ni en fonction des valeurs
nodales des déplacements aux points d'extrémités A et B de la poutre (Fig. 3.13). Les
fonctions d'interpolation en déplacement (Annexe D) :

Fm =

 Fu
Fv
Fωz

 (3.45)

assurent le passage du discret au continu [Bat90] :

U(x, t) = Fm (x)Xp(t) (3.46)

Le champ de déformations, réduit à S1 dans le cas curviligne, s'exprime grâce à
l'opérateur de dérivation Lm tiré de (3.29) et (3.33) :

S1 =
(

∂
∂x 0 −y ∂

∂x

)
U = LmU (3.47)

Il en découle la relation du champ de déformations en fonction du vecteur nodal Xp :

S1 = NmXp(t) (3.48)
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dans laquelle Nm est la fonction de forme des déformations, dé�nie par :

Nm = LmFm (3.49)

3.3.4 Relation champ électrique/potentiels

Etant donnée la répartition uniforme des électrodes sur les faces supérieure et infé-
rieure de la poutre, le potentiel électrique ϕ à l'intérieur du domaine piézoélectrique ne
dépend pas de l'abscisse curviligne x, mais seulement de sa coordonnée en z

ϕ (z, t) = Fe (z)Vp(t) (3.50)

où Fe est la matrice de forme électrique et Vp(t) =
[
ϕ1(t) ϕ2(t)

]t
est le vecteur des

potentiels électriques sur les électrodes.

Le champ électrique, réduit à sa composante E3 selon l'épaisseur, véri�e :

E3 = −grad (ϕ) = Leϕ (3.51)

où l'opérateur Le convertit la forme du potentiel ϕ dans le domaine en un champ élec-
trique.

En substituant (3.50) dans (3.51), le champ électrique est déduit de la tension aux
électrodes par

E3 = NeVp (3.52)

où l'opérateur Ne est donné par
Ne = LeFe (3.53)

3.3.5 Travaux des forces extérieures

Le travail variationnel regroupe l'in�uence des forces externes d'origine mécanique
δWm appliquées sur la poutre piézoélectrique, ainsi que les e�orts d'origine électrique
δWe appliqués sur les surfaces Sσ d'électrodes [Tie67] [Nis67] :

δW = δWm − δWe (3.54)

� La variation du travail électrique se déduit des vecteurs de charges électriques et
de tension tel que :

δWe = qtpδVp (3.55)

avec qp le vecteur de charge électrique, dé�ni par l'intégration de la densité de
charge surfacique σ sur les électrodes (Fig. 3.10) :

qp =
∫∫
Sσ

σdS (3.56)
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� Le travail variationnel des e�orts mécaniques se déduit du vecteur Fmp des forces
de réaction nodales appliquées aux coordonnées généralisées :

δWm = δXt
pF

m
p (3.57)

Finalement, l'expression du travail variationnel devient :

δW = δXt
pF

m
p − qtpδVp (3.58)

3.3.6 Calcul des énergies

� Energie cinétique : le développement de l'énergie cinétique dé�nie à partir de
(3.23) et (3.46) amène à l'expression matricielle :

Ec =
1
2

∫
Vp

ρU̇
t
U̇dV =

1
2

∫
Vp

Ẋ
t
pFm

tρFmẊpdV =
1
2
Ẋp

t
MpẊp (3.59)

où Mp est la matrice masse de la poutre dans le repère R :

Mp =
∫
Vp

Fm
tρFmdV (3.60)

� Energie potentielle : en substituant (3.38) dans (3.24), l'énergie s'écrit dans le
cas unidimensionnel :

Ep =
1
2

∫
Vp

St1T1dV =
1
2

∫
Vp

St1 (Y S1 − Y d31E3) dV (3.61)

� L'énergie potentielle mécanique pure dans la poutre se déduit grâce à (3.48) :

1
2

∫
Vp

S1
tY S1dV =

1
2

∫
Vp

Xt
pNm

tYNmXpdV =
1
2
Xt
pKpXp (3.62)

où Kp désigne la matrice raideur de la poutre dans le repère R

Kp =
∫
Vp

Nt
mYNmdV (3.63)

� L'énergie potentielle due au couplage électromécanique dans le domaine piézo-
électrique se déduit de (3.48) et (3.52) :

1
2

∫
Vp

S1
tY d31E3dV =

1
2

∫
Vp

Xt
pN

t
mY d31NeVpdV =

1
2
Xp

tGpVp (3.64)

où Gp est la matrice de couplage électromécanique :

Gp =
∫
Vp

Nt
mY d31NedV (3.65)
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L'énergie potentielle totale devient :

Ep =
1
2
Xt
pKpXp −

1
2
Xt
pGpVp (3.66)

� Energie électrique : compte-tenu de (3.38), l'équation initiale (3.25) devient
dans le cas unidimensionnel :

Ee =
1
2

∫
Vp

Et3
(
d31Y S1 + ε̃T33E3

)
dV (3.67)

En substituant (3.48) et (3.52) dans (3.67), deux contributions distinctes sont
identi�ées :
� l'énergie purement électrique, présente à l'intérieur du domaine piézoélectrique :

1
2

∫
Vp

Et3ε̃33E3dV =
1
2

∫
Vp

Vt
pN

t
eε̃33NeVpdV =

1
2
Vt
pCpVp (3.68)

La matrice Cp dé�nit la capacitance piézoélectrique de la poutre :

Cp =
∫
Vp

Nt
eε̃33NedV (3.69)

� l'énergie électrique due au couplage électromécanique à l'intérieur du domaine
piézoélectrique :

1
2

∫
Vp

Et3d31Y S1dV =
1
2

∫
Vp

Vt
pN

t
ed31YNmXpdV =

1
2
Vt
pG

t
pXp (3.70)

L'énergie électrique totale devient :

Ee =
1
2
Vt
pCpVp +

1
2
Vt
pG

t
pXp (3.71)

Dans ce qui suit, les équations du mouvement vont être déduites par les substitutions
adéquates pour Ec, Ep, Ee, δWm et δWe dans (3.21).

3.3.7 Variation du Lagrangien

En substituant (3.71), (3.66) et (3.60) dans l'équation de dé�nition du Lagrangien
(3.22), on obtient :

L =
1
2
Ẋ
t
pMpẊp −

1
2
Xt
pKpXp +

1
2
Xt
pGpVp +

1
2
Vt
pCpVp +

1
2
Vt
pG

t
pXp (3.72)
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ce qui peut se condenser en 3 :

L =
1
2
Ẋ
t
pMpẊp −

1
2
Xt
pKpXp +Xt

pGpVp +
1
2
Vt
pCpVp (3.73)

Les identités suivantes de dérivation sont utilisées :

δ

(
1
2
Ẋ
t
pMpẊp

)
= δẊ

t
pMpẊp = Ẋ

t
pMpδẊp

δ

(
1
2
Xt
pKpXp

)
= δXt

pKpXp = Xt
pKpδXp

δ

(
1
2
Vt
pCpVp

)
= δVt

pCpVp = Vt
pCpδVp

δ
(
Xt
pGpVp

)
= δXt

pGpVp +Xt
pGpδVp

(3.74)

pour réarranger les termes de l'équation (3.73) selon :

δL = Ẋ
t
pMpδẊp − δXt

pKpXp + δXt
pGpVp +Xt

pGpδVp +Vt
pCpδVp (3.75)

La propriété de dérivation suivante, tirée de l'intégration par partie de l'énergie ci-
nétique,

Ẋ
t
pMpδẊp = δẊ

t
pMpẊp =

d

dt

(
δXt

pMpẊp

)
− δXt

pMpẌp (3.76)

permet de déduire l'expression �nale de la variation du Lagrangien

δL =
d

dt

(
δXt

pMpẊp

)
−δXt

p

(
MpẌp +KpXp −GpVp

)
+
(
Xt
pGp +Vt

pCp

)
δVp (3.77)

3.3.8 Développement du modèle EF de l'élément poutre

L'équation d'équilibre est obtenue par substitution des équations (3.58) et (3.77) dans
(3.21)

t1∫
t2

[
d

dt

(
δXt

pMpẊp

)
− δXt

p

(
MpẌp +KpXp −GpVp − Fmp

)
+

(
Xt
pGp +Vt

pCp − qtp
)
δVp

]
dt = 0

(3.78)

où les grandeurs δXt
p et δVp sont indépendantes et varient arbitrairement.

3. Etant sous-entendu que Vt
pG

t
pXp = Xt

pGpVp car la transposée d'un scalaire est lui-même.
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Modèle matriciel

L'équation d'équilibre précédente permet notamment d'aboutir au doublet d'équa-
tions matricielles dynamiques suivantes, qui caractérisent le comportement d'une poutre
élémentaire dans son repère R = (x,y, z) :

E�et piézoélectrique inverse :

MpẌp +KpXp = GpVp + Fmp (3.79)

E�et piézoélectrique direct :

Gt
pXp +Ct

pVp = qp (3.80)

En notant I = eph
3/12 le moment quadratique de la section A de poutre (constante

sur chaque poutre) (Fig. 3.10), les di�érentes matrices intervenant dans le modèle (3.79)
et (3.80) s'écrivent dans le repère R (Fig. 3.13) (les détails des calculs des fonctions de
forme permettant d'obtenir ensuite ces matrices sont donnés en Annexe D) :

Matrice masse :

Mp =



ρAL
3 0 0 ρAL

6 0 0
13ρAL

35
11ρAL2

210 0 9ρAL
70 −13ρAL2

420
ρAL3

105 0 −13ρAL2

420 −ρAL3

140
ρAL

3 0 0
(sym.) 13ρAL

35 −11ρAL2

210
ρAL3

105


R

(3.81)

Matrice raideur :

Kp =



YA
L 0 0 −YA

L 0 0
12Y I
L3

6Y I
L2 0 −12Y I

L3
6Y I
L2

4Y I
L 0 −6Y I

L2
2Y I
L2

YA
L 0 0

(sym.) 12Y I
L3 −6Y I

L2

4Y I
L


R

(3.82)

Matrice de couplage électromécanique :

Gp =



hd31Y −hd31Y
0 0
0 0

−hd31Y hd31Y
0 0
0 0


R

(3.83)
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Matrice de capacité électrique :

Cp =

(
hLε̃33
eP

−hLε̃33
eP

(sym.) hLε̃33
eP

)
R

(3.84)

Discussion

Deux régimes de fonctionnement de la poutre sont ainsi mis en évidence :

� les conditions aux limites électriques considérées dans notre con�guration (Fig. 3.10)
particularisent le problème initial, amenant à considérer l'e�et piézoélectrique, en
mode actionnement, comme un chargement extérieur directement proportionnel à
la tension électrique Up = [ϕ1 − ϕ2] entre les électrodes.
En e�et, le chargement piézoélectrique est décrit par le terme GpVp (3.79). A
partir du vecteur des potentiels électriques sur les électrodes dé�ni en (3.44), ce
chargement piézoélectrique est équivalent à une force électrique, notée Fep, qui est
une grandeur de commande de la déformation de la poutre :

Fep = GpVp =



hd31Y
0
0

−hd31Y
0
0


R

Up (3.85)

Le chargement piézoélectrique est donc perçu par la poutre comme des forces
supplémentaires de couplage électromécanique agissant uniquement en mode de
traction/compression. Les contraintes d'origine piézoélectrique se superposent al-
gébriquement aux éventuelles contraintes d'origine mécanique Fmp ;

� en mode capteur, la quantité de charges récupérée sur les électrodes mises en court-
circuit (Up = 0) est directement liée aux déplacements des n÷uds extrêmes de la
poutre.

Dans la suite de ce travail, nous considérons l'exploitation de l'e�et piézoélectrique
inverse comme moyen d'actionnement des poutres piézoélectriques et nous implémen-
terons le modèle des blocs actifs dans notre méthode d'optimisation. L'exploitation de
l'e�et piézoélectrique direct (3.80) comme moyen de mesure par des blocs sensitifs fait
partie des perspectives apportées à ce travail.

3.4 Construction du modèle EF des blocs actifs

Dans cette section nous détaillons la construction du modèle EF décrivant les blocs
actifs. Ensuite, la validation en simulation puis en expérimentation de ce modèle est
présentée.
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3.4.1 Assemblage de poutres piézoélectriques

L'assemblage de poutres piézoélectriques élémentaires permet la construction de blocs
actifs de topologies variées (Fig. 3.14).

L'intérêt d'utiliser des blocs actifs est qu'ils permettent de coupler directement plu-
sieurs ddl mécaniques, autorisant ainsi des mouvements complexes au sein d'un seul
élément du maillage de la structure �exible. Ce phénomène a été mis en évidence dans
[Gro07c] sur le cas de la conception d'un micro-actionneur piézoélectrique monolithique
avec FlexIn. L'étude comparative des performances statiques du mécanisme pour deux
optimisations distinctes (l'une en ne considérant que les blocs poutres, l'autre en considé-
rant l'ensemble des 19 types de blocs actifs) a montré que la prise en compte de topologies
variées de blocs conduit à une plus grande richesse de solutions d'une part, et à des so-
lutions caractérisées par de meilleures performances mécaniques d'autre part.

A�n de prendre en compte l'orientation des poutres dans le plan, les matrices ca-
ractérisant le comportement électromécanique de chaque poutre sont d'abord exprimées
dans la base générale RR = (xR,yR, zR), selon les formules de transformation suivantes :

MRR = (PR→RR)tMpPR→RR

KRR = (PR→RR)tKpPR→RR

FeRR = (PR→RR)tFep

(3.86)

où PR→RR est la matrice de la rotation θ autour de zR dans le plan (Fig. 3.13) :

PR→RR =



cos (θ) sin (θ) 0 0 0 0
− sin (θ) cos (θ) 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0
0 0 0 cos (θ) sin (θ) 0
0 0 0 − sin (θ) cos (θ) 0
0 0 0 0 0 1

 (3.87)

Selon la même démarche que celle décrite au paragraphe 2.1.3, ces matrices sont
ensuite assemblées pour donner les matrices raideur KBloc, masse MBloc et forces piézo-
électriques FeBloc de chaque bloc dans le repère RR.

Dans la suite, les forces d'origine mécanique et piézoélectrique sont regroupées par
sommation dans le terme générique FBloc des e�orts extérieurs 4 appliqués sur les n÷uds
externes des blocs :

FBloc = FeBloc + FmBloc (3.88)

4. Dans le chapitre précédent, FBloc était assimilé aux seules contributions mécaniques des e�orts
extérieurs (2.4). Désormais, le vecteur FBloc regroupe l'ensemble des contributions électromécaniques.
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Figure 3.14 � Bibliothèques de 19 blocs actifs (en rouge) et 36 blocs passifs (en vert).
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Remarque 1 : Toutes les poutres constitutives d'un même bloc actif sont supposées
être actionnées par une même tension UBloc.

Remarque 2 : L'écriture du modèle matriciel des blocs de la bibliothèque passive
est identique à celle donnée par (3.79), à la seule exception que la tension d'alimentation
est nulle, c'est-à-dire FeBloc = 0 .

Validité de la condensation statique des blocs actifs

Il s'agit de véri�er si l'hypothèse H4 reste valable dans le cas des blocs actifs, pour
permettre la condensation statique de la matrice raideur KBloc aux quatre n÷uds ex-
ternes du bloc. Pour cela, la condition à remplir est que les chargements piézoélectriques
ne soient concentrés qu'aux quatre n÷uds externes du bloc actif.

Les topologies choisies pour constituer la bibliothèque de blocs actifs laissent appa-
raître une annulation des e�orts d'origines piézoélectriques sur les n÷uds internes du bloc
(Fig. 3.1). En e�et, pour tous les blocs actifs de la bibliothèque, deux poutres ayant un
n÷ud interne en commun sont nécessairement de même dimension et de même orientation
dans le plan RR. Ainsi, les sollicitations en traction/compression sur les n÷uds internes
des blocs s'annulent, car deux poutres ayant un n÷ud interne en commun produisent
deux chargements piézoélectriques égaux mais de sens opposés (3.85). La force d'ori-
gine piézoélectrique d'un bloc actif devient nul sur les n÷uds internes après assemblage
des vecteurs FeRR de chaque poutre constituant le bloc actif. Le chargement est seule-
ment concentré aux quatre n÷uds externes des blocs actifs, ce qui valide l'hypothèseH4.

La méthode de condensation statique linéaire, qui exprime la matrice de rigidité aux
quatre n÷uds externes, peut donc être généralisée au cas des blocs actifs (détails donnés
en Annexe F) : la matrice initiale KBloc de chaque bloc et le vecteur FBloc des forces
électromécaniques sont condensés en une matrice Kc

Bloc réduite de taille 12 × 12 et un
vecteur FcBloc réduit de taille 12× 1.

3.4.2 Prototypage de blocs actifs

L'objectif de ce paragraphe est de valider l'étape de fabrication de tels blocs actifs
par au moins un procédé technologique de réalisation. Cette première étape est cruciale,
car elle permet de s'assurer que les futurs mécanismes synthétisés par la méthode FlexIn
seront potentiellement prototypables. L'expérience acquise par le concepteur sur les di-
mensions atteignables par ces techniques de prototypage permettra à terme de spéci�er
au mieux les problèmes d'optimisation sous FlexIn.

Le choix fait dans cette étude porte sur l'exploitation de plaques piézoélectriques
mono-couches, associées à une technique d'usinage laser. Celle-ci reste la technique la
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plus souvent rencontrée parmi les di�érents procédés o�erts pour la découpe du matériau
piézoélectrique (sciage par des outils diamantés, usinage ultra-sonore, découpe laser, etc
[Agn03a]).

Figure 3.15 � Plaque de matériau piézo-
électrique PZT avec répartition des élec-
trodes sur les faces supérieures et infé-
rieures.

Figure 3.16 � Exemplaires de quelques
blocs actifs en PZT PIC151 (avec leur
point d'encastrement) réalisés par pro-
cédé de micro-usinage laser.

Bien que très rigides, les céramiques piézoélectriques, même lorsqu'elles sont four-
nies sous forme de plaques de quelques centaines de microns d'épaisseur, restent très
fragiles, car facilement cassables. Les dimensions, dans le plan, des plaques de PZT que
nous avons utilisées pour l'usinage (modèle PIC151 de la société PI [PI05]) sont repor-
tées Fig. 3.15. Ces plaques ont une épaisseur ep de 200µm, et possèdent des électrodes
Nickel-Or réparties uniformément sur les faces supérieure et inférieure, permettant l'ap-
plication d'un champ électrique selon l'épaisseur.

Pour comparaison, deux lasers di�érents ont été employés pour le micro-usinage des
blocs actifs (Fig. 3.17) :

� la machine de découpe Laser de l'Ecole Nationale Supérieure de Mécanique et des
Microtechniques (ENSMM) à Besançon 5 est de technologie laser Nd YAG (lon-
gueur d'onde 1064nm, puissance moyenne 100W et diamètre du spot 40µm). Les
impulsions laser sont de l'ordre de la microseconde. Une campagne d'essais pré-
liminaires a permis de dégager la meilleure stratégie d'usinage qui permette de
conserver une qualité de découpe convenable ;

� un deuxième laser de la société Impulsions − SAS [IS03], capable de fournir des
impulsions lumineuses ultra-brèves de quelques dizaines de femto-secondes, a éga-
lement permis la réalisation de quelques blocs élémentaires avec une précision mi-
crométrique. L'avantage des impulsions ultra-brèves est que elles minimisent les
e�ets collatéraux, essentiellement thermiques. En réduisant les durées des impul-
sions laser, le risque d'échau�er le matériau au-delà de sa température de Curie,
synonyme d'une dépolarisation de la céramique, est réduit. La découpe par micro-
usinage laser femto-seconde o�re moins d'irrégularités sur le �anc des poutres,

5. Machine de découpe Laser DML40SI (série Lasertec) de la société Geildemeister.



92 Chapitre 3

ainsi qu'une meilleure précision de la géométrie dans les zones de raccordements
de poutres (Fig. 3.17).

Les essais e�ectués ont montré que le prototypage de blocs actifs de quelques milli-
mètres carrés est rendu possible par procédé laser, confortant ainsi le choix de la création
de blocs actifs dans la méthode d'aide à la conception optimale.

Figure 3.17 � Vues au Microscope Electronique à Balayage d'une extrémité angulaire
(en haut) et d'une poutre selon sa tranche (en bas)d'un bloc élémentaire carré réalisé
par micro-usinage laser : à gauche laser YAG, à droite laser à impulsions femto-secondes.

3.4.3 Validation expérimentale du modèle des blocs actifs : cas statique

Pour véri�er la précision du modèle d'actionnement implémenté dans la méthode de
conception, les résultats en dé�exion des quatre topologies de blocs élémentaires sont
comparés en régime permanent, pour certaines conditions aux limites d'encastrement,
avec les résultats obtenus par un logiciel commercial et par expérimentation.

La �gure 3.18 montre que les résultats prédits par FlexIn sont comparables avec
ceux obtenus par un logiciel de calculs aux éléments �nis multiphysiques commercial 6 :
les e�ets volumiques de bord et de cisaillement, négligés dans la méthode de concep-
tion préliminaire, restent en première approximation négligeables devant les dé�exions
occasionnées par l'e�et transverse d'intérêt.

Les résultats tirés des mesures expérimentales sur les blocs actifs sont conformes aux
résultats en simulation et indiquent que les procédés de micro-usinage laser ne détériorent
pas les propriétés piézoélectriques de la céramique.

6. COMSOL Multiphysics R©3.2, module MEMS E�ets piézoélectriques [Mul03].
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La comparaison des fréquences propres de ces blocs sera détaillée dans le chapitre
suivant, qui traite de la dynamique.

Remarque : Grâce à un appareil que nous avions à notre disposition, nous avons
véri�é que le coe�cient de couplage piézoélectrique d33 du matériau restait inchangé
après l'usinage, d33 ≈ 500× 10−12 C/N.

3.5 Spéci�cation des structures �exibles à actionnement pié-
zoélectrique intégré dans la méthode d'optimisation

Dans cette section sont présentées les spéci�cations nécessaires à la conception de
structures à actionnement par blocs actifs dans notre méthode.

Dans le cas d'une structure active, l'originalité de la méthode réside dans le couplage
existant entre la structure (la géométrie, les matériaux) et le principe d'actionnement.

En e�et, l'expression de la force de couplage piézoélectrique donnée par le vecteur
Fep (3.85) met en évidence l'interaction du choix du matériau via les coe�cients d31 et
Y = 1

s11
, ainsi que celui de la largeur h des poutres constitutives du bloc, avec l'intensité

de la force piézoélectrique générée.

3.5.1 Spéci�cations du matériau piézoélectrique

Pour dé�nir le problème de conception, les m di�érents matériaux (M1,M2, ...,Mm)
ainsi que leurs épaisseurs doivent être spéci�és.

Pour permettre un actionnement distribué par bloc actif, le concepteur doit spéci�er
un coe�cient piézoélectrique transverse d31 non-nul, pour permettre l'évaluation de la
force de couplage électromécanique FeBloc.

Un couple matériau/épaisseur est ainsi dé�ni par :
� le module d'Young Y = 1

s11
du matériau en MPa ;

� le coe�cient de Poisson ν ;
� l'épaisseur hors-plan ep donnée en mm ;
� la masse volumique ρ du matériau ;
� le coe�cient piézoélectrique transverse d31 en mm.V −1, éventuellement nul si le
matériau est passif ;

� deux coe�cients, baptisés α1 et α2, qui seront dé�nis dans le chapitre suivant
traitant de l'introduction de la partie dynamique dans notre méthode ;
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Bloc poutre δx

FlexIn 2, 10
Comsol Multiphysics 2, 05
Expérimentation 2, 09

Bloc coude δx δy

FlexIn 0, 00 −1, 57
Comsol Multiphysics 0, 29 −1, 33
Expérimentation 0, 33 −1, 35

Bloc triangle δ1x δ1y

FlexIn 0, 00 −2, 36
Comsol Multiphysics −0, 04 −2, 29
Expérimentation −0, 14 −2, 16

Bloc triangle δ2x δ2y

FlexIn −2, 36 2, 36
Comsol Multiphysics −2, 41 2, 12
Expérimentation −3, 02 2, 00

Bloc carré δx δy

FlexIn −1, 30 1, 30
Comsol Multiphysics −1, 31 1, 31
Expérimentation −1, 15 1, 19

Figure 3.18 � Comparaison des résultats de déplacements en statique en µm (blocs
soumis à une tension UBloc = 200V ) : cas des blocs poutre (laser YAG), coude (laser
femto-seconde), triangle (laser femto-seconde) et carré (laser YAG).



3.6 Intérêt de la méthode d'optimisation dans le cas statique : cas de la pince MMOC de

l'AS2M 95

� une contrainte limite autorisée du matériau, nécessaire pour la prise en compte de
certains critères mécaniques [RL06] (par exemple, contrainte limite d'élasticité ou
de rupture pour le critère de Von Mises 7).

3.5.2 Spéci�cation des actionneurs par blocs actifs

Pour contraindre le nombre de possibilités d'actionnement, il est possible de spéci�er
plusieurs champs lors de la spéci�cation du problème d'optimisation :

� le nombre minimal et le nombre maximal de blocs actifs contenus dans l'assemblage
de blocs. Dans le cas d'une structure piézoélectrique, le nombre minimal de blocs
actifs est par défaut �xé à 1 par l'algorithme ;

� les n÷uds de la structure pouvant potentiellement faire partie d'un bloc actif. En
se basant sur des critères d'accessibilité, ou de fabrication, il est ainsi possible de
limiter l'ensemble des n÷uds susceptibles d'être actionnés 8 ;

� les caractéristiques de tension d'actionnement. Si le concepteur connaît la source de
tension électrique disponible pour alimenter la structure active, il peut renseigner
les tensions minimale UminiBloc et maximale UmaxiBloc admissibles pour l'optimisation de
la conception.

Finalement, la topologie complète résulte d'un assemblage de deux topologies (Fig. 3.19) :
l'une faite de blocs passifs (pouvant éventuellement être en matériau piézoélectrique,
mais ces blocs ne seront pas alimentés en tension électrique) et l'autre de blocs actifs
(nécessairement en matériau piézoélectrique et alimentés en tension électrique). Dans
l'implémentation logicielle actuelle, les blocs actifs sont considérés comme dominants
sur les blocs passifs, eux-mêmes dominants sur le bloc vide, numéroté 1 dans la biblio-
thèque de blocs (Fig. 3.14). Ainsi, pour un emplacement donné du maillage, la topologie
�nale active/passive est déduite selon la règle suivante :

� lorsqu'un bloc actif et un bloc passif co-existent sur le même emplacement de
maillage, c'est le bloc actif qui l'emporte ;

� lorsqu'un bloc actif ou passif co-existent avec le bloc vide numéroté 1, c'est le bloc
non-vide qui l'emporte ;

� lorsque deux blocs vides co-existent, c'est le bloc vide qui �gure sur l'emplacement.

3.6 Intérêt de la méthode d'optimisation dans le cas sta-
tique : cas de la pince MMOC de l'AS2M

Dans cette section, notre méthode d'optimisation de structures à actionnement inté-
gré est testée dans un cas particulier de système microrobotique : la micropince piézoélec-
trique à deux doigts de serrage, baptisée MMOC (Microprehensile Microrobot On Chip)

7. Dans le cas de matériau piézoélectrique, la contrainte limite à la rupture est de l'ordre de 250MPa.
En pratique, cette valeur ne doit jamais être approchée, car la dépolarisation du matériau apparaît pour
des pressions égales à seulement 20% de la limite élastique.

8. Pour des raisons pratiques ou de sécurité, il peut parfois être souhaitable d'imposer une distance
minimale entre les n÷uds actionnés en tension et les n÷uds e�ecteurs de la sortie.
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Figure 3.19 � Création de la topologie d'un individu constitué de blocs passifs et actifs
(exemple de représentation avec deux blocs actifs).

[Agn03c] [Agn03d] [Pér05], développée au Département Automatique et Systèmes Micro-
Mécatroniques de l'Institut FEMTO-ST à Besançon. Sur la base des résultats obtenus
par notre méthode, une étude comparative en simulation est présentée [Gro07b].

3.6.1 Caractéristiques du MMOC

Ce micropréhenseur est capable de saisir, maintenir et lâcher des objets de taille
submillimétrique à l'aide de deux doigts de serrage. Chacun d'entre eux est capable de
se mouvoir indépendamment dans deux directions perpendiculaires, o�rant ainsi quatre
degrés de liberté élémentaires (Fig. 3.20).

Ce système microrobotique est essentiellement constitué de deux composants :
� les deux actionneurs élémentaires de la pince sont deux actionneurs piézoélec-
triques monolithiques o�rant chacun deux degrés de liberté, appelés duo-bimorphes
(Fig. 3.21). Un actionneur, réalisé par usinage ultrasonore, consiste en deux struc-
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Figure 3.20 � Version du MMOC en boîtier DIL (d'après [Agn03a]) : le composant
microrobotique se présente sous la forme d'un boîtier compact dont émerge la partie utile
(organes terminaux de préhension).

tures bimorphes parallèles réalisées en céramique piézoélectrique PZT PIC 151.
Un duo-bimorphe est capable de fournir deux degrés de libertés découplés selon
les directions y et z grâce à deux couches superposées piézoélectriques d'épaisseur
eb = 200µm ;

� des organes terminaux d'épaisseur 200µm et d'écartement initial entre mors de
250µm sont réalisés par procédé LIGA 9UV (Fig. 3.22).

Figure 3.21 � Actionneurs piézocéra-
miques : doigts actifs.

Figure 3.22 � Organes terminaux en Ni-
ckel.

Notre étude comparative se concentre sur la conception des micro-actionneurs duo-
bimorphes. Par le jeu des di�érentes tensions appliquées sur ses électrodes, un duo-
bimorphe est capable de générer indépendamment des déformations mécaniques dans les
plan (xR,yR) et (yR, zR) (Fig. 3.23).

Pour les déformations dans le plan (xR,yR), les tensions appliquées sur les électrodes
adjacentes et opposées sont respectivement +Vy et −Vy (Fig. 3.23-a). Ainsi, les direc-
tions selon zR des champs électriques E1 et E2 sont opposées. Les couches de matériau
piézoélectrique situées sous le champ E1 se déforment dans la direction xR en s'étirant,
proportionnellement à la constante piézoélectrique d31 : SxE1

= −d31
Vy
eb

(avec d31 < 0

9. Acronyme allemand de "Röntgenlithographie, Galvanoformung, Abformung" pour désigner un
procédé de fabrication par lithographie aux rayons X.
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pour le cas du PZT PIC 151). Comme le champ E2 est orientée en sens opposé, la partie
des couches piézoélectriques soumise à ce champ électrique se contracte, résultant dans
un mouvement global de �exion du bimorphe dans le plan (xR,yR).

Pour les déformations dans le plan (xR, zR), les tensions appliquées sur les électrodes
sont toutes égales à +Vz (Fig. 3.23-b), ce qui a pour e�et de créer des champs électriques
qui sont uniformes dans chaque couche de matériau piézoélectrique. En revanche, les
champs sont de sens opposés dans ces deux couches, ce qui a pour e�et d'induire un
mouvement global de �exion dans le plan (xR, zR).

Dans la suite, notre étude se limite à la synthèse optimale d'un micro-actionneur
dont les mouvements sont contenus dans le plan (xR,yR) : les mouvements hors-plan ne
sont pas pris en compte.

Figure 3.23 � Principe de fonctionnement de l'actionneur piézoélectrique du duo-
bimorphe dans les plans (xR,yR) (a) et (xR, zR) (b). La section du duo-bimorphe dans
le plan (yR, zR) est présentée en traits continus ; la déformée en traits pointillés.

Les formulations analytiques de la dé�exion libre δMMOC
y et de la force de blocage

FMMOC
y en statique d'un tel actionneur peuvent en première approximation être établies

grâce aux équations de la mécanique des milieux continus, des relations de la piézoélectri-
cité [Lit03] et sur une généralisation aux cas du couplage hors-plan du modèle de Smits
[Smi91a] [Smi91b]. Avec les dimensions qui sont celles du microsystème, la dé�exion
libre 10 et la force de blocage 11, estimées pour une tension d'actionnement Vy = ±100V ,
valent respectivement :

δMMOC
y = ±26, 5µm et FMMOC

y = 81, 8mN (3.89)

3.6.2 Spéci�cation du problème de conception des micro-actionneurs

Pour tirer pro�t de la taille maximale occupée par les micro-actionneurs dans le boî-
tier (Fig. 3.24), la moitié symétrique du domaine d'optimisation topologique est choisie

10. La dé�exion libre est dé�nie ici comme le mouvement de la sortie du mécanisme lorsque celle-ci
n'est contrainte mécaniquement par aucune force extérieure.
11. La force de blocage est dé�nie ici comme la force générée par la sortie du mécanisme sur l'objet

manipulé lorsque la sortie mécanique ne produit aucun déplacement mécanique.
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comme ayant une aire égale à 13×7, 5 mm2 dans le plan (l'épaisseur étant �xée à 200µm
pour rester en conformité avec la conception initiale).

Figure 3.24 � Éléments constituants le MMOC et dimensions associées.

Ce domaine est constitué d'un assemblage de blocs actifs et passifs à déterminer par
la méthode d'optimisation : il est testé ici la synthèse d'une structure treillis totalement
monolithique dont certaines poutres sont alimentées pour l'actionnement, exploitant ainsi
l'e�et piézoélectrique. Pour la synthèse, le nombre de blocs actifs peut être compris entre
1 et 9. La di�érence de potentiels électriques permise pour chaque bloc actif est choisie
comme pouvant être égale soit à +100V , soit à −100V .

Figure 3.25 � Maillage FlexIn de la demi-partie du microactionneur �exible symétrique
avec conditions aux limites imposées et autorisées.
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Lorsque soumise à ces di�érences de potentiels, la structure doit assurer selon yR
un déplacement ainsi qu'une force de blocage du n÷ud de sortie. Deux spéci�cations
di�érentes du problème, appelées Optimisation A et Optimisation B, sont envisagées, ce
qui permet la prise en compte de deux types de conditions aux limites di�érentes sur les
n÷uds bloqués (Fig. 3.25). Dans les deux cas, le rapport de taille des blocs est borné
selon 1 ≤ bmax/bmin ≤ 5 et 1 ≤ amax/amin ≤ 8.

3.6.3 Résultats

Les deux problèmes de conception optimale sont résolus avec pour objectif la maximi-
sation simultanée du déplacement libre δy et de la force de blocage Fy. Les meilleurs com-
promis sont conservés lorsque l'algorithme ne fournit plus de nouvelle solution pseudo-
optimale pendant 250 générations (critère d'arrêt choisi). Les deux fronts de Pareto A
et B regroupent l'ensemble des solutions pseudo-optimales au problème de conception,
proposant ainsi des structures non-intuitives, qui sont capables d'améliorer les caractéris-
tiques statiques en terme de déplacement/force du bimorphe piézoélectrique du MMOC
(Fig. 3.26).

Figure 3.26 � Fronts de Pareto A et B des solutions synthétisées par FlexIn. Les per-
formances des solutions sont évaluées pour une tension d'actionnement de ±100V . (Pa-
ramètres génétiques utilisés : population de 200 individus, probabilité de mutation sur
les individus et les gènes de 40%, critère de stagnation à 250 générations).

Le front de Pareto A est globalement situé au-dessus du front B : la relaxation des
contraintes sur les n÷uds bloqués en déplacement amène à de meilleures solutions, en
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particulier pour les faibles valeurs de déplacement.

Pour illustrer les performances obtenues par des nouvelles conceptions de structures
�exibles, deux solutions, notées a et b, sont tirées de chacun des deux fronts de Pareto
A et B, puis analysées (Fig. 3.26). Les topologies, les représentations volumiques, ainsi
que les déformées spatiales de ces deux structures sont illustrées en Fig. 3.27. Pour une
tension d'actionnement V = ±100V , leurs performances mécaniques en déplacement
(respectivement en forces) sont de l'ordre de 1, 5 fois (respectivement 4, 9 fois) plus
importantes que celles de la pince MMOC :{

δay = ±37, 8µm
δby = ±41, 4µm

et

{
F ay = 316, 8mN
F by = 315, 9mN

(3.90)

La représentation par blocs permet de calculer di�érents critères globaux, mais sous
réserve d'hypothèses restrictives. Dans le cadre d'hypothèses plus larges, de la prise
en compte des non-linéarités géométriques, de la véri�cation des charges critiques de
�ambage, etc, les simulations peuvent se faire grâce à un maillage volumique en post-
traitement. Grâce aux fonctions développées dans FlexIn autorisant l'export des struc-
tures sous formes d'assemblage de poutres, ces performances de critères δy et Fy ont
été validés pour les structures a et b sous Comsol Multiphysics. En simulation, l'erreur
d'estimation commise par FlexIn est inférieure à 6%.

3.7 Conclusion

Dans ce chapitre, une nouvelle méthode de conception optimale pour les mécanismes
piézoélectriques à actionnement intégré a été présentée. Cette méthode considère le mé-
canisme comme un assemblage de blocs élémentaires, qui peuvent être passifs ou rendus
actifs par e�et piézoélectrique transverse.

Chaque bloc piézoélectrique est décrit par une formulation éléments �nis multiphy-
siques de type poutre à deux n÷uds, qui considère, sous certaines hypothèses, l'action
piézoélectrique comme un chargement supplémentaire, directement proportionnel à la
tension. La précision du modèle de prédiction implémenté sous FlexIn est en conformité
avec les résultats obtenus en simulation par un logiciel de simulation par éléments �nis
multiphysiques du commerce, ainsi que par ceux obtenus en expérimentation.

A�n d'expérimenter la méthode, FlexIn a été testé sur un exemple de conception op-
timale d'un système piézoélectrique, issu du champ applicatif de la microrobotique. Les
résultats préliminaires, validés en statique, démontrent l'intérêt de la nouvelle méthode
d'aide à la conception optimale : celle-ci est capable de génèrer des conceptions monoli-
thiques innovantes et e�caces, proposant des schémas d'actionnement di�érents de ceux
habituellement rencontrés lors d'applications de micromanipulation avec des géométries
peu ou pas du tout intuitives.
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Figure 3.27 � Représentations sous Comsol Multiphysics des micro-actionneurs a (en
haut) et b (en bas) complets à partir de la demi-structure optimisée, ainsi que de leur
déformée en con�guration mors ouverts pour des tensions d'actionnement de +100V ou
−100V selon les blocs.
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Dans la phase �nale de mise en ÷uvre de tels systèmes, la commande reste une étape
cruciale. Pour autant, certains critères relatifs au domaine de l'automatique peuvent être
pris en compte dès l'étape de conception préliminaire pour faciliter à terme la tâche de
l'automaticien et adopter ainsi une démarche adaptronique. Cela nécessite d'abord de
prendre en compte la dynamique de ces systèmes sous une forme qui soit compatible
avec le formalisme adopté dans notre méthode. Le chapitre suivant aborde ces aspects.
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Chapitre 4

Intégration de la dynamique dans la

méthode d'optimisation -

Introduction de nouveaux critères

pour la commande

Ce chapitre présente les développements menés pour introduire une repré-
sentation dynamique du comportement entrée(s)-sortie(s) des mécanismes
�exibles sous FlexIn. L'écriture d'un modèle dynamique permet d'envisager
la prise en compte de nouvelles stratégies de conception optimale de ces sys-
tèmes. Deux nouveaux critères numériques sont introduits dans FlexIn pour
tenter de répondre, dès l'étape amont de conception du mécanisme, aux pro-
blématiques liées à l'identi�cation et à la commande des systèmes �exibles.
Ces nouveaux critères, une fois numérisés, sont ensuite mis à pro�t pour
étudier la conception optimale d'un micro-actionneur piézoélectrique mono-
lithique par le logiciel de synthèse FlexIn. En plus de critères mécaniques
usuels (du type force et déplacement), la prise en compte de ces nouveaux
critères orientés commande a permis de synthétiser des structures dont la
réponse fréquentielle est orientée par le concepteur. Parmi le panel des solu-
tions pseudo-optimales candidates au problème de conception, une structure
a été choisie, puis spéci�quement étudiée en vue de son prototypage et de son
test ultérieurs.

4.1 Extension de la méthode à la dynamique

Dans l'algorithme d'optimisation, le modèle dynamique de chaque individu structureflexible
de la population courante est calculé numériquement à partir de ses propriétés géomé-
triques, de sa topologie et d'un modèle de connaissance de son (ou ses) matériau(x)

105
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constitutif(s).

La modélisation qui a été adoptée pour implémenter la partie dynamique dans FlexIn
est présentée dans ce paragraphe. Dans l'algorithme, les individus sont modélisés comme
des systèmes dynamiques linéaires temporellement invariants (LTI ) d'entrée(s) u et de
sortie(s) y. Ces modèles de comportement sont exprimés en termes de masse, raideur et
amortissement.

4.1.1 Problématique de la condensation matricielle pour la dynamique

Dans le logiciel FlexIn, les individus sont modélisés par un assemblage de blocs élé-
mentaires, contraints par des conditions aux limites en force et en déplacement.

De cette structuration par blocs, il est possible de déduire le comportement dyna-
mique global de la structure de plusieurs manières :

� par synthèse modale 1 à partir des modes des blocs (cas de la méthode de Craig-
Bampton [Cra68]) ;

� par couplage impédanciel à partir des fonctions de transfert des sous-structures
[Ott90] [Cup00] ;

� ou par assemblage matriciel [Gir97].

Dans FlexIn, le comportement de chacun des blocs étant caractérisé par un jeu de
matrices élémentaires, la technique d'analyse dynamique par assemblage matriciel semble
de prime abord la plus appropriée. Contrairement à la méthode de Craig-Bampton, elle
présente l'avantage de ne pas nécessiter, au cours de l'algorithme, de stockages de don-
nées autres que les matrices raideur et masse élémentaires de chaque bloc.

Dans un premier temps, le modèle du comportement dynamique conservatif de chaque
individu est calculé par assemblage des matrices de raideur et de masse des di�érents
blocs. De ce fait, la précision du modèle linéaire matriciel, qui in�ue sur l'exactitude des
réponses statique et fréquentielle, est directement liée à celle des calculs numériques des
matrices des blocs.

Nous avons vu au chapitre 2 que la modélisation adoptée dans FlexIn initial, dans le
cadre restrictif de la forme statique (paragraphe 2.2), considère la condensation de Guyan
pour l'obtention des matrices des blocs à leur quatre n÷uds externes (annexe F). Cette
méthode de condensation n'introduit pas d'erreur sur l'exactitude de la réponse statique
du bloc : elle est exacte à fréquence nulle. Si l'on applique la transformation statique
Ts
Bloc, qui a servi à condenser la matrice raideur KBloc (F.5), au cas de la matrice masse

MBloc selon

Kc
Bloc = (Ts

Bloc)
tKBlocT

s
Bloc et Mc

Bloc = (Ts
Bloc)

tMBlocT
s
Bloc, (4.1)

1. Ces méthodes de modes composants combinent l'exactitude de la réduction statique du modèle
avec celle d'un nombre restreint de premiers modes propres. Le comportement de la structure est calculé
sur la base de ses propriétés statique et vibratoire locales.
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Table 4.1 � Comparaisons des estimations des trois premières fréquences propres d'une
poutre passive encastrée-libre dans le plan, bloc passif n�13 de la bibliothèque (caracté-
ristiques mécaniques : Y = 66, 7MPa, ρ = 7800kg/m3, longueur 1mm, largeur 100µm
et épaisseur ep = 200µm).

Trois premières fréquences propres (Hz) fn1 fn2 fn3

FlexIn (cas condensé) 237, 7 1898, 8 8136, 8
FlexIn (cas non-condensé) 237, 9 1447, 9 4333, 1
Cast3M (2 éléments de maillage) 237, 9 1476, 0 4089, 5
Modèle analytique théorique 238, 4 1494, 1 5020, 6

il s'avère que des termes inertiels sont négligés 2 lors de cette transformation, alors qu'ils
sont en réalité prépondérants dans la réponse dynamique de la structure si elle est solli-
citée à des fréquences importantes. Pour illustrer ce phénomène, une rapide comparaison
de l'estimation des premières fréquences propres a été réalisée pour le cas test du bloc
poutre n�13 de la bibliothèque de FlexIn (Table.4.1). Elle indique que la méthode de ré-
duction statique de Guyan ne peut être appliquée dans notre méthode qu'au prix d'une
estimation très grossière des fréquences propres du système. La condensation statique de
la matrice masse des blocs est donc une piste à exclure pour les problèmes de conception
traitant d'aspects dynamiques.

Néanmoins, pour des raisons de coûts de calculs, la réduction de Guyan reste tout
à fait justi�ée pour les problèmes d'optimisation dans le cas statique, d'autant plus que
dans ce cas l'évaluation des critères reste exactes via la matrice condensée Kc

Bloc
3.

Pour pallier ce manque de précision sur la dynamique, la technique de réduction sta-
tique peut être a�née par la technique dite IRS (Improved Reduced System) [O'C89],
puis par ses variantes itératives [Fri95] [Fri98] [Kou07]. Ces méthodes, qui consistent à
modi�er la matrice de transformation Ts

Bloc en prenant en compte a posteriori les termes
inertiels négligés, ne permettent pas pour autant de rendre compte �dèlement de la ré-
ponse du système complet au-delà d'une certaine fréquence limite. Seules les premières
fréquences de résonance correspondent à celles du système initial non-réduit. Un autre
inconvénient est que le modèle de réduction IRS n'est pas exact dans l'estimation du
cas statique, la raideur de la structure étant alors surestimée par l'ajout arti�ciel de
termes inertiels dans la matrice de transformation. En�n, il existe d'autres techniques
de réduction dynamique qui sont capables de prendre en compte les e�ets inertiels à
une fréquence d'intérêt particulière [Paz84]. Cela augmente la précision de la réponse de
manière signi�cative. Mais, si plusieurs fréquences naturelles sont à considérer, cela n'est
souvent possible qu'au prix d'un temps de calcul élevé. En�n, signalons que la plupart

2. Ceux relatifs aux n÷uds internes.
3. Une raison supplémentaire est liée au fait que la modélisation par éléments poutres de Navier-

Bernoulli représente déjà une simpli�cation du modèle des structures. Il vaut mieux éviter d'en ajouter
d'autres qui pourraient entraîner de trop gros écarts a posteriori entre la prédiction de FlexIn et les
structures réelles.
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de ces méthodes de condensation de modèles omettent les termes d'amortissement [Pil98].

Sur la base de ces considérations, il est �nalement choisi d'utiliser dans l'algorithme
une description complète des blocs par leur matrices non-réduites MBloc et KBloc.

Pour véri�er la précision de la matrice masse MBloc issue du modèle curviligne des
blocs, les prédictions des modes propres de déformation des blocs par FlexIn sont com-
parées à celles du logiciel commercial COMSOL Multiphysics. La résolution numérique
mise en ÷uvre pour estimer les fréquences propres de ces structures sera expliquée au
paragraphe 4.1.3. Puisque la modélisation adoptée dans la méthode de conception est
planaire, seuls les modes plans de déformation sont comparés ici.

Les cinq premières fréquences propres des quatre topologies de blocs (poutre (Fig. 4.1),
coude (Fig. 4.2), triangle (Fig. 4.3) et carré (Fig. 4.4)) sont comparées. Les dimensions
des blocs considérées sont celles données en Fig. 3.18.

Les écarts relatifs sur l'estimation des fréquences propres sont jugés acceptables : la
démarche de conception proposée a pour vocation d'être préliminaire, en ce sens qu'elle
devra toujours s'accompagner a posteriori de simulation en phase de post-traitement
pour prendre en compte les e�ets non-modélisés et potentiellement coûteux en temps
d'optimisation (par exemple, l'étude des non-linéarités, la prise en compte des e�ets vo-
lumiques).

Figure 4.1 � Comparaison FlexIn/Comsol Multiphysics des estimations des cinq pre-
mières fréquences propres du bloc poutre (maillage Comsol Multiphysics en 4137 éléments
tétraédriques).
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Figure 4.2 � Comparaison FlexIn/Comsol Multiphysics des estimations des cinq pre-
mières fréquences propres du bloc coude (maillage Comsol Multiphysics en 4482 éléments
tétraédriques).

Figure 4.3 � Comparaison FlexIn/Comsol Multiphysics des estimations des cinq pre-
mières fréquences propres du bloc triangle (maillage Comsol Multiphysics en 4347 élé-
ments tétraédriques).
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Figure 4.4 � Comparaison FlexIn/Comsol Multiphysics des estimations des cinq pre-
mières fréquences propres du bloc carré (maillage Comsol Multiphysics en 5378 éléments
tétraédriques).

A l'instar de la matriceKGlobale qui avait été introduite précédemment pour décrire la
raideur de la structure (comme un assemblage des matrices raideur des blocs condensées
Kc
Bloc), les matrices qui seront considérées pour décrire le comportement dynamique de

la structure globale sont Mg et Kg. Elles résultent de l'assemblage des matrices pleines
des blocs : MBloc et KBloc.

4.1.2 Modèle dynamique des structures dans FlexIn

A partir de Mg et Kg, un modèle dynamique matriciel du 2nd ordre est établi pour
chaque individu. Il prépare la mise sous forme de représentation d'état du système :
celle-ci reste un outil privilégié pour la mise en place de critères relatifs à la commande
des systèmes, ainsi que pour simuler leur comportement entrée(s)-sortie(s).

Le modèle dynamique discrétisé du comportement non-dissipatif des structures s'écrit
alors :

MgẌg +KgXg = Egu

y = FgXg (4.2)

Remarque 1 : De manière générale, FlexIn peut permettre la modélisation de sys-
tèmes MIMO (Multi-Inputs Multi-Outputs), dé�nis au sens automatique du terme.
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Remarque 2 : La sortie mécanique y est supposée être dans ce qui suit à comman-
der en déplacement. Dans ce chapitre, l'attention sera plus particulièrement focalisée
sur l'actionnement. Ainsi, il ne sera pas fait de distinction entre sortie commandée et
observée 4.

Sur le plan logiciel, à partir du génotype d'une structureflexible sélectionnée par le
concepteur, il est possible de simuler ses réponses fréquentielles (Fig. B.5).

Dans FlexIn, le modèle dynamique d'un mécanisme �exible est paramétré par un
triplet (p, r, s) d'entiers, qui dé�nissent la taille des matrices impliquées dans l'écriture
du modèle :

� p pour dénombrer le nombre de degrés de liberté (au sens éléments �nis) de la
structure (p = 3×Nbrenuds) ;

� r pour représenter le nombre de sorties mécaniques du système (à rapprocher de
la dé�nition des DDLS dé�nis précédemment 5) ;

� s pour caractériser le nombre d'actionneurs (données d'entrée).

Avec ces notations, il s'ensuit que :
� les vecteurs Xg et Ẍg, qui représentent respectivement les déplacements et accélé-
rations nodaux de la structure treillis, sont de dimension p× 1 ;

� le vecteur u, dont les composantes dépendent du temps, est de taille s × 1 ; il
dé�nit les actions de commande sur le système. Par convention, les composantes
de la matrice Eg de répartition des entrées sur le système sont calculées de sorte que
la (ou les) grandeur(s) de commande soi(en)t normée(s). Dans le système d'unités
propre à FlexIn, les grandeurs de commande élémentaires sont de :
� 1 N dans le cas d'un actionneur en force ;
� 1 mm dans le cas d'un actionneur en déplacement ;
� 1 V dans le cas d'un actionnement par bloc actif.

� le vecteur des sorties y à commander est de dimension r×1 ; la matrice de sortie Fg
traduit la répartition des n÷uds à commander. Dans une première implémentation,
cette matrice, de taille r × p, est uniquement constituée de 0 et de 1. Ces derniers
sont placés aux emplacements nodaux correspondants aux sorties du mécanisme
et les 0 sont disposés aux emplacements des n÷uds libres qui ne désignent pas de
sortie mécanique.

Chaque élément de u (respectivement y) traduisant une action de commande (respec-
tivement d'observation) sur un actionneur (respectivement sur un capteur de sortie) de
la structure est dé�ni par une entrée non-nulle dans la colonne correspondante de Eg
(respectivement ligne de Fg).

4. Pour le moment, la sortie sera toujours supposée être mesurée par un procédé approprié.
5. Par analogie, un DDLS (Degré De Liberté de Sortie), dé�ni au sens mécanique, caractérise un

régime de fonctionnement donné du système. Ce dernier est décrit comme une sortie mécanique du
système actionnée par une (ou plusieurs) entrée(s).



112 Chapitre 4

Considérant des sorties à commander en déplacement, FlexIn est ainsi capable d'op-
timiser la �exibilité dynamique (cas d'un actionneur en force), ou la transmissibilité
dynamique (cas d'un actionneur en déplacement) d'un mécanisme [Gir97].

Pour être complet, le modèle programmé dans FlexIn doit intégrer les phénomènes
dissipatifs. La matrice amortissement est introduite à partir du modèle écrit dans la
base modale. Ainsi, il convient de présenter en premier lieu la manière dont le modèle
conservatif peut s'écrire dans la base des modes propres (paragraphe 4.1.3), puis de
présenter ensuite la façon dont l'amortissement est spéci�é dans le formalisme FlexIn
(paragraphe 4.1.4).

4.1.3 Ecriture du modèle dans la base modale

L'analyse modale d'une structure permet d'en améliorer la connaissance de son com-
portement physique. Le calcul de la base modale en est une étape importante.

En e�et, des critères portant sur l'optimisation des valeurs propres des vibrations
libres peuvent se révéler être des outils cruciaux pour éviter par exemple les problèmes
d'ampli�cation dynamique, souvent synonymes d'inconfort voire de rupture de la struc-
ture [Jog02]. Les moyens de modélisation pour en obtenir le calcul �able ont un sens
physique immédiat limité, car les modes propres calculés ont une amplitude indétermi-
née en l'absence de phénomène dissipatif. Cependant, il existe, à une fréquence propre
donnée, un champ de contraintes dynamiques dans la structure, qu'il peut être utile de
connaître.

Dans FlexIn, la réponse dynamique des structures est résolue par superposition mo-
dale, dans laquelle une solution de la forme :

Xg (t) =
p∑
i=1

Qiqg (t) (4.3)

est obtenue par une approche modes réels.

Les vecteurs qg sont de taille p× 1 et décrivent l'évolution temporelle de l'amplitude
des modes vibratoires. Les vecteurs Qi représentent les déformées modales correspon-
dantes et forment la matrice des vecteurs modaux indépendants :

Q =
[
Q1 . . . Qp

]
(4.4)

Les déformées modales et les pulsations propres associées ωi, qui forment une matrice dia-
gonale diag

(
ω2
i

)
, sont obtenues par résolution du problème libre aux valeurs propres 6 :(

Kg − ω2
iMg

)
Qi = 0 (4.5)

6. Etant données une masse symétrique dé�nie positive et une raideur semi-dé�nie positive, l'équation
possède p racines réelles.
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Dans la suite, les p pulsations propres sont rangées conventionellement par ordre
croissant ω2

1 ≤ ω2
2 ≤ . . . ω2

p.

Les modes propres sont orthogonaux entre eux par rapport aux matrices Kg et Mg :
pour deux modes Qi et Qj qui véri�ent les conditions d'équilibre dynamique et qui sont
normés par rapport à la masse, il découle de la symétrie des matrices raideur et masse :

Qt
iMgQj = δij et Qt

iKgQj = ω2
i δij (4.6)

en utilisant le symbole de Kronecker δij , qui a pour valeur 1 si i = j et 0 autrement.

Sous ces hypothèses

QtMgQ = Ip×p et QtKgQ = diag
(
ω2
i

)
, (4.7)

et le changement de variables des coordonnées physiques aux coordonnées modales

Xg = Qqg (4.8)

peut être opéré dans (4.2). En pré-multipliant par Qt cette équation dynamique, les re-
lations d'orthogonalité (4.7) conduisent au nouveau système écrit dans la base modale 7 :

q̈g + diag
(
ω2
i

)
qg = QtEgu

y = FgQqg (4.9)

4.1.4 Spéci�cation de l'amortissement

L'amortissement reste un phénomène complexe à estimer a priori en phase de concep-
tion. Les phénomènes de dissipation d'énergie sont multiples et peuvent être représentés
par di�érents modèles rhéologiques et mathématiques (structural, viscoélastique, vis-
queux [Ber73] [Zha94] [Rao02]). Ils sont généralement dépendants de la fréquence, de la
température, du type de déformation, de la géométrie, du matériau [Zen48]. L'introduc-
tion de l'amortissement dans la méthode de synthèse optimale demeure donc une tâche
délicate.

Les termes d'amortissement sont toutefois di�cilement mesurables, et ne peuvent
être évalués que grossièrement. Ceci explique en partie pourquoi la matrice d'amortisse-
ment de la structure Dg sera introduite a posteriori de façon tout à fait arti�cielle. Son
rôle reste néanmoins crucial, car ce terme assure la restitution d'une stabilité absolue
(partie réelle négative des pôles).

7. Par analogie, le système d'entrée u et de sortie y résulte, dans la base modale, du découplage de
p oscillateurs simples à un seul degré de liberté.
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Contrairement à l'approche modes complexes qui considère l'amortissement dans la
résolution des équations modales 8, la stratégie adoptée pour l'étude modale sous FlexIn
consiste à considérer le système non-dissipatif pour simpli�er sa résolution. Cette ap-
proche modes réels, qui conduit à des composantes modales réelles, a l'avantage de la
simplicité, mais elle comporte une di�culté qu'on ne peut contourner qu'au prix d'une
hypothèse réductrice. En e�et, supposer une matrice QtDgQ d'amortissement exprimée
dans la base modale non-diagonale empêcherait de découpler les équations véri�ées par
les déplacements modaux qg. Cette approche modes réels peut être poursuivie en faisant
l'hypothèse suivante, dite de Basile, qui est justi�ée sous certaines réserves, la plus im-
portante étant celle de modes non-voisins [Has76] :

H6 : La matrice d'amortissement sera choisie diagonale dans la base des modes
propres, c'est-à-dire que les amortissements seront découplés dans cette base.

D'un point de vue analytique, l'hypothèse H6 est équivalente à l'existence d'un mo-
dèle d'amortissement particulier qui peut toujours s'écrire sous la forme d'une série
proposée par Caughey [Cau65]

Dg = Mg

N∑
j=1

αj
(
M−1

g Kg

)j−1
(4.10)

où les coe�cients αj sont à valeurs réelles. Le cas le plus souvent rencontré correspond
à N = 2 et est connu sous le nom d'amortissement de Rayleigh. Celui-ci envisage initia-
lement la matrice amortissement comme une combinaison linéaire des matrices masse et
raideur [Ray77] [Adh06]

Dg = α1Mg + α2Kg (4.11)

En dé�nissant l'amortissement du i-ème mode ξi et en posant la relation suivante :

QtDgQ = diag (2ξiωi) , (4.12)

l'amortissement de Rayleigh introduit par (4.11) impose une relation particulière de
l'amortissement modal, qui est fonction de la fréquence :

ξi =
1
2

(
α1

ωi
+ α2ωi

)
(4.13)

Pour pouvoir déterminer les coe�cients de proportionnalité α1 et α2, l'amortissement
doit être connu pour deux pulsations propres particulières ω1 et ω2. Ce modèle, qui est
souvent utilisé dans les codes de logiciels EF (par exemple, Comsol Multiphysics) a été
implémenté dans FlexIn.

Néanmoins, cela conduit au fait que les amortissements sont alors sur-estimés en
basses et hautes fréquences et sous-estimés dans l'intervalle intermédiaire de fréquences

8. Généralement, les modes complexes sont réservés à des cas particuliers comme les structures
fortement amorties.
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Figure 4.5 � Loi d'évolution des amortissements modaux selon le modèle de Rayleigh.

(Fig. 4.5). Si la bande de fréquence d'intérêt reste assez large, il peut être di�cile d'ob-
tenir des pôles avec des taux d'amortissement proches de ceux qui seront rencontrés
expérimentalement.

Cette limitation est une motivation pour introduire dans FlexIn un second modèle
d'amortissement, qui consiste à choisir une matrice d'amortissement diagonale de coe�-
cients modaux constants. En e�et, lors de la spéci�cation du problème d'optimisation, le
concepteur de mécanisme peut sans a priori choisir une distribution uniforme des amor-
tissements modaux sur le spectre fréquentiel d'intérêt. C'est généralement lors des phases
de post-traitement que le concepteur a�ne le modèle pour simuler plus rigoureusement
le comportement dynamique de la structure.

Ces valeurs de coe�cients d'amortissement sont à renseigner sur la base d'essais
d'identi�cation modale sur la structure, ou, le cas échéant, à partir de connaissances es-
timées a priori. Généralement, les amortissements modaux des structures �exibles restent
très faibles (de l'ordre de quelques pourcents [Pre02]). Par ailleurs, les amortissements
modaux rencontrés dans les transducteurs piézoélectriques, utilisés notamment en vibro-
acoustique pour la conception de micro-résonateurs en raison de leur grand facteur de
qualité mécanique Qm (de l'ordre de 50 à 150), possèdent intrinsèquement de faibles
amortissements, souvent inférieurs à 1% [Ant03] [Nad04].

4.1.5 Modèle d'état des structures �exibles

Sous les hypothèses d'amortissement proportionnel (hypothèse H6), les structures
FlexIn possèdent un modèle dynamique amorti qui se présente sous la forme du doublet
d'équations matricielles suivant :

q̈g + diag (2ξiωi) q̇g + diag
(
ω2
i

)
qg = btgu

y = cgqg
(4.14)
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dans lequel bg = [b1 . . .bp] de dimension s× p et cg = [c1 . . . cp] de dimension r× p sont
dé�nis à partir des vecteurs réels (4.9) :

bi = EtgQi

ci = FgQi

(4.15)

bi ∈ Rs (respectivement ci ∈ Rr) dé�nit la i-ème colonne de EtgQ (respectivement FgQ).

En accord avec [Lim93], un vecteur d'état modal x de dimension N × 1 (où N = 2p)
peut être choisi tel que :

x =
(
q̇g1 ω1qg1 . . . q̇gp ωpqgp

)t
(4.16)

avec l'avantage que les composantes du vecteur d'état possèdent toutes la même unité,
contrairement à un choix plus classique du type position et vitesse [Hac93]. Dans ce
choix de vecteur d'état, ωi représente la pulsation du i-ème mode et qgi le vecteur de
déplacement modal associé. Le triplet de matrices (A,B,C) de la représentation d'état

ẋ = Ax+Bu

y = Cx
(4.17)

qui est associée à ce choix de vecteur s'écrit :

A = diag (A1, . . . ,Ap) , B =
(
Bt

1, . . . ,B
t
p

)t
, et C = (C1, . . . ,Cp) (4.18)

avec, pour i = 1, . . . , p,

Ai =
[
−2ξiωi −ωi
ωi 0

]
, Bi =

[
bti
01×s

]
, et Ci =

[
0r×1

1
ωi
ci
]

(4.19)

La matrice d'état A est implicitement fonction des caractéristiques de certains para-
mètres de spéci�cations de la structure mécanique (comme la con�guration, la topologie,
le couple matériau(x)/épaisseur). La matrice de commandeB est plus directement liée au
type 9 et à l'emplacement des actionneurs, et la matrice d'observation C à l'emplacement
de la sortie mécanique observée.

Ainsi, dans la terminologie automaticienne [Lim93], la structure �exible est dé�nie
comme un système linéaire temporellement invariant (LTI ), faiblement amorti, de di-
mension �nie, commandable et observable 10, qui possède des paires de pôles complexes
conjugués.

A partir du calcul du modèle d'état des structures, une nouvelle stratégie de concep-
tion optimale de mécanismes �exibles est proposée. Elle est présentée dans les para-
graphes suivants. Elle prend en considérations les caractéristiques de la réponse fréquen-
tielle de ces systèmes �exibles.

9. Actionneurs dé�nis en force ou en déplacement.
10. Les notions duales de commandabilité et observabilité seront abordées au paragraphe 4.2.2.
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En e�et, deux problèmes ardus se posent pour l'automaticien qui souhaite aborder
la commande des mécanismes �exibles [Gro08] :

� l'identi�cation des modes dominants pour le calcul d'un modèle réduit qui soit le
plus précis possible d'une part ;

� la synthèse de correcteurs robustes adaptés aux systèmes �exibles d'autre part.
Dans FlexIn, chacun de ces deux points fait donc l'objet d'un nouveau critère qui lui est
dédié. Le paragraphe 4.2 aborde spéci�quement la notion de réduction de modèle pour
aboutir à l'écriture du premier critère. Quant au paragraphe 4.3, il propose un indice de
performances qui prend en compte certaines considérations de stabilité robuste.

4.2 Un nouveau critère pour l'évaluation de la qualité de la
réduction de modèle : J k

1

4.2.1 Identi�cation modale

Le mot identi�cation est utilisé ici pour désigner l'ensemble des méthodes dont l'ob-
jectif est de caractériser un modèle paramétrique (modèle d'état, pôle/mode complexe,
ou modes normaux/amortissement) à partir de mesures de la réponse dynamique d'une
structure. Ce problème général fait l'objet d'une littérature abondante en analyse modale
expérimentale pour les mécaniciens, ou identi�cation de systèmes pour les automaticiens.

Dans les coordonnées physiques, le nombre de degrés de liberté d'un modèle discrétisé
de structure par la méthode EF est généralement très important (4.9) et ce, d'autant plus
que la géométrie laisse apparaître un nombre de n÷uds important. Cependant, pour la
commande, et notamment pour l'utilisation des méthodologies de synthèse modernes, il
reste indispensable de se ramener à des modèles identi�és qui soient d'ordre le plus faible
possible. La réduction de modèle semble donc être la seule solution pour se ramener à
un système d'ordre raisonnable.

La technique de la troncature dans la base de représentation modale peut être un
moyen de réduire de manière drastique le nombre de degrés de liberté contribuant e�ec-
tivement à la réponse du mécanisme. Cette technique impose de calculer la matrice de
transfert G en fonction de la variable de Laplace s,

y (s) = G (s)u (s) , (4.20)

qui lie les entrée(s)-sortie(s) du système par une décomposition en matrices de transfert
modales.

La réponse continue y de la structure à une excitation harmonique stationnaire u est
également harmonique de même fréquence, puisque le système est considéré linéaire. La
matrice des fonctions de transfert de la structure dans les coordonnées modales est :

G (s) = C (sI−A)−1B (4.21)
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Sa décomposition en fonctions de transfert modales devient :

G (s) =
p∑
i=1

Gi (s) (4.22)

où

Gi (s) = Ci (sI−Ai)
−1Bi =

cib
t
i

s2 + 2ξiωis+ ω2
i

(4.23)

est la matrice de fonctions de transfert du i-ième mode [Gaw03].

Pour une bande de fréquence limitée aux m premiers modes, le développement dy-
namique peut être scindé en la contribution des modes basse-fréquence (i 6 m) qui ré-
pondent de manière dynamique et la contribution des modes haute-fréquence qui ré-
pondent de manière statique :

G (s) =
m∑
i=1

cib
t
i

s2 + 2ξiωis+ ω2
i

+
p∑

i=m+1

cib
t
i

ω2
i

(4.24)

Ce dernier terme, parfois appelé modes résiduels, est indépendant de la fréquence et in-
troduit une relation de proportionalité entre la sortie et l'entrée. Par ailleurs, il joue un
rôle important dans la prédiction des zéros du transfert entrée-sortie.

A partir de l'expansion modale du transfert entrée(s)-sortie(s), la troncature modale
peut s'avérer être une opération délicate.

Elle passe nécessairement par un choix à faire sur le compromis entre l'ordre du
modèle tronqué et sa précision de représentation du modèle complet. Sans que l'ordre ne
deviennent trop élevé, il faut veiller à ce que le contenu fréquentiel ne soit pas insu�sant
en ne retenant qu'un nombre trop faible de modes .

La troncature modale peut aussi engendrer des phénomènes indésirables liés aux
modes non-modélisés, car le contrôleur agira non-seulement sur les modes contrôlés,
mais aussi sur les modes résiduels. Les e�ets de ce phénomène, quali�é de spillover de
contrôle, peuvent être atténués par un choix de conception judicieux pouvant porter sur
le dimensionnement de la structure ou l'emplacement des actionneurs/capteurs pour que
ceux-ci agissent e�cacement sur les modes contrôlés, tout en réduisant l'in�uence du
contrôle sur les modes résiduels.

De la même façon, la troncature modale du modèle de contrôle utilisé pour calculer
l'observateur introduit des erreurs dans l'estimation du vecteur d'état à contrôler : c'est
le phénomène de spillover d'observation [Col01].

Ces erreurs d'observation sont ampli�ées par les gains d'observation, qui sont à nou-
veau ampli�ées par les gains de contrôle. L'ensemble spillover de contrôle et spillover
d'observation peut éventuellement former une boucle instable.
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Pour éviter ce risque, il est nécessaire de conduire les simulations avec un modèle de
structure (modèle de simulation) le plus �n possible, qui inclut tous les modes possédant
une contribution signi�cative dans la réponse du système. Ainsi, un nouveau critère J k1
est implémenté dans FlexIn. Il s'appuie sur les notions duales de commandabilité et
d'observabilité, qui sont décrites dans le paragraphe suivant.

4.2.2 Commandabilité et observabilité de l'état

Les notions de commandabilité et observabilité sont fondamentales pour l'étude des
systèmes en vu de leur commande. Elles sont généralement dé�nies à partir du modèle
d'état du système considéré, ce qui permet de les caractériser facilement grâce à divers
critères. Les dé�nitions suivantes sont données dans le cadre de la théorie des systèmes
LTI, modélisés par leur représentation d'état (4.17).

La commandabilité d'un système caractérise sa capacité à voir son comportement
évoluer sous l'action de la commande.

Dé�nition de la commandabilité : Une variable d'état xi est commandable s'il
est possible de déterminer une commande u (t) sur un intervalle [t0, tf ] conduisant tout
état initial xi (t0) en 0 en un temps t1 tel que t0 < t1 < tf .

Si cette propriété est vraie pour tout t0 et pour toute variable du vecteur d'état, alors
le système est dit complètement commandable. On dit aussi que la paire (A,B) est com-
mandable.

Plus généralement, toute paire (A,B) peut se décomposer en sous-espaces d'états
commandables et non-commandables par transformation orthogonale [Bor92].

L'observabilité d'un système caractérise, quant à elle, la possibilité de déterminer son
état à partir des mesures de sa sortie.

Dé�nition de l'observabilité : Une variable d'état xi est observable s'il est possible
de déterminer xi (t0) à partir de la connaissance de la sortie y (t) sur un intervalle [t0, tf ].

Si cette propriété est vraie pour tout t0 et pour toute variable du vecteur d'état, alors
le système est dit complètement observable. On dit aussi que la paire (A,C) est obser-
vable.

De la même manière, toute paire (A,C) peut se décomposer en sous-espaces d'états
observables et non-observables.

Les critères classiques de Kalman, de Popov/Belevitch/Hautus (PBH) qui sont calcu-
lés à partir des matrices de la représentation d'état, sont utilisés pour déterminer ou non
la commandabilité/observabilité du système linéaire. Chacun d'entre eux est brièvement
présenté ci-après.
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Critères de Kalman : Ces critères reposent sur le calcul du rang de deux matrices
CA,B et OA,C, dites de commandabilité et d'observabilité. Celles-ci sont calculées comme
suit :

CA,B =
[
B AB . . . AN−1B

]
et OA,C =


C

CA
...

CN−1A

 (4.25)

Si CA,B (respectivement OA,C) est de rang plein, c'est-à-dire égal à la dimension de
l'état, alors le système est commandable (respectivement observable).

Critères de PHB : Deux tests di�érents portant sur les valeurs et vecteurs propres
de la matrice dynamique A permettent de caractériser la commandabilité et l'observabilité
de l'état.

� Commandabilité :
� (a). Un système linéaire est commandable si, pour chaque valeur propre λ de A,
la matrice suivante est de rang N :[

(λI−A) B
]

(4.26)

� (b). Un système linéaire est commandable s'il n'existe pas de vecteur propre à
gauche vi de A qui soit orthogonal à toutes les colonnes de B :

Si vtiA = λiv
t
i alors vtiB = 0 ⇒ vi ≡ 0 (4.27)

� Observabilité :
� (a). Un système linéaire est observable si, pour chaque valeur propre λ de A, la
matrice suivante est de rang N : [

λI−A
C

]
(4.28)

� (b). Un système linéaire est observable s'il n'existe pas de vecteur propre à droite
pi de A qui soit orthogonal à toutes les colonnes de C :

Si Api = λipi alors Cpi = 0 ⇒ pi ≡ 0 (4.29)

En�n, il existe encore d'autres critères portant sur l'écriture des grammiens, qui per-
mettent de quali�er la commandabilité et l'observabilité d'un système. Ils sont rappelés
ici.

Critères sur les grammiens : Ces critères reposent sur les grammiens asympto-
tiques pour les systèmes stables 11.

11. La stabilité est assurée dès lors que la matriceA de la représentation d'état est Hurwitz, c'est-à-dire
ne possède que des valeurs propres à parties réelles strictement négatives.
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Le système est commandable si le grammien de commandabilité asymptotique WC

calculé comme suit :

WC =

+∞∫
0

eAτBBteA
tτdτ (4.30)

est dé�ni positif.
Le système est observable si le grammien d'observabilité asymptotique WO calculé

comme suit :

WO =

+∞∫
0

eA
tτCtCeAτdτ (4.31)

est dé�ni positif.

Il peut également être montré que les grammiens de commandabilité et d'observabilité
asymptotiques peuvent être obtenus à l'aide des équations de Lyapunov suivantes :

AWC +WCA
t +BBt = 0

AtWO +WOA+CtC = 0
(4.32)

WC et WO sont dé�nis comme les uniques solutions de (4.32). Ils sont symétriques dé-
�nis positifs.

Ces di�érents critères permettent de déterminer de manière binaire si le système est,
ou n'est pas, commandable/observable. Toutefois, ils ne permettent pas de quanti�er les
degrés de commandabilité et observabilité du système, ni ceux de chacun des modes dans
le cas des systèmes �exibles.

Remarque : Pour les systèmes MIMO, la commandabilité (respectivement l'obser-
vabilité) est étudiée pour une entrée j (respectivement sortie k) en remplaçant dans les
di�érents critères les matrices B (respectivement C) par le vecteur colonne constitué de
la jtextime colonne de B (respectivement par le vecteur ligne constitué de la ktextime ligne
de C).

4.2.3 Interprétation des grammiens

Le problème de commande des structures �exibles, plus particulièrement celui du
nombre et de l'emplacement des actionneurs et des capteurs, constitue un axe de re-
cherche important [Gaw96]. En particulier, des stratégies de placement ont été menées
à l'aide de certaines mesures des degrés de commandabilité et d'observabilité :

� par l'approximation de la taille de l'hyper-région des états commandables [Vis84] ;
� par des fonctions de coût modal des entrées et des sorties sur les performances du
système [Ske80] [Ske83] ;
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� par des interprétations géométriques sur les vecteurs propres de la matrice dyna-
mique A et les colonnes de la matrice d'entrée B ou les lignes de la matrice C
[Ham89].

Le plus souvent, ces mesures sont fondées sur l'interprétation énergétique qu'il est
possible de faire des grammiens de commandabilité et observabilité. La maximisation de
certains critères mathématiques permet d'optimiser les échanges d'énergie entre le sys-
tème et son environnement, c'est-à-dire de minimiser l'énergie de commande nécessaire
au contrôle de l'état et de maximiser l'énergie de sortie générée par l'état du système.

Résultats : L'énergie de sortie d'un système libre (c'est-à-dire u(t)=0) générée par
un état initial x0 est donnée par :

+∞∫
0

y (t)t y (t) dt = xt0WOx0 (4.33)

L'énergie de commande minimale pour atteindre un état �nal x (+∞) = xf depuis
une condition initiale nulle x (0) = x0 s'exprime selon :

Min
u

+∞∫
0

u (t)t u (t) dt = xtfWCxf (4.34)

Ainsi, des stratégies peuvent s'attacher à rechercher la forme optimale des grammiens
WC et WO indépendamment des conditions initiales [Geo95].

Par ailleurs, une interprétation géométrique de ces grammiens est également possible
grâce à leur décomposition en valeurs singulières [Moo81] [Enn84]. En e�et, pour un
système LTI stable, l'ensemble de l'espace commandable (respectivement observable)
dé�nit un ellipsoïde de commandabilité (respectivement observabilité), dont les axes
sont portés par les directions engendrées par les vecteurs singuliers [Gre05]. Quant aux
longueurs des axes, elles sont fonctions des valeurs singulières de chacun des grammiens.

L'optimisation par la maximisation de critères portant sur la trace des grammiens per-
met de prendre en compte toutes les directions principales [Mar03]. L'inconvénient d'un
tel critère comme mesure métrique globale pour le placement optimal actionneur/capteur
est qu'il ignore les directions les moins commandables et/ou observables ; en e�et, ces
dernières sont occultées par celles de plus fort degré de commandabilité/observabiilté
[Gaw96]. Une approche alternative consiste à maximiser le déterminant des grammiens 12,
ce qui permet de tenir compte de toutes les directions de manière équivalente [Gaw96].
D'autres auteurs comme [Geo95] proposent de maximiser la plus petite valeur propre des
grammiens pour assurer un transfert minimal dans chaque direction principale. En�n,
d'autres critères plus complexes sont évidemment possibles, le choix précis du critère
dépendant des objectifs retenus pour la commande [Lac93] [Lel01] [Ker02].

12. Géométriquement, ce critère est directement lié au volume de l'ellipsoïde.
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4.2.4 Ecriture des grammiens modaux

Sous les hypothèses d'amortissement modaux faibles et de fréquences naturelles bien
espacées, les formes diagonales par blocs du triplet matriciel (A,B,C) de la représen-
tation d'état 4.17 peuvent être exploitées pour donner une expression analytique des
solutions aux équations modales de Lyapunov. Les grammiens modaux de commandabi-
lité et d'observabilité sont à dominance diagonale [Wil90] [Gaw91] et sont donnés par :

WC = diag
(

WC11 , . . . , WCpp

)
WO = diag

(
WO11 , . . . , WOpp

) (4.35)

où les équations de Lyapunov deviennent pour un mode stable i,

AiWCii +WCiiA
t
i +BiB

t
i = 0

At
iWOii +WOiiAi +Ct

iCi = 0
(4.36)

avec, pour i = 1, ..., p,

WCii = b
t
ibi

4ξiωi
I2×2 et WOii = ctici

4ξiω3
i
I2×2 (4.37)

Les scalaires btibi = (‖bi‖2)2 et ctici = (‖ci‖2)2 sont appelés coe�cients de grammiens
modaux 13. Pour un mode donné (ξi et ωi �xés), ils représentent les in�uences relatives
des di�érents actionneurs sur le mode i et la façon dont le mode i se manifeste au travers
des di�érents capteurs.

Notons que les approximations des grammiens modaux ci-dessus (4.37) indiquent
que les modes hautes-fréquences très amortis sont parmi les moins commandables et
observables.

4.2.5 Cas de la base équilibrée

Les méthodes précédentes ont pour but d'optimiser séparément la commandabilité
et l'observabilité de l'état. Un e�et néfaste serait de commander e�cacement un sous-
espace d'état mais d'en observer e�cacement un autre. Quand l'objectif est plutôt de
contrôler les sorties, il peut être plus intéressant d'optimiser les termes diagonaux des
grammiens du système, dans une base dite équilibrée [Tom87].

Cette base est dé�nie comme celle dans laquelle les grammiens de commandabilité
et observabilité sont diagonaux et égaux. Le détail du calcul de l'obtention de la base
équilibrée est reporté en annexe G. Il vient alors :

WC = WO = W = diag
(
σ1 . . . σN

)
(4.38)

où les scalaires σi sont appelés valeurs singulières de Hankel, notées HSV dans la suite.
Ces termes re�ètent les commandabilité et observabilité jointes des variables d'état dans

13. La notation ‖.‖2 désigne la norme 2 standard.
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la base équilibrée. Par exemple, des HSV importantes traduisent l'existence d'un sous-
espace à la fois très commandable et observable, donc une bonne commandabilité des
sorties par les entrées. Les HSV sont dé�nies à partir des valeurs propres λi du produit
des grammiens de commandabilité et d'observabilité, comme suit :

σi =
√
λi (WCWO), i = 1, . . . , N (4.39)

4.2.6 Réduction de Moore

La technique de Moore [Moo81], qui consiste à éliminer les états peu commandables
et observables, se révèle très précieuse lorsqu'il est nécessaire d'élaborer un modèle ré-
duit. Quelques remarques fondamentales tirées de la démonstration de Moore viennent
compléter cette approche [Per82].

Soit le triplet matriciel
(
Ã, B̃, C̃

)
de la représentation d'état du système initial (4.17)

écrite dans la base équilibrée, présenté en ordonnant les états du modèle selon les valeurs
décroissantes des HSV correspondantes :[ ˙̃x1

˙̃x2

]
=
[
Ã11 Ã12

Ã21 Ã22

] [
x̃1

x̃2

]
+
[
B̃1

B̃2

]
u

y =
[
C̃1 C̃2

] [ x̃1

x̃2

] (4.40)

avec
W = diag (W1W2)

= diag
(
σ1 . . . σk σk+1 . . . σN

) (4.41)

et
σk+1 6 σk (4.42)

Avec ce choix de notations, x̃1 ∈ Rk et x̃2 ∈ RN−k.

Résultats : [Per82]
� Soient u1 et u2 deux signaux d'entrée d'énergies minimales permettant d'amener le
système aux états respectifs

[
x̃t1 (τ) 0

]t
et
[
0 x̃t2 (τ)

]t
. Il peut être démontré

que :
τ∫
0

‖u2 (t)‖22 dt

τ∫
0

‖u1 (t)‖22 dt
>

σk
σk+1

‖x̃2 (τ)‖22
‖x̃1 (τ)‖22

(4.43)

En supposant que σk � σk+1 et
τ∫
0

‖u2 (t)‖22 dt =
τ∫
0

‖u1 (t)‖22 dt, il vient

‖x̃2 (τ)‖22 � ‖x̃1 (τ)‖22 (4.44)

ce qui signi�e que les états associés à la partie x̃2 sont nettement moins in�uencés
par le signal d'entrée que ne le sont les états associés à x̃1.
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� Soient y1 et y2 deux signaux observés en sortie sur un temps τ à partir des états
respectifs

[
x̃t1 (0) 0

]t
et
[
0 x̃t2 (0)

]t
, le système étant non-forcé. Il vient alors

τ∫
0

‖y2 (t)‖22 dt�
τ∫

0

‖y1 (t)‖22 dt (4.45)

en supposant que σk � σk+1 et ‖x̃1 (0)‖2 = ‖x̃2 (0)‖2. Les états associés à x̃2

contribuent donc très peu au signal de sortie.

En conclusion, il est raisonnable de penser que la partie x̃2 du vecteur d'état ne va
pas a�ecter de façon importante le comportement entrée-sortie du système dans le cas

où σk � σk+1. Le sous-système dominant
(
Ã11, B̃1, C̃1

)
est donc susceptible d'assurer

une bonne approximation du modèle original au sens décrit ci-dessus (Fig. 4.6).

Figure 4.6 � Réduction de modèle par la méthode de la réalisation équilibrée.

4.2.7 Equivalence base modale et base équilibrée

Les HSV sont donc une bonne indication de la précision du modèle réduit. Elles
ont la propriété remarquable de rester invariantes, même dans le cas de changement de
coordonnées d'état par une transformation linéaire [Bor92]. De plus, dans le cas spé-
ci�que des structures �exibles, il est montré que la base modale et la base équilibrée
sont équivalentes pour les systèmes faiblement amortis, car l'expression des grammiens
modaux laisse apparaître une forme diagonale [Jon84]. Ainsi, la prédominance diagonale
des grammiens de commandabilité et observabilité dans la base modale implique que
les directions principales de commandabilité et observabilité sont approximativement les
mêmes que les directions principales de la réalisation équilibrée.

Compte-tenu de (4.37) et (4.39), les HSV peuvent être facilement approchées par
l'expression suivante

σi =
‖bi‖2 ‖ci‖2

4ξiω2
i

(4.46)
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Le critère à implémenter doit permettre d'optimiser la réduction de modèle du sys-
tème par troncature directe dans la base modale. Les HSV seront calculées selon (4.46).

4.2.8 Ecriture du critère numérique J k
1

Dès l'étape de conception du système �exible, la réduction optimale du modèle dy-
namique peut être prise en compte dans FlexIn grâce à un nouveau critère J k1 . Par son
implémentation logicielle, ce critère numérique doit répondre à une double exigence :

� d'une part, il doit permettre de laisser le concepteur libre de choisir le nombre k
de modes vibratoires dominants de la structure ;

� d'autre part, il doit permettre de quanti�er l'erreur causée par l'approximation du
modèle complet en un modèle tronqué aux k premiers modes.

Les autorités de contrôle sur les k premiers modes doivent ainsi être maximisées. À
l'inverse, celles sur les modes plus haute-fréquence situés hors de la bande d'intérêt
(modes supérieurs au (k + 1)ième mode) sont minimisées pour limiter à terme les risques
de déstabilisation (spillover). Ces états modaux caractérisés par de faibles HSV sont
faiblement commandables et observables et peuvent ainsi être écartés du modèle. Le
critère J k1 proposé, qui doit être maximisé, prend ainsi la forme suivante :

J k1 =

k∑
i=1

σi

p∑
i=k+1

σi

(4.47)

où les σi sont ordonnées selon les modes ωi croissants.

Remarque 1 : La dé�nition de la norme in�nie ‖.‖∞ peut permettre une interpréta-
tion graphique du critère. Cette norme caractérise l'ampli�cation du signal d'entrée que
le système peut produire en sortie. Dans le cas de systèmes SISO, elle représente direc-
tement la valeur de l'amplitude maximale de la réponse fréquentielle. La norme in�nie
d'un mode vibratoire

‖Gi‖∞ = Max
ω
|Gi (ω)| (4.48)

peut être estimée en première approximation comme l'amplitude prise à la pulsation
naturelle ωi 14 [Gaw03]

‖Gi‖∞ '
‖bi‖2 ‖ci‖2

2ξiω2
i

(4.49)

D'après (4.46), σi est ainsi directement proportionnelle à l'amplitude du pic de résonance

‖Gi‖∞ ' 2σi (4.50)

ce qui laisse augurer par l'utilisation du critère J k1 une forme de la réponse fréquentielle
de la structure telle que décrite à la Fig. 4.7.

14. Dans le cas d'un faible amortissement, le mode de résonance d'un système du second ordre peut
être confondu avec le mode propre.
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Figure 4.7 � Forme de la réponse fréquentielle en amplitude d'un système dans le cas
SISO favorisée par l'utilisation du critère J k1 : l'amplitude des pics de résonnance est
maximisée dans la fenêtre fréquentielle [0;ωk] et est minimisée sur [ωk; +∞].

Remarque 2 : Le critère J k1 permet par ailleurs de quanti�er indirectement l'erreur
de précision du modèle réduit. En e�et, la maximisation de J k1 induit une minimisation

de la quantité
p∑

i=k+1

σi. Soit G̃k le modèle réduit obtenu par troncature de G aux k

premiers modes :

G̃k (s) =
k∑
i=1

Gi (s) (4.51)

L'erreur en norme in�nie a pour borne supérieure [Glo84]∥∥∥G− G̃k

∥∥∥
∞

6 2
p∑

i=k+1

σi (4.52)

l'égalité étant atteinte pour k = p−1 (un seul état tronqué). Donc, le critère J k1 minimise
indirectement l'erreur de la réduction du modèle au sens de la norme in�nie.

4.3 Un nouveau critère pour forcer la propriété d'alternance
pôles/zéros : J k′

2

4.3.1 Problématiques liées à la commande

Les imperfections des techniques de représentation des structures �exibles sont nom-
breuses et se retrouvent lors de leur commande.

La trop grande schématisation du comportement structural des matériaux, les non-
linéarités mécaniques et les variations locales de géométrie sont autant de sources pos-
sibles qui peuvent a�ecter les modes �exibles d'une structure. De même, les imperfections
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des réalisations des encastrements peuvent modi�er la nature des conditions aux limites
et par là-même le comportement global du système. Ainsi, les performances atteignables
sont limitées [Vin96] :

� par la qualité du modèle ou la capacité de la commande à prendre en compte
convenablement les incertitudes de modélisation ;

� par la complexité de la loi synthétisée et la puissance de calcul des processeurs
permettant sa mise en oeuvre sur le système physique.

Le premier aspect renvoie à la notion de robustesse. En faisant abstraction du critère
J k1 , la taille importante des données de la représentation d'état de ces systèmes conduit
à une richesse modale telle qu'il n'est pas toujours possible de tronquer le modèle sans
dégrader fortement les performances. Le concepteur cherchera donc à utiliser un critère
d'optimisation qui lui assurera à terme une certaine robustesse dans la stabilité de la com-
mande synthétisée. La commande devra pouvoir faire face, entre autres, aux éventuelles
variations fréquentielles des résonances et antirésonances, ainsi qu'aux dynamiques très
rapides 15 et résonantes du système.

Pour répondre à la seconde exigence posée par la commande de ces systèmes, les
techniques de synthèse robuste (type H2, H∞ ou µ-analyse) peuvent prendre en compte
ces incertitudes de modèles et ont été largement utilisées dans la commande active des
structures �exibles [Hal02a] [Hal02c] [Abr03]. En revanche, l'inconvénient de ces métho-
dologie de synthèse est qu'elles conduisent généralement à des correcteurs d'ordre élevé,
entraînant potentiellement des di�cultés numériques qui limitent leur implémentation.

En�n, il ne faut pas oublier qu'un des rôles premiers de la commande des structures
�exibles est de réduire les e�ets transitoires indésirables et d'assurer le rejet des pertur-
bations. L'énergie doit en premier lieu être mise à pro�t pour réduire les e�ets des pics de
résonance sur la réponse du système. Dans le plan complexe, accroître l'amortissement
modal ξi d'un mode ωi donné revient à mettre en place des stratégies qui sont capables
de déplacer les pôles du système vers la gauche (et vers le bas) (Fig. 4.8).

Ainsi, nous avons mis en place un second critère J k′2 dans FlexIn pour permettre, dès
l'étape de conception des systèmes �exibles, de répondre à ces contraintes de commande.
Ce critère exploite les interactions entre les vibrations (temporelles) et les déformées
(spatiales) de la structure. Il répond à la question de l'in�uence du positionnement des
actionneurs et des capteurs (de la sortie mécanique dans le cas présent) et de la topologie
de la structure sur les performances de sa boucle fermée.

En e�et, ces caractéristiques constituent le génotype d'un individu dans FlexIn et
imposent donc la réponse fréquentielle du système via ses matrices d'état (4.17) qui lui
sont propres.

Pour certaines classes de systèmes �exibles, qui peuvent être modélisés comme des
systèmes résonants présentant une alternance de pôles et de zéros, il existe des proprié-
tés de robustesse naturelle de la commande vis-à-vis des incertitudes paramétriques et

15. Surtout, lorsqu'il s'agit de systèmes piézoélectriques, pour lesquelles les bandes passantes sont
souvent supérieures à plusieurs KHz.
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Figure 4.8 � Stratégie d'amortissement des systèmes �exibles dans le plan complexe :
déplacement des pôles pi vers le demi-plan gauche.

des dynamiques non-modélisées. Cette approche conduit aussi à des lois de commande
simples à calculer et à implémenter qui consistent à amortir les modes dominants [Aph07].
Ces techniques de commande amènent également un gain en robustesse qu'il est possible
d'exploiter pour stabiliser a posteriori une boucle de compensation globale assurant les
performances de suivi de consigne [Mis83]. Par exemple, des techniques de simple retour
en gain de vitesse sur un actionneur en force su�sent parfois (Direct Velocity Feedback)
[Pre02]. Par ailleurs, il a été montré que la colocalisation d'actionneur et de capteur (qui
envisage leur positionnement au même endroit sur la structure) garantit que le tranfert
entrée/sortie présente cette alternance désirée de pôles et de zéros [Pre02]. La positivité
du système qui en découle assure intrinsèquement la robustesse de certaines lois de com-
mande [Gev70]. Un modèle mathématique ou numérique de la structure n'est alors pas
nécessaire et l'amortissement actif peut être réalisé avec des gains modérés.

L'analyse des propriétés des structures �exibles sur le plan fréquentiel a permis de
proposer un nouveau critère d'optimisation pour notre méthode de conception. Ce critère
noté J k′2 vise à forcer arti�ciellement le comportement d'alternance pôles/zéros. Son
écriture est basée sur l'expansion modale des fonctions de transfert des systèmes �exibles
SISO.

4.3.2 Propriété d'alternance pôles/zéros

Considérons la composanteGal (s) de la matrice de transfert entrée/sortieG (s) don-
née en (4.22), qui désigne la réponse de la a-ième sortie lorsque la structure est actionnée
par son l-ième actionneur.
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Dans ce qui suit, le terme d'amortissement modal ξi, qui reste a priori de très faible
valeur, est omis. Le transfertGal non-amorti correspondant est à valeurs réelles et s'écrit :

Gal (ω) =
p∑
i=1

ci (a)bti (l)
ω2
i − ω2

(4.53)

Posons Rali le résidu du i-ème mode pour la sortie a et l'entrée l

Rali = ci (a)bti (l) (4.54)

Par dérivation, il s'ensuit que :

dGal
dω2

(
ω2
)

=
p∑
i=1

Rali(
ω2
i − ω2

)2 (4.55)

Des équations (4.53) et (4.55), deux observations peuvent être tirées :
� l'amplitude de la réponse fréquentielle vaut ±∞ aux fréquences ωi 16 ;
� lorsque tous les résidus modaux Rali sont de même signe, la fonction |Gal (ω)| est
monotone dans chaque sous-intervalle compris entre deux fréquences ωi consécu-
tives 17. Dans chaque sous-intervalle, il y a donc une fréquence ωoi pour laquelle
l'amplitude de la réponse fréquentielle passe par la valeur nulle. Ces fréquences,
dites d'anti-résonance, correspondent à des zéros de transmission de la fonction de
transfert Gal en boucle ouverte.

La représentation graphique de la réponse fréquentielle en amplitude de Gal illustre cette
alternance de pôles/zéros (Fig. 4.9).

Dans le plan complexe, le système non-amorti possède une alternance de pôles pi et
de zéros zi imaginaires à pi = ±ωi et zi = ±ωoi (Fig. 4.10-a).

Lorsque l'amortissement modal est ajouté au transfert Gal (ω) donné par (4.53),
les pôles et zéros sont alors légèrement déplacés dans le demi-plan complexe gauche
(Fig. 4.10-b), sans pour autant changer la caractéristique dominante d'alternance.

Dans le diagramme de Bode, un retard de phase de 180◦ est introduit à chaque
pulsation de résonance et est compensé par une avance de phase de 180◦ à chaque zéro.
La phase oscille donc continûment entre 0◦ et −180◦ dans la bande fréquentielle où est
observée l'alternance pôle/zéro.

4.3.3 Analyse de la robustesse par le lieu des racines

Le cas classique d'un schéma de commande par rétroaction est illustré en Fig. 4.11,
dans laquelle D désigne le compensateur et g > 0 un gain scalaire. Le lieu des racines 18

16. En l'absence d'amortissement ξi, ωi devient une fréquence de résonance du système.
17. Soit les résidus modaux Rali sont tous positifs, auxquels cas |Gal (ω)| est croissante. Soit les résidus

modaux sont négatifs et |Gal (ω)| est décroissante.
18. Parfois encore appelé Lieu d'Evans. Dans la terminologie anglo-saxonne, le terme Root Locus est

employé.
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Figure 4.9 � Réponse fréquentielle en amplitude d'une structure non-amortie pour la-
quelle tous les résidus modaux sont positifs.

Figure 4.10 � Lieux des pôles (×) et des zéros (◦) dans le plan complexe d'un système à
alternance pôles/zéros : (a) Cas non-amorti. (b) Cas légèrement amorti. (Seule la partie
supérieure du plan complexe est représentée, la �gure étant symétrique par rapport à
l'axe réel.)

représente graphiquement l'évolution des pôles du système en boucle-fermée en fonction
du gain scalaire g appliqué au compensateur. Le transfert de boucle D (s)Gal (s) inclut
les dynamiques du système (et potentiellement celles des actionneurs et capteurs), ainsi
que celles du compensateur. Le lieu des racines est le lieu des solutions s de l'équation
caractéristique en boucle fermée

1 + gD (s)Gal (s) = 0 (4.56)

lorsque le paramètre réel g décrit l'intervalle 0→ +∞.
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Figure 4.11 � Schéma de commande en boucle fermée par rétroaction.

Si la fonction de transfert de boucle s'écrit

D (s)Gal (s) = α

h∏
i=1

(s− zi)

d∏
i=1

(s− pi)
(4.57)

le lieu des racines part des pôles pi (pour g = 0) et termine aux zéros zi (pour g → +∞)
du système en boucle ouverte. Puisque les zéros sont stables, le lieu des racines est
contenu dans le demi-plan complexe gauche de stabilité.

De l'équation caractéristique en boucle fermée (4.56), l'équation d'un point courant
P de paramètre s du lieu des racines est déduite par passage aux arguments complexes

h∑
i=1

φi −
d∑
i=1

ψi = (2q + 1)π, q ∈ N (4.58)

où
� φi est l'angle du vecteur joignant les zéros zi à P ;
� ψi est l'angle du vecteur joignant les pôles pi à P .

Par ailleurs, il y a (d− h) branches du lieu des racines qui divergent vers l'in�ni lorsque
αq augmente [Ani08].

Lorsque l'alternance pôles/zéros n'est plus respectée, un échange d'ordre apparaît
dans l'apparition des pôles et des zéros [Pre02]. Lorsqu'il se produit une telle inversion,
l'analyse des angles de départ du pôle et d'arrivée au zéro permettent de mettre en
évidence la mise en défaut de la robustesse en stabilité du système compensé.

En e�et, en supposant que les ordres relatifs des autres pôles et zéros du système
restent inchangés, la di�érence (φi − ψi), qui correspond à la paire pôle/zéro intervertie,
doit par conséquent rester inchangée d'après (4.58). Ainsi, une boucle contenue dans le
demi-plan complexe gauche avant inversion (Fig. 4.12-a) est transformée en une boucle
déstabilisante pour le système après l'inversion pôle/zéro (Fig. 4.12-b).
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Figure 4.12 � Détails du lieu des racines montrant les e�ets d'une inversion pôle/zéro
sur l'angle de départ du pôle. Puisque la contribution des autres pôles et zéros restent
inchangée, la quantité (φi − ψi) doit aussi rester inchangée.

4.3.4 Ecriture du nouveau critère numérique J k′
2

L'avantage de l'approche précédente est de garantir une certaine stabilité et une ro-
bustesse vis-à-vis des changements de propriétés de la structure tant que l'alternance
des pôles et des zéros est préservée. Dès lors, il semble intéressant du point de vue
de la commande de ces systèmes d'implémenter un critère capable de forcer cette pro-
priété d'alternance pôle/zéro, au moins dans la bande fréquentielle d'intérêt choisie par le
concepteur pour réaliser à terme la commande. L'analyse menée précédemment a montré
que cette propriété était directement liée au signe des résidus modaux.

La contrainte d'alternance est ainsi formulée [Mar78] [Aph07] :
Si deux modes voisins ont des résidus de même signe dans l'expansion modale de la

fonction de transfert en boucle ouverte, alors il y a toujours un zéro imaginaire entre eux.

En s'inspirant de ce résultat, le nouveau critère implémenté dans FlexIn, et qui doit
être maximiser, s'écrit :

J k′2 =

∣∣∣∣∣ k′∑i=1
sign (Rali)

∣∣∣∣∣ (4.59)

où sign (·) = {−1; 0; +1} selon le signe de l'argument. La somme sur i s'étend à tous les
modes appartenant à la bande fréquentielle dans laquelle l'alternance est souhaitée.

4.4 Application à la conception optimale d'un micro-actionneur
piézoélectrique

La méthode de synthèse optimale a été mise à pro�t pour concevoir une structure
microrobotique monolithique piézoélectrique capable de réaliser la fonction de préhen-
sion. Il s'agit d'une micropince faite de deux doigts de serrage symétriques et à mobilité
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Table 4.2 � Propriétés physiques du matériau PZT (PIC 151 PI )

Module d'Young (Y = 1/s11) 66, 667MPa

Coe�cient de Poisson (ν) 0, 34
Coe�cient de couplage piézoélectrique transverse (d31) −210× 10−12m.V −1

Masse volumique (ρ) 7800kg.m−3

Température de Curie (TCurie) 250�C

indépendante. Les deux nouveaux critères J k1 et J k′2 , lorsqu'ils sont utilisés simultané-
ment, fournissent des informations intéressantes sur les performances du système qu'il
sera possible d'atteindre en boucle fermée, grâce à leur comportement fréquentiel en
boucle ouverte.

4.4.1 Technologie et contraintes de réalisation

Le choix fait dans cette étude porte sur l'exploitation de structures piézoélectriques
massives mono-couches, associées à une technique d'usinage Laser.

Procédés de fabrication

Les dimensions dans le plan des plaques de PZT (modèle PIC 151 de la société PI
[PI05]) qui seront utilisées à terme pour l'usinage des structures synthétisées par FlexIn
sont celles déjà reportées Fig. 3.15. Les plaques ont une épaisseur hors-plan ep de 200µm
et possèdent des électrodes Nickel-Or réparties uniformément sur les faces supérieure et
inférieure, permettant l'application d'un champ électrique parallèle à la polarisation du
matériau selon l'épaisseur. Les propriétés électromécaniques, telles que fournies par le
constructeur, sont données Table4.2.

La relative di�culté d'usinage du PZT peut limiter quelquefois les tailles ou les
topologies qu'il serait possible d'envisager par la méthode FlexIn. Des contraintes sont
alors imposées dans les spéci�cations du problème d'optimisation.

Contraintes d'encombrement

Les considérations en temps de calcul, tailles des variables et matrices, amènent à
n'envisager l'optimisation que d'un seul doigt de serrage (le second étant le symétrique
du premier). Les conditions aux limites en déplacement, traditionnellement imposées sur
les n÷uds de l'axe de symétrie (blocage des translations perpendiculaires et des rotations
dans le plan), sont laissées libres dans cette étude. Les deux doigts de serrage sont en
e�et envisagés à terme comme complètement indépendants de façon à ce que l'action-
nement permette le mouvement en dé�exion indépendante de l'un ou l'autre des doigts,
voire les deux simultanément (les blocs piézoélectriques actifs constituant chacun des
deux doigts seront actionnés par des potentiels électriques distincts, appelés Vgauche et
Vdroit), et ce, sans mouvement de couplage résiduel (qui pourrait apparaître sur un doigt
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par actionnement de l'autre doigt).

Au vu de l'espace nécessaire à l'encastrement de la base de cette micropince dans
une structure hôte et de l'écartement nécessaire inter-doigts en position de repos, l'en-
combrement occupé par un doigt est choisi égal à 9 mm× 15 mm (Fig. 4.13).

Figure 4.13 � Encombrement occupé par la micropince piézoélectrique dans le substrat
de PZT.

Contraintes de maillage liées au procédé de fabrication

Dans le cas d'un usinage laser par une machine de découpe traditionnelle, le diamètre
du spot est couramment de l'ordre de 40µm. L'échau�ement induit par le rayonnement
du spot impose de choisir les poutres du treillis, de sorte à ne pas annihiler les propriétés
piézoélectriques de la céramique. L'expérience acquise sur les essais d'usinage de blocs
élémentaires, avec la machine laser de l'Ecole Nationale Supérieure de Mécanique et des
Microtechniques (ENSMM) à Besançon, impose par sécurité de choisir une largeur de
poutre, qui soit supérieure à une centaine de microns.

De ce fait, le maillage du domaine d'optimisation est constitué par des blocs élémen-
taires, dont les ratios de hauteur et largeur, dé�nis par les paramètres a et b dans notre
méthode (Fig. 4.14), sont �xés par :

amax
amin

∈ [[1; 2]] et bmax
bmin
∈ [[1; 2]] (4.60)

Parmi les blocs actifs de la bibliothèque de FlexIn, les cas les plus défavorables corres-
pondent aux blocs numérotés 3, 4, 9, 10, 11, 12, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36. D'après la
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construction du maillage des blocs à l'aide des éléments poutres, la largeur minimale lmin
d'une poutre d'un bloc est celle d'une poutre portée par la diagonale du bloc (Fig. 4.14).
Elle véri�e la contrainte imposée :

lmin =

√
a2

min + b2min

40
' 146µm (4.61)

En�n, un nombre de quatre blocs sera choisi pour mailler le domaine d'optimisation.
Ce nombre reste su�samment important pour pouvoir décrire des solutions de topologies
variées.

Figure 4.14 � Calcul de lmin, la plus petite largeur de poutre atteignable par les para-
mètres d'optimisation.

4.4.2 Paramètres de l'optimisation

Variables d'optimisation

La topologie du doigt-actionneur gauche est choisie comme paramètre d'optimisa-
tion. Elle est dé�nie par l'assemblage de blocs élémentaires actifs et/ou passifs dans la
(2 × 2)-matrice de maillage, sous les contraintes dimensionnelles des blocs données par
l'équation (4.60). L'évaluation des critères par FlexIn sera e�ectuée lorsque le système
est soumis à une di�érence de potentiel de 200V entre les électrodes supérieure et in-
férieure des blocs actifs. À l'inverse, les propriétés électro-mécaniques des blocs passifs
(qui ne sont pas alimentés en tension électrique) ne seront pas exploitées. Seules leurs
caractéristiques mécaniques pures (rigidité, masse) interviendront dans le comportement
statique et fréquentiel de la microstructure. Le nombre de blocs actifs de la structure est
laissé libre au cours de l'optimisation, compris entre 1 et 4.

La di�érence de potentiel Vgauche doit induire une déformation globale du doigt de
préhension fournissant :

� un mouvement d'ouverture et de fermeture ;
� l'application d'une force de réaction Fm sur l'objet saisi dans la direction de l'axe
xR (Fig. 4.15).
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En�n, les n÷uds à la base de la structure-treillis dé�nissent les conditions aux limites
d'encastrement et peuvent être laissés, tous ou en partie, bloqués en déplacements et
rotation par l'optimisation (Fig. 4.15).

Figure 4.15 � Spéci�cations des paramètres du problème d'optimisation pour le doigt
de préhension gauche.

Choix des critères d'optimisation

Deux premiers critères mécaniques relatifs aux performances du système en régime
quasi-statique sont considérés au cours de l'optimisation multi-critères :

� la maximisation de la dé�exion δ selon la direction xR permet de tendre vers
une ampli�cation des faibles déplacements inhérents à la nature de l'actionnement
piézoélectrique ;

� la force de réaction mécanique à sortie bloquée 19 est maximisée au n÷ud de sortie
pour permettre d'atteindre des performances adaptées à une tâche de micromani-
pulation.

Par ailleurs, les critères J k1 et J k′2 , nouvellement implémentés dans FlexIn, sont considé-
rés simultanément aux deux critères mécaniques statiques précédents. Dans la présente
étude, le nombre k de modes dominants est choisi égal à 2 et l'alternance est égale-
ment souhaitée jusqu'à ce même second mode, k′ = 2. Après simulations, ces choix sur
k et k′ apparaissent comme un compromis intéressant entre le cas restrictif k = 1 qui
limite la combinatoire du problème et le cas où le nombre excessif de modes dominants
impliquerait a posteriori l'obtention d'un modèle d'état d'ordre élevé.

Dans ces conditions, le critère discret J 2
2 ne peut prendre que deux valeurs numé-

riques. La première valeur est J 2
2 = 2 et correspond à la maximisation du critère. La

19. Cas qui correspondrait à une force de serrage Fm du préhenseur sur un objet de rigidité in�nie.
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Table 4.3 � Paramètres génétiques de l'algorithme utilisé pour la conception optimale
de la micropince

Paramètres : Valeurs

Taille de la population (popu) 100
Proportion de mutants (pmut) 65%

Probabilité de mutation des gènes (muta) 45%
Nombre max de générations (gene) 30000

Nombre max de générations sans amélioration(nbst) 135

seconde est J 2
2 = 0 et caractérise la non-alternance des deux premières résonances avec

une antirésonance. Cette dernière valeur est à éviter.

Les valeurs d'amortissements modaux du système seront arbitrairement choisis égaux
à 1%. L'hypothèse de structures faiblement amorties est ainsi respectée, laissant l'écriture
des critères J 2

1 et J 2
2 valide.

4.4.3 Résultats, interprétation et choix d'une solution pseudo-optimale

La topologie, la con�guration, les encastrements, la position et le choix des blocs ac-
tifs sont optimisés simultanément au cours de l'algorithme. L'espace de recherche étant
de taille relativement vaste (plus de 20 millions de possibilités), son exploration est fa-
vorisée au détriment de l'exploitation.

Un seul algorithme génétique, paramétré par des probabilités de mutation impor-
tantes et un critère d'arrêt basé sur la stagnation minimise le risque de converger vers un
optimum local (Table 4.3). Malheureusement, le temps de convergence de l'algorithme
ainsi paramétré est relativement long (six jours en moyenne 20 ont été nécessaires pour
les divers essais réalisés).

Fronts de Pareto

Les fonctions objectifs des meilleures solutions obtenues durant l'optimisation sont
représentées sur les fronts de Pareto (Fig. 4.16). La fonction d2selec.m proposée par
FlexIn permet d'a�cher les valeurs des critères et de visualiser sous le format curviligne
propre à FlexIn les 153 solutions pseudo-optimales retournées.

Interprétation des critères

De l'ensemble des solutions, quatre structures pseudo-optimales, notées A, B, C et
D dans la suite, ont été sélectionnées (Fig. 4.17). Ces quatre solutions candidates au
problème de conception sont caractérisées par de fortes valeurs de critères mécaniques
en régime statique (déplacement libre et force de blocage importants) (Table 4.4).

20. Pour le cas d'un PC Intel Xeon 2, 2GHz.
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Figure 4.16 � Fronts de Pareto des solutions pseudo-optimales et sélection des solutions
A, B, C et D.

Table 4.4 � Comparaisons des performances évaluées par FlexIn (pour une di�érence
potentiel électrique Vgauche = 200V ) pour les quatre solutions A, B, C et D.

Critères évalués Solution A Solution B Solution C Solution D

Déplacement libre δ (µm) 15, 55 11, 74 12, 34 10, 69
Force de blocage (N) 1, 26 1, 26 0, 63 0, 84

J 2
1 2, 24 21, 00 0, 28 5842, 35
J 2

2 0 0 2 2

En revanche, leurs réponses fréquentielles en boucle ouverte di�èrent les unes des
autres, aidant ainsi à la compréhension des critères J 2

1 et J 2
2 .

1. Bien qu'optimale vis-à-vis des critères mécaniques en statique, la structure A est
caractérisée par de mauvaises performances pour les deux critères dynamiques J 2

1

et J 2
2 (Table 4.4).

D'une part, la fonction de transfert tension-dé�exion ne met pas en avant les
propriétés d'alternance pôles/zéros dans le spectre fréquentiel en basse-fréquence
(J 2

2 = 0) : deux antirésonances apparaissent entre les deux premières fréquences de
résonance (Fig. 4.18). D'autre part, comme indiquée par la faible valeur de J 2

1 , les
autorités de contrôle sur les deux premiers modes résonants restent faibles compa-
rativement aux autres modes (particulièrement vis-à-vis du 4ième mode (Fig. 4.18).
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Figure 4.17 � Représentations schématique FlexIn des quatre solutions A, B, C et
D correspondant au doigt de préhension gauche de la micropince. (Les lignes marrons
correspondent aux poutres des blocs actifs alimentées en tension.)

2. La microstructure B présente une valeur de critère J 2
1 élevée : l'autorité de contrôle

sur les deux premiers modes de vibrations est bien optimisée, résultant dans un
important roll-o� 21 après la seconde résonance. Malheureusement, une telle struc-
ture ne présente pas non plus l'alternance pôle-zéro souhaitée en basse-fréquence
(Fig. 4.19).

3. A l'inverse, le doigt actionné C, caractérisé par J 2
2 = 2, met en avant cette

suite alternée de résonances et d'antirésonance jusqu'au second mode de vibra-
tion (Fig. 4.20). La réponse en phase oscille constamment entre 0�et 180�dans ce
spectre d'intérêt. Néanmoins, comme attendue par la faible valeur atteinte par J 2

1 ,

21. Terme anglo-saxon désignant dévalement, qui indique la pente �nale du transfert en amplitude
[dL96].
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Figure 4.18 � Réponse fréquentielle du microsystème A entre l'entrée (V gauche en V)
et la sortie (δ en µm) estimée par FlexIn.

Figure 4.19 � Réponse fréquentielle du microsystème B entre l'entrée (V gauche en V)
et la sortie (δ en µm) estimée par FlexIn.

plusieurs modes hautes-fréquences sont aussi dominants dans la réponse fréquen-
tielle que ceux apparaissant en basse-fréquence (Fig. 4.20). Ces modes obligeront à
terme l'identi�cation d'un modèle de degré élevé, qui ne pourra être réduit qu'au
prix d'erreurs d'approximation importantes dans la réponse en boucle ouverte.

4. La microstructure D est un exemple de système possédant simultanément deux
évaluations élevées de critères J 2

1 et J 2
2 . Le gabarit de sa réponse fréquentielle est

tout à fait du type de celui attendu (Fig. 4.21).
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Figure 4.20 � Réponse fréquentielle du microsystème C entre l'entrée (V gauche en V)
et la sortie (δ en µm) estimée par FlexIn.

Figure 4.21 � Réponse fréquentielle du microsystème D entre l'entrée (V gauche en V)
et la sortie (δ en µm) estimée par FlexIn.

4.4.4 Etude a�née en simulation d'une conception de micro-actionneur
choisie

Au vu de ses bonnes performances statiques et fréquentielles, l'étude est portée dans
la suite spéci�quement sur l'analyse du doigt de préhension D.
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Validation par simulation du comportement de la solution proposée par FlexIn

Compte-tenu de l'existence possible de certaines zones de concentration de contraintes
mécaniques, de certaines non-linéarités ou d'e�ets de bord, la solution proposée par
FlexIn doit être a�née, voire corrigée à l'aide de simulations en post-traitement, avant
d'envisager une étape �nale de prototypage. Pour cela, la fonction �ex2dxf.m permet la
conversion des données géométriques issues de FlexIn dans un format standard lisible
par les logiciels de CAO et interprétable entre autres par le logiciel de simulation par
éléments �nis multiphysiques Comsol Multiphysics.

Les résultats obtenus par le modèle 2D développé sous FlexIn sont validés grâce à
ce logiciel de simulation. Comsol Multiphysics est notamment capable de prendre en
considération les e�ets tridimensionnels via les tenseurs complets des coe�cients piézo-
électriques. Pour rester le plus proche possible de la modélisation curviligne de FlexIn,
les connections inter-poutres sont laissées telles qu'obtenues après exportation des don-
nées géométriques. Aucun raccord ni chanfrein n'est ajouté pour modi�er les arêtes de
la microstructure (Fig. 4.22).

Figure 4.22 � Visualisation des e�ets de passage de la modélisation curviligne à tridi-
mensionel.

Régime statique Les résultats obtenus par simulation EF pour les déplacements
plans confortent l'analyse statique planaire de FlexIn. En e�et,

� pour une di�érence de potentiels électriques de 200V , le déplacement δx selon la
direction xR estimé par Comsol Multiphysic est de 10, 51µm, ce qui coïncide à
1, 7% près avec celui prédit par FlexIn (Table 4.4) ;

� pour cette valeur de di�érence de potentiel d'actionnement, FlexIn estime le dé-
placement δy selon la direction yR à −9, 28µm, ce qui est, à 7, 9% près, identique
à celui estimé par le logiciel EF Comsol Multiphysics, soit −8, 55µm.
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La déformée spatiale de la microstructure piézoélectrique, intégrant les phénomènes
hors-plan, est donnée en Fig. 4.23 lors de l'application des potentiels électriques sur les
électrodes supérieures et inférieures des zones actives.

Figure 4.23 � Simulation 3D du déplacement en xR (en µm) du doigt gauche sous
l'application d'une di�érence de potentiels de 200V et représentation de la déformée
spatiale associée.

Régime dynamique L'erreur réalisée sur les estimations des premières fréquences
propres du système dans le plan reste largement acceptable, prouvant ainsi que les sim-
pli�cations faites par FlexIn sur le comportement électromécanique de la structure de-
meurent valides en régime fréquentiel (Table 4.5).

Naturellement, le ra�nement du maillage joue un rôle sur la précision des estimations
des fréquences propres. Le maillage en poutres élémentaires unidimensionnelles, tel qu'il
existe au sein de FlexIn, semble toutefois convenir pour estimer les fréquences propres en
basse-fréquence (Table4.5). L'erreur sur l'estimation des valeurs des fréquences propres
croît naturellement lorsque la fréquence augmente, comme l'écart relatif sur l'estimation
entre les deux logiciels tend à le prouver.

La présence de modes vibratoires hors-plan, qui sont détectés lors de la phase de
simulation 3D sur Comsol Multiphysics, indique que la réponse du système en dé�exion
couple des modes entièrement contenus dans le plan et d'autres modes purement hors-
plan. De ce fait, si ces derniers n'interviennent pas dans la réponse fréquentielle du
transfert en dé�exion δx dans le plan (Fig. 4.18), ils génèrent malheureusement des
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Table 4.5 � Comparaison des valeurs de fréquences propres estimées selon FlexIn et
Comsol Multiphysics (maillage tétraédrique à 7669 éléments, solveur stationnaire linéaire,
méthode numérique direct SPOOLES ).

Fréquences
propres selon

FlexIn

Fréquences
propres selon

Comsol

Multiphysics

Erreur
relative

Déformée modale correspondante

(Hors-plan) 298, 91Hz -

306, 23Hz 309, 89Hz 1, 19%

(Hors-plan) 806, 85Hz -

1429, 43Hz 1453, 62Hz 1, 66%

(Hors-plan) 1541, 93Hz -

3496, 71Hz 3759, 14Hz 6, 98%
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oscillations hors-plan, qui, si elles ne sont pas amorties par la commande, seront gênantes
pour la réalisation de futures tâches de micromanipulation.

A�nage de la géométrie

Pour limiter les risques de cassure du micromécanisme �exible dans les phases déli-
cates d'usinage, mais aussi lors de son fonctionnement ultérieur, certaines zones critiques
présentant des concentrations de contrainte, comme les arrêtes franches aux niveaux
des connections inter-poutres, ont été modi�ées. Sans pour autant nuire aux perfor-
mances statique et fréquentielle du système, quelques poutres du treillis ont été élargies
(Fig. 4.24). Le déplacement libre de l'extrémité du micro-actionneur (9, 37µm) et la
forme générale de la réponse fréquentielle tension/déplacement s'avèrent rester proches
de la structure originelle (paragraphe 4.4.3).

Figure 4.24 � Evaluation du critère de Von Mises (en Pa) et modi�cations structurelles
de certaines poutres.

4.5 Conclusion

Le formalisme de la représentation dynamique des structures �exibles, tel que nous
l'avons implémenté dans le code FlexIn, a été décrit dans ce chapitre. Ceci a notam-
ment permis d'aboutir à l'écriture de deux nouveaux critères spéci�quement dédiés au
contrôle des structures �exibles : J1 et J2. Ceux-ci permettent au concepteur de prendre
en compte, dès l'étape de synthèse optimale, des considérations liées aux études avales
d'identi�cation et de commande des systèmes �exibles.



4.5 Conclusion 147

Ces critères ont été mis en application dans le cas de l'étude de la conception optimale
d'une nouvelle micropince piézoélectrique monolithique, capable de réaliser à terme des
tâches de micromanipulation. Ce microsystème mécatronique est optimal vis-à-vis :

� de critères mécaniques statiques, du type force et déplacement ; lorsqu'elle est libre,
la partie e�ectrice de la microstructure (qui sera ultérieurement en interaction avec
les micro-objets) est caractérisée par des mouvements de grande amplitude sous
l'application de potentiels électriques sur ses électrodes. À l'inverse, lorsqu'elle est
bloquée, la sortie mécanique du système fournit de grandes forces de serrage sur
l'objet manipulé, de l'ordre de celles rencontrées classiquement pour les actionneurs
de type unimorphe par exemple ;

� des critères J1 et J2. Conformément au cahier des charges, la réponse fréquentielle
de cette structure est caractérisée en simulation par la présence de deux premiers
modes dominants les autres, ainsi que d�une alternance de pôles et de zéros en
basse-fréquence.

La structure issue de cette démarche de conception optimale semble donc répondre
à cette double exigence mécanique et automatique du concepteur de systèmes mécatro-
niques, en l'occurrence ici adaptroniques. Sa réalisation, sa caractérisation expérimentale
puis sa commande sont présentées dans le chapitre suivant.
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Chapitre 5

Prototypage et commande d'un

micro-actionneur piézoélectrique

Ce chapitre porte sur la réalisation, l'étude et l'identi�cation du micro-actionneur
piézoélectrique conçu au chapitre 4 par la méthode de synthèse optimale.
L'analyse des non-linéarités propres au phénomène de la piézoélectricité (hys-
térésis et dérive notamment) a permis d'établir un modèle dynamique com-
plet du microsystème en tension-dé�exion pour permettre à terme sa com-
mande. Tirant pro�t des propriétés intéressantes de la réponse fréquentielle
de ce système, une première loi de commande, basée en partie sur un schéma
d'amortissement actif de vibrations, a pu être implémentée et testée. En-
�n, ses performances ont pu être comparées avec celles atteintes par plu-
sieurs commandes robustes traditionnelles (RST et H∞). Les résultats obte-
nus confortent la pertinence des critères J k1 , J k

′
2 dans l'approche de concep-

tion optimale globale à l'aide de la méthode développée et leur impact sur
l'étape �nale de commande du système.

5.1 Réalisation du prototype de micropince

Parmi les di�érents procédés o�erts pour la découpe du matériau piézoélectrique,
les choix retenus se sont portés sur deux techniques courantes. Plusieurs essais de pro-
totypage ont été e�ectués pour la réalisation de la structure piézoélectrique étudiée en
simulation dans le chapitre 4 (Fig. 5.1). Les procédés qui ont été testés sont :

� l'usinage par fraise diamantée qui reste tout de même dédié à l'usinage de structures
aux géométries simples et rectilignes de type poutres ;

� la découpe laser.
Par la suite, d'autres techniques de réalisation plus avancées pourront éventuellement

être testées (usinage ultrasonore par exemple).

149
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Figure 5.1 � Vue 3D de la micropince piézoélectrique montrant les pistes d'électrodes
supérieures pour les doigts gauche et droit.

5.1.1 Usinage par contact

Quelques tests préliminaires d'usinage par fraise diamantée ont pu être réalisés sur
une machine à commande numérique du Laboratoire de Robotique et Mésorobotique au
Commissariat à l'Energie Atomique de Fontenay-aux-Roses. Le diamètre des fraises que
nous avions à notre disposition pour instrumenter ce centre d'usinage était de 400µm,
ce qui reste relativement important compte-tenu des dimensions des détails du motif de
la structure à réaliser ici. L'usinage par cette technique introduit, par la rotation à Ultra
Grande Vitesse de l'outil, des e�orts et moments de coupe, qui imposent de maintenir le
substrat piézoélectrique sur le plateau. Pour prévenir les risques de cassure de la plaque
de céramique, nous avons eu recours à l'utilisation d'un plateau givrant qui a permis la
solidarisation du substrat sur le plateau en limitant autant que possible la création de
zones de concentrations de contraintes (Fig. 5.2).

Figure 5.2 � Plateau givrant en fonc-
tionnement.

Figure 5.3 � Pince partiellement usinée
par fraise diamantée.
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Les expériences réalisées n'ont pourtant pas abouti à l'usinage complet de la mi-
crostructure, car la fragilité du matériau en jeu n'o�re pas la résistance mécanique à
la rupture su�sante pour ce procédé d'usinage par contact (Fig. 5.3). Par ailleurs, le
matériau piézoélectrique étant par nature très abrasif, l'inspection des fraises diaman-
tées révèle, après la phase d'usinage, une légère diminution d'aspérité de leur couche
diamantée.

5.1.2 Protocole de fabrication par usinage laser

Fort de l'expérience acquise sur l'usinage des blocs élémentaires d'une part, et pour
des raisons de commodité d'autre part, l'usinage du prototype est réalisé grâce à la
machine de découpe laser de l'Ecole Nationale Supérieure de Mécanique et des Micro-
techniques (ENSMM) à Besançon. À l'origine destinée à la microfabrication de pièces
par gravure laser, cette machine présente des paramètres de règlage de la découpe laser
qu'il a fallu adapter.

Une campagne d'essais préliminaires a permis de dégager la meilleure stratégie d'usi-
nage pour conserver une qualité de découpe convenable. A�n de limiter l'échau�ement
du matériau à une température restant en-deçà de la demi-température de Curie, source
possible de dépolarisation locale de la céramique, l'intensité du laser a été réglée sur
sa puissance minimale admissible. D'autre réglages, tels que la vitesse de balayage, le
temps d'ouverture et de fermeture de l'interrupteur (impulsions du laser), ont permis
de réaliser des enlèvements de matière sous incidence normale par couches successives
de quelques microns, sans dégrader les propriétés piézoélectriques de l'échantillon. Le
protocole détaillé (Fig. 5.4) envisage également l'ablation des électrodes en une seule
couche. Cela rend possible la réalisation de pistes d'électrodes, et donc celle de blocs
actifs et passifs à partir d'un unique échantillon de matière, pour exploiter localement
l'e�et piézoélectrique.

Ce protocole de réalisation a abouti au prototypage du doigt de préhension (Fig. 5.5),
ainsi qu'à celui de la structure complète localement active (Fig. 5.6).

Les clichés pris sur la tranche de certaines poutres constitutives du treillis montrent de
légères irrégularités par ce procédé de découpe. En outre, bien que l'échau�ement produit
par l'intensité lumineuse du spot laser a noirci le bord des électrodes sur certaines poutres,
il a été véri�é que les surfaces actives, ainsi que les caractéristiques piézoélectriques de
chacune des poutres, demeurent conservées. Nous avons donc utilisé ce prototype pour
la suite de notre étude.

5.2 Identi�cation du transfert tension-dé�exion

Dans cette section, le modèle électromécanique reliant la tension (V ) et la dé�exion
(δx = δ) du prototype piézoélectrique est analysé puis identi�é à partir de mesures
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Figure 5.4 � Protocole d'usinage des structures piézoélectriques.

expérimentales. En particulier, les phénomènes non-linéaires d'hystérésis et de dérive
sont introduits dans l'écriture du modèle complet en vue de l'étape avale de commande.

5.2.1 Banc expérimental

Le micro-actionneur qui constitue la demi-pince est encastré à sa base dans des mors
conducteurs en cuivre, et placé sur une table de micropositionnement x -y-z (Fig. 5.7).
La structure piézoélectrique nécessitant de fortes tensions 1 pour permettre son action-
nement, le système est connecté à la sortie d'un ampli�cateur de tension (référence LPA
400, N4L) de gain ×50 et de large bande-passante 2. Le déplacement résultant selon la

1. De l'ordre de la centaine de Volts.
2. Supérieure au MégaHertz.



5.2 Identi�cation du transfert tension-dé�exion 153

Figure 5.5 � Photographie du doigt de
préhension gauche seul, usiné par dé-
coupe laser.

Figure 5.6 � Photographie du prototype
de la micropince usinée par découpe la-
ser.

direction x est mesuré via un capteur laser de résolution 0, 01µm (référence Keyence LK-
G 10 ), dont la sortie analogique est transmise vers un �ltre anti-repliement de fonction
de transfert notée F (s).

L'acquisition de la sortie en tension du �ltre est réalisée grâce à un ordinateur équipé
de Matlab/Simulink, ainsi que d'une carte d'acquisition NI Labview PXI, dont la fré-
quence d'échantillonnage vaut fe = 20kHz (Fig. 5.8).

Vu le caractère fortement résonant de la structure, ce �ltre a pour vocation d'empê-
cher le repliement des dynamiques hautes-fréquences non modélisées de la structure dans
la bande spectrale d'intérêt pour la commande. Le choix s'est porté sur la réalisation d'un
�ltre analogique passe-bas du quatrième ordre fait de la mise en série de deux circuits

Figure 5.7 � Photographie du banc d'essais expérimental.
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Figure 5.8 � Schéma de la chaîne d'instrumentation.

électroniques de Sallen-Key (Fig. 5.9). Ce �ltre est réglé par des valeurs de composants
électroniques pour fournir une atténuation de plus de 75dB à la fréquence de Shannon
fs = fe/2 = 10kHz. La fonction de transfert du �ltre est :

F (s) =
Vs (s)
Ve (s)

=
(

1
1 + 2C2Rs+ C1C2R2s2

)2

(5.1)

Figure 5.9 � Filtre actif anti-repliement. Les valeurs des composants sont : R = 2.2 kΩ,
C1 = 100 nF, C2 = 47 nF.

5.2.2 Analyse du comportement en dé�exion

La description linéaire adoptée dans le formalisme FlexIn pour décrire le comporte-
ment vibratoire des structures piézoélectriques est basée sur une extension modale des
relations linéaires présentées dans le standard international de la piézoélectricité [Pie87].
Ce standard, largement utilisé dans la communauté scienti�que, consiste en l'écriture
de plusieurs jeux de doublets de relations linéaires indépendantes (Table.3.1). La cri-
tique majeure d'une telle démarche, partagée notamment dans [Gol95] et [Adr00], est
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le manque de modélisation des phénomènes de non-linéarités. Or dans le mode tran-
verse, la déformation de ces actionneurs piézoélectriques, commandée via une tension
appliquée sur ses électrodes supérieure et inférieure, laisse apparaître un comportement
non-linéaire :

� les paramètres physiques du matériau, tels que les coe�cients mécaniques et piézo-
électriques, sont fonctions de grandeurs externes comme la tension, la température,
l'humidité [Zho01]. La compensation des variabilités de l'ensemble des paramètres
physiques serait une tâche extrêmement complexe et coûteuse, tant les multiples
conditions d'expérimentations in�uencent les résultats et la reproductibilité des
échantillons est faible. Toutefois, la robustesse de la loi de commande appliquée
devra faire face, dans une certaine mesure, à ces incertitudes paramétriques.

� La dérive 3 lente du matériau (de l'ordre de la minute) est dé�nie comme la perte
logarithmique de dé�exion dans le temps, et apparaît traditionnellement dans les
matériaux piézoélectriques [Kai88]. La mesure de la réponse temporelle de notre
prototype met en évidence, dès les premiers instants suivants la partie transitoire,
la présence de cette dérive (Fig. 5.10).

Figure 5.10 � Mise en évidence du début de la dérive de la dé�exion pour le doigt
d'actionnement (échelon de tension à t = 0).

La présence de la dérive, dont l'origine provient du réarrangement lent des do-
maines cristallins dans le matériau, rend di�cile, en boucle ouverte, le maintien

3. Parfois appelé �uage (ou encore creep dans la terminologie anglo-saxonne).
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de la dé�exion de l'actionneur piézoélectrique invariante dans le temps. Parmi les
modèles existants pour décrire cette dérive, [Ru07] adopte une formulation logarith-
mique fonction de la tension et du temps. [Mal69] introduit l'opérateur de dérive
linéaire, qui considère le phénomène comme la combinaison en série de solutions
de systèmes dynamiques visco-élastiques du type ressort-amortisseur (systèmes du
premier ordre).

� Les matériaux piézoélectriques présentent une hystérésis entre la tension appliquée
et la déformation engendrée. L'hystérésis trouve son origine dans les e�ets de po-
larisation cristalline et la non-linéarité de l'apparition des charges électriques en
fonction de la tension électrique appliquée sur le matériau piézoélectrique [Agn03a]
(Fig. 5.11).

Figure 5.11 � Cycle d'hystérésis type d'un actionneur piézoélectrique commandé en
tension.

Quelques observations préliminaires sur le comportement quasi-statique du pro-
totype sont tirées d'une première analyse en régime harmonique basse-fréquence
(Fig. 5.12).
D'une part, lorsque la tension appliquée devient importante, la réponse expéri-
mentale du microactionneur met en évidence un comportement hystérétique non-
négligeable, là où la modélisation adoptée en simulation est purement linéaire.
D'autre part, l'encastrement non-parfait de la microstructure, les conditions ex-
périmentales non-contrôlées d'humidité et de température, ainsi que les probables
défauts d'usinage, sont autant de causes possibles pour expliquer la di�érence de
gain existant entre la courbe d'hystérésis expérimentale linéarisée et celle tirée de
la simulation par éléments �nis. Ajoutons comme cause supplémentaire possible le
fait que la donnée constructeur sur le coe�cient d31 du matériau di�ère peut-être
de celle réellement observée en expérimentation sur notre substrat.
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Figure 5.12 � Courbe d'hystérésis quasi-statique mesurée sur le microsystème et réponse
linéaire simulée par logiciel EF pour le doigt d'actionnement en matériau PIC151.

Méthodes existantes de modélisation des actionneurs piézoélectriques

Dans les cas spéci�ques de schémas d'actionnement connus et largement utilisés
(comme les multimorphes piézoélectriques [Wei99]), certaines modélisations analytiques,
basées en partie sur la théorie de la résistance des matériaux, sont possibles.

Ainsi, [Smi91a] décrit le comportement linéaire en statique, puis en dynamique, d'ac-
tionneurs bimorphes encastrés-libres constitués de matériaux piézoélectrique et élastique.
Cette formulation générale couple linéairement la dé�exion δ, la pente α, la charge q et le
volume déplacé ϑ aux variables d'entrée que sont la force F et le momentM mécaniques,
la distribution de charges p uniformément réparties le long des électrodes et la tension
électrique U . Le modèle prend en compte plus récemment l'in�uence de la température
[Smi93].

Inspirés par les travaux antérieurs de [Tim25] sur les bimorphes thermiques, [DeV97]
puis [Wei99] étendent l'analyse au cas plus général des structures multicouches, consti-
tuées d'électrodes et de diverses couches de matériaux (diélectrique, piézoélectrique et
élastiques).

En�n, les travaux de [Gol95] s'intéressent plus particulièrement à la modélisation
d'actionneurs piézoélectriques en stack par des schémas de conversion d'énergie électro-
mécanique.

La modélisation de la dynamique des actionneurs piézoélectriques demeure générale-
ment linéaire [Cro98a] [Poz99]. Quelquefois, l'actionneur est modélisé comme un système
linéaire non-stationnaire, dans lequel les paramètres sont identi�és par le biais d'une mé-
thode d'apprentissage [Zho99]. Une approche similaire, mentionnée dans [Li93], consiste
à estimer, selon un algorithme récursif, les paramètres d'un modèle linéaire discret à
chaque pas d'échantillonnage.
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Lorsque le champ électrique appliqué devient supérieur à 15% du champ maximal
autorisé, le modèle linéaire n'est plus convenable, car les phénomènes d'hystérésis et de
dérive deviennent perceptibles, voir gênants. L'hystérésis peut être prise en compte dans
l'écriture du modèle complet par le modèle de Maxwell généralisé [Gol95], de Preisach
[Mra02] [Dub05], par le jeu d'équations di�érentielles décrivant la courbe d'hystérésis
(modèle de Bouc-Wen [Bou67] [Wen76]), par des approches polynomiales [Lia06] ou en-
core par une approche sous forme d'algorithme itératif [Lei91]. Des techniques d'appren-
tissage par réseau de neurones permettent parfois d'appréhender la courbe d'hystérésis
avant intégration dans le modèle [Kim99]. Néanmoins, dans un cadre plus général où les
conditions d'utilisation sont changeantes, l'estimation empirique des variables paramé-
triques de ces modèles nécessite de multiplier les protocoles d'identi�cation (c'est-à-dire
formes, amplitudes, fréquences des signaux), sans quoi le modèle numérique devient ob-
solète.

Aux incertitudes sur la dé�exion réelle du système causées par les phénomènes d'hys-
térésis et de dérive, s'ajoutent les erreurs de positionnement induites par les vibrations
de la structure �exible. Le guidage précis de l'organe terminal du préhenseur est rendu
di�cile du fait de la �exibilité mécanique du système.

L'e�et immédiat de cette interaction de la dynamique de l'actionneur avec son hys-
térésis est le changement de forme de la courbe d'hystérésis. En e�et, au voisinage des
résonances, la boucle d'hystérésis s'élargit car l'amplitude de la sortie croît, et les dépha-
sages introduits par les résonances et antirésonances deviennent naturellement apparents
(Fig. 5.13). Cette dépendance à la fréquence quali�e alors l'hystérésis de "dynamique".

Par ailleurs, les boucles d'hystérésis dépendent de l'amplitude du signal de tension
appliquée au matériau piézoélectrique [Agn03a]. En e�et, les boucles caractérisées par
de faibles amplitudes de tension (boucles dites "internes") ne présentent par la même
orientation dans le plan tension-dé�exion que la boucle de plus grande amplitude (boucle
dite "externe"). Bien que ce phénomène ne soit pas mis en évidence sur les courbes d'hys-
térésis reportées en Fig. 5.13, le comportement de l'actionneur n'est donc pas linéaire de
ce point de vue, car un accroissement de la tension d'actionnement génére une dé�exion
supérieure à ce même taux d'accroissement.

Modélisation adoptée pour l'identi�cation de notre prototype

La modélisation recherchée du comportement en tension/dé�exion de la microstruc-
ture active doit, selon [Rak06] :

� prendre en compte les phénomènes d'hystérésis et de dérive présents dans le pro-
totype piézoélectrique ;

� rester simple pour les phases d'identi�cation et de commande ;
� mener à une consommation faible en coût de calculs en vue de l'implémentation
logicielle.
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Figure 5.13 � Observation de l'hystérésis du doigt d'actionnement gauche en régime
harmonique pour di�érentes valeurs de fréquence.

Sans perte de généralités, les relations électromécaniques adoptées pour la modé-
lisation de la dé�exion δ de l'actionneur piézoélectrique sont fonctions de la tension
d'actionnement U et de la stimulation mécanique Fm à l'extrémité de l'actionneur.

En partique, la di�érence de potentiels U entre les électrodes supérieure et inférieure
fait directement référence à la tension d'actionnement du doigt de préhension du proto-
type et δ désigne, sauf mention particulière dans la suite, la dé�exion selon la direction
x. Soit Fm la force mécanique de réaction exercée à l'extrémité du prototype par l'objet
manipulé.

Conformément à [Pon05], nous adoptons une modélisation très générale du com-
portement dynamique de la dé�exion. Cette modélisation lie de manière non-linéaire la
dé�exion δ aux grandeurs externes que sont la tension électrique d'actionnement U et la
force mécanique Fm, selon :

δ (t) = spD (t) ∗ Fm (t) + Γ (U, t) (5.2)

où sp désigne la souplesse mécanique de l'actionneur.

A ce stade, remarquons qu'un rapprochement peut être fait avec la modélisation gé-
nérale EF dynamique d'une poutre piézoélectrique telle qu'elle est présentée au cours
du chapitre 3 (équation 3.79). La dynamique de la dé�exion (auparavant notée XR dans
l'écriture EF) est linéairement liée à la force de réaction mécanique (notée FmR ) sur
la structure. En revanche, l'intérêt de la modélisation ci-dessus pour la commande est
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qu'elle permet entre autres de prendre en compte l'e�et de l'action de la commande (notée
VR) de manière plus générale que par une simple relation de proportionnalité, autorisant
par exemple l'introduction des phénomènes non-linéaires mis en évidence précédemment.

L'opérateur Γ exprime la réponse de la dé�exion δ en fonction des contributions
découplées de l'hystérésis dynamique et de la dérive.

1. L'hystérésis dynamique, dont l'opérateur non-linéaire est noté Hd dans la suite,
est souvent considéré comme la cascade en série d'un opérateur d'hystérésis sta-
tique, noté Hs et d'un second opérateur caractérisant la partie dynamique, noté
D [Cro98b] [Dim99] (Fig. 5.14). Il faut noter que la dynamique de l'action de la
force Fm sur le système (voir (5.2)) est semblable à la dynamique mécanique en
dé�exion induite par le potentiel électrique via l'opérateur D(t), comme démontré
par [Had00]. Ce dernier opérateur est supposé linéaire, et on note dans la suite
D (s) sa fonction de transfert, obtenue par transformée de Laplace de la réponse
impulsionnelle de D (t) et caractérisée par D (s = 0) = 1.

Figure 5.14 � Equivalence comportementale de l'hystérésis dynamique.

Cette description, qui reste encore un moyen relativement simple d'exprimer la
non-linéarité de l'hystérésis dynamique, suggère un découplage partiel de certaines
grandeurs intervenant dans le modèle électromécanique de l'actionneur. L'e�et
hystérétique apparaît seulement entre la tension aux bornes de l'actionneur et la
charge électrique, la relation entre charge et déformation restant purement linéaire
[Agn03a] (Fig. 5.14).

Ce principe de séparation, validé notamment dans [Cro98b] et [Rak07b], vise à
assimiler la dynamique globale de l'actionneur à sa seule dynamique mécanique,
la raison étant que cette dernière demeure bien plus lente que la dynamique élec-
trique, conformément aux hypothèses fondatrices du standard [Pie87].

2. La dérive de la dé�exion, notée δd, est généralement considérée dans les approches
de commande en boucle fermée comme une perturbation apparaissant en régime
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Figure 5.15 � Représentation schématique des échanges électromécaniques dans un
actionneur piézoélectrique et de l'hystérésis qui sera considérée dans notre modèle.

permanent. Les résultats expérimentaux montrent que le temps de réponse 4 de la
partie transitoire reste inférieur à 500ms, alors que le temps de montée 5 dans la
réponse de la dérive du système est supérieur à 3min [Rak07a]. Dans notre étude,
la dérive est modélisée comme une perturbation additive en entrée du système.

5.2.3 Modélisation et identi�cation de l'hystérésis

Dans un premier temps, il est montré que l'expérimentation nous permet d'envisager
l'hystérésis dynamique Hd de l'actionneur comme la combinaison en série d'un opérateur
d'hystérésis statique Hs (U) et d'un transfert dynamique D (s) qui modélise les vibra-
tions mécaniques de la structure. Hs, qui adapte le gain statique, est seulement fonction
de l'amplitude de la tension d'actionnement U (et non pas du contenu fréquentiel de
la dynamique de la structure), tandis que la partie dynamique de fonction de transfert
D (s), rassemble uniquement les informations sur la dynamique fréquentielle de la struc-
ture (et ne dépend pas de l'amplitude de l'excitation U).

Dans une première partie, le transfert D (s) est identi�é. Ensuite, le principe de sépa-
ration de l'hystérésis dynamique est validé en choisissant pour l'illustrer un modèle simple
pour l'opérateur Hs. En�n, nous expliquons la modélisation que nous avons retenue pour
Hs.

Identi�cation des dynamiques vibratoires D (s)

Le comportement dynamique de la structure est identi�é grâce à une étude har-
monique. Pour isoler le comportement vibratoire du micro-actionneur du phénomène de
dérive, l'analyse fréquentielle débute à 10Hz. Par ailleurs, l'amplitude de la tension d'ex-
citation est maintenue volontairement basse (5 Volts) pour rester dans les approximations
du comportement linéaire de la structure hystérétique. La dé�exion δ est mesurée par le
capteur de déplacement laser pendant qu'une tension sinusoïdale de fréquence variable
est appliquée aux bornes du système. Un analyseur de spectre (référence HP3562A)

4. Sous-entendu, le temps de réponse à 5%, noté t5%, qui est le temps mis par le système pour
atteindre sa valeur �nale avec un écart < 5%.

5. Noté généralement tm et dé�ni comme l'intervalle de temps correspondant à la croissance de la
sortie du système de 10% à 90% de sa variation totale.
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recueille les données au tracé du diagramme de Bode. Le transfert dynamique de l'ac-
tionneur est ainsi identi�é directement dans le domaine continu.

Comme attendu par la méthode de conception que nous avons développée, d'une part
les deux premiers modes résonants sont bien dominants sur les modes résiduels hautes-
fréquences, et d'autre part l'alternance désirée des pôles et zéros est maintenue dans le
spectre d'intérêt. L'identi�cation fréquentielle est donc réalisée en considérant ces deux
modes �exibles seulement, impliquant de ce fait l'obtention d'un modèle réduit d'ordre
4 :

D(s) =
N(s)
M(s)

(5.3)

où

N(s) =3,522× 10-7s2 + 2,291× 10 -5s + 1

M(s) =1,113× 10 - 14 s4 + 3,499× 10 - 12 s3 + 4,206× 10 - 7 s2 + 3,178× 10 - 5 s + 1
(5.4)

Ce modèle a été obtenu en considérant les contributions des deux premiers modes
�exibles dans l'expansion modale de D (s) en somme de transferts du second ordre. Au
dénominateur M(s), les pulsations ωni et les amortissements ξi ont été déterminées à
partir des relevés expérimentaux des valeurs des résonances ωri et des facteurs de qualité
Q−3dB
i ' 1

2ξi
. Le calcul de N(s) est basé sur celui d'un zéro du second ordre pour recaler

la valeur de l'antirésonance et de son amortissement à partir des relevés expérimentaux.

Les valeurs des pulsations de résonance et des amortissements modaux du modèle
identi�é sont indiquées en Table.5.1.

Table 5.1 � Paramètres modaux identi�és de la fonction de transfert D(s) identi�ée
(ωn1 correspond à une fréquence de 254, 1 Hz, ωn2 à 944, 4 Hz).

ξ1 ωn1(rad.s−1) ξ2 ωn2(rad.s−1)
1, 97% 1597, 1 2, 12% 5934, 1

La comparaison de la réponse fréquentielle D(s) · F (s) identi�ée avec celle observée
par l'expérimentation indique que le modèle du quatrième ordre traduit convenablement
les premières dynamiques vibratoires, avant la phase de roll-o� débutant à 1500Hz
(Fig. 5.16). La réponse fréquentielle prédite par Comsol Multiphysics à tendance à sur-
estimer les pulsations naturelles ωn1 et ωn2 des modes contenus dans le plan (0, x, y) de
l'actionneur (Table4.5). Par ailleurs, l'antirésonance reste bien comprise entre les deux
résonances, même si elle devient plus proche de ωn1 que de ωn2, contrairement au dia-
gramme de Bode simulé par FlexIn (Fig. 4.21). De manière générale, les antirésonances
demeurent davantage sensibles aux variations paramétriques que les résonances [Pre02].
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Figure 5.16 � Diagramme de Bode expérimental du transfert en dé�exion δ
U (δ = δx en

µm et U en Volt) et transfert identi�é correspondant D(s)F (s).

La réponse indicielle du système identi�é tend à montrer que le comportement tran-
sitoire du système coïncide en première approximation avec le modèle de prédiction
(Fig. 5.17).

Validation du principe de séparation

Pour véri�er la validité du principe de séparation énoncé par la relation sur notre
cas applicatif, l'équation di�érentielle du premier ordre proposée dans [Col86] est choisie
comme modèle d'hystérésis statique Hs (U) en raison de sa relative simplicité mathéma-
tique. Il a été montré que ce modèle, initialement développé pour décrire les hystérésis
magnétiques, peut être étendu à une large classe d'hystérésis, parmi lesquels les hystérésis
piézoélectriques [Ban01]. La relation statique tension/dé�exion s'écrit comme suit :

(Hs) : δ̇ = α
∣∣∣U̇ ∣∣∣ (aU − δ) + bU̇ (5.5)

dans laquelle les paramètres a et b sont des paramètres de forme de la courbe d'hystérésis,
tandis que le paramètre α est calculé à partir de son aire [Adr00]. Pour l'identi�cation
des paramètres, la courbe d'hystérésis considérée est dé�nie comme la boucle station-
naire quasi-statique dans le plan (0, U, δ). Une sinusoïde de fréquence 0, 5Hz est choisie
comme signal d'excitation : cette fréquence est su�samment faible pour négliger les e�ets
dynamiques, mais su�samment importante par rapport à la fréquence de coupure de la
dérive 6 fdérivec ≈ 1

2π(3×60) ≈ 0, 9 mHz. Par ailleurs, l'orientation des axes des boucles "in-
ternes", qui est di�érente de celle de la boucle "externe", n'est pas prise en compte lors

6. Calcul correspondant à un temps de réponse de 3 min.
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Figure 5.17 � Comparaison des réponses simulée et observée du système lors d'une solli-
citation à un échelon en tension (avec mise à l'échelle des gains statiques pour permettre
la comparaison).

de l'identi�cation des paramètres. Dans le cadre de cette étude, ces hypothèses donnent,
pour la boucle externe, les valeurs estimées suivantes :

a = 0.9998 µm.V −1

b = 0.0635 µm.V −1

α = 0.0140 V −1
(5.6)

La proximité des courbes obtenues par simulation Hs (U) ·D (s) et par expérimentation
(Fig. 5.18) montre que le principe de séparation est valide et permet d'envisager dans la
suite une modélisation série comme décrite (Fig. 5.14).

Choix du modèle retenu pour l'hystérésis statique

Une fois ce principe de séparation validé sur notre prototype, un choix doit être fait
pour la modélisation de l'hystérésis statique sur la base du cahier des charges �xé préa-
lablement. Tirant pro�t de cette propriété de découplage de l'hystérésis dynamique, le
choix du modèle, en vue des phases d'identi�cation et de commande du prototype, est
basé notamment sur des considérations de modularité et de simplicité d'implémentation
logicielle. À ce titre, un moyen simple de modéliser la non-linéarité de l'hystérésis sta-
tique est d'approximer sa courbe par une courbe multi-linéaires, constituée de plusieurs
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Figure 5.18 � Superposition des courbes Hs (U) ·D (s) de simulation et Hd en expéri-
mentation pour diverses fréquences.

segments de droites. Introduite initialement par [Gil00], cette modélisation ne nécessite
aucune compensation par inversion de modèle, menant de fait à une consommation ré-
duite de mémoire et de coûts de calculs d'une part, et à une facilité de synthèse du
correcteur d'autre part.

Une particularisation de cette approximation multi-linéaires au cas quadrilatéral suf-
�t généralement pour décrire l'hystérésis statique, et a fait l'objet de travaux récents
pour la commande d'une poutre piézoélectrique bimorphe [Rak06] (Fig. 5.19). Nous ex-
pliquons maintenant brièvement cette méthode.

L'équation d'une droite courante (Dr) de cette courbe prend la forme δ = αrU + δr,
dans laquelle la pente αr et sa valeur à l'origine δr dépendent du passé et du présent
de l'entrée U . Le modèle statique du système réel consiste en un modèle nominal dont
le gain statique, estimé graphiquement par lecture de la courbe d'hystérésis, est entaché
d'une incertitude bornée.

L'hystérésis Hs est approximé par un modèle pseudo-linéaire de pente nominal α0 et
d'ordonnée à l'origine δH selon :

δ = α0U + δH (5.7)
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Figure 5.19 � (a) Approximation multi-linéaires. (b) Approximation quadrilatérale.

dans lequel α0 est calculé comme la moyenne arithmétique des pentes minimale αm et
maximale αM des quatre droites constituant le quadrilatère. Soient Drm et DrM les deux
droites de pentes minimale et maximale respectivement :{

(DrM ) : δ = αMU + δM
(Drm) : δ = αmU + δm

(5.8)

Par ailleurs, la pente moyenne α0 et le rayon αE sont également introduits comme
suit : {

α0 = αM+αm
2

αE = αM−αm
2

(5.9)

L'information sur la valeur du rayon αE permet de quanti�er l'erreur d'incertitude sur
le modèle réel du système à un instant donné.

Finalement, le système réel est caractérisé en statique comme un système linéaire
soumis à une perturbation additive en entrée :{

δ = αsystemU + δH
α0 − αE ≤ αsystem ≤ α0 + αE

(5.10)

Sa représentation en fonction de transfert existe, et le système statique peut se ramener
au schéma-bloc donné par la Fig.5.20.

L'identi�cation de l'hystérésis quadrilatérale est réalisée en expérimentation à partir
de la boucle externe de la courbe d'hystérésis quasi-statique : le gain nominal et le rayon
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Figure 5.20 � Modèle du transfert statique en tension-dé�exion par l'approximation
quadrilatérale.

d'incertitude sont respectivement estimés à α0 = 0, 0640µm.V −1 et αE = 0, 0122µm.V −1

(Fig.5.21). Les quelques di�érences vis-à-vis des boucles internes sont supposées être
prises en compte par la robustesse du contrôleur synthétisé a posteriori. L'amplitude en
tension est choisie égale à 100V , qui sera l'ordre de grandeur de l'amplitude de commande
nécessaire au correcteur synthétisé.

Figure 5.21 � Identi�cation des paramètres de la courbe d'hystérésis quadrilatérale.
(Les segments de droites sont choisis aux n÷uds du ventre de l'hystérésis, où l'amplitude
de la dé�exion est maximale.)

5.2.4 Ecriture du modèle complet pour la synthèse de la commande

Dans le domaine de Laplace, la contribution mécanique δF (s) = spD (s)Fm (s) issue
de l'équation (5.2) décrit la dynamique de la dé�exion lors du contact de l'objet manipulé
sur l'extrémité du micro-actionneur. A l'instar de la dé�exion δd induite par la dérive,
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cette contribution sera assimilée lors de la commande en dé�exion libre à une entrée
perturbatrice sur le modèle nominal.

Le modèle complet, incluant la dynamique du �ltre actif anti-repliement F (s), donné
Fig.5.22, prend donc la forme générale :

δ (s) = F (s) (α0D (s)U (s) + δPert. (s)) (5.11)

où α0, complété par l'incertitude αE , limite les variations possibles du gain statique réel
du système, selon α0 − αE ≤ αsystem (t) ≤ α0 + αE . Dans la suite, la partie dynamique
du système instrumenté α0D (s)F (s) est notée G (s).

Le dernier terme dans (5.11) rassemble l'ensemble des di�érentes sources de pertur-
bations comme suit :

δPert. (s) = δHD (s) + δF (s) + δd (s) (5.12)

Figure 5.22 � Transfert en tension/dé�exion équivalent.

5.2.5 Etat de l'art sur la commande des actionneurs piézoélectriques

Commande en boucle ouverte

Di�érentes approches existent pour piloter un actionneur piézoélectrique en boucle
ouverte. Une première classe consiste à linéariser ce comportement en dé�exion par
l'application d'une quantité contrôlée de charges. Une seconde classe de méthode consiste
à compenser, par inversion de modèle, les e�ets indésirables causés par les non-linéarités
du comportement en dé�exion.
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� Pour réduire les e�ets gênants des non-linéarités, des méthodes de commande en
charge sont parfois adoptées, exploitant la linéarité de la relation entre la charge
électrique présente sur les électrodes de l'actionneur et la déformation mécanique
(hystérésis statique réduit à environ 2%) [New82] [Kai88] [Fur98]. Pour autant, la
complexité du circuit électronique pour d'une part maintenir indé�niment le sys-
tème alimenté en charge, et d'autre part pour assurer la conversion �ne de la charge
en tension pour la mesure, freine son utilisation. Toutefois, une commande originale
en boucle ouverte, baptisée commande Q/V et combinant la charge et la tension
électrique, a été développée puis mise en oeuvre sur un actionneur piézoélectrique
duo-bimorphe pour permettre la compensation des pertes de charges. Cette com-
mande a ainsi permis de linéariser le comportement hystérétique de l'actionneur
[Agn03b] [Agn03a].

� Les techniques de modélisation numérique, comme le modèle de Preisach, permet-
tant de décrire l'hystérésis du PZT [Ge97], sont souvent associées à une méthode
de commande en boucle-ouverte, qui consiste à compenser, par inversion du mo-
dèle, les phénomènes de non-linéarité (Fig.5.23). Plus récemment, il a été démontré
que l'opérateur de Prandtl-Ishlinskii, moins complexe que le modèle de Preisach,
a l'avantage de posséder un inverse analytique facilement calculable [Tan06]. Cet
opérateur convient mieux à une implémentation temps-réel, pour laquelle le temps
de calcul est toujours critique. Mais, comme pour la plupart de ces modèles, cer-
tains cas numériques, qui correspondent aux singularités de la courbe, empêchent
l'existence mathématique de l'opérateur inverse, ou mène parfois à de mauvais
conditionnements numériques.

Figure 5.23 � Commande en boucle ouverte par compensation d'hystérésis.

Commande en boucle fermée

Des techniques courantes de commande hybride feedforward/feedback intégrent un
modèle inverse linéarisé (du type de Preisach) dans la boucle feedforward et un cor-
recteur feedback PID pour améliorer la précision de l'asservissement de l'actionneur
piézoélectrique [Ge96]. [Cro98b] applique ainsi un modèle inverse polynomiale dans la
boucle feedforward pour compenser l'hystérésis et conçoit un simple correcteur PD dans
la chaîne de rétroaction pour amortir les vibrations d'un microactionneur piézoélectrique.
D'autres méthodes de commande avancée, telles que les commandes robustes du type
H∞, ont déjà été implémentées dans la boucle de rétroaction [Che99]. [Tsa03] introduit,
quant à lui, un nouveau modèle identi�é en boucle ouverte de l'hystérésis piézoélec-
trique : il consiste en un gain et un retard pur variables, fonctions de l'amplitude et de
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Figure 5.24 � Principe de la commande HAC/LAC.

la fréquence de la commande appliquée. Ce modèle est ensuite utilisé pour synthétiser
un correcteur H∞ robuste, basé sur un modèle prédicteur de Smith, pour commander
précisément la dé�exion.

La commande adaptative reste également une approche privilégiée dans la commande
de tels systèmes [Tao96] [Tao95]. Par exemple, les paramètres du système peuvent être
identi�és en temps réel par des méthodes de réseaux de neurones [Hwa03], ou modéli-
sés suivant des méthodes de logique �oue [Ste98], voire commandés par modes glissants
[Abi04].

Malgré le recours à des méthodes de réduction de modèles, ces dernières techniques
de commande avancées peuvent parfois mener à l'obtention de correcteurs d'ordre élevé,
ce qui ne facilitent pas à terme leur implémentation dans un contrôleur. Or, l'étude me-
née précédemment sur la modélisation du comportement de l'hystérésis dynamique de
notre prototype met en évidence la validation du principe de séparation en un hystérésis
statique et un transfert dynamique. Selon l'approche adoptée dans la spéci�cation de
l'optimisation, la partie dynamique identi�ée D(s), caractérisant le régime transitoire et
oscillatoire du système �exible, possède l'alternance pôles/zéros souhaitée, qui garantit
intrinsèquement les propriétés de robustesse asymptotique. A contrario des méthodes
précédentes, l'approche de commande adoptée dans la suite tire pro�t de la forme par-
ticulière de la réponse fréquentielle du système pour concevoir un régulateur robuste et
simple, capable de répondre au cahier des charges.

5.3 Synthèse d'une loi de commande HAC/LAC

Un des rôles premiers de la commande des structures �exibles est de réduire les e�ets
transitoires indésirables et d'assurer le rejet des perturbations. Les stratégies existantes
d'amortissement actif restent e�caces dans la réduction du comportement vibratoire du
système lors de la phase transitoire. Pour autant, les correcteurs à faibles gains issus de
ces schémas de commande, appelés Contrôleurs à Faible Autorité 7, n'apportent pas de

7. Low Authority Control (LAC) dans la terminologie anglo-saxonne.
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solution dans le suivi de consigne. Leur but est plutôt d'augmenter les facteurs d'amor-
tissement des pôles de la boucle ouverte ; de ce fait, les positions des pôles en boucle
fermée dans le plan complexe ne restent que très peu modi�ées par rapport à celles de la
boucle ouverte. Pour répondre à cela, le correcteur �nal nécessite des gains importants
pour modi�er substantiellement la position de ces pôles, d'où le nom de Contrôleurs à
Haute Autorité 8. L'approche suivante, fondée à l'origine par la société Lockheed [Mis83],
combine les deux approches précédentes par une commande hiérarchisée (HAC/LAC)
[Sch84] [Aub84], parfois encore appelée Wide-band position control [Pre02].

5.3.1 Stratégie de commande

La stratégie de commande utilisée dans l'étude est la combinaison de deux boucles
de rétroactions (Fig.5.24).

1. La boucle interne d'amortissement réduit l'amplitude de la réponse fréquentielle
au voisinage des résonances et, par conséquent, le temps de réponse à des com-
mandes indicielles ou impulsionnelles en sortie du compensateur HL(s). En e�et,
d'après l'expansion modale de la matrice de transfert du système (chapitre 4), la
réponse impulsionnelle entrée-sortie est de la forme très générale :

g(t) =
n∑
i=1

Kie
−ξiωit sin

(
ωi

√
1− ξ2i t

)
(5.13)

où la constante Ki est fonction notamment des contributions modales statiques
des actionneurs et capteurs sur le i-ème mode. La constante de temps de ce mode
vibratoire apparaît comme étant proportionnelle à τi ∼ (ξiωi)

−1. Ainsi, les perfor-
mances de temps en régulation sont améliorées lorsque le système est amorti.

En pratique, ces techniques de commande d'amortissement sont basées sur des prin-
cipes de passivité, et se déclinent sous des formes variées selon la nature des entrées
et des sorties du transfert à commander (transfert force/déplacement, force/vitesse,
etc) [Pre02]. Quelquefois, de simples correcteurs à avance de phase permettent
d'introduire un déphasage su�sant à la fréquence de résonance d'intérêt : cela se
traduit par un éloignement vers les courbes isogains de surtension plus faibles dans
l'abaque de Black-Nichols [Bri03] [Roh05].
Des régulateurs du type Direct Velocity Feedback, plus spéci�quement adaptés au
transfert du type force/vitesse ajoutent un amortissement visqueux pur avec une
marge de phase de 90� [Pot02]. Malheureusement, le gain haute-fréquence doit
souvent être atténué pour éviter l'ampli�cation des bruits et les phénomènes de
spillover dus aux dynamiques non-modélisées.
La commande par Positive Position Feedback (PPF), comme proposée par Caughey
& Fanson [Goh85] [Fan90], a l'avantage de rester stable même en présence de
modes non-contrôlés dans la bande-passante, et présente un roll-o� important en
haute-fréquence, limitant ainsi les risques de déstabilisation du système par les

8. Appelés High Authority Control (HAC).
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dynamiques hautes-fréquences non-modélisées. De plus, la conception de ce type
de correcteur nécessite seulement la connaissance a priori des fréquences à amortir
et la valeur du gain statique du système.
Cette dernière méthodologie est appliquée dans la suite pour la synthèse du régu-
lateur LAC, de fonction de transfert Hl(s).

2. Le compensateur HAC, de transfert HL(s), synthétisé sur la base du système
précédemment amorti par Hl(s), réalise notamment l'action intégrale nécessaire
en basse-fréquence et traite le compromis performance-robustesse-stabilité. Dans
la présente étude, ce correcteur est synthétisé dans le domaine fréquentiel sur le
transfert de boucle.

5.3.2 Eléments de théorie sur les schémas d'amortissement par Posi-
tive Position Feedback (PPF)

La technique du PPF utilise un �ltre du second ordre, réglé sur un mode particulier à
amortir. Des performances en boucle fermée stable peuvent être atteintes en rebouclant
positivement le signal mesurant la position de la dé�exion sur l'entrée du compensateur.

Dans l'étude, l'intérêt est centré sur l'amortissement du premier mode vibratoire
ωn1, l'amplitude du second mode étant de fait atténuée de −40dB/décade. D'après la
convention de signe utilisée (Fig.5.24), la fonction de transfert du correcteur PPF est
dans le cas SISO :

Hl (s) = −g 1

1 + 2ξf
ωf
s+ 1

ω2
f
s2

(5.14)

où g, ωf et ξf sont respectivement le gain, la pulsation naturelle et l'amortissement mo-
dal choisis pour le correcteur.

Les paramètres de ce correcteur sont réglés pour placer sa résonance au voisinage de la
première fréquence naturelle de vibration du système. En pratique, ce correcteur ajoute
des degrés de liberté auxiliaires dans l'expansion modale du transfert entrée-sortie à
commander [Fri99]. Le mode vibratoire créé arti�ciellement par le compensateur produit
des mouvements modaux particuliers à la fréquence de vibration, ajoutant ainsi 90�de
phase à la fréquence de résonance ; le déplacement mesuré et la tension appliquée sont
déphasés de 180�. De l'énergie est dissipée au mode ωn1, auquel participent les degrés
de liberté supplémentaires, permettant ainsi l'ajout d'amortissement à cette fréquence
(AnnexeH).

5.3.3 Synthèse du régulateur LAC par le lieu des racines

Les réglages des trois paramètres g, ωf et ξf dé�nissant entièrement le compensateur
Hl (s) sont réalisés de manière itérative par simulation sur le lieu d'Evans et sur la
représentation fréquentielle du transfert de boucle. L'in�uence de ces paramètres sur
l'amortissement sert de base de considérations pour leur réglage (AnnexeH).
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� D'importantes valeurs du coe�cient d'amortissement ξf conduisent dans la ré-
ponse en phase à une région active importante, alors que de faibles valeurs de ξf
améliorent l'amortissement du système pré-compensé par Hl. Comme valeur de
compromis, il est choisi pour la suite ξf = 50%.

� Après plusieurs essais en simulation, la pulsation naturelle du �ltre PPF ωf est
choisie égale à 2258rad.s−1.

� L'in�uence de la variation de gain sur l'amortissement est reportée sur le lieu
des pôles (Fig.5.25). Par ailleurs, cette valeur de gain statique, située sur les demi-
boucles gauches dans le plan complexe, assure la stabilité du système. Si la structure
présente une alternance pôle/zéro (comme optimisée par FlexIn), le lieu d'Evans
reste entièrement compris dans le demi-plan complexe gauche, garantissant la sta-
bilité robuste asymptotique (voir le cas du mode 1 de D(s), Fig. 5.26-a).
Cependant, les nécessités matérielles de notre chaîne d'instrumentation ne nous
permettent plus de conserver cette propriété d'alternance après le deuxième mode
vibratoire ωn2 de D(s), car le �ltre anti-repliement ajoute un pôle double supplé-
mentaire à ωF ≈ 6280rad/s (Fig.5.26 b)). Une boucle qui entre dans le domaine
d'instabilité se forme alors.
Comme valeur de compromis entre les performances d'amortissement optimal pour
le mode 1 (grande valeur de g) et de stabilité pour le mode 2 (petite valeur de g),
il a été choisi g = 4, 7 (Fig.5.25).

Figure 5.25 � Lieu des pôles en boucle-fermée dans le plan complexe en fonction du
gain g. (Le graphique est symétrique par rapport à l'axe réel.)
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Figure 5.26 � Zooms sur le lieu des pôles de D(s) (a) premier mode, (b) second mode
(le graphique est symétrique par rapport à l'axe réel).

Figure 5.27 � Réponses impulsionnelles expérimentales pour le système libre et com-
pensé par Hl.

De tels paramètres améliorent l'amortissement modal ξ1 du système jusqu'à 3, 14%
dans la première boucle interne, au lieu de 1, 97% en boucle ouverte. Bien que ces ré-
glages détériorent l'amortissement modal ξ2 (ξ2 = 1, 20% au lieu de 2, 12%), la pente de
−40dB/decade induite par le correcteur Hl, puis le second correcteur HL de la boucle ex-
terne, diminueront par la suite sensiblement les e�ets oscillatoires de ce mode (Fig.5.27).

Remarque : La largeur des boucles d'amortissement modal dans le demi-plan com-
plexe, et donc l'amortissement optimal qu'il est possible d'atteindre, croît avec la distance
fréquentielle entre le pôle et le zéro aux extrémités de la boucle [Pre02]. Dans le cas pré-
sent, le lieu d'Evans du premier mode décrit une trajectoire d'amplitude restreinte du fait
de la proximité de ωn1 = 1597, 1rad.s−1 avec l'antirésonance suivante 1615, 0rad.s−1.
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5.3.4 Synthèse du régulateur HAC

La synthèse fréquentielle du régulateur HL est réalisée manuellement sur le transfert
G pré-compensé par Hl.

� La valeur du gain en basse-fréquence est sensiblement augmentée par l'ajout d'un
intégrateur pur dans le correcteur HL, permettant ainsi d'éviter les erreurs sta-
tiques et de rejeter les perturbations statiques. En hautes-fréquences, cet apport
atténue les bruits capteurs et améliore la robustesse de la stabilité.

� L'intégrateur est corrigé par un terme pré-multiplicatif pour améliorer la bande-
passante ωB.P. du transfert de boucle L, dé�ni comme suit

L (s) =
HL (s)G (s)

1 +Hl (s)G (s)
, (5.15)

jusqu'à ωB.P. ≥ 200rad/s.
� Un retard de phase de 20�centré sur le deuxième mode résonant complète le régu-
lateur �nal. Il augmente la marge de gain entre l'amplitude maximale du second
pic et la droite à 0dB, pour empêcher l'apparition d'un régime transitoire qui soit
vibratoire, tout en veillant à ne pas détériorer la bande-passante.

Le régulateur HAC ainsi obtenu s'écrit :

HL (s) = 2389
(

1
s

)(
1 + 0.00012s
1 + 0.00024s

)
(5.16)

Il modi�e le transfert de boucle L comme indiqué sur la Fig.5.28, garantissant des marges
de gain et de phase théoriques intéressantes (Mg = 16.60dB et Mϕ = 78.62deg à ωP =
217.56rad/s respectivement).

5.3.5 Résultats expérimentaux

Ce régulateur a été implémenté pour commander le micro-actionneur. La �gure
Fig.5.29 présente sa réponse expérimentale à une consigne en échelon. Les performances
en asservissement ne présentent pas de dépassement, et le temps de réponse est estimé à
t5% = 9, 9ms, conformément au résultat de simulation. À titre de comparaison, le temps
de réponse en boucle ouverte du système est estimé à t5% = 33, 5ms.

5.4 Comparaison des performances atteintes avec des com-
mandes robustes

En vue de l'analyse critique des performances du correcteur HAC/LAC, deux ré-
gulateurs robustes, par placement de pôles puis par H∞ standard, sont synthétisés et
implémentés pour commander en déplacement le microactionneur prototypé.
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Figure 5.28 � In�uence du correcteur HAC/LAC sur le transfert de boucle L et marges
de stabilité.

Figure 5.29 � Réponses indicielles expérimentale et simulée en asservissement pour le
micro-actionneur commandé par le régulateur HAC/LAC. (Echelon consigne d'amplitude
5µm.)

5.4.1 Commande par placement de pôles robustes (RST)

Méthodologie

Bien que cette approche soit généralement décrite pour la commande numérique
[Lon06], les polynômes R, S et T qui composent le régulateur sont synthétisés dans le
domaine continu. Le choix des pôles en boucle fermée est basé principalement sur la
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méthodologie décrite dans [dL96], apparentée à la commande modale, pour aboutir à la
forme canonique décrite en Fig.5.30, dans laquelle les polynômes A et B véri�ent :

δ (s)
U (s)

= G (s) =
B (s)
A (s)

(5.17)

Les transferts en poursuite et en régulation s'écrivent :

Figure 5.30 � Régulateur polynomial RST équivalent.

δ (s) =
B (s)T (s)
Ds (s)

δc (s) +
B (s)S (s)
Ds (s)

q (s) (5.18)

où δc désigne l'entrée de consigne et q (s) = δPert.(s)
αOD(s) la perturbation (à rapprocher de la

Fig.5.22).

Le polynôme de spéci�cation des pôles en boucle fermée Ds est fonction des poly-
nômes R et S à déterminer, selon l'identité de Bezout :

Ds (s) = A (s)S (s) +B (s)R (s) (5.19)

Pour des consignes et perturbations du type échelon ou constante par morceaux, les
transferts δ/q et δ/δc tendent en régime permanent vers 1 et 0 respectivement, si les
contraintes S(0) = 0 et T (0) = R(0) sont imposées.

L'équation de Bezout 9 admet une solution unique si :

deg (R) = deg (A) = n (5.20)

Malgré l'augmentation du volume de calcul, le régulateur est choisi propre au sens strict
pour �ltrer les bruits hautes-fréquences d'une part, et respecter le gabarit performances-
robustesse d'autre part. La réponse fréquentielle |R (s)/S (s)| décroît ainsi avec une pente
�nale de −20dB/décade, si :

deg (S) = deg (R) + 1 (5.21)

Pour sa résolution, l'équation de Bezout sera mise sous la forme du système linéaire de
Sylvester équivalent [Bou06] [Tho02].

9. Parfois appelée aussi équation de Diophante.
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Stratégie de placement des pôles

Les 2n+ 1 pôles de Ds sont choisis en accord avec les objectifs de robustesse, de per-
formances et de stabilité souhaitées. Parmi les di�érentes approches existantes [Ast97],
celle proposée dans l'étude est inspirée de [dL96].

L'approche consiste d'une part à factoriser le polynôme de spéci�cation des pôles en
boucle fermée selon Ds(s) = P (s)J(s), où P est de degré n, et d'autre part à �xer le
polynôme T comme suit :

T (s) =
R (0)
J (0)

J (s) (5.22)

pour respecter la condition T (0) = R(0).
Cette approche découple les pôles des transferts en poursuite et en régulation, en

répartissant les modes en n pôles de poursuite via le polynôme P et n + 1 pôles de
�ltrage par le polynôme J . Le régulateur RST issu de cette méthode est en e�et équi-
valent, du point de vue structurel, à une commande par retour d'état reconstruit avec
rejet asymptotique des perturbations. Le retour d'état correspondrait à une synthèse du
gain de commande sur la base du polynôme P , et le polynôme J concerne un �ltre pour
l'estimation de l'état du processus augmenté de la perturbation q constante (de modèle
sq(s) = 0).

Le polynôme P est synthétisé sur la base des racines du polynôme A et du paramètre
de synthèse haut-niveau Tc, appelé horizon de commande, selon la démarche séquentielle
suivante (Fig.5.31).

i. Les zéros instables de A sont remplacés par leurs symétriques par rapport à l'axe
imaginaire.

ii. Les zéros trop lents de A, situés à droite de la verticale d'abscisse −1/Tc, sont
ramenés sur cette verticale.

iii. Les zéros complexes peu amortis sont ramenés à l'amortissement spéci�é ξc.

iv. Les zéros restants demeurent inchangés.

N.B. Une même racine peut subir plusieurs transformations.

Les n + 1 zéros du �ltre observateur J se déduisent de ceux de sA(s) à partir des
paramètres de synthèse To, appelé horizon de �ltrage, et ξo, amortissement de �ltrage,
selon la même procédure que pour P .

Choix des horizons de commande et de �ltrage

Par construction de Ds, les constantes de temps du transfert en poursuite δ/δc sont
seulement déterminées par l'horizon de commande Tc sur la base du polynôme P . Les
exigences de rapidité tendent à rendre cet horizon petit, mais une première limitation
résulte de l'énergie demandée à l'actionnement. Une seconde limitation est relative à
la robustesse des performances, qui se dégrade d'autant plus que plusieurs pôles sont
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Figure 5.31 � Construction des zéros de P (s) à partir de ceux de A(s).

fortement déplacés vers la gauche. Des essais en simulation indiquent que 1/Tc doit être
pris au moins égal à 800 pour obtenir approximativement le même temps de réponse
en poursuite que le système compensé par le correcteur HAC/LAC. Pour éviter toutes
oscillations dans la réponse temporelle de la dé�exion, l'amortissement spéci�é ξc est pris
égal à 1.

L'horizon de �ltrage To n'a pas d'incidence sur le transfert en poursuite, mais contri-
bue en partie, conjointement avec l'horizon de commande Tc, aux performances sur le
transfert en régulation. Pour le système considéré, stable en boucle ouverte, augmenter
l'horizon de �ltrage améliore la robustesse au détriment des performances en régulation.
De plus, la stabilité en boucle fermée est renforcée lorsqu'un nombre limité de pôles est
déplacé dans le plan complexe. Dans le cas d'un système légèrement amorti, de faibles
valeurs de ξo conduiront naturellement à de bonnes marges de gain et de phase, ces
tendances étant con�rmées en simulation (Fig.5.32) et (Fig.5.33).

Au vu de ces résultats, les valeurs suivantes To = 26Tc et ξo = 0, 3%, qui corres-
pondent à Mg = 23.22dB et Mϕ = 82, 30deg à ωϕ = 25rad/s, sont choisies pour le
calcul du correcteur. Le temps simulé pour le processus en régulation est de 60ms, ce
qui est jugé comme su�sant dans le cas applicatif visé.

Résultats expérimentaux

L'expérimentation indique que le suivi de consigne en échelon est réalisé avec un
temps de réponse de t5% = 10, 5ms, conformément à la simulation (Fig.5.34). De très
légers dépassements apparaissent toutefois dans les réponses expérimentales.

5.4.2 Commande H∞ standard

Cette seconde commande robuste in�ue sur certains transferts du système asservi,
tout en garantissant la stabilité de la boucle fermée. Elle permet également la prise en
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Figure 5.32 � In�uences des paramètres de synthèse To et ξo sur la marge de gain
Mg prédite pour le système compensé par correcteur RST. (ξo est donné en échelle
logarithmique pour des soucis de représentation graphique.)

Figure 5.33 � In�uences des paramètres de synthèse To et ξo sur la marge de phase Mϕ

prédite pour le système compensé par correcteur RST.

compte de certains objectifs de robustesse, tels que la garantie de marges de stabilité ou
la robustesse aux dynamiques hautes fréquences mal connues ou non modélisées. Cette
technique de commande, qui aboutit à la synthèse d'un correcteurK(s), nécessite d'écrire
le système (Fig.5.35) sous la forme d'un problème standard.

Dans la suite, ε désigne l'erreur d'asservissement. L'étude de la commande du mi-
croactionneur par l'approche H∞ standard se ramène à celle d'un système monovariable,
sans que cela constitue pour autant une limitation.
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Figure 5.34 � Réponses indicielles expérimentale et simulée en asservissement pour le
micro-actionneur commandé par le régulateur RST (échelon de consigne d'amplitude
5µm).

Figure 5.35 � Transfert tension/dé�exion G corrigé par le correcteur K.

Les fonctions de transfert mises en jeu entre les signaux d'entrées (δc et q) et les
signaux à surveiller (ε et U) sont établis par la relation matricielle suivante :[

ε
U

]
=
[

S −SG
KS −KSG

] [
δc
q

]
(5.23)

dans laquelle S = (I +GK)−1 est la fonction sensibilité.

L'étude de la réponse fréquentielle de ces quatre transferts renseigne sur les propriétés
de l'asservissement. L'allure asymptotique de ces réponses fréquentielles est déduite en
faisant des hypothèses sur le gain de la boucle ouverte (Fig.5.36).

� Lorsque le gain de la boucle ouverte est grand, |K(s)G(s)| � 1 (généralement en
basse-fréquence pour assurer les objectifs de précisions notamment), le correcteur
agit sur les transferts de δc vers ε et de q vers ε, tandis qu'il est sans e�et sur les
transferts de δc vers U et de q vers U .

� A l'inverse, si le gain de la boucle ouverte est faible, |K(s)G(s)| � 1, plutôt en
hautes-fréquences car le gain du système non corrigé y présente naturellement
un roll-o� important d'une part et le correcteur doit éviter d'exciter inutilement
la commande en dehors de la bande-passante de l'asservissement d'autre part, le
correcteur agit sur les transferts de δc vers U et de q vers U , tandis qu'il est sans
e�et sur les transferts de δc vers ε et de q vers ε.
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Figure 5.36 � Comportements asymptotiques des transferts de la boucle fermée.

Mise en forme du problème de la commande H∞ standard

Pour atteindre les objectifs précédents, des pondérations sur les di�érents signaux,
qui prennent la forme de �ltres, permettent, suivant le signal auquelles elles s'appliquent,
de privilégier un domaine de fréquences particulier. Dans le schéma (Fig.5.37), l'erreur
ε est pondérée par le �ltre W1(s), la commande U par le �ltre W2(s), et l'entrée de la
perturbation q se fait via la sortie d'un �ltre W3(s).
En considérant à présent δc et q comme entrées, e1 et e2 comme signaux de surveillance,

Figure 5.37 � Schéma de la boucle fermée incluant les trois pondérations fréquentielles
W1, W2 et W3.
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la nouvelle matrice de transfert s'écrit :[
e1
e2

]
=
[

W1S −W2SGW3

W2KS −W2KSGW3

] [
δc
q

]
(5.24)

La synthèse H∞ utilise la notion de problème standard représenté en Fig. 5.38 : la
matrice de transfert modélise les interactions dynamiques entre deux ensembles d'entrées
et deux ensembles de sorties : le vecteur w représente les entrées extérieures (la consigne
et la perturbation en l'occurence), le vecteur U , ramené à un scalaire ici, la commande ;
e1 et e2 regroupés dans le vecteur e sont les signaux d'observation, et en�n l'écart ε
représente la mesure disponible pour élaborer la commande. Cette forme du problème
standard est équivalent au schéma bloc du système G(s) augmenté des trois �ltres de
pondération Fig. 5.39.

Figure 5.38 � Représentation du pro-
blème standard pour le système aug-
menté.

Figure 5.39 � Système G augmenté des
�ltres W1, W2 et W3, et bouclé par K.

En e�ectuant une partition de la matrice P̃ (s) de façon cohérente avec les dimensions
de w, U , e et ε, on obtient :

P̃ (s) =
[
P̃ew (s) P̃eU (s)
P̃εw (s) P̃εU (s)

]
(5.25)

La matrice de transfert entre les signaux d'entrée w et les signaux d'observations e du
système bouclé, appelé aussi Transformation Fractionnaire Linéaire (LFT) inférieure,
est calculée comme suit :

Fl
(
P̃ (s) ,K (s)

)
= P̃ew (s) + P̃eU (s)K (s)

(
I − P̃εU (s)K (s)

)−1
P̃εw (s) (5.26)

Problème H∞ standard : P̃ (s) et γ > 0 étant donnés, déterminer K(s) qui stabilise
le système bouclé et assure

∥∥∥Fl (P̃ (s) ,K (s)
)∥∥∥
∞
< γ.

Les correcteurs assurant la plus petite valeur de γ possible seront dits optimaux
[Duc99].
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L'avantage de considérer ce problème augmenté, plutôt que le jeu matriciel plus
simple (5.23), est que les �ltres permettent de modeler les di�érents transferts S,KS, SG
et KSG. Les propriétés de la norme H∞ assurent en e�et que si la condition précédente
est satisfaite, alors les quatre conditions suivantes le sont aussi :

‖W1S‖∞ < γ ⇔ ∀ω ∈ R, |S (jω)| < γ

|W1 (jω)|
(5.27)

‖W2KS‖∞ < γ ⇔ ∀ω ∈ R, |K (jω)S (jω)| < γ

|W2 (jω)|
(5.28)

‖W1W3SG‖∞ < γ ⇔ ∀ω ∈ R, |S (jω)G (jω)| < γ

|W1 (jω)W3 (jω)|
(5.29)

‖W2W3KSG‖∞ < γ ⇔ ∀ω ∈ R, |K (jω)S (jω)G (jω)| < γ

|W2 (jω)W3 (jω)|
(5.30)

Di�érentes méthodes peuvent être envisagées pour résoudre le problèmeH∞ standard
(approche par Inégalités Matricielles A�nes 10 [Iwa94] [Gah94], ou par équations de
Riccati, aussi connues sous le nom d'algorithme de Glover-Doyle [Glo88] [Doy89], dans
laquelle la valeur de γ est recherchée par dichotomie).

Résultats

Sur la base des performances requises pour le système de micromanipulation, trois
fonctions de pondération W1, W2 et W3 sont proposées pour la synthèse du correcteur
(voir Annexe I) :

W1 (s) =
0.1 s + 275
s + 0.275

(5.31)

W2 (s) =
1

2000
s + 1

10 - 8s + 100
(5.32)

W3 (s) =
(s+ 200) (s+ 0.275)

(s+ 1.27) (0.1s+ 275)
(5.33)

La calcul du correcteur est réalisé grâce à Matlab R© (Robust Control Toolbox),
conduisant à une valeur optimale γopt = 1.16. Les fonctions de transfert résultantes du
correcteur Kopt synthétisé respectent relativement bien les gabarits imposés (Fig.5.40),
et les marges de stabilité théoriques demeurent intéressantes (Mg = 18.93dB et Mϕ =
86.98deg à ωϕ = 306.14rad/s).

Ce correcteur a été implémenté puis testé pour la commande de la dé�exion (Fig.5.41).
Le temps de réponse expérimentale du système t5% = 9.0ms est légèrement inférieur à
la simulation (9.7ms), et un faible dépassement oscillatoire apparaît.

10. en anglais Linear Matrix Inequalities, ou LMI.
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Figure 5.40 � Fonctions de pondérations utilisées dans la synthèse de K(s) et transferts
du système.

Figure 5.41 � Réponses indicielles expérimentale et simulée en asservissement pour
le micro-actionneur commandé par le correcteur H∞ (échelon en consigne d'amplitude
5µm).
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5.5 Comparaisons des résultats et conclusion

Les résultats de prototypage obtenus par procédé d'usinage laser ont concrétisé les
espoirs de réalisation, a priori non-triviale, de microstructures, dont les topologies sont
issues de l'optimisation par notre méthode.

Une première phase de modélisation puis d'identi�cation des phénomènes non-linéaires
a permis la synthèse d'un modèle électromécanique du système en vue de son contrôle
en dé�exion.

Trois lois de commande, HAC/LAC, RST et H∞, ont pu être implémentées pour
la commande du prototype de micro-actionneur piézoélectrique : elles fournissent des
réponses temporelles satisfaisantes, et comparables en terme de temps de réponse lors
de consignes en échelon (Fig.5.42). En revanche, une légère tendance à des dépassements
oscillatoires est notée pour les deux derniers correcteurs.

Figure 5.42 � Comparaison des réponses indicielles (consignes en échelon de 5µm).

L'étude comparative des marges de stabilité pour les trois commandes implémentées
sur le système indique également des performances similaires pour les marges de gain et
de phase (Fig.5.43).

En revanche, les marges de retard TM respectives de ces trois correcteurs di�èrent
sensiblement, le correcteur RST étant celui qui possède les meilleures performances de
robustesse sur la tolérance au retard (Table.5.2).
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Figure 5.43 � Lieu de Black du transfert de boucle pour les correcteurs HAC/LAC,
RST et H∞.

Table 5.2 � Comparaisons des marges de robustesse.

Correcteur
Marges de stabilité

Mg(dB) Mϕ(deg) TM (ms)

HAC/LAC 16.60 78.62 6.31
RST 23.22 82.30 57.46
H∞ 18.93 86.98 4.96

En conclusion, dans le cas présent, la synthèse d'un premier correcteur basé sur des
techniques d'amortissement actif (type PPF), corrigé par une action Proportionnelle-
Intégrale, donne des performances satisfaisantes au regard de celles atteintes avec les
techniques standards de commande robuste.

Cette approche est d'autant plus attrayante que la synthèse d'un tel correcteur par
le lieu d'Evans reste relativement simple, et peut garantir une stabilité asymptotique
sous réserve de certaines propriétés structurelles sur la réponse fréquentielle du système
(alternance pôle/zéro).

Un autre intérêt majeur de cette approche HAC/LAC est l'ordre réduit du correcteur
synthétisé (ordre 4). Par comparaison :

� la méthode par placement de pôles robustes impose un degré du correcteur RST au
moins égal à deux fois celui du système (voir plus dans le cas d'un régulateur propre
au sens strict). Dans l'étude, l'ordre de la fonction de transfert α0D (s), limitée à
l'identi�cation des deux premiers modes vibratoires, est d'emblée de 4, sans même
prendre en compte la dynamique du �ltre anti-repliement. Inévitablement, cela
conduit a posteriori à des correcteurs de complexité élevée ;
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� la synthèse du régulateur H∞ est d'ordre 13. Dans le cas présent, l'emploi de tech-
niques de réduction de modèle, comme la réduction équilibrée [Moo81], a malheu-
reusement mené à des correcteurs réduits qui laissaient apparaître des peformances
fortement dégradées.

Dans la perspective de conception de systèmes adaptroniques, et à terme d'intégration du
correcteur dans des systems-on-chip, l'approche HAC-LAC justi�e alors pleinement son
intérêt. La robustesse de cette loi de commande pourra aussi être éprouvée sur plusieurs
exemples de prototypes de micropince.



Chapitre 6

Extensions de la méthode et

perspectives

Le travail présenté précedemment ouvre sur de nombreuses extensions et pers-
pectives, dont quelques unes sont évoquées dans ce chapitre. Par exemple, de
nouveaux critères peuvent être implémentés dans la méthode. Un exemple de
nouveaux critères portant sur la dynamique est donné et utilisé pour la concep-
tion optimale de structures mécaniques d'ampli�cation de micro-actionneur
piézoélectrique opérant en boucle ouverte ; quelques pistes préliminaires sur
leur réalisation microtechnologique sont mentionnées. La méthode d'optimi-
sation pourrait également permettre l'introduction d'autres schémas d'action-
nement dans le plan de la structure par le biais de nouveaux blocs actifs
supplémentaires. Bien que non-modélisés dans le cadre de nos travaux, il est
également montré que les e�ets tridimensionnels jouent un rôle important
dans l'analyse de la réponse en dé�exion des systèmes synthétisés par la mé-
thode. En�n, l'intégration fonctionnelle de la mesure dans ces systèmes fait
partie des perspectives également étudiées pour faire évoluer FlexIn.

6.1 Stratégie d'optimisation pour des structures ampli�ca-
trices de débattement

L'algorithme génétique permet l'élargissement du cadre des hypothèses et la considé-
ration de nouveaux critères. En particulier, nous présentons ici d'autres critères portant
sur la dynamique des structures. Ils ont pu être mis en application pour la conception
innovante de mécanismes d'ampli�cation de déplacement pour des actionneurs piézoélec-
triques en stack.

6.1.1 De nouveaux critères dans la méthode

Les actionneurs piézoélectriques en stack sont de la classe de ceux représentés (Fig. 3.5)
et (Fig. 3.6) et possèdent en général une course limitée à quelques µm. Parmi les mé-
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thodes d'optimisation qui ont considéré la synthèse de structures ampli�catrices pour
de tels micro-actionneurs, peu d'entre elles incluent l'analyse dynamique [Du00] [Lau00]
[Mad04] [Abd05]. Généralement, soit le comportement optimisé entrée-sortie de ces mé-
canismes n'est valide qu'en régime quasi-statique ou basse-fréquence ; soit ces structures
ont été optimisées pour le cas d'un chargement harmonique de fréquence prédéterminée.
Puisque ces structures sont souvent réalisées pour fonctionner en boucle ouverte, leur
comportement fréquentiel revêt donc un caractère particulièrement important qu'il se-
rait souhaitable d'optimiser dans sa globalité. Souvent, le rejet de la première occurrence
de la résonance qui apparaît dans la réponse fréquentielle entre l'entrée et la sortie est
ainsi recherché par le concepteur de systèmes déformables [Li02] : l'inversion de phase
qui se produit à cette fréquence dégrade le régime de fonctionnement de l'ampli�cateur
mécanique, qui devient alors inverseur de mouvement.

En tirant pro�t du calcul déjà fait des HSV dans notre méthode (4.46), des tra-
vaux préliminaires ont permis de tester dans notre algorithme l'adéquation des HSV
dans deux nouveaux critères pour traiter du problème de la conception en dynamique
des structures. Le but recherché est ici aussi de contraindre la réponse fréquentielle en
boucle ouverte de nos structures. Ces critères, notés E1 et E2, permettent d'adresser deux
problèmes souvent rencontrés dans ces applications [Gro07a].

1. Le rejet des modes résonants (E1) : pour actionner la sortie mécanique en
dé�exion y depuis l'entrée u, les phénomènes de résonance doivent être évités
(Fig. 6.1-a). A l'approche de la première résonance, le rapport déplacement sortie
sur entrée devient non-constant en amplitude, et une inversion de phase de 180�se
produit.
Dans notre problème d'optimisation, l'entrée et la sortie du mécanisme sont �xées.
Les topologies optimales sont celles qui minimisent conjointement les commanda-
bilité et observabilité modales pour le premier mode vibratoire qui apparaît dans
le transfert entre u et y (équation 4.46). Cela revient indirectement à minimiser la
quantité σ déjà calculée dans un critère précédent (chapitre 4) :

σ =
‖b‖2 ‖c‖2

4ξω2
(6.1)

pour la première pulsation de résonance 1 apparaissant dans la réponse fréquen-
tielle y/u. Plus que le rejet de la pulsation de résonance, la minimisation de σ
correspondant à cette résonance assure aussi que la résonance considérée sera de
faible autorité, c'est-à-dire de faible amplitude compte-tenu de son interprétation
en terme de norme (4.50).

2. Le �ltrage mécanique passif des vibrations indésirables du support (E2) :
il peut être souhaitable de réduire le niveau d'in�uence des vibrations indésirables

1. Rappelons que la résonance est approximativement située à la pulsation ω dans le cas de systèmes
�exibles.
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provenant de l'environnement extérieur sur la sortie mécanique y en déplacement.
Pour l'exemple, les perturbations w sont supposées être transmises essentiellement
à partir de la base de la structure via le support mécanique (Fig. 6.1-b). Ainsi, une
seconde représentation d'état du système est écrite avec pour entrée, non plus u
(car le n÷ud de l'actionneur est supposé �xe ; cette fois-ci, u = 0), mais les n÷uds
de la base w.

Le second critère E2 vise la minimisation de toutes les HSV σi, dont les fréquences
ωi sont comprises dans un intervalle d'intérêt [ωm;ωM ], en pénalisant les structures
qui possèdent plusieurs résonances dans ce même intervalle. Dans notre exemple,
il a été choisi comme valeurs ωm = 0rad/s et ωM = 250 krad/s. Les topologies
optimales vis-à-vis de ce critère sont celles qui présentent un nombre restreint de
résonances dans la bande fréquentielle souhaitée, et pour lesquelles les résonances
sont atténuées en amplitude (faibles autorités).

Figure 6.1 � Problème d'optimisation pour le mécanisme d'ampli�cation avec conditions
aux limites : (a) rejet des modes résonants depuis l'actionneur, (b) �ltrage des vibrations
indésirables depuis le support.

Le problème d'optimisation a été résolu avec notre méthode pour le cas d'une struc-
ture en matériau silicium 2 d'épaisseur hors-plan 500 µm. Les coe�cients modaux sont
tous pris égaux à 0, 5%. De l'ensemble de solutions obtenues après stagnation des per-
formances pour 200 générations par l'algorithme génétique, trois solutions, nommées A,
B et C dans la suite, sont sélectionnées. Leurs topologies et leurs performances vis-à-vis
des critères sont données en Fig. 6.2.

2. Le silicium a été choisi ici pour utiliser les techniques de microfabrication en salle blanche, o�rant
une très grande variété de design dans de très petites dimensions.
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Figure 6.2 � Exemples de solutions pseudo-optimales de structures A, B et C, repré-
sentées avec leur déformées et leur avantage géométrique à fréquence nulle, puis notes
qualitatives des trois structures relativement aux critères E1 et E2.

L'interprétation des critères E1 et E2 peut être réalisée sur les réponses fréquentielles
en boucle ouverte de chacune des structures. La relativement faible performance de la
structure A vis-vis du critère E1 se traduit par une apparition prématurée de la première
résonance dans la bande d'intérêt, ce qui limite son utilisation en boucle ouverte à un
domaine fréquentiel basse-fréquence (Fig. 6.3). A l'inverse, l'évaluation des structures B
et C est meilleure, comme en témoignent leurs réponses fréquentielles : les premières
résonances sont plus éloignées du spectre basse-fréquence d'une part, et leur amplitude
maximale est plus faible que celle de la structure A d'autre part.

En ce qui concerne E2, parmi les trois structures, celle qui présente le meilleure niveau
de réduction des oscillations vibratoires de la base vers la sortie semble être la structure
C. Dans le spectre [ωm;ωM ], cette structure ne présente qu'une seule résonance dont
l'amplitude est par ailleurs plus faible que les deux autres structures.

6.1.2 Essais de réalisations de prototypes

Quelques prototypes micro-usinés ont été obtenus dans la salle blanche de l'Institut
Femto-St à Besançon sur un wafer en silicium (utilisation de la technique de D.R.I.E.,
Deep Reactive Ion Etching). A partir d'un masque de forme appliqué sur la face supé-
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Figure 6.3 � Réponse fréquentielle simulée en amplitude et en phase pour les structures
A, B et C entre l'entrée u et la sortie y : critère E1.

Figure 6.4 � Réponse fréquentielle simulée en amplitude et en phase pour les structures
A, B et C entre l'entrée w et la sortie y : critère E2.
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Figure 6.5 � Essais de réalisation de prototypes des trois structures ampli�catrices
(après technique d'usinage par procédé de D.R.I.E.), représentées avec leur parties sé-
cables.

rieure du wafer, la gravure chimique du silicium est réalisée alternativement par l'asso-
ciation de deux gaz, un gaz de gravure (SF6 ) dont les ions vont bombarder la surface
de silicium, et un gaz de protection (C4F8 ) qui va protéger les �ancs des poutres de
l'attaque chimique. Cela permet d'éviter autant que possible une isotropie de la gravure
chimique, en privilégiant ainsi la direction de gravure selon l'épaisseur (Fig. 6.5).

Ce procédé nécessite de bien dé�nir le temps de cycle gravure/protection, la pres-
sion des gaz et la puissance du bombardement ionique a�n d'optimiser la qualité de la
gravure et éviter une gravure isotropique. La première campagne d'essais a permis la
réalisation des trois structures A, B et C. Toutefois, ces premiers paramètres de ré-
glage des conditions d'usinage nécessiteront d'être revus, car des défauts d'usinage ont
pu malheureusement être mis en évidence à l'échelle microscopique (Fig. 6.6).

Figure 6.6 � Mise en évidence des défauts d'usinage par vue au Microscope Electronique
à Balayage : gravure non-débouchante dans le motif de treillis de poutres (à gauche) et
�ancs non-verticaux (à droite).

6.2 De nouveaux blocs actifs dans la méthode

La méthode d'optimisation par blocs permet l'introduction de nouveaux schémas
d'actionnement dans le plan. En particulier, il pourrait être intéressant de coupler à
notre méthode d'optimisation des modèles inspirés de l'expérience du concepteur.
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Figure 6.7 � Principe de fonctionnement de l'actionneur piézoélectrique bimorphe. La
structure au repos est présentée en traits continus ; la déformée de l'actionneur en traits
pointillés.

Si notre méthode apporte déjà des schémas d'actionnement non-intuitifs et inno-
vants, certains modèles d'actionnement par poutre piézoélectrique sont aussi connus du
concepteur pour leur caractéristiques intéressantes en dé�exion notamment. Il s'agit des
con�gurations de micro-actionneur sous forme de poutres bimorphes plans, largement
utilisées en microrobotique. Il pourrait être intéressant de les intégrer dans la méthode.

Leur principe de fonctionnement nécessite une disposition de quatre électrodes sur
une poutre piézoélectrique particulière, comme indiqué (Fig. 6.7). Par le jeu des tensions
±V appliquées sur les quatre électrodes de la poutre piézoélectrique, deux champs E1

et E2 opposés peuvent être créés, pour produire un mouvement global de �exion dans
le plan (e1, e2). Généralement, les mouvements produits par cette con�guration sont
plus importants que ceux obtenus directement par la simple élongation transverse d'une
poutre (blocs actifs actuels de la bibliothèque de FlexIn).

On peut ainsi imaginer l'ajout de six éléments bimorphes dans la bibliothèque de blocs
actifs (Fig. 6.8). Cela pose entre autres la question du dimensionnement de la largeur
de poutre (qui doit être su�samment importante pour assurer la présence des deux
pistes d'électrodes sur ses faces supérieure et inférieure), ainsi que celle de la réalisation
technologique à l'échelle micrométrique de ces structures.

6.3 Vers la prise en compte des e�ets tridimensionnels

Jusqu'à présent, les travaux que nous avons menés ne se sont intéressés qu'à une
modélisation planaire des mouvements des structures �exibles. Pour autant, les phé-
nomènes vibratoires non-modélisés intervenant dans la troisième dimension (hors-plan)
co-existent sur le système réel au côté de ceux modélisés dans le plan. Leurs e�ets sur le
comportement en fonctionnement du système peuvent être de grande importance. S'ils
ne sont pas maîtrisés au moins au stade de la simulation, ces e�ets 3D peuvent devenir
indésirables au cours de l'expérimentation. Certains de ces e�ets sont mis en évidence
sur l'exemple de la micropince synthétisée, dont l'étude de la commande fut l'objet du
chapitre précédent.
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Figure 6.8 � Six nouveaux blocs actifs de poutres bimorphes.

6.3.1 Mise en évidence des e�ets 3D non prévus par le modèle

L'étude en simulation des premiers modes de déformées spatiales de la micropince
prototypée a démontré que plusieurs de ses modes vibratoires font intervenir des mou-
vements hors-plan (Table 4.5). D'ailleurs, étant donné la géométrie longiligne de la mi-
cropince, il n'est pas étonnant que le premier mode vibratoire soit un mode de �exion
hors-plan. À moins d'envisager dans la méthode des structures plus massives et plus
épaisses, le concepteur doit composer avec ces phénomènes vibratoires hors-plan.

La réponse fréquentielle du transfert en dé�exion de la micropince selon l'axe z a
pu être mesurée grâce à un second capteur laser Keyence, qui a été placé au-dessus du
dispositif en pointant sur l'extrémité de la micropince (Fig.6.9).

En simulation, il pouvait déjà être noté la proximité fréquentielle entre la première
résonance hors-plan et celle contenue dans le plan (∆f = 10Hz) (Table 4.5). Elles n'ap-
paraissent plus que comme une seule résonance en expérimentation : le rapprochement
des �gures (Fig. 5.16) et (Fig. 6.9) montre qu'une seule résonance à 254Hz existe. Cela
laisse sous-entendre qu'à cette fréquence un mode de couplage plan/hors-plan du mou-
vement de l'extrémité de la micropince se produit.

Il est à noter que, de ce fait, est que les lois de commande implémentées sur le système,
qui avaient initialement pour but d'atténuer les e�ets vibratoires dans le plan engendrés
par cette résonance, atténuent par la même occasion les vibrations hors-plan.

Dans sa réponse en dé�exion, la micropince décrit en fait un mouvement de couplage
plan/hors-plan, qui n'apparaît pas en simulation. Ses e�ets sont cependant notés dans
la réponse du système, lorsque les consignes en déplacement dans le plan mentionnées
au chapitre précédent (Fig. 5.42) sont testées. Sur la �gure (Fig. 6.10) sont reportées
les réponses du mouvement selon z de la micropince lors d'un asservissement dans la
direction x de 5µm par les régulateurs HAC/LAC et RST, qui ont été synthétisés dans
le chapitre précédent. Si les e�ets vibratoires n'existent pas dans le mode hors-plan
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Figure 6.9 � Diagramme de Bode expérimental du transfert en dé�exion δZ
U (δZ en µm

et U en Volt).

comme attendu, on note cependant une réponse non-nulle en dé�exion selon la direction
z.

Figure 6.10 � Réponses expérimentales de la dé�exion δz lors d'asservissements par
méthodes HAC/LAC et RST de la dé�exion δx (pour des consignes δx d'amplitude 5µm
à partir de t = 0.01s.).

La commande ne permet pas de résoudre ce problème de couplage mécanique ; ce
qui permet encore une fois de souligner toute l'importance de la conception en amont
du système mécatronique. De plus, les déplacements qu'il nous faut commander sont
minimes, de l'ordre de quelques microns. Malgré toutes nos précautions dans le protocole
expérimental, ce couplage statique observé en expérimentation provient peut-être des
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di�cultés liées à la triangulation laser, à l'usinage non-parfait de la structure, ou encore
aux conditions toujours très délicates de l'encastrement.

6.3.2 Augmentation du modèle 2D EF dans la méthode

En tout état de cause, le passage à une représentation EF 3D dans notre méthode
serait un atout pour pouvoir au moins prédire les mouvements hors-plan des structures
synthétisées. Néanmoins, ce passage au tridimensionnel 3 nécessite que chaque n÷ud de
la structure-treillis soit paramètré par 6 degrés de liberté, au lieu de 3 seulement pour le
cas 2D.

L'étude future de critères relatifs aux calculs 3D pose le problème majeur du temps
de calculs de tels critères dans notre méthode d'optimisation qui sera nécessairement plus
important. A ce titre, peut-être serait-il intéressant de transposer le code informatique
de FlexIn à un langage informatique plus performant que Matlab. Par ailleurs, il peut
aussi être envisagé de coupler FlexIn à des logiciels EF multiphyiques du commerce
(comme Comsol Multiphysics qui possède un module d'export de données vers Matlab)
pour sous-traiter ou post-traiter certaines parties de notre méthode d'optimisation.

6.3.3 Schémas possibles d'actionnement 2D/3D

Pour élargir encore le cadre de notre méthode, on pourrait envisager la synthèse de
mécanismes plans, capables de réaliser des mouvements hors-plan désirés grâce à l'inté-
gration de blocs actifs sous forme d'unimorphes ou bimorphes piézoélectriques produisant
cette fois-ci un mouvement selon e3 (Fig. 6.7). Du point de vue de la méthode, cela aura
par ailleurs pour e�et d'augmenter les possibilités d'actionnement, et donc de l'espace
de recherche.

6.4 Intégration fonctionnelle de la mesure

Dans notre perspective initiale de concevoir des systèmes adaptroniques, il est utile
de poursuivre la démarche d'intégration des systèmes avec, en plus de la fonction action-
nement dans les structures �exibles, celle de la fonction mesure. A ce titre, les matériaux
piézoélectriques o�rent cette possibilité de réversibilité de leur comportement. Il peut
ainsi être envisagé une extension de FlexIn pour implémenter de nouveaux blocs sensi-
tifs prêts à être intégrés dans les structures actives.

Dans l'exemple d'une micropince dont le modèle dynamique serait connu, cette me-
sure intégrée permettrait de s'a�ranchir d'une mesure externe du déplacement de l'organe
terminal pour commander le système en boucle fermée. Une autre application possible
serait de construire des observateurs de force, car la connaissance des forces exercées sur
les micro-objets manipulés est souvent très importante pour mener à bien le déroulement
des tâches de micromanipulation. Les risques de destruction ou d'endommagement des

3. Le prolongement du travail actuel serait de mailler les structures par des poutres de Navier-
Bernoulli 3D.
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objets manipulés, souvent très fragiles, seraient ainsi mieux maîtrisés.

La mesure de charges électriques par matériau piézoélectrique nécessite une architec-
ture électronique dont le principe de base est présenté dans le paragraphe suivant.

6.4.1 Principe de la mesure de charges

Lorsqu'une déformation mécanique du matériau piézoélectrique se produit, des charges
électriques q apparaissent sur ses électrodes supérieure et inférieure. Dans notre méthode,
les quantités de charge présentes sur les électrodes de la poutre sont données conformé-
ment au modèle EF établi par (3.80). Cette déformation peut être connue par mesure
de la charge ; généralement, on utilise pour cela des convertisseurs charge-tension, dont
le schéma électronique de base est représenté (Fig. 6.11).

Figure 6.11 � Schéma de principe du montage électronique de la conversion charge-
tension.

Une variation de la charge provoque l'apparition d'un courant i. En régime parfait,
il s'ensuit l'équation de fonctionnement :

Us = − q
C

(6.2)

qui démontre que la tension de sortie Us est proportionnelle à la quantité de charges
récupérées sur les électrodes placées en court-circuit.

Lors de mouvements quasi-statiques de la poutre piézoélectrique, la mesure de charge
reste une tâche ardue sur le plan pratique. Le condensateur doit avoir une résistance de
fuite aussi grande que possible et l'ampli�cateur une impédance d'entrée très élevée. Un
mauvais circuit provoque la décharge rapide du condensateur et altère la qualité de la
mesure.

6.4.2 Simulation dans le cas de la micropince

Le peu de charges récupérées lors de la dé�exion des poutres piézoélectriques mises en
jeu dans nos systèmes constitue une di�culté supplémentaire qu'il nous faudra lever. A
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titre indicatif, dans le cas de l'étude de la micropince prototypée, il pourrait être judicieux
d'exploiter la poutre inactive pour l'actionnement comme un capteur de déformation
(Fig. 6.12).

Figure 6.12 � Mise en évidence de la poutre capteur intégrée dans la micropince.

En simulation, lorsque la pince est alimentée sous une di�érence de potentiels de
100 V, il se produit une déformation de la structure, et donc en particulier de la poutre-
capteur. L'intégration des charges électriques récupérées sur cette poutre en question
reste inférieure à 90× 10−12C, d'où l'importance du conditionnement de la mesure.

Figure 6.13 � Micropince prototype et son boîtier pouvant intégrer dans l'avenir des
circuits électroniques de traitements divers.

Une piste possible pour faire face à la très faible quantité de charges électriques
en présence pourrait être l'implémentation de nouveaux critères dans la méthode pour
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optimiser les emplacements des poutres capteurs dans les structures aux endroits où les
charges récupérées pourraient être plus importantes.

A terme, l'intégration en micro-électronique de tels schémas de mesure (par l'em-
ploi de technologies récentes, ASICS par exemple) permettra peut-être de concevoir des
systèmes totalement intégrés comprenant la micropince et son boîtier de connexion élec-
trique renfermant le module d'ampli�cation de tension, le système de mesure et le module
de commande (Fig. 6.13).
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Conclusion générale

Une nouvelle méthode d'aide à la conception optimale de systèmes microrobotiques à
déformations réparties et à actionnement piézoélectrique intégré a été présentée. Elle est
basée sur l'agencement optimal, grâce à un algorithme génétique multi-critères, de blocs
�exibles élémentaires, de types treillis de poutres, décrits par une méthode aux éléments
�nis dans un domaine de conception �xé. Ces blocs élémentaires peuvent être passifs
ou rendus actifs par e�et piézoélectrique inverse. La fonction d'actionnement est donc
totalement intégrée dans la structure même du mécanisme, permettant de se rapprocher
du concept de système robotique monolithique.

Pour arriver à ce résultat, un modèle aux éléments �nis, qui considère le couplage
électromécanique tel qu'il peut exister au sein des matériaux piézoélectriques, a été pro-
posé pour la modélisation de poutres de Navier-Bernoulli dans le plan. Ce modèle a
ensuite été implémenté dans la méthode de conception par blocs, où les structures ac-
tives sont décrites par un modèle multiphysique qui considère l'action piézoélectrique
comme un chargement distribué, directement proportionnel à la tension électrique de
commande. Notre modèle de prédiction a été validé, tant du point de vue statique que
dynamique, par comparaison avec les résultats obtenus en simulation à l'aide de logiciels
aux éléments �nis commerciaux d'une part et ceux obtenus en expérimentation d'autre
part.

Par ailleurs, les résultats de prototypage obtenus par procédé d'usinage laser ont
concrétisé les espoirs de la réalisation a priori non-triviale de telles structures.

En outre, une nouvelle représentation dynamique (réponse fréquentielle en boucle
ouverte) du comportement entrée(s)-sortie(s) des mécanismes �exibles a été introduite
dans la méthode de conception optimale. Elle permet la prise en compte, dès la phase
amont de conception, de nouvelles spéci�cations du cahier des charges, directement liées
aux performances de commande ultérieure des systèmes synthétisés. Ainsi, deux nou-
veaux critères d'optimisation, inspirés de la littérature en analyse modale (des structures
�exibles), ont été implémentés dans le logiciel FlexIn. Lorsqu'ils sont considérés dans le
problème de synthèse optimale, ces critères visent à faciliter à terme l'identi�cation et
la commande ultérieures des systèmes générés, qu'il s'agisse de structures passives ou
actives. Ces critères représentent les degrés de commandabilité/observabilité modales de
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leur réponse fréquentielle entrée(s)-sortie(s).

Ces critères ont été mis à pro�t pour la conception d'une nouvelle micropince piézo-
électrique monolithique, capable de réaliser à terme des tâches de micromanipulation.

La micropince pseudo-optimale synthétisée a été prototypée et testée. L'analyse des
non-linéarités propres au phénomène de la piézoélectricité a permis d'établir un modèle
dynamique complet du système en tension-dé�exion nécessaire à terme à sa commande.
Tirant pro�t des propriétés optimales de la réponse fréquentielle en boucle ouverte du
système, une première loi de commande, basée en partie sur des schémas d'amortissement
actif, a été testée. Les performances atteintes par cette commande en expérimentation
sont tout à fait satisfaisantes, au regard de celles atteintes avec les méthodologies stan-
dards en commande robuste.

Les résultats montrent donc que, par la prise en compte de critères d'optimisation
adéquats, le système microrobotique �exible répond à la double exigence mécanique et
automatique imposée par la conception de systèmes mécatroniques en général.

Pour conclure, la méthode d'aide à la conception optimale, forte de nos apports, a
montré qu'elle est capable de synthétiser des solutions innovantes et e�caces, proposant
des schémas d'actionnement non-intuitifs di�érents de ceux habituellement rencontrés
dans les applications microrobotiques. À notre connaissance, cette méthode d'optimisa-
tion par blocs actifs piézoélectriques pour des structures de treillis de poutres est inédite.

En outre, les perspectives de développement sont nombreuses. Des travaux sont ac-
tuellement menés pour exploiter l'e�et piézoélectrique direct en vue de la mesure par
proprioception dans ces structures. À ce titre, la collaboration scienti�que initiée entre
le laboratoire LRM du CEA-LIST et le département AS2M de l'Institut Femto-ST est
poursuivie. Les premiers résultats semblent prometteurs pour permettre dans une ver-
sion future de FlexIn la conception de structures piézoélectriques monolithiques intégrant
simultanément les fonctions d'actionnement et de mesure.

En�n, la considération d'autres critères mécaniques dynamiques dans notre méthode
a été justi�ée pour la conception future de nouvelles structures innovantes d'ampli�cation
de débattement pour les micro-actionneurs dont les courses sont limitées.



Annexe A

Généralités sur l'optimisation par

algorithme génétique

Les algorithmes génétiques sont issus de la recherche en intelligence arti�cielle et
en biologie. Ils sont inspirés de la théorie de l'évolution, qui montre que les individus
évoluent sous l'e�et du milieu. De générations en générations, les individus les mieux
adaptés ont par conséquent plus de chances de se répandre dans la population.

Le parallèle entre la biologie et les algorithmes génétiques se retrouve dans la termi-
nologie utilisée (Table.A.1).

Les algorithmes génétiques explorent de façon itérative l'espace des variables, en
évaluant les valeurs des critères de plusieurs solutions simultanément. Ces solutions, ap-
pelées individus, forment la population courante. Chaque individu est caractérisé par les
valeurs des variables de conception qui lui sont attribuées : ces valeurs sont codées par
un génotype.

Au lancement de l'algorithme, la population initiale peut être générée aléatoirement
sans intervention de l'utilisateur, ou au contraire être constituée d'individus qu'il a pré-

Table A.1 � Analogie sémantique entre la biologie et les algorithmes génétiques.
Biologie Algorithme génétique

Individu Solution candidate

Population Ensemble de solutions candidates

Adaptation Valeurs des fonctions objectifs ou "�tness"

Génération Itération de l'algorithme

Génotype Codage de la solution

Chromosome "Building blocks"

Gène Plus petit élément codant

Sélection, mutation, sélection Opérateurs agissant sur les solutions
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Figure A.1 � Exemple de schéma d'un algorithme génétique.

déterminés. Les performances de critères des individus de la population initiale sont éva-
luées. Une itération (ou génération) se déroule ensuite de la manière suivante (Fig.A.1) :

� une sélection parmi les individus de la population courante détermine ceux dont
les chromosomes seront conservés. Cette opération est inspirée de la sélection natu-
relle du paradigme Darwinien. (La sélection des géniteurs peut être plus ou moins
déterministe : ce phénomène est quanti�é par la pression sélective) ;

� di�érents opérateurs stochastiques agissent sur les chromosomes des individus pré-
cedemment sélectionnés. Dans un premier temps, des groupes de géniteurs sont
formés par couple a�n d'e�ectuer un croisement de leurs chromosomes, ce qui gé-
nère de nouveux individus, les enfants. Dans un deuxième temps, les gènes des
individus sont modi�és aléatoirement par un opérateur de mutation (cette muta-
tion est également inspiré du paradigme Darwinien : les enfants di�èrent de leurs
géniteurs par de petites déviations apparemment non dirigées) ;

� les performances des enfants sont ensuite évaluées. Cette étape de l'algorithme
évolutionnaire reste la plus coûteuse en temps de calcul : des tailles de popula-
tions de l'ordre de quelques dizaines, voir centaines d'individus, et un nombre de
générations de quelques centaines, donneront lieu à plusieurs dizaines de milliers
de calculs pour les fonctions d'adaptation ;

� une nouvelle population courante doit être constituée pour l'itération suivante.
Cette nouvelle population comprend des parents et enfants, en proportions va-
riables. Ce remplacement peut s'avérer plus ou moins sélectif (il est quali�é d'éli-
tiste lorsqu'il ne conserve que les meilleurs individus sans laisser de place à une
participation aléatoire de tous les individus) ;
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� un critère d'arrêt dé�ni par l'utilisateur est pris en compte pour stopper l'évolu-
tion. Par exemple, l'algorithme s'arrête si la fonction objectif du meilleur individu
atteint la valeur souhaitée, ou si le nombre de générations atteintes dépasse une
valeur maximale �xée préalablement, ou encore si aucune amélioration n'est trou-
vée pendant un certain nombre de génrations (critère de stagnation). Plusieurs de
ces conditions d'arrêts peuvent être combinées dans la méthode FlexIn.
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Annexe B

Interfaces graphiques du logiciel

FlexIn

Dans cette annexe �gurent les principales interfaces graphiques programmées dans
le logiciel FlexIn. Ces interfaces permettent à l'utilisateur de la méthode de spéci�er son
problème d'optimisation puis de le traiter. Elles permettent également de simuler les
comportements statique et dynamique de structures choisies parmi le panel de solutions
pseudo-optimales.

B.1 Fonction d2specbloc.m

L'interface graphique présentée en Fig. B.1 permet de dé�nir un mécanisme défor-
mable et/ou de formuler le problème d'optimisation.

B.2 Fonction d2simubloc.m

L'interface graphique présentée en Fig. B.2 permet de simuler le comportement d'un
mécanisme déformable.

B.3 Sous-fonction d2specact.m

L'interface graphique présentée en Fig. B.3 permet de spéci�er la nature de l'action-
nement pour les di�érents DDLS.

B.4 Sous-fonction d2specact.m modi�ée

Cette sous-fonction a été modi�ée pour inclure un champ de spéci�cation d'action-
nement par bloc piézoélectrique. L'interface graphique présentée en Fig. B.4 permet la
spéci�cation du mode d'actionnement pour les di�érents DDLS (avec actionnement pié-
zoélectrique).

209



210

B.5 Fonction d2commande.m

L'interface graphique présentée en Fig. B.5 permet la simulation du comportement
fréquentiel des systèmes sous FlexIn.

Figure B.1 � Interface graphique de la fonction d2specbloc.m.

Figure B.2 � Interface graphique de la fonction d2simubloc.m.
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Figure B.3 � Interface graphique de la fonction d2specact.m.

Figure B.4 � Interface graphique de la fonction d2simubloc.m modi�ée.

Figure B.5 � Interface graphique de la fonction d2commande.m.



212



Annexe C

A propos des matériaux

piézoélectriques

Phénomène de la piézoélectricité : exemple du quartz

Certains cristaux naturels tel que le quartz sont piézoélectriques. Une maille de cristal
de quartz est composée d'atomes de silicium portant une charge électrique positive et
d'atomes d'oxygène portant une charge électrique négative. En l'absence de déformation,
le barycentre des charges positives est confondu avec celui des charges négatives, modélisé
par un point noir représenté sur la Fig. C.1. Sous l'action d'une contrainte de compression,
ces barycentres s'écartent, créant un ensemble de dipôles qui fait apparaître par réaction
des charges de signes oppposés sur les deux électrodes, c'est l'e�et piézoélectrique direct.
A l'inverse, l'apport de charges électriques sur les électrodes rétablit l'équilibre des forces
électrostatiques : la maille cristalline se déforme, c'est l'e�et inverse.

Figure C.1 � Piézoélectricité du quartz naturel à l'équilibre (a) et avec une force appli-
quée (b).
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Les matériaux piézoélectriques

Tous les matériaux présentant un e�et piézoélectrique sont anisotropes. Ce sont soit
des monocristaux, le plus connu étant le quartz, soit des corps polycristallins ou des
polymères qui sont rendus anisotropes au cours de leur élaboration.

Parmi les 32 classes cristallines existantes, 20 sont dépourvues de centre de symétrie
et peuvent présenter l'e�et piézoélectrique. Parmi ces dernières, 10 classes, dites polaires,
possèdent une polarisation spontanée en l'absence de champ électrique extérieur, dont
l'amplitude peut varier en fonction de la température : c'est l'e�et pyroélectrique.

La ferroélectricité forme un sous-groupe de la pyroélectricité. La direction de po-
larisation d'un cristal ferroélectrique varie en fonction du champ électrique extérieur,
elle peut être réorientée, voire inversée si le champ appliqué est su�samment intense.
La ferroélectricité ne se rencontre que dans quelques structures cristallines particulières,
comme le PZT (Titano-Zirconate de Plomb) de formule Pb(Zr, T i)O3 et de structure
perovskite. En pratique, le caractère ferroélectrique signi�e que la loi champ électrique-
déformation n'est pas purement linéaire, et présente un cycle d'hystérésis plus ou moins
marqué suivant le type de céramique. Par ailleurs, les constantes piézoélectriques dimi-
nuent lorsque la température augmente : il existe une température dite de Curie au-delà
de laquelle l'e�et disparaît.

Figure C.2 � Hiérarchisation des classes cristallines.

Les matériaux piézoélectriques se regroupent en trois classes principales, les cristaux,
les polymères et les céramiques.

� Les cristaux, parmi lesquels le quartz, ont des propriétés peu attrayantes pour des
applications microrobotiques, en raison de leurs coe�cients de couplage piézoélec-
trique peu élevés.

� Les polymères piézoélectriques, tels que le PVDF (Poly-Vinyl-DiFluoridène), sont
caractérisés par une plus grande souplesse élastique, facilitant le processus de fa-
brication tout en permettant la fabrication de larges feuilles de quelques dizaines
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de microns à quelques millimètres d'épaisseur, et transducteurs de formes variées.
Apparus sur le marché au début des années quatre-vingt, ils demeurent mécani-
quement adaptés aux grandes déformations ou à l'acoustique en mode réception.

� Les oxydes ternaires de plomb (PZT) et d'autres céramiques dérivées PbT iO3 (PT),
(Pb, La)(Zr, T i)O3 (PLT), �gurent parmi les di�érents matériaux piézoélectriques
les plus répandus dans l'industrie, en raison de leur fort couplage électroméca-
nique qui entraîne une grande e�cacité d'actionnement et une grande linéarité des
propriétés. Ces matériaux se présentent généralement sous forme de céramiques
fabriquées à partir de particules obtenues par calcination et broyage de di�érents
oxydes mélangés en proportions spéci�ques et par une mise en forme de cette pous-
sière. L'étape de polarisation s'e�ectue dans un bain d'huile silicone porté à 150�C ;
un champ électrique externe de 3KV/mm est alors appliqué pendant une minute.

Dans le cas des blocs actifs piézoélectriques, cette dernière catégorie de matériau sera
privilégiée dans la spéci�cation du problème. Deux familles de céramiques peuvent être
sommairement distinguées : les céramiques dites douces et celles dites dures. Le choix du
type de céramique s'e�ectue en fonction de l'application visée :

� les matériaux doux sont utilisés pour des applications à bas niveau d'excitation,
notamment dans le cas de détecteur (hydrophone,...). Ils présentent en e�et des
couplages électromécaniques et des permittivités élevés ;

� les applications de puissance (transducteur, piézomoteur,...) nécessitent l'utilisa-
tion de céramiques dures pour leurs faibles pertes mécanique et diélectrique.

D'une manière tout à fait générale, le comportement d'un milieu piézoélectrique peut
être décrit par un jeu d'équations traduisant la dépendance entre grandeurs électriques,
mécaniques et thermiques. Dans notre cas, les e�ets thermo-mécaniques et thermo-
électriques sont supposés faibles et ne sont pas pris en compte dans la modélisation
FlexIn des poutres curvilignes. Le phénomène piézoélectrique est ainsi supposé se mani-
fester par le seul couplage électromécanique : il peut être dé�ni comme un diélectrique
déformable ou comme un solide élastique polarisable.
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Annexe D

Calculs des matrices intervenant

dans le modèle EF de la poutre à

deux n÷uds

D.1 Champ de déformation et champ électrique

Les expressions du champ de déformation et du champ électrique intervenant dans
le calcul des di�érentes énergies sont approximées à partir d'hypothèses sur les champs
de déplacement et de potentiel électrique via les fonctions d'interpolations. Les fonctions
d'interpolation relient les grandeurs physiques d'un point quelconque de la représenta-
tion curviligne aux grandeurs physiques nodales.

D.1.1 Champ de déformation

� dans le cas du déplacement longitudinal, une interpolation linéaire est utilisée :

u (x) = (1− ςx)uA + ςxu
B avec ςx = x

L (D.1)

où les valeurs de déplacements longitudinaux aux noeuds A et B sont notées uA

et uB respectivement.

Soit, conformément à (3.45) :

u (x) =
[

(1− ςx) 0 0 ςx 0 0
]
Xp = FuXp (D.2)

� le déplacement transversale v est interpolé par un polynôme en x du troisième
degré. En e�et, en plus des conditions v (0) = vA et v (L) = vB, l'hypothèse de
Navier-Bernoulli, rappelée en (3.34), fournit deux conditions de continuité supplé-
mentaires aux noeuds :

∂v
∂x (0) = ωAz et ∂v

∂x (L) = ωBz (D.3)

217



218

Soit,

v (x) =
[

0
(
1− 3ςx2 + 2ςx3

)
L
(
ςx − 2ςx2 + ςx

3
)

0
(
3ςx2 − 2ςx3

)
L
(
−ςx2 + ςx

3
) ]

Xp

= FvXp

(D.4)
� le champ de rotation wz est déduit du précédent grâce à l'hypothèse de Navier-
Bernoulli

ωz (x) =
[
∂Fv
∂x

]
Xp

=
1
L

[
0 6

(
ςx

2 − ςx
)

L
(
1− 4ςx + 3ςx2

)
0 6

(
ςx − ςx2

)
L
(
3ςx2 − 2ςx

) ]
Xp

= FωzXp

(D.5)
Il s'ensuit par concaténation le champ de déplacement U total :

U =

 Fu
Fv
Fωz

Xp = FmXp (D.6)

En�n, le champ de déformation est déduit aisément par (3.48) selon :

S1 =
[
∂Fu
∂x
− y∂Fωz

∂x

]
= NmXp (D.7)

D.1.2 Champ électrique

Le potentiel électrique ϕ (z, t) selon l'épaisseur de la poutre est interpolé de manière
linéaire, en choisissant la �bre neutre comme altitude z = 0,

ϕ (z) =
(
ςz + 1

2

)
ϕ1 +

(
−ςz + 1

2

)
ϕ2 avec ςz = z

ep (D.8)

Soit, conformément à (3.50)

ϕ (z) =
[ (

ςz + 1
2

) (
−ςz + 1

2

) ]
Vp = FeVp (D.9)

Le champ électrique selon z se déduit �nalement grâce à (3.53),

E3 =
[
− ∂

∂z

]
FeVp =

[
− 1
ep

1
ep

]
Vp = NeVp (D.10)
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D.2 Forces non-conservatrices

Les vecteurs caractérisant les actions mécaniques et électriques sont explicités.

� Le travail des e�orts externes (3.57) fait intervenir les e�ets des forces et moments
mécaniques appliqués aux extrémités de la poutre :

Fmp =
[
RAx RAy HA

z RBx RBy HB
z

]t
(D.11)

où, du fait de la continuité des e�orts aux extrémités de la poutre Fig. 3.13,{
Nx (0) = −RAx
Nx (L) = RBx

{
Ty (0) = −RAy
Ty (L) = RBy

{
Mz (0) = −HA

z

Mz (L) = HB
z

(D.12)

� L'expression du travail électrique fait intervenir le vecteur des charges électriques :

qp =
[
qp1 qp2

]t
(D.13)

dans lequel qp1 et qp2 désignent respectivement les quantités de charge présentes
sur les électrodes supérieure et inférieure de la poutre.
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Annexe E

Rappels des di�érentes hypothèses

de modélisation dans la méthode

H1 : Le matériau suit une loi de comportement élastique linéaire isotrope, caracté-
risée par son module d'Young Y et son coe�cient de Poisson ν. Le matériau n'est ainsi
supposé être sollicité qu'en petite déformation et reste dans son domaine d'élasticité.

H2 : Le modèle de poutre respecte la condition de Navier-Bernoulli : l'élément de
surface plan orthogonal à la courbe directrice au point courant demeure orthogonal à la
�bre neutre après déformation.

H3 : L'hypothèse des petites perturbations est utilisée a�n de pourvoir résoudre les
équations analytiquement ou numériquement avec des méthodes aux éléments �nis li-
néaires.

H4 : A�n de réduire la taille des matrices de rigidité, il est fait l'hypothèse que les
actions extérieures aux blocs ne peuvent être transmises à ceux-ci que par l'intermédiaire
de leurs quatre n÷uds externes.

H5 : A�n de simpli�er le modèle utilisé dans notre méthode, le couplage entre les
grandeurs mécanique et électrique est décrit par des relations linéaires.

H6 : Il est fait l'hypothèse, dite de Basile, d'une matrice amortissement diagonale,
c'est-à-dire d'amortissements découplés dans la base des modes propres.

221



222



Annexe F

Condensation de la matrice rigidité

KBloc : cas de la statique linéaire

La technique de condensation statique utilisée dans la méthode FlexIn, introduite par
Guyan [Guy65], est largement utilisée dans les méthodes aux éléments �nis en raison de
sa simplicité. Cette méthode est ainsi nommée, car elle néglige les termes inertiels dans
l'équation générale du mouvement.

Dans la suite, FBloc désigne le vecteur des forces nodales externes appliquées à un bloc
élémentaire. Conformément à l'hypothèse H4 formulée au paragraphe 2.1.3, ces forces
sont uniquement transmises via les n÷uds externes du réseau de poutres (Fig. F.1).

Figure F.1 � Illustration des n÷uds internes et externes pour la condensation statique.

Le vecteur des déplacements nodaux XBloc, des e�orts nodaux FBloc et la matrice
de rigidité sont liés par la relation statique décrite sous forme éléments �nis :

FBloc = KBlocXBloc (F.1)

Les lignes et colonnes de la matrice KBloc sont réordonnées de façon à regrouper les
ddl des n÷uds externes. Les vecteurs nodaux, qui représentent, pour chaque n÷ud, les
composantes des torseurs des actions mécaniques et les composantes du distributeur des
petits mouvements, sont réordonnés de la même façon. L'équation peut être alors être
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partitionnée selon :(
FiiBloc
FeeBloc

)
=

[
Kii
Bloc Kie

Bloc(
Kie
Bloc

)t
Kee
Bloc

](
Xii
Bloc

Xee
Bloc

)
(F.2)

dans laquelle les indices e et i font référence aux n÷uds externes et internes respective-
ment.

Conformément à H4,
FiiBloc = 0 (F.3)

ce qui entraîne, après élimination des ddl internes dans l'équation (F.2),

XBloc =
(
Xii
Bloc

Xee
Bloc

)
=

[
−
(
Kii
Bloc

)−1
Kee
Bloc

I

]
Xee
Bloc = Ts

BlocX
ee
Bloc (F.4)

où Ts
Bloc désigne la transformation statique entre les vecteurs de déplacements pleins

XBloc et réduits aux coordonnées externes Xee
Bloc.

Pré-multipliant (F.2) par (Ts
Bloc)

t, le terme des forces externes FeeBloc demeure in-
changé, et la matrice de rigidité réduite KR

Bloc est déduite par :

Kc
Bloc = (Ts

Bloc)
tKBlocT

s
Bloc (F.5)

La relation comportementale du bloc en statique se ramène alors simplement à :

FcBloc = Kc
BlocX

c
Bloc (F.6)

où FcBloc = FeeBloc et X
c
Bloc = Xee

Bloc. Il faut noter que condenser ne signi�e pas éliminer
purement certains degrés de liberté, mais reporter sur ceux qui sont retenus la raideur
de ceux qui sont condensés. Dans le cas où toutes les forces sont reportées sur les n÷uds
externes, la condensation n'introduit aucun écart sur la précision des résultats en sta-
tique.

Remarque : La dernière étape de la réduction statique de Guyan consiste à resti-
tuer les valeurs des déplacements et forces dans chacun des super-éléments du modèle.
La relation de condensation initiale (F.4) permet en e�et le retour aux degrés de liberté
internes. Néanmoins, dans la méthode FlexIn, cette dernière étape de restitution est
omise dans le calcul des individus au cours de l'optimisation, car les n÷uds où sont ap-
pliqués les conditions aux limites (actionnement, base �xe...) sont uniquement considérés
comme externes. Cela permet par ailleurs une économie en temps de calcul, ce qui rend
l'algorithme d'évaluation des critères statiques plus rapide.



Annexe G

Quelques résultats généraux sur la

réalisation équilibrée

Soit le système LTI dé�ni par sa représentation d'état (A,B,C)

ẋ = Ax+Bu

y = Cx
(G.1)

où x ∈ RN , u ∈ Rs et y ∈ Rr.

Soient WC et WO les grammiens de commandabilité et observabilité associés à ce
système, calculés à partir de (4.30) et (4.31).

G.1 Changement de base

Toute bijection x ↔ x̃ dé�nit des équations d'état équivalentes. Soit T une matrice
inversible, telle que

x = Tx̃ (G.2)

à partir de laquelle est dé�nie une nouvelle représentation d'état équivalente à (G.1)

˙̃x = T−1ATx̃+T−1Bu

y = CTx̃
(G.3)

Soit
(
Ã, B̃, C̃

)
=
(
T−1AT,T−1B,CT

)
cette nouvelle représentation d'état équivalente.

G.1.1 Calcul des grammiens

Les grammiens WC et WO dépendent de la base dans laquelle est exprimée la re-
présentation d'état. En e�et, le grammien de commandabilité W̃C associé à la nouvelle
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représentation d'état
(
Ã, B̃, C̃

)

W̃C =

+∞∫
0

eÃτ B̃B̃
t
eÃ

t
τdτ (G.4)

est dé�ni comme la solution de l'équation de Lyapunov (4.32) suivante

ÃW̃C + W̃CÃ
t
+ B̃B̃

t
= 0 (G.5)

soit, d'après (G.3)

T−1ATW̃C + W̃CT
tAtT−t +T−1BBtT−t = 0 (G.6)

En pré-multipliant par T et post-multipliant par Tt cette équation, il vient :

ATW̃CT
t +TW̃CT

tAt +BBt = 0 (G.7)

L'identi�cation des équations (4.32) et (G.7) fournit WC = TW̃CT
t, soit

W̃C = T−1WCT
−t (G.8)

De la même manière, il est démontré que

W̃O = TtWOT (G.9)

G.1.2 Propriété remarquable

En remarquant que

WCWO = TW̃CW̃OT
−1 (G.10)

il est démontré que les valeurs propres du produit des grammiens sont invariantes par
changement de base de la représentation d'état.

G.2 Calcul de la base équilibrée

Il existe une matrice de changement de base T particulière qui diagonalise et égalise
les grammiens W̃C et W̃O [Lau80].

G.2.1 Algorithme de Laub

1. En e�ectuant une factorisation de Cholesky du grammien de commandabilité, il
vient

WC = LCL
t
C (G.11)

où LC est une matrice triangulaire inférieure.
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Soit le premier changement de coordonnées

x = TAxA (G.12)

D'après (G.8) et (G.9), les expressions des grammiens deviennent en posant TA =
LC

WC (TA) = L−1
C WCL

−t
C = I

WO (TA) = LtOWOLC (G.13)

2. Le grammien d'observabilité WO (TA) issu de la transformation de l'étape 1 est
décomposé en valeurs singulières

WO (TA) = UW2Ut (G.14)

(avec UUt = I).

3. Une seconde transformation matricielle TB = UW− 1
2 est considérée pour e�ectuer

un autre changement de coordonnées

xA = TBxB (G.15)

D'après (G.8) et (G.9), les expressions des grammiens deviennent dans ces nouvelles
coordonnées

W̃C = WC (TATB) = W
1
2UtUW

1
2 = W

W̃O = WO (TATB) = W− 1
2UtUW2UtUW− 1

2 = W (G.16)

Ainsi, dans ce nouveau système de coordonnées x = TATBxB, les grammiens de
commandabilité et observabilité sont égaux et diagonaux

W̃C = W̃O = W (G.17)

et xB désigne les coordonnées équilibrées.

D'après (G.10), il s'ensuit que

WCWO = (TATB)W2 (TATB)−1 (G.18)

Les valeurs propres du produit des grammiens WCWO forment la matrice diagonale de
W2.

G.2.2 Remarque

Au lieu des étapes 1 et 2, la technique de Moore utilise une double décomposition en
valeurs singulières de matrices dé�nies positives.
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Annexe H

Etude du compensateur PPF pour

l'amortissement modal dans le cas

SISO

Dans l'expansion modale du transfert entrée-sortie, la dynamique du iième mode vi-
bratoire peut être modélisé par un transfert complexe du second ordre du type masse-
ressort-amortisseur selon :

δi

U
=

ki

1 + j2ξi ω
ωni
− ω2

ω2
ni

(H.1)

où ki, ωni et ξi représentent respectivement le gain statique, la pulsation naturelle et
l'amortissement modal associé à ce transfert. La notation . fait référence ici à l'amplitude
complexe du signal.

H.1 In�uence de la pulsation naturelle ωf

Il est montré ci-après l'in�uence du choix de la pulsation ωf du �ltre PPF Hl, tel
que donné par l'Eq.(5.14), sur l'amortissement du système ainsi compensé (Fig.H.1).

Soit une entrée vibratoire complexe centrée sur le mode numéro i de la structure,

δi = Aejωnit (H.2)

dans laquelle A désigne l'amplitude de la source. Elle produit en sortie du compensateur
(dé�ni dans la boucle de rétroaction sur la Fig.H.1) une réponse en tension, elle-même
vibratoire, qui véri�e :

U = Bej(ωnit−φ) (H.3)

avec l'amplitude B dé�nie par :

B = A
g√(

1− ω2
ni

ω2
f

)2

+ 4ξ2f
ω2
ni

ω2
f

(H.4)
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Figure H.1 � Schéma de la boucle d'amortissement par PPF.

et le déphasage φ par :

φ = arctan

 2ξf ωniωf

1− ω2
ni

ω2
f

 (H.5)

Trois cas sont distingués selon la valeur attribuée à ωf relativement à ωni (Fig.H.2).

Figure H.2 � Représentation graphique de l'angle de phase du compensateur.

1er cas : ωni � ωf Lorsque le système vibre à une fréquence bien inférieure à celle
réglée par le �ltre PPF, l'angle de déphasage tend vers zéro. En substituant φ par 0 dans
l'Eq.H.3, il vient U = B

Aδi et, la dé�ection résultante vibre, dans le domaine temporel,
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Figure H.3 � In�uence de ξf sur la région d'amortissement.

selon le régime oscillant suivant :(
1− kiB

A

)
δi +

2ξi
ωni

δ̇i +
1

ωni2
δ̈i = 0 (H.6)

Cette équation met en évidence la diminution de raideur lorsque ωni � ωf .

2eme cas : ωni ∼ ωf Lorsque le compensateur et le système ont des fréquences
naturelles de vibration du même ordre de grandeur, la phase vaut π/2. Ainsi, d'après
l'Eq.H.3, il ressort que U = −jBAδi, et le régime oscillant résultant a pour équation
dynamique :

δi +
(

2ξi
ωni

+
kiB

Aωni

)
δ̇i +

1
ωni2

δ̈i = 0 (H.7)

Ce cas montre clairement l'accroissement d'amortissement modal correspondant.

3eme cas : ωni � ωf Lorsque la fréquence de vibration de la structure est bien
supérieure à celle du compensateur, la phase introduite entre la sortie et l'entrée est de
π, ce qui a pour e�et d'augmenter la raideur du système compensé selon :(

1 +
kiB

A

)
δi +

2ξi
ωni

δ̇i +
1

ωni2
δ̈i = 0 (H.8)

En conclusion, on veillera dans l'étude à centrer la pulsation naturelle du �ltre PPF
en accord avec la fréquence à amortir.



232

H.2 In�uence de l'amortissement modal ξf

Dans le cas où ωni ∼ ωf , le terme amortisseur ξequi. corrigé par le compensateur est
d'après l'(Eq.H.7) :

ξequi. ∼
2ξi
ωni

+
kig

2ξf
(H.9)

L'amortissement �nal est inversement proportionnel à ξf . Pour autant, le choix de cet
amortissement doit être guidé par le compromis suivant :

� De faibles valeurs de ξf conduiront à un amortissement ξequi. optimal pour le
système, mais au prix d'une région fréquentielle active qui demeure restreinte
(Fig.H.3).

� À l'inverse, de fortes valeurs d'amortissement ξf autorisent davantage d'incertitude
sur le positionnement exact de la région fréquentielle à amortir. En revanche, son
action reste moins e�cace.

En général, des valeurs de l'ordre de ξf = 0, 5 à 0, 7 sont typiquement retrouvées.



Annexe I

Calcul des gabarits fréquentiels pour

la synthèse H∞

Les trois fonctions de pondération sont conçues sur la base des performances requises
pour le système de micromanipulation.

I.1 Choix de W1

Le gainW1 doit être faible en basse-fréquences pour assurer les objectifs de précision.
L'erreur statique maximale est choisie égale à 1/a = 0, 1%. Pour comparaison avec les
précédents correcteurs, la bande passante est prise égale à ωB.P. = 275rad.s−1, ce qui
correspond par simulation à un temps de réponse de 10ms. Sa fréquence de passage
correspond approximativement à la bande passante de l'asservissement. Après essais sur
la minimisation de γ, la fonction de pondération W1 est �nalement prise égale à :

W1 (s) =
0,1 s + 275
s + 0,275

(I.1)

I.2 Choix de W2

La simple restriction apportée sur le gain de commande U est apportée en haute-
fréquences par la pente du transfert 1/W2

1
W2

(s) =
10 - 8s + 100

1
2000

s + 1
, (I.2)

pour éviter de solliciter les dynamiques non-modélisées du système. Par ailleurs, le gain
basse-fréquence du système n'est pas réellement contraint par ce gabarit. En e�et, il
sera véri�é, en simulation puis en expérimentation, que l'amplitude maximale de tension
nécessaire à la dé�exion demandée n'excède pas 100V .

233



234

I.3 Choix de W3

Le modèle de transfert entre la perturbation q (s) = δPert.(s)
αOD(s) et la dé�ection résultante

s'écrit
δ (s)

δPert. (s)/α0D (s)
= S (s)G (s) (I.3)

Pour borner l'erreur statique tolérée en régime permanent pour le processus en régulation,
les contributions de toutes les perturbations sont considérées de front (d'après (5.12) et
sous l'hypothèse D(0) = 1) :

α0δ (0)
δH + δF (0) + δCreep (0)

= S (0)G (0) (I.4)

Puis chacune d'entre elles est estimée de la façon suivante :
� par lecture graphique sur l'approximation quadrilatérale de l'hystérésis, le décalage
en dé�exion est, dans le cas le plus défavorable, de l'ordre de δH = 1, 5µm ;

� la force de serrage Fm du microactionneur sur l'objet manipulé est considérée
comme de l'ordre de 2mN . (Pour le calcul de la dé�exion de δF (0), la constante
de souplesse mécanique sp est estimée à 3, 54µm/mN par modélisation tridimen-
sionnelle sous le logiciel ComsolMultiphysics R©) ;

� en�n, la dérive atteinte en régime permanent est δd = 1, 5µm.
Le rejet statique de toutes ces perturbations est réalisé sans provoquer plus de 1µm de
dé�ection en sortie, à la condition que

S (0)G (0) = 6, 35× 10−3µm/V (I.5)

Par ailleurs, la bande-passante en régulation est choisie supérieure à 200rad/s, ce qui
correspond à un temps de réponse en régulation de 20ms.

Le transfert nominal résultant prend la forme :

1
W1 (s)W3 (s)

=
s+ 200

(
6, 35× 10−3

)
s+ 200

(I.6)

qui, compte-tenu de (I.1), amène à prendre comme gabarit W3 :

W3 (s) =
(s+ 200) (s+ 0, 275)

(s+ 1, 27) (0, 1s+ 275)
(I.7)
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Résumé
Lorsqu'on applique une réduction d'échelle aux systèmes mécatroniques habituellement ren-

contrés dans le macromonde, la miniaturisation n'est possible que si elle est accompagnée d'une
intégration fonctionnelle de ces systèmes. Cette tendance générale pousse les microsystèmes à
posséder une densité fonctionnelle de plus en plus importante, qui les fait converger progressive-
ment vers le concept d'adaptronique.

L'objectif de cette thèse est de développer une nouvelle méthode de synthèse optimale de
structures �exibles monolithiques, pour permettre la conception d'actionneurs intégrés. Notre
méthode de synthèse est basée sur l'agencement optimal de blocs �exibles élémentaires grâce
à un algorithme génétique multi-critères. Ces blocs �exibles sont de type treillis de poutres et
décrits par une méthode aux éléments �nis. Ils peuvent être passifs ou rendus actifs par e�et
piézoélectrique inverse, permettant ainsi l'intégration de la fonction d'actionnement au sein même
de la structure du mécanisme.

En outre, une représentation dynamique du comportement entrée(s)-sortie(s) de ces méca-
nismes �exibles permet la prise en compte dans la méthode d'optimisation, dès la phase amont
de conception, de nouvelles spéci�cations permettant de garantir certaines performances lors de
la commande ultérieure des systèmes ainsi synthétisés.

En�n, un prototype de micropince piézoélectrique monolithique est conçu de manière opti-
male grâce à l'outil logiciel développé : les tests expérimentaux e�ectués permettent de valider
la démarche de conception mécatronique dans son ensemble, depuis l'étape amont de l'étude
complète de sa topologie, jusqu'à l'étape �nale de sa commande robuste en boucle fermée.

Mots-clés : structures �exibles, piézoélectricité, structure active, optimisation topologique
multi-critères, algorithme génétique, grammiens, commandabilité, observabilité, commande ro-
buste, amortissement actif, système microrobotique, intégration fonctionnelle, adaptronique,
micro-actionneur, micropince.

Abstract
When applying scale reduction to mechatronic systems that are usually encountered at the

macroscale, the miniaturisation step necessarily implies functional integration of these systems.
This general trend makes microsystems more and more functionally integrated, which makes
them converging towards the adaptronic concept.

The aim of this thesis is to develop a new optimal synthesis method of monolithic compliant
structures to design integrated actuators. Our method is based on the optimal arrangement of
�exible building blocks thanks to a multi-criteria genetic algorithm. These building blocks result
from the assembly of beam elements and are described by a �nite element method. They can be
either passive or active by exploiting the inverse piezoelectric e�ect, thus making realistic the
integration of the actuation principle inside the mechanical structure.

In addition, a dynamic description of the input(s)-output(s) behavior of these �exible me-
chanisms can be taken into account in our optimization method. Thus, new �tness functions
allow the optimal synthesis of devices within a wide schedule of conditions, which can guaranty
some speci�c performances during the control process of these synthesized systems afterwards.

Finally, a monolithic piezoelectric microgripper prototype is optimally designed using our
developed software tool. The experimental tests made can validate all the di�erent steps of our
mechatronics design methodology, from the �rst designing step of the complete topology study
to the �nal step of the robust control in close-loop form.

Keywords : compliant structure, piezoelectricity, smart structure, multi-criteria topological
optimisation, genetic algorithm, gramians, commandability, observability, robust control, active
damping, microrobotic systems, functional integration, adaptronic, microactuator, microgripper.
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