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Introduction générale

Résumé :Cette thèse est composée de deux parties distinctes. La première partie est
consacrée à la théorie spectrale des opérateurs symétrisables non compacts dans les espaces
de Hilbert. En particulier nous analysons le spectre discret situé en dehors du disque spec-
tral essentiel. La deuxième partie de cette thèse est consacrée entre autre au spectre discret
réel d’équations neutroniques partiellement élastiques. Nous montrons comment l’étude de
cette partie du spectre se ramène à l’analyse spectrale d’une classe d’opérateurs bornés non
compacts et symétrisables.

Les équations neutroniques régissent le comportement de la densité des neutrons dans
un réacteur nucléaire. Les modèles classiques (inélastiques) sont de la forme

∂ϕ

∂t
+ v.

∂ϕ

∂x
+ σ(x, v)ϕ(x, v, t)−

∫
V
ki(x, v, v′)ϕ(x, v′, t)dv′ = 0 (0.0.1)

avec la condition aux limites

ϕ(x, v, t) = 0, si x ∈ ∂Ω et v.n(x) < 0 (0.0.2)

et la condition initiale
ϕ(x, v, 0) = ϕ0 (0.0.3)

où (x, v, t) ∈ Ω× V × R+, Ω ⊂ R3 est un ouvert borné régulier de frontière ∂Ω, V ⊂ R3

est un fermé (typiquement une couronne munie de la mesure de Lebesgue dv) qui désigne
l’ensemble des vitesses admissibles et n(x) est la normale extérieure en x ∈ ∂Ω. Les
paramètres physiques σ(., .) et ki, sont supposés indépendants du temps et sont appelés
respectivement la fréquence de collisions et le noyau de collisions.
Pour les considérations physiques sur ces modèles, on pourra consulter par exemple les
ouvrages [6] et ([12], Chapitre XXI, paragraphe 1).
Il est connu que ces équations sont bien posées au sens de la théorie des semigroupes (voir
par exemple [19], [53], [20]...). Le problème s’écrit sous la forme d’un problème de Cauchy
dans l’espace Lp(Ω× V ; dx⊗ dv) (1 ≤ p <∞)

dϕ

dt
= −v.∂ϕ

∂x
− σ(x, v)ϕ(x, v, t) +

∫
V
ki(x, v, v′)ϕ(x, v′, t)dv′ = Tϕ+Kiϕ (0.0.4)

où
ϕ : t ∈ [0,+∞[→ ϕ(t) ∈ Lp(Ω× V ; dx⊗ dv)

3



est continue et vérifie
ϕ(0) = ϕ0(., .) (0.0.5)

et où T désigne l’opérateur d’absorption

T : D(T ) 3 ϕ→ −v.∂ϕ
∂x
− σ(x, v)ϕ(x, v) ∈ Lp(Ω× V )

de domaine
D(T ) =

{
ϕ ∈ Lp(Ω× V ), v.∂ϕ

∂x
∈ Lp(Ω× V ), ϕ|Γ− = 0

}
où

Γ− := {(x, v) ∈ ∂Ω× V ; v.n(x) < 0} .

Il existe une théorie de traces (voir [3], [8],[9],[5] et [55]) qui permet de donner un sens à
ϕ|Γ− .
L’opérateur T engendre un C0− semigroupe d’absorption

U(t)ϕ(x, v) = e−
∫ t

0 σ(x−sv,v)dsϕ(x− tv, v)1{t<τ(x,v)}

où
τ(x, v) := inf {s > 0, x− sv /∈ Ω}

est le premier temps de sortie du domaine Ω. L’opérateur intégral (en vitesse),

Ki : Lp(Ω× V ) 3 ϕ→
∫
V
ki(x, v, v′)ϕ(x, v′, t)dv′ (0.0.6)

appelé l’opérateur de collision est borné dans Lp(Ω × V ) pour la plupart des modèles
physiques [7],[33]. Par un théorème de perturbation classique l’opérateur de transport

T +Ki

engendre un C0−semigroupe (V (t))t≥0, dit semigroupe de transport, qui résout le pro-
blème d’évolution (0.0.1)-(0.0.3). L’étude du comportement asymptotique en temps (t→
∞) de la solution du problème (0.0.4)-(0.0.5) est un sujet classique et important en théorie
des réacteurs nucléaires. Cette étude fait apparaître l’importance des propriétés spectrales
de ces équations.
Nous rappellons que le spectre de T est vide si les vitesses sont minorées (0 /∈ V ) (le
semi groupe d’absorption est nilpotent). Par contre, si les vitesses ne sont pas minorées
(0 ∈ V ) le spectre de T est donné par un demi-plan

{λ : <λ ≤ −λ∗}

où λ∗ désigne un paramètre qui se calcule à partir de la fréquence de collision σ.
On a aussi

σ(U(t)) =
{
µ : |µ| ≤ e−λ

∗t
}
.

Dans la plupart des modèles physiques, l’opérateur de collision Ki est T -compact dans
Lp(Ω× V ) i.e

Ki : D(T ) ⊂ Lp(Ω× V )→ Lp(Ω× V )

4
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est compact (où D(T ) est muni de la norme du graphe) (voir par exemple [48], [16],[17]
et [29] Chapitre 4). Il s’ensuit que

σess(T +Ki) = σess(T ) = {λ : <λ ≤ −λ∗}

et que
σ(T +Ki) ∩ {λ : <λ > −λ∗}

est formé au plus des valeurs propres isolées de multiplicité algébrique finie.
L’approche classique (voir J. Lehner et M. Wing [26]) du comportement asymptotique
du semigroupe de transport (V (t))t≥0 consiste à l’exprimer comme une transformation de
Laplace inverse de la résolvante de son générateur (voir [36] Corollary 7.5, p.29)

V (t)ϕ0 = 1
2πi lim

γ→∞

∫ µ+iγ

µ−iγ
eλt(λ− T −Ki)−1ϕ0dλ (t > 0)

(où µ est assez grand), à deplacer à gauche le chemin d’intégration, à récupérer les résidus
(les projecteurs spectraux Pj) et obtenir une décomposition de type

V (t)ϕ0 =
m∑
j=1

eλjtetDjPjϕ0 +R(t, ϕ0)

où
Dj = (T +Ki − λj)Pj.

Le reste R(t, ϕ0) est transitoire (i.e. négligeable) quand t→∞, plus précisément

R(t, ϕ0) = O(eβt)

où
β < min

1≤j≤m
(<λj)

si la donnée initiale ϕ0 ∈ D((T + Ki)2). L’inconvénient de cette approche est qu’elle
impose une donnée initiale régulière pour contrôler le terme transitoire (voir par exemple
([7] , [28] et [23]). Pour s’affranchir de cette contrainte, I. Vidav [53] a montré qu’il fallait
étudier les propriétés spectrales du semigroupe V (t)t≥0 plutôt que celles du générateur
T + Ki en raison de l’absence (en général) de théorème d’application spectrale reliant le
spectre continu du générateur à celui du semigroupe.
En effet, on exprime le semigroupe par une série de Dyson-Phillips

V (t) =
∞∑
j=0

Uj(t), (0.0.7)

où
U0(t) = U(t) et Uj+1(t) =

∫ t

0
U0(t− s)KiUj(s)ds, j ≥ 0, t ≥ 0.

Si un reste
Rk(t) =

∞∑
j=k

Uj(t)

5



est compact alors
ress(V (t)) ≤ e−λ

∗t

(où ress désigne le rayon essentiel, c’est-à-dire le rayon du plus petit disque fermé contenant
le spectre essentiel de (V (t))t≥0).
Il s’ensuit que

σ(V (t)) ∩
{
µ : |µ| > e−λ

∗t
}

est formé au plus de valeurs propres isolées de multiplicité algébrique finie. Alors l’esti-
mation du terme transitoire R(t) dans la décomposition

V (t) =
m∑
j=1

eλjtetDjPj +R(t)

est un O(eβt) en norme d’opérateurs où

β < min
1≤j≤m

(<λj).

Pour la compacité d’un reste de la série de Dyson-Phillips, voir par exemple [54],[18], [28]
et [32]. Ainsi les modèles neutroniques inélastiques sont bien compris à l’heure actuelle.
Des modèles neutroniques plus complexes combinant des opérateurs de collision classiques
(inélastiques) et des opérateurs de collision élastiques sont apparus plus tardivement en
1974 [22]. (Des modèles similaires apparaissent en théorie des semiconducteurs, voir par
exemple [2]). Les opérateurs de collision élastiques décrivent les chocs élastiques entre les
neutrons et le milieu ambiant et sont de la forme

(Keϕ)(x, ρ, ω) =
∫
S2
ke(x, ρ, ω, ω′)ϕ(x, ρω′)dω′ (0.0.8)

où v ∈ V s’écrit sous forme polaire

v = |v|ω = ρω, ω ∈ S2.

Ainsi les équations partiellement élastiques sont de la forme

∂ϕ

∂t
= −v.∂ϕ

∂x
− σ(x, v)ϕ(x, v, t) +

∫
V
ki(x, v, v′)ϕ(x, v′, t)dv′ +

∫
S2
ke(x, ρ, ω, ω′, t)ϕ(x, ρω′, t)dω′

= Tϕ+Kiϕ+Keϕ

La présence d’opérateurs neutroniques élastiques change complètement la structure géné-
rale du spectre du génerateur

T +Ke +Ki.

Si 0 /∈ V alors le spectre de
T +Ke +Ki

est formé d’une réunion de courbes et de points isolés.
Si 0 ∈ V alors le spectre de T +Ke +Ki est formé du demi-plan

{λ,<λ ≤ −λ∗} ,

6
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d’une réunion de courbes et des points isolés (voir [22]).
Contrairement à l’opérateur de collision inélastique Ki, l’opérateur de collision élastique
Ke n’a pas de propriétés de "moyenne en vitesse" intéressantes. Ce qui explique le manque
de compacité et pourrait "expliquer" la présence de courbes spectrales.
Une manière plus claire d’exprimer la présence de courbes spectrales est de noter que
l’opérateur neutronique élastique

T +Ke

s’identifie à une famille d’opérateurs monocinétiques indexée par ρ

(T ρ +Kρ
e )ρ∈[a,b].

Chaque opérateur T ρ +Kρ
e opére sur

Lp(Ω× S2).

Chacun de ces opérateurs monocinétiques a un spectre purement discret (voir par exemple
[49] et [51]) et on montre que

σ(T +Ke) =
⋃

ρ∈[a,b]
σ(T ρ +Kρ

e ).

Ce sont donc les valeurs propres de T ρ + Kρ
e qui "bougent" avec ρ pour "décrire des

courbes". La théorie spectrale du semigroupe neutronique partiellement élastique

(et(T+Ke+Ki))t≥0

a été faite par M. Sbihi [39]. Il a montré en particulier les résultats spéctraux suivants :

σess((et(T+Ke+Ki))t≥0) = σess((et(T+Ke))t≥0).

En particulier
σess(T +Ke +Ki) = σess(T +Ke) = σ(T +Ke).

Il s’ensuit que le spectre asymptotique

σas(T +Ke +Ki) := σ(T +Ke +Ki) ∩ {λ,<λ > s(T +Ke)}

est formé au plus de valeurs propres isolées de multiplicité algébrique finie.
L’objectif de cette thèse est d’analyser le plus finement possible le spectre asymptotique
réel i.e

σas(T +Ke +Ki) ∩ R.

La stratégie générale est la suivante :
Le problème spectral

Tϕ+Kϕ = λϕ, λ > s(T )

est équivalent à
ϕ = (λ− T )−1Kϕ.

7



Donc λ est une valeur propre de l’opérateur de transport partiellement élastique si et
seulement si 1 est une valeur propre de l’opérateur borné

Gλ := (λ− T )−1K.

L’opérateur Gλ n’est pas compact (en raison de la présence de l’opérateur élastique Ke).
Bien sûr cet opérateur n’est pas symétrique. Néanmoins cet opérateur est symétrisable
par K i.e

KGλ

est symétrique. D’où l’importance d’avoir des résultats spectraux sur les opérateurs sy-
métrisables non compacts dans les espaces de Hilbert ; c’est l’objet du chapitre 2.
On dit qu’un opérateur borné G est symérisable par un opérateur auto-adjoint positif S
si SG est auto-adjoint

SG = G∗S.

Il existe une littérature considérable sur les opérateurs symétrisables, en particulier sur la
théorie spectrale des opérateurs pleinement symétrisables à puissance compacte. Citons
par exemple W.T Reid [37], P.D. Lax [24]. L’objectif du Chapitre 2 est d’étendre la théorie
de Reid [37], les résultats de Nieto [35] et des résultats récents de [27].
Détaillons à présent le contenu de chacun des chapitres :
Le CHAPITRE 1
Dans ce chapitre nous rappellons l’essentiel de notations et résultats classiques dont nous
avons besoin pour la suite de la thèse. D’abord nous rappellons quelques définitions et
résultats sur la théorie spectrale des opérateurs non bornés dans les espaces de Banach.
Ensuite nous rappellons les résultats de compacité pour les opérateurs de transport par-
tiellement élastiques. De plus nous donnons quelques résultats spectraux concernant les
opérateurs positifs dans les espaces de Lp) (qui laissant invariant le cône des fonctions
positives). Enfin nous définissons quelques classes d’opérateurs symétrisables et nous pré-
sentons quelques résultats spectraux connus les concernant.
Le CHAPITRE 2
Soit H un espace de Hilbert complexe et soit G ∈ L(H), S ∈ L(H) un opérateur auto-
adjoint positif. Soit

H1 := Ker(S), H2 = H⊥1 = =S
où =S désigne l’image de S, et soit P la projection orthogonale sur H2. On définit Ĝ ∈
L(H2) par

Ĝ : x ∈ H2 −→ PGx ∈ H2.

Nous définissons les paramètres :

α+(G) := inf {λ > 0; σ(G) ∩ (λ,+∞) est constitué au plus de spectre discret} ,

α−(G) := sup {λ < 0; σ(G) ∩ (−∞, λ) est constitué au plus de spectre discret} ,
où le spectre discret désigne les valeurs propres isolées de multiplicité algébrique finie.
Pour tout entier n on définit le paramètre

α+
n := sup

En∈Vn
inf

x∈En,(Sx,x)=1
(SGx, x), n ∈ N

8
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où Vn est la classe des sous espaces En de =(S) de dimension n.
D’abord nous donnons une méthode (inspirée du travail de W. Reid [37]) qui permet de
construire toutes les valeurs propres réelles situées à l’extérieur de l’intervalle spectral
essentiel

(α+(G), α−(G)).

Ensuite nous donnons des caractérisations variationnelles de ces valeurs propres de types
sup− inf et inf − sup . En particulier, nous démontrons que si pour un entier n on a

α+
n > α+(G),

alors l’opérateur G a au moins n valeurs propres supérieures à α+(G).
Si tous les α+

n sont strictement supérieurs à α+(G) alors ils forment une suite de valeurs
propres de G qui converge vers α+(G). Sinon, soit m ∈ N le plus grand entier qui vérifie

α+
n > α+(G);

si en plus G vérifie
|Gx| ≤ c

∣∣∣√Sx∣∣∣ ,∀x ∈ H (0.0.9)

avec c une constante positive, alors nous montrons que

α+
n = α+(G) ∀n > m.

Enfin nous montrons que, si l’opérateurG est fortement symétrisable (i.e ker(S) ⊂ ker(G))
alors G et Ĝ ont les mêmes valeurs propres isolées, la même multiplicité de pôles corres-
pondants et la même multiplicité des valeurs propres. On montre aussi que le spectre de
Weyl de G égal à celui de Ĝ. Nous montrons également lorsque G vérifie l’inégalité (0.0.9)
que le spectre essentiel de Schechter de G est égal à son spectre essentiel de Weyl.
Le CHAPITRE 3
Ce chapitre est consacré à la théorie spectrale d’opérateurs neutroniques partiellement
élastiques et isotropes c’est-à-dire dont les sections efficaces ne dépendent pas des direc-
tions des vitesses. Cette hypothèse d’isotropie permet d’obtenir des résultats trés précis et
de présenter une théorie complète. (Cela n’empêche pas que de nombreux résultats restent
valables sans l’hypothèse d’isotropie, voir le Chapitre 4).
Nous montrons tout d’abord que l’opérateur neutronique élastique

T +Ke

s’identifie à une famille d’opérateurs monocinétiques indéxée par le module de vitesses

(T ρ +Kρ
e )ρ∈[a,b].

On montre alors que
σ(T +Ke) =

⋃
ρ∈[a,b]

σ(T ρ +Kρ
e ).

En particulier
σ(T +Ke) = σess(T +Ke).
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Nous montrons que le spectre essentiel de l’opérateur neutronique partiellement élastique

T +Ke +Ki

coincide avec le spectre de sa partie élastique

σess(T +Ke +Ki) = σ(T +Ke).

Cela résulte du fait que Ki est (T +Ke)-compact. En particulier

σ(T +Ke +Ki) ∩ {λ,<λ > s(T +Ke)}

(s(T +Ke) est la borne spectrale de T +Ke) est formé au plus de valeurs propres isolées
de multiplicité algébrique finie. Nous montrons aussi que ce spectre ponctuel est réel.
Nous montrons que λ > s(T + Ke) est une valeur propre de l’opérateur neutronique
partiellement élastique si et seulement si 1 est une valeur propre de l’opérateur

Gλ := (λ− T )−1(Ke +Ki)

puis nous montrons que Gλ est symétrisable par

K = Ke +Ki.

C’est à ce niveau que se fait le lien avec la théorie spectrale des opérateurs symétrisables
du Chapitre 2.
Nous montrons que le nombre de valeurs propres de l’opérateur neutronique augmente
indéfiniment quand la taille du domaine spatial Ω (définie comme le rayon de la plus
grande boule contenue dans Ω) augmente. Nous montrons aussi que toutes ces valeurs
propres tendent vers la borne spectrale de l’opérateur neutronique partiellement élastique
homogène (en espace) quand la taille de Ω tend vers l’infini. Enfin, nous donnons un
critère d’existence d’au moins une valeur propre.
Une forme quadratique liée à l’opérateur symmétrisable Gλ joue un rôle essentiel dans ce
travail ainsi que les principes variationnels caractérisant le spectre discret en dehors du
disque spectral essentiel.
Le CHAPITRE 4
Ce chapitre complète le chapitre précédent consacré aux modèles isotropes. Nous étendons
de nombreux résultats spectraux du chapitre 3 aux modèles non isotropes. On dispose
aussi d’une forme quadratique dans le cas anisotrope mais qui ne permet pas d’obtenir
tous les résultats du modèle isotrope.



Chapitre 1

Quelques rappels

1.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est de rappeler l’essentiel des notions et résultats utilisés tout
au long de ce travail. Tout d’abord, nous rappelons quelques définitions et résultats sur
la théorie spectrale des opérateurs non bornés dans les espaces de Banach. Ensuite nous
donnons quelques résultats récents de compacité pour des modèles cinétiques partiellement
élastiques. En outre, nous rappellons des résultats concernant les propriétés spectrales des
opérateurs positifs dans les espaces ordonnés (i.e laissant invariant le cône positif). Enfin
nous examinons les opérateurs symétrisables et présentons leur théorie spectrale.

1.2 Théorie spectrale des opérateurs

Soit H un espace de Banach complexe et

T : D(T ) ⊂ H −→ H

un opérateur linéaire non borné et fermé. On appelle ensemble résolvant de T, l’ensemble

ρ(T ) := {λ ∈ C;λ− T : D(T ) −→ H est bijectif} .

Son complémentaire dans le plan complexe s’appelle le spectre de T et sera noté σ(T ).
On notera que si λ ∈ ρ(T )

(λ− T )−1 : H −→ D(T ) ⊂ H

est défini sur tout l’espace et est fermé. Par le théorème du graphe fermé, il est borné

(λ− T )−1 ∈ L(H).

Cet opérateur est appelé la résolvante de T et est noté parfois R(λ, T ). On a alors les
résultats fondamentaux suivants :
L’ensemble resolvant ρ(T ) est un ouvert du plan complexe et

λ ∈ ρ(T ) −→ (λ− T )−1 ∈ L(H)
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est analytique sur chaque composante connexe de ρ(T ). La résolvante satisfait à l’équation
fonctionnelle suivante dite identité de la résolvante

R(λ, T )−R(β, T ) = (β − λ)R(λ, T )R(β, T ) ∀λ, β ∈ ρ(T ).

Le spectre de T est donc un fermé de C, et si de plus l’opérateur T est borné, alors σ(T )
est un compact non vide. On appelle alors son rayon spectral de T, le réel

rσ(T ) := sup {|λ| ;λ ∈ σ(T )} .

On a aussi
rσ(T ) = lim

n→∞
‖T n‖

1
n .

Lorsque T n’est pas borné, un paramètre utile pour localiser son spectre est donné par la
borne spectrale

s(T ) := sup {<λ : λ ∈ σ(T )} .

Le spectre d’un opérateur fermé est généralement décomposé de la manière suivante :

σp(T ) := {λ;λ− T n’est pas injectif}

qu’on appelle le spectre ponctuel,

σc(T ) := {λ;λ− T est injectif, non surjectif et à image dense }

qu’on appelle le spectre continu et

σr(T ) := {λ;λ− T à image non dense}

qu’on appelle le spectre résiduel. On note le noyau de T par

ker(T ) := {x ∈ D(T );Tx = 0} .

Le noyau d’un opérateur fermé est un sous espace fermé. Un élement de σp(T ) est dit
valeur propre, il lui correspond un 0 6= x ∈ D(T ) tel que Tx = λx que l’on appelle vecteur
propre correspondant à λ. Le spectre ponctuel approché

σap(T ) := {λ; (λ− T ) n’est pas injéctif ou est à image non fermée} .

On a toujours
σ(T ) = σap(T ) ∪ σr(T ) et σp(T ) ⊂ σap(T ),

mais les deux ensembles σr(T ) et σap(T ) ne sont pas nécessairement disjoints.

La proposition suivante justifie l’appellation de spectre ponctuel approché.

Proposition. 1.2.1. Soit λ ∈ σ(T ). Alors λ ∈ σap(T ) si et seulement s’il existe une suite
(xn)n ⊂ D(T ), telle que

‖xn‖ = 1 et ‖(λ− T )xn‖ −→ 0 quand n −→∞.

Un intérêt particulier mérite d’être accordé aux valeurs propres isolées.

12



CHAPITRE 1. QUELQUES RAPPELS

Valeurs propres isolées de multiplicité algébrique finie

Soit λ0 ∈ C un point isolé de σ(T ). La fonction λ 7−→ R(λ, T ) est alors définie dans un
voisinage de ce point (mais privé de 0) et on peut donc la développer en série de Laurent
autour de ce point :

R(λ, T ) =
∑
k∈Z

(λ− λ0)kTk (1.2.1)

pour tout 0 < |λ− λ0| < δ (δ petit de sorte que σ(T ) ∩D(λ0, δ) = {λ0}). Le coefficient
Tk ∈ L(H) est donné par l’intégrale de Dunford

Tk = 1
2iπ

∫
γ

R(λ, T )
(λ− λ0)k+1dλ, k ∈ Z,

où γ est le cercle de centre 0 et de rayon δ
2 parcouru une fois dans le sens direct. Le

résidu T−1 ∈ L(H) est une projection, notée Pλ0 et appelée projection spectrale associée
à λ0. S’il existe un n > 0 tel que T−n 6= 0 et T−k = 0 pour tout k > n alors on dira
que λ0 est un pôle (d’ordre n) de la résolvante R(., T ). On montre alors que λ0 est une
valeur propre. C’est le cas lorsque Pλ0 est de rang fini, et alors le rang est appelée la
multiplicité algébrique de λ0. Lorsque cette dernière vaut un, la valeur propre λ0 est dite
algébriquement simple. Pour plus de détails on pourra par exemple voir ([15] p.230, Kato
[21], p.180).

Spectre essentiel

Le spectre essentiel joue un rôle important en théorie spectrale mais, il n’existe pas
de définition unanimement acceptée pour cette notion. De nombreuses définitions, non
équivalentes (mais qui coincident pour les opérateurs auto-adjoints dans les espaces de
Hilbert voir par exemple [14] Théorème 1.6, p.417) existent dans la littérature. On se
bornera à la plus classique que l’on peut consulter, par exemple, dans l’ouvrage de M.
Schechter ([42], p.14).

Définition. 1.2.1. On appellera spectre essentiel de T l’ensemble

σess(T ) :=
⋂

K∈K(H)
σ(T +K),

où K(H) désigne l’espace des opérateurs compacts de H dans H.
On constate que σess(T ) est un sous-ensemble fermé de σ(T ). Il représente la partie de
σ(T ) invariante par perturbation de T par tout opérateur compact. On a donc

σess(T +K) = σess(T ),∀K ∈ K(H).

Remarque. 1.2.1. Le complémentaire de σess(T ) se caractérise en terme d’indice de
Fredholm. En effet, λ /∈ σess(T ) si et seulement si λ − T est un opérateur de Fredholm
d’indice zéro ([42],Théorème 4.5, p 15).
Lorsque H est de dimension infinie et T est un opérateur borné, σ(T ) est un compact non
vide, son rayon spectral essentiel est défini alors par

ress(T ) := sup {|λ| , λ ∈ σess(T )} .
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Il peut être caractérisé par

ress(T ) = inf {r > 0, λ ∈ σ(T ), |λ| > r est un pôle de multiplicité algébrique finie} .
(1.2.2)

On notera que le rayon spectral essentiel est le même quel que soit le concept de spectre
essentiel utilisé (voir par exemple [14] Corollaire 4.11, p.44).
On rappelle aussi que si H est un espace de Hilbert complexe et si λ est une valeur propre
isolée de multiplicité algébrique finie de T alors λ est une valeur propre isolée de même
multiplicité algébrique de l’opérateur adjoint T ∗ ; en particulier ress(T ) = ress(T ∗).
La proposition suivante peut se révéler forte utile dans la détermination du spectre essen-
tiel.

Proposition. 1.2.2. Soit H un espace de Banach et

T : D(T ) ⊂ H −→ H

un opérateur fermé et λ ∈ C. On suppose qu’il existe une suite (xn)n ∈ D(T ) telle que

‖λ xn − Txn‖ −→ 0, ‖xn‖ = 1

et telle que (xn)n n’admet aucune sous-suite convergente en norme, alors λ ∈ σess(T ).

La suite (xn)n de la proposition précédente s’appelle une suite singulière associée
à la valeur spectrale λ ∈ σess(T ). Enfin, on signale le résultat de stabilité du spectre
essentiel qu’on peut trouver dans M. Schechter [42].

Proposition. 1.2.3. Soient T et S deux opérateurs fermés à domaine dense dans H. S’il
existe un λ ∈ ρ(T ) ∩ ρ(S) tel que (λ− T )−1 − (λ− S)−1 soit compact, alors

σess(T ) = σess(S).

1.3 Résultats de compacité

1.3.1 Introduction

L’objectif de cette section est de présenter quelques résultats de compacité de M. Sbihi
[38] pour une classe d’équations neutroniques partiellement élastiques introduite par E.W.
Larsen et P.F. Zweifel [22] en 1974.

1.3.2 Théorème de compacité dans la théorie de transport

On s’intéressera à l’équation intégro-différentielle suivante :
∂ϕ

∂t
+ v.

∂ϕ

∂x
+ σ(x, v)ϕ(x, v, t) =

∫
V
ki(x, v, v′)ϕ(x, v′, t)dv′

+
∫
SN−1

ke(x, ρ, ω, ω′)ϕ(x, ρω′, t)dω′

= Kiϕ+Keϕ := Kϕ (1.3.3)
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soumise à la condition aux limites

ϕ(x, v, t) = 0, si x ∈ ∂Ω et v.n(x) < 0

et la condition initiale
ϕ(x, v, 0) = ϕ0

où (x, v, t) ∈ Ω × V × R+, Ω ⊂ RN un ouvert borné régulier de frontière ∂Ω et n(x) la
normale extérieure en x ∈ ∂Ω. L’espace de vitesses V est composé de vitesses v = ρω, avec
ω ∈ SN−1 (la sphère unité de RN) et ρ ∈ [a, b], a > 0 et muni de la mesure de Lebesgue
dv = ρN−1dωdρ. On suppose que la fréquence de collision vérifie

0 ≤ σ ∈ L∞(V ).

L’équation intégro-différentielle précédente peut se mettre sous la forme d’un problème
de Cauchy dans Lp(Ω× V ), 1 ≤ p <∞{

dϕ
dt

= (T +K)ϕ
ϕ(0) = ϕ0,

où T désigne l’opérateur d’absorption

T : D(T ) 3 ϕ→ −v.∂ϕ
∂x
− σ(x, v)ϕ(x, v) ∈ Lp(Ω× V )

de domaine
D(T ) =

{
ϕ ∈ Lp(Ω× V ), v.∂ϕ

∂x
∈ Lp(Ω× V ), ϕ|Γ− = 0

}
où

Γ− := {(x, v) ∈ ∂Ω× V ; v.n(x) < 0} .

L’opérateur de collision
K = Ki +Ke

est composé de l’opérateur de collision inélastique

Kiϕ(x, v) =
∫
V
ki(x, v, v′)ϕ(x, v′)dv′

et de l’opérateur de collision élastique (ou "Bragg scattering" suivant la terminologie de
[22])

Keϕ(x, v) =
∫
SN−1

ke(x, ρ, ω, ω′)ϕ(x, ρω′)dω′

qui décrit les collisions ne faisant pas varier l’énergie cinétique des neutrons, il n’agit qu’à
travers la partie angulaire ω de la variable de vitesse.
Commençons donc par rappeler la définition des opérateurs de collision réguliers. Soit
Ki(x) l’opérateur intégral suivant (défini pour x ∈ Ω fixé) :

Ki(x) : Lp(V ) 3 ϕ→
∫
V
ki(x, v, v′)ϕ(x, v′)dv′ ∈ Lp(V )
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L’opérateur de collision Ki est dit régulier si
(H1) {Ki(x) : x ∈ Ω} est un ensemble d’opérateurs collectivement compacts, i.e{

Ki(x)ψ : x ∈ Ω, ‖ψ‖Lp(V ) ≤ 1
}

est relativement compact dans Lp(V ).
(H2) Pour tout ψ′ ∈ Lp′(V ) l’ensemble, {Ki(x)ψ′ : x ∈ Ω} est relativement compact dans
Lp
′(V ).

On suppose que Ke vérifie
(H3) L’ensemble{∫

SN−1
ke(x, ρ, ω, ω′)ϕ(ω′)dω′ : (x, ρ) ∈ Ω× [a, b], ‖ϕ‖Lp(SN−1) ≤ 1

}
est relativement compact dans Lp(SN−1).
(H4) Pour tout ψ′ ∈ Lp′(SN−1),{∫

SN−1
ke(x, ρ, ω, ω′)ψ′(ω)dω : (x, ρ) ∈ Ω× [a, b]

}
est relativement compact dans Lp′(SN−1).
Sous ces hypothèses, Ke ∈ L(Lp(Ω× V )) et

‖Ke‖L(Lp(Ω×V )) = ess sup
(x,ρ)∈Ω×[a,b]

‖Ke(x, ρ)‖L(Lp(SN−1)) .

Théorème. 1.3.1. ([38], Théorème 5.2.1, p.140) Si les hypothèses (H1)-(H4) sont
satisfaites, alors les opérateurs

KiR(λ, T +Ke) et R(λ, T +Ke)Ki

sont compacts pour tout λ ∈ ρ(T +Ke).

Corollaire. 1.3.1. (Corollaire.5.2.1 dans [38]) Sous les hypothèses (H1)-(H4), les opé-
rateurs T +K et T +Ke ont le même spectre essentiel, i.e.

σess(T +K) = σess(T +Ke).

Preuve On montre grâce au Théorème. 1.3.1 que

R(λ, T +Ke +Ki)−R(λ, T +Ke)
est compact et la Proposition.1.2.3 achève la preuve.

�

Remarque. 1.3.1. Le Théorème. 1.3.1 et le Corollaire.1.3.1 ont été montrés dans [38]
pour des opérateurs de collision plus généraux,

K = Ke +Ki +Kd

où l’opérateur Kd est nilpotent (Kd est l’opérateur inélastique "downshift" qui décrit les
collisions lors desquelles une quantité d’énergie fixe est perdue par les neutrons).
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CHAPITRE 1. QUELQUES RAPPELS

1.4 Propriétés spectrales des opérateurs positifs

Nous donnons dans cette section quelques résultats spectraux concernant les opéra-
teurs positifs (qui laissant invariant le cône positif) que nous aurons à utiliser par la suite.
Soit Ω ⊂ RN . Le cône positif de Lp(Ω) est l’ensemble des fonctions

{ϕ ∈ Lp(Ω) : ϕ(x) ≥ 0 p.p x ∈ Ω} .

On le note Lp+.

Définition. 1.4.1. Soit T ∈ L(Lp(Ω)).
T sera dit positif si T laisse invariant le cône positif i.e

T (Lp+) ⊂ Lp+.

On écrira T ≥ 0.

Théorème. 1.4.1. (H.H. Chaefer [41])
Soit T ∈ L(Lp(Ω)) un opérateur positif. Alors

rσ(T ) ∈ σ(T ).

Théorème. 1.4.2. (Ph. Clément [10])
Soit (U(t))t≥0 un semigroupe positif sur Lp avec un générateur T. Alors

s(T ) ∈ σ(T )

où s(T) désigne la borne spectrale de T.

Définition. 1.4.2. Soit Ω ⊂ RN , et soit T ∈ L(Lp(Ω) (1 ≤ p < ∞) un opérateur borné
positif. On dit que T est irréductible si, pour tout ϕ ∈ Lp+ − {0} , ϕ′ ∈ Lq+ − {0} tels que
1
p

+ 1
q

= 1, il existe un entier n ∈ N tel que

(T nϕ, ϕ′) > 0.

Théorème. 1.4.3. (B. de. Pagter [13])
Soit T ∈ L(Lp(Ω)) irréductible à puissance compacte. Alors

rσ(T ) > 0.

On rappelle aussi le Théorème de J. Voigt [58]

Théorème. 1.4.4. Soit
T : D(T ) ⊂ Lp(Ω)→ Lp(Ω)

un opérateur non borné de résolvante positive, et soit λ > s(T ).
Soit

K : D(T ) ⊂ Lp(Ω)→ Lp(Ω)
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un opérateur positif. Alors les conditions suivantes sont équivalentes.
(i)

rσ(K(λ− T )−1) < 1.

(ii)
λ ∈ ρ(T +K) et (λ− T −K)−1 ≥ 0.

Remarque. 1.4.1. Notons que les résultats mentionnés ci-dessus demeurent valables dans
le contexte plus général des espaces de Banach réticulés.

1.5 Opérateurs symétrisables

1.5.1 Introduction

Dans cette section on définit les opérateurs symétrisables, pleinement symétrisables
et fortement symétrisables. Puis on présente quelques résultats spectraux de cette classe
d’opérateurs. Pour plus de détails sur la théorie des opérateurs symétrisables le lecteur
peut consulter A.C Zaanen [60], J.P.O Silberstein [43] [44] [45]...

1.5.2 Rappels et notations

Soit H un espace de Hilbert complexe muni du produit scalaire (, ) et de la norme

|x| :=
√

(x, x). (1.5.4)

Pour tout opérateur linéaire borné O ∈ L(H), on note sa norme par |O|L(H) ou par
|O| tout court, pour simplifier.

Définition. 1.5.1. Soit S ∈ L(H) un opérateur auto-adjoint positif (non nécessairement
injectif) sur H. Un opérateur G ∈ L(H) est dit symétrisable-(à gauche) par S si SG est
auto-adjoint. On dira alors que G est symétrisable par S.

Définition de la symétrisabilité pleine. 1.5.1. Si G ∈ L(H) est un opérateur symé-
trisable. On dira que G est pleinement symétrisable par S si de plus on a

Gx = λx (λ 6= 0 et x 6= 0) =⇒ Sx 6= 0.

Remarque. 1.5.1. On voit facilement que les valeurs propres d’un opérateur pleinement
symétrisable sont réelles puisque Sx 6= 0 et par suite (Sx, x) > 0 (S et

√
S ont le même

noyau).
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Définition de la symétrisabilité forte. 1.5.1. Un opérateur symétrisable G est dit
fortement symétrisable par S si Ker(S) ⊂ Ker(G).

Remarque. 1.5.2. On voit facilement que tout opérateur fortement symétrisable est plei-
nement symétrisable.

Remarque. 1.5.3. Une condition suffisante de la forte symétrisabilité d’un opérateur
symétrisable est l’existence d’une constante positive c tel que

|Gx| ≤ c
∣∣∣√Sx∣∣∣ , x ∈ H. (1.5.5)

Cette condition apparaît naturellement dans les modèles neutroniques (voir chapitre
3).

Définition. 1.5.2. Soit G ∈ L(H) un opérateur symétrisable par S. Soit

H1 := Ker(S), H2 = H⊥1 = =S

et soit P la projection orthogonale sur H2. On définit Ĝ ∈ L(H2) par

Ĝ : x ∈ H2 −→ PGx ∈ H2.

1.5.3 Quelques résultats spectraux

Proposition. 1.5.1. (voir la preuve du théorème 1 dans [27].) Soit H1 := Ker(S), H2 =
H⊥1 = =(S). Soit Hc

2 le complété de H2 pour la norme

‖x‖ :=
√

(x, Sx).

Alors, Ĝ s’étend d’une manière unique en un opérateur auto-adjoint borné Ĝc sur Hc
2.

Lemme. 1.5.1. ([37], Théorème 2.1 et Corollaire 1) Soit G ∈ L(H) un opérateur symé-
trisable par S. Alors pour tout x, y ∈ H,

|(x, SGy)| ≤ |G|
√

(x, Sx)
√

(y, Sy). (1.5.6)

En particulier on a l’inégalité de Reid

|(x, Sx)| ≤ |G| (x, Sx). (1.5.7)

où |G| désigne la norme d’opérateur |G|L(H) .

On rappelle
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Lemme. 1.5.2. ([27] Lemme 2) Soit G ∈ L(H) un opérateur symétrisable par S. Alors, G
laisse invariant le noyau de S et G∗(l’opérateur adjoint de G) laisse invariant la fermeture
de l’image de S.

On déduit directement de P.D. Lax [24] la :

Proposition. 1.5.2. Soit G ∈ L(H) un opérateur symétrisable par S. Alors,

σ(Ĝc) ⊂ σ(Ĝ). (1.5.8)

De plus, Ĝ et Ĝc ont les mêmes valeurs propres isolées de multiplicité algébrique finie.

Proposition. 1.5.3. ([27] Théorème 3 et Lemme 3) Soit G ∈ L(H) un opérateur symé-
trisable par S. Alors, ∂σ(Ĝ) (la frontière topologique de σ(Ĝ)) est inclus dans σ(G). Si G
est fortement symétrisable par S alors

σ(Ĝ)− {0} = σ(G)− {0} .

Corollaire. 1.5.1. ([27] Corollaire 4)
Soit G ∈ L(H) un opérateur symétrisable par un opérateur auto-adjoint positif S. Si

la condition (1.5.5) est vérifiée alors

σ(G)− {0} = σ(Ĝc)− {0} .

En particulier
rσ(G) = sup

{ϕ∈H,(Sϕ,ϕ)=1}
(SGϕ, ϕ) (1.5.9)

Terminons cette section par le lemme suivant :

Lemme. 1.5.3. Soit G ∈ L(H) un opérateur symétrisable par S. Alors pour tout λ ∈
R ∩ ρ(G), (λ−G)−1 est symétrisable par S. En particulier∣∣∣(x, S(λ−G)−1x)

∣∣∣ ≤ ∣∣∣(λ−G)−1
∣∣∣ (x, Sx).

Preuve. Nous allons montrer que S(λ − G)−1 est auto-adjoint. Comme H est un
espace de Hilbert complexe, cela revient à montrer que

(S(λ−G)−1x, x) ∈ R ∀x ∈ H,

(voir [11], Proposition 2.12, p.33). Soit

y := (λ−G)−1x.

Alors

(S(λ−G)−1x, x) = (Sy, x)
= (y, Sx)
= (y, S(λ−G)y)
= (S(λ−G)y, y) ∈ R

car S(λ−G) = λS − SG est auto-adjoint. Enfin, on applique (1.5.7) à (λ−G)−1. �
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Chapitre 2

Analyse spectrale des opérateurs
symétrisables non compacts

2.1 Introduction

Les opérateurs de transport de neutrons sont fortement non auto-adjoints. Cependant
l’étude de leurs spectres réels s’avère avoir de liens insoupçonnés avec l’analyse spectrale
des opérateurs symétrisables non-compacts G dont le symétriseur S n’est pas injectif.
Pour comprendre le spectre de ces derniers nous avons besoin de résultats et d’outils
d’analyse fonctionnelle appropriés. Pour ce faire, nous étendons le travail de W.T Reid
[37] sur l’analyse spectrale des opérateurs pleinement symétrisables compacts G sur
les espaces de Hilbert à des opérateurs pleinement symétrisables non compacts sur les
espaces de Hilbert. Plus précisément, nous fournissons une description complète du spectre
discret (les valeurs propres isolées de multiplicité algébrique finie) situé à l’extérieur de
l’intervalle spectral essentiel (voir la définition ci-dessous). En suivant la stratégie de Reid
[37], toute en faisant attention à la présence éventuelle du spectre essentiel de G. Ensuite
nous établissons des développements partiels en fonctions propres associés à ce spectre
discret. En outre nous donnons une caractérisation variationnelle du spectre discret par
des principes des type sup− inf et inf − sup. Nous donnons une estimation de stabilité de
ce spectre discret en termes de rayon spectral de la perturbation. Nous montrons des liens
spectraux entre l’opérateur symétrisable G et l’opérateur symétrique SG. Dans le cadre
des opérateurs fortement symétrisables nous fournissons plusieurs résultats sur le spectre
essentiel, en particulier nous analysons toutes les valeurs propres isolées de multiplicité
algébrique finie et nous caractérisons leurs complémentaire en terme de suites singulières
de Weyl. Notre plan est le suivant :
Dans la Section 2.2, nous donnons diverses caractérisations variationnelles des valeurs
propres situées en dehors du disque spectral essentiel. On montre comment le spectre
discret de l’opérateur symétrisable G et le spectre discret de l’opérateur symétrique SG
sont liés par des inégalités appropriées utiles en pratique. Dans la Section 2.3, tout d’abord
nous établissons, pour des opérateurs symétrisables généraux (pas forcément pleinement
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symétrisables) G que les points de ∂(σ(Ĝ)) (la frontière topologique du spectre de G)
qui ne sont pas des valeurs propres isolées de multiplicité algébrique finie de Ĝ sont
inclus dans le disque essentiel de G. Ensuite, nous montrons que si G est fortement
symétrisable alors G et Ĝ ont les mêmes valeurs propres isolées, la même multiplicité des
pôles correspondants et la même multiplicité des valeurs propres. En outre, on montre
que G et Ĝ ont le même spectre de Weyl. Enfin, nous montrons sous la condition (1.5.5)
que le spectre essentiel de Schechter de G coïncide avec celui de Weyl.

2.2 Le spectre discret

2.2.1 Spectre discret positif de G

Nous commençons cette sous section par la

Définition. 2.2.1. Pour tout opérateur borné O défini sur un espace de Hilbert complexe
H on associe

α+(O) := inf {λ > 0; σ(O) ∩ (λ,+∞) est constitué au plus de spectre discret}

et

α−(O) := sup {λ < 0; σ(O) ∩ (−∞, λ) est constitué au plus de spectre discret}

où le spectre discret désigne les valeurs propres isolées de multiplicité algébrique finie.

Il est facile de voir en général que

max
{
α+(O),−α−(O)

}
≤ ress(O)

où ress(O) est le rayon spectral essentiel de O. Cependant, notons que si G est symétrisable
et si par exemple la condition (1.5.5) est vérifié alors le spectre de G est réel (voir [27]
Corollaire 4) et donc

max
{
α+(G),−α−(G)

}
= ress(G).

Dans le Théorème. 2.2.1, en suivant la stratégie de Reid [37], on fournit une description
systématique des valeurs propres isolées de multiplicité algébrique finie situées à l’extérieur
de l’intervalle spectral essentiel

(
α−(G), α+(G)

)
.

En fait, nous nous limitons aux valeurs propres isolées de G situées dans l’intervalle
]α+(G),+∞[ puisque le spectre discret négatif de G est l’opposé du spectre discret de
l’opérateur pleinement symétrique −G. Comme nous ne pouvons pas exclure a priori
l’inégalité stricte

α+(G) < ress(G),
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Dans ce dernier cas, les valeurs propres isolées de multiplicité algébrique finie de G si-
tué dans (α+(G), ress(G)) sont également capturées ; notons que ces valeurs propres sont
incluses dans le disque spectral essentiel de G

{λ ∈ C; |λ| ≤ ress(G)} .

Notre objectif dans cette sous section est de décrire le sous ensemble spectral de G

σ(G) ∩
(
α+(G),+∞

)
.

Les énoncés sur le spectre discret positif de G peuvent facilement se traduire en énoncés
sur le spectre négatif discret de G.

Théorème. 2.2.1. Soit H un espace de Hilbert complexe et soit G ∈ L(H) un opérateur
pleinement symétrisable par un opérateur auto-adjoint positif S ∈ L(H). On suppose que

β+
1 := sup

{x∈H; (Sx,x)=1}
(SGx, x) > α+(G).

Alors :

(i) β+
1 est une valeur propre isolée de G associée à un vecteur propre e+

1 tel que
(Se+

1 , e
+
1 ) = 1.

(ii) Soit
β+

2 := sup
{x∈H; (Sx,x)=1,(Sx,e+1 )=0}

(SGx, x).

Si β+
2 > α+(G) alors β+

2 est une valeur propre isolée de G associée à un vecteur propre
e+

2 tel que (Se+
2 , e

+
2 ) = 1 et (Se+

2 , e
+
1 ) = 0.

Plus généralement, si nous avons déjà construit les valeurs propres

β+
1 , β

+
2 , ..., β

+
n−1 > α+(G)

dont les vecteurs propres correspondants e+
1 , e

+
2 , ..., e

+
n−1 satisfont

(Se+
i , e

+
j ) = δij, i, j = 1, 2, ..., n− 1

et si
β+
n := sup

{x∈H; (Sx,x)=1,(Sx,e+j )=0 ∀j=1,2,...,n−1}
(SGx, x) > α+(G) (2.2.1)

alors β+
n est aussi une valeur propre isolée de G associée à un vecteur propre e+

n tel que
(Se+

n , e
+
n ) = 1 et (Se+

n , e
+
j ) = 0, ∀j = 1, 2, ..., n− 1.

Preuve
On observe tout d’abord que (1.5.7) implique que

β+
1 = sup

{x∈H; (Sx,x)=1}
(SGx, x) ≤ |G| < +∞.
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Pour l’instant nous avons juste besoin que β+
1 > 0. Nous allons montrer que β+

1 ∈ σ(G).
On procède par l’absurde en suivant la méthode de Reid. Il existe alors une sous suite
(xn)n ⊂ H telle que

(Sxn, xn) = 1, (SGxn, xn)→ β+
1 quand n→ +∞.

En particulier
(xn, S(β+

1 −G)xn)→ 0 quand n→ +∞. (2.2.2)

Notons que
β+

1 = sup
(Sx,x)6=0

(SGx, x)
(Sx, x)

donc
β+

1 (Sx, x) > (SGx, x) ∀x ∈ H

et
(x, S(β+

1 −G)) ≥ 0 ∀x ∈ H. (2.2.3)

Supposons que β+
1 ∈ ρ(G). On désigne (β+

1 −G)−1 par R(β+
1 ). Soit

yn := R(β+
1 )xn.

On a

(yn, S(β+
1 −G)yn) = (R(β+

1 )xn, Sxn)
= (SR(β+

1 )xn, xn)
≤

∣∣∣R(β+
1 )
∣∣∣ (Sxn, xn)

=
∣∣∣R(β+

1 )
∣∣∣ (2.2.4)

par (1.5.7) puisque R(β+
1 ) est symétrisable par S (Lemme.1.5.3) et

1 = (xn, Sxn) = (xn, S(β+
1 −G)yn) = (S(β+

1 −G)xn, yn). (2.2.5)

On pose
zn := xn −

yn∣∣∣R(β+
1 )
∣∣∣ ∈ H

et on observe que (zn, S(β+
1 −G)zn) est égale à

(xn, S(β+
1 −G)xn) + 1∣∣∣R(β+

1 )
∣∣∣2 (yn, S(β+

1 −G)yn)

− 1∣∣∣R(β+
1 )
∣∣∣(xn, S(β+

1 −G)yn)− 1∣∣∣R(β+
1 )
∣∣∣(yn, S(β+

1 −G)xn)

de sorte que (2.2.5) implique

(zn, S(β+
1 −G)zn = (xn, S(β+

1 −G)xn) + 1∣∣∣R(β+
1 )
∣∣∣2 (yn, S(β+

1 −G)yn)− 2∣∣∣R(β+
1 )
∣∣∣
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COMPACTS

et par conséquent (2.2.2) et (2.2.4) impliquent

(zn, S(β+
1 −G)zn ≤ (xn, S(β+

1 −G)xn)− 1∣∣∣R(β+
1 )
∣∣∣ → − 1∣∣∣R(β+

1 )
∣∣∣ quand n→ +∞.

ce qui contredit (2.2.3) pour n assez grand et montre que β+
1 ∈ σ(G). Comme β+

1 > α+(G)
alors β+

1 est une valeur propre isolée de multiplicité algébrique finie de G.
Soit e+

1 un vecteur propre de G associé à la valeur propre β+
1 . Comme G est pleinement

symétrisable, alors (Se+
1 , e

+
1 ) > 0 et donc on peut le normaliser au sens suivant

(Se+
1 , e

+
1 ) = 1.

Supposons que nous avons construit (β+
k , e

+
k ) ∈ R∗+ ×H (k = 1, ..., n− 1) avec

β+
k > α+(G)

et
Ge+

k = β+
k e

+
k

avec
(Se+

k , e
+
j ) = δkj.

On définit
Hn :=

{
x ∈ H; (Sx, e+

k ) = 0 ∀k = 1, ..., n− 1
}

et
β+
n := sup

{x∈Hn; (Sx,x)=1}
(SGx, x).

On note que β+
n < +∞ grâce à l’inégalité (1.5.7). On note aussi que G laisse invariant

Hn puisque pour chaque x ∈ Hn et pour tout k = 1, ..., n− 1

(Gx, Se+
k ) = (SGx, e+

k ) = (x, SGe+
k ) = β+

k (x, Se+
k ) = 0.

Soit maintenant

Gnx := Gx−
n−1∑
k=1

(Gx, Se+
k )e+

k

= Gx−
n−1∑
k=1

(SGx, e+
k )e+

k

= Gx−
n−1∑
k=1

(x, SGe+
k )e+

k

= Gx−
n−1∑
k=1

β+
k (x, Se+

k )e+
k .

Alors Gn est symétrisable par S et

Gn(x) = G(x) ∀x ∈ Hn.
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En outre,

(Gnx, Se
+
j ) = (Gx, Se+

j )−
n−1∑
k=1

β+
k (x, Se+

k )(e+
k , Se

+
j )

= β+
j (x, Se+

j )− β+
j (x, Se+

j )(e+
j , Se

+
j ) = 0

montre que
Gnx ∈ Hn ∀x ∈ H.

Il s’ensuit que
Gnx = λx⇒ x ∈ Hn et Gx = λx.

En particulier, Gn est pleinement symétrisable par S.
On a donc à présent

β+
n = sup

{x∈Hn; (Sx,x)=1}
(SGx, x)

= sup
{x∈Hn; (Sx,x)=1}

(SGnx, x)

= sup
{y∈H (Sy,y)=1}

(SGny, y)

et la première étape de la preuve montre que β+
n est une valeur propre de Gn associée à

e+
n ∈ H. Il s’ensuit que e+

n ∈ Hn et Ge+
n = β+

n e
+
n . On peut bien entendu normaliser e+

n

par (Se+
n , e

+
n ) = 1 car G est pleinement symétrisable.

�

Remarque. 2.2.1. L’algorithme décrit dans le Théorème. 2.2.1 fournit toutes les valeurs
propres de G situées dans l’intervalle (α+(G),+∞). En effet, soit Gx = αx pour certain
x 6= 0 et α > α+(G). Si α 6= β+

n ∀n alors

α(Sx, e+
n ) = (SGx, e+

n ) = (x, SGe+
n ) = β+

n (x, Se+
n )

implique que (x, Se+
n ) = 0 ∀n. Alors la symétrisabilité pleine de G et la construction du

Théorème. 2.2.1 donne
α = (SGx, x)

(Sx, x) ≤ β+
n ∀n

ce qui contredit l’hypothèse selon laquelle α > α+(G).

Remarque. 2.2.2. Notons que l’alternative suivante est vérifiée :

(i) Soit β+
n > α+(G) ∀n ∈ N dans ce cas, on obtient une suite infinie

(
β+
j

)
j
de valeurs

propres β+
j de G qui converge vers α+(G). (En effet,

(
β+
j

)
j
décroissante et converge donc

sa limite l > α+(G) devrait être une valeur spectrale non isolée G et par conséquent
l = α+(G) par la définition de α+(G))

(ii) ou bien il existe un entier n > 2 tel que β+
1 , β

+
2 , ..., β

+
n−1 > α+(G) et β+

n ≤ α+(G)
dans ce cas, G a exactement n− 1 valeurs propres > α+(G).

26



CHAPITRE 2. ANALYSE SPECTRALE DES OPÉRATEURS SYMÉTRISABLES NON
COMPACTS

Remarque. 2.2.3. Notons que

H = Ker(S)⊕=(S)

et il est facile de voir que

β+
n = sup

{x∈Hn; (Sx,x)=1}
(SGx, x) = sup

{x∈H̃n; (Sx,x)=1}
(SGx, x)

où
H̃n =

{
x ∈ =(S), (Sx, e+

j ) = 0 ∀j = 1, 2, ..., n− 1
}
.

2.2.2 Caractérisations variationnelles

Les valeurs propres construites dans le Théorème. 2.2.1 sont caractérisées par :

Théorème. 2.2.2. Supposons que les hypothèses du Théorème. 2.2.1 soient satisfaites.
Soient β+

1 > β+
2 > ... > β+

n > .. > α+(G) les valeurs propres de G répétées selon leurs
multiplicités géométriques.
Alors

β+
n = inf

En−1∈Vn−1
sup

(Sx,x)=1, (Sx,y)=0 ∀y∈En−1

(SGx, x)

où Vn−1 désigne la classe des sous espaces En−1 de =(S) de dimension (n− 1).

Preuve La preuve est similaire au cas où l’opérateur G est symétrisable à puissance
compacte (voir [27] Théorème 5). Nous la rappelons pour la commodité du lecteur.
Remarquons d’abord que si Un un espace engendré par e+

1 , e
+
2 , ..., e

+
n . Alors

β+
n = min

x∈Un,(Sx,x)=1
(SGx, x). (2.2.6)

En effet, soit x = ∑n
i=1 cie

+
i . Alors la propriété

(Se+
i , e

+
j ) = δij

où δij le symbole de Kronecker, implique

(SGx, x) =
n∑
i=1

n∑
j=1

cicj(SGe+
i , e

+
j ) =

n∑
i=1

n∑
j=1

cicjβ
+
i (Se+

i , e
+
j )

=
n∑
i=1

β+
i |ci|

2 ≥ β+
n

n∑
i=1
|ci|2 = β+

n (Sx, x).

Soit maintenant Un l’espace engendré par les n vecteurs propres construits dans la preuve
du Théorème. 2.2.1. D’après (2.2.6),

β+
n = inf

x∈Un,(Sx,x)=1
(SGx, x). (2.2.7)
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Soit En−1 ∈ Vn−1. Nous allons montrer que

β+
n ≤ sup

(Sx,x)=1, (Sx,y)=0 ∀y∈En−1

(SGx, x).

Notons que l’espace

Ên−1 :=
{
x ∈ =(S); (Sx, y) = 0∀y ∈ En−1

}
est de codimension n− 1 et par conséquant Ên−1 ∩ Un est non triviale.
Soit

x ∈ Ên−1 ∩ Un − {0} tel que (Sx, x) = 1.

L’égalité (2.2.7) montre que

β+
n ≤ (SGx, x) ≤ sup

(Sx,x)=1, (Sx,y)=0 ∀y∈En−1

(SGx, x).

D’où
β+
n ≤ inf

En−1∈Vn−1
sup

(Sx,x)=1, (Sx,y)=0 ∀y∈En−1

(SGx, x).

D’autre part, par construction

β+
n = sup

(Sx,x)=1, (Sx,y)=0 ∀y∈Un−1

(SGx, x)

ce qui finit la preuve.

�

Théorème. 2.2.3. Supposons que les hypothèses du Théorème. 2.2.1 soient satisfaites.
Soient β+

1 > β+
2 > ... > β+

n > .. > α+(G) les valeurs propres de G répétées selon leurs
multiplicités géométriques finies. Alors

β+
n = sup

En∈Vn
inf

x∈En,(Sx,x)=1
(SGx, x)

où Vn désigne la classe de sous espaces En de =(S) de dimension n.

Preuve Grâce à (2.2.6), il suffit de montrer que

β+
n ≥ inf

x∈En,(Sx,x)=1
(SGx, x).

Soit En ∈ Vn. L’espace

F̂n−1 :=
{
x ∈ =(S), (sx, y) = 0∀y ∈ Un−1

}
est de codimension n− 1 de sorte que F̂n−1 ∩ En est non triviale.
Soit

x ∈ F̂n−1 ∩ En − {0} tel que (Sx, x) = 1.

Alors par construction de β+
n ≤ (SGx, x) ce qui finit la preuve.

28



CHAPITRE 2. ANALYSE SPECTRALE DES OPÉRATEURS SYMÉTRISABLES NON
COMPACTS

�

Les preuves du Théorème. 2.2.2 et du Théorème. 2.2.3 sont basées a priori sur l’existence
de valeurs propres β+

1 > β+
2 > ... > β+

n > .. > α+(G).
Nous donnons maintenant des énoncés qui ont plus d’intérêt pratique et on se bornera à
des énoncés de type sup− inf.
On définit

α+
n := sup

En∈Vn
inf

x∈En,(Sx,x)=1
(SGx, x), n ∈ N

où Vn est la classe des sous espaces En de =(S) de dimension n.

Théorème. 2.2.4. Supposons que les hypothèses du Théorème. 2.2.1 soient satisfaites.
Si G a m valeurs propres > α+(G) (comptées selon leurs multiplicités) alors

α+
n ≤ α+(G) ∀n > m.

Preuve Puisque (α+
n )n est décroissante alors il suffit de montrer que α+

m+1 ≤ α+(G).
Si on avait α+

m+1 > α+(G) alors il existerait Em+1 ∈ Vm+1 tel que

inf
x∈Em+1,(Sx,x)=1

(SGx, x) > α+(G)

i.e.
(SGx, x) > α+(G) ∀x ∈ Em+1, (Sx, x) = 1. (2.2.8)

Selon la Remarque.2.2.2 (ii), β+
m+1 ≤ α+(G). D’autre part, par la Remarque.2.2.2

β+
m+1 = sup

{x∈H̃m+1; (Sx,x)=1}
(SGx, x)

de telle sorte que
(SGx, x) ≤ α+(G) ∀x ∈ H̃m+1; (Sx, x) = 1. (2.2.9)

Comme H̃m+1 est de codimension m et Em+1 est de dimension m+ 1 on a

H̃m+1 ∩ Em+1 6= {0}

et on voit que (2.2.8) et (2.2.9) conduisent à une contradiction.

�

Remarque. 2.2.4. Nous conjecturons que α+
n = α+(G) ∀n > m ; (voir le Théorème.

2.3.6 ci-dessous où cette propriété est montrée sous une hypoythèse supplementaire).

Corollaire. 2.2.1. Supposons que les hypothèses du Théorème. 2.2.1 soient satisfaites et
soit n > 2. Si

α+
n > α+(G) (2.2.10)

alors G a au moins n valeurs propres > α+(G). En particulier le nombre des valeurs
propres de G supérieures à α+(G) est égal au plus grand n qui satisfait (2.2.10).
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Preuve. Soit m le nombre de valeurs propres de G supérieur à α+(G). D’après le
Théorème. 2.2.4

α+
k ≤ α+(G) ∀k > m+ 1.

Si m < n alors m+ 1 ≤ n et cela contredit (2.2.10).

�

Proposition. 2.2.1. (Les estimations de stabilité)
Supposons que G1 et G2 soient pleinement symétrisables par S et si G1 (resp. G2) a au
moins n valeurs propres β1+

1 > β1+
2 > ... > β1+

n > α+(G1) (resp. β2+
1 > β2+

2 > ... > β2+
n >

α+(G2)) alors ∣∣∣β2+
j − β1+

j

∣∣∣ ≤ rσ(G2 −G1) ∀j = 1, ..., n.

Preuve En argumentant comme dans le cas des opérateurs symétrisables à puissance
compacte (voir [27] Théorème 8), soit En ⊂ Im(S) un sous espace de dimension n et soit

G = G2 −G1.

D’après le Théorème. 2.2.3

β2+
n ≥ min

(Sx,x)=1,x∈En
(SG2x, x)

= min
(Sx,x)=1,x∈En

((SGx, x) + (SG1x, x))

≥ min
(Sx,x)=1,x∈En

(SGx, x) + min
(Sx,x)=1,x∈En

(SG1x, x)

≥ β1+
n + min

(Sx,x)=1,x∈En
(SGx, x)

≥ β1+
n + min

(Sx,x)=1
(SGx, x).

D’une manière analogue

β1+
n ≥ min

(Sx,x)=1,x∈En
(SG1x, x)

= min
(Sx,x)=1,x∈En

(−(SGx, x) + (SG1x, x))

≥ min
(Sx,x)=1,x∈En

(SG2x, x) + min
(Sx,x)=1,x∈En

(−(SGx, x))

≥ β2+
n − max

(Sx,x)=1,x∈En
(SGx, x)

≥ β2+
n − max

(Sx,x)=1
(SGx, x).

Il s’ensuit que ∣∣∣β2+
n − β1+

n

∣∣∣ ≤ max
(Sx,x)=1

|(SGx, x)| .

Or G est symétrisable par S et donc

max
(Sx,x)=1,

|(SGx, x)| ≤ rσ(G)

(voir Théorème 1 dans [27]) et cela finit la preuve.
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Nous terminons cette section par quelques développements en série concernant les valeurs
propres isolées de G situées à l’extérieur de son disque essentiel.

Théorème. 2.2.5. Supposons que les hypothèses du Théorème. 2.2.1 sont satisfaites.
Soit β+

1 > β+
2 > ... > β+

n > .. > α+(G) les valeurs propres de G (comptées selon leurs
multiplicités ). Alors

(i) (Sx, x) > ∑∞k=1

∣∣∣(x, Se+
k )
∣∣∣2 .

(ii) (SGx, x) ≤ ∑∞k=1 β
+
k

∣∣∣(x, Se+
k )
∣∣∣2 + α+(G)(Sx, x).

(iii) La série ∑∞k=1(x, Se+
k )e+

k converge dans l’espace (completé) Hc
2 pour la (semi)-

norme
‖x‖ :=

√
(Sx, x).

(iv) La série ∑∞k=1(x, Se+
k )
√
Se+

k converge dans H.

Preuve.

(i) Soit x ∈ H et

xn := x−
n∑
j=1

(x, Se+
j )e+

j , n ∈ N.

Alors (Sxn, e+
j ) = 0 ∀j = 1, ..., n so

(Sx, x) = (Sxn, xn) +
n∑
j=1

∣∣∣(x, Se+
j )
∣∣∣2 > n∑

j=1

∣∣∣(x, Se+
j )
∣∣∣2 ∀n ∈ N (2.2.11)

ce qui établit (i).
(ii) De la même manière que dans la preuve du Théorème. 2.2.1

Gxn = Gx−
n∑
j=1

(x, Se+
j )Ge+

j

= Gx−
n∑
j=1

β+
j (x, Se+

j )e+
j

= Gx−
n∑
j=1

(x, SGe+
j )e+

j

= Gx−
n∑
j=1

(SGx, e+
j )e+

j

= Gx−
n∑
j=1

(Gx, Se+
j )e+

j

= Gnx

donc (SGxn, e+
j ) = 0 ∀j = 1, ..., n et alors
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(SGx, x) = (SGxn, xn) +
n∑
j=1

β+
j

∣∣∣(x, Se+
j )
∣∣∣2 .

En outre, comme (Sxn, e+
j ) = 0 ∀j = 1, ..., n, (i.e. xn ∈ Hn+1) alors

(SGxn, xn) ≤ β+
n+1(Sxn, xn) ≤ β+

n+1(Sx, x)

puisque (Sxn, xn) ≤ (Sx, x) (voir (2.2.11)). En faisant tendre n → ∞ ce qui prouve (ii)
car β+

n → α+(G), voir la Remarque.2.2.2.

(iii) Soit

un =
n∑
k=1

(x, Se+
k )e+

k .

Alors pour m > n

‖un − um‖2 = (S(un − um), un − um)

= (S(
m∑

k=n+1
(x, Se+

k )e+
k ),

m∑
j=n+1

(x, Se+
j )e+

j ))

=
m∑

k=n+1

m∑
j=n+1

(x, Se+
k )(x, Se+

j )(Se+
k , e

+
j )

=
m∑

k=n+1

∣∣∣(x, Se+
k )
∣∣∣2 → 0 quand n→ +∞.

(iv) La suite (
√
Sun)n converge dans H puisque

∣∣∣√Sun −√Sum∣∣∣2 = (
√
S(un − um),

√
S(un − um))

= (S(un − um), un − um)

=
m∑

k=n+1

∣∣∣(x, Se+
k )
∣∣∣2 → 0 quand n→ +∞

ce qui termine la preuve.

�

Remarque. 2.2.5. On observe que si α+(G) = 0 (par exemple si une certaine puissance de
G est compacte) et si SG > 0 alors les arguments ci-dessus montrent que (SGxn, xn)→ 0
et que

(SGx, x) =
∞∑
k=1

β+
j

∣∣∣(x, Se+
k )
∣∣∣2 .

(Si SG n’est pas positif alors on prend en compte également les valeurs propres négatives
de G et on trouve de nouveau le résultat de Reid [37]).
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2.2.3 Des inégalités spectrales

Nous comparons maintenant le spectre discret de l’opérateur symétrisable G à celui
de l’opérateur auto-adjoint SG.
Théorème. 2.2.6. Soit H un espace de Hilbert complexe et soit G ∈ L(H) un opérateur
pleinement symétrisable par un opérateur auto-adjoint positif S ∈ L(H). On définit la
suite (β+

n )n par

β+
n := sup

{x∈H; (Sx,x)=1,(Sx,e+j )=0 ∀j=1,2,...,n−1}
(SGx, x) > α+(G). (2.2.12)

Alors
β+

1 > |S|
−1 sup
|x|=1

(SGx, x).

En particulier, si
sup
|x|=1

(SGx, x) > |S|α+(G)

alors β+
1 est une valeur propre isolée de multiplicité algébrique finie de G.

Plus généralement, soit

γ+
n := sup

En, dimEn=n
inf

x∈En,|x|=1
(SGx, x), n ∈ N

où En un sous espace de H de dimension n.
Alors

β+
n > |S|

−1 γ+
n , n ∈ N.

En particulier, si
M := sup

{
n; γ+

n > |S|α+(G)
}

alors G a au moins M valeurs propres supérieures à α+(G).

Preuve
Nous observons tout d’abord que G laisse invariant le noyau de S d’après le Lemme.1.5.2
de sorte que (SGx, x) = (SGy, y) où y est la projection orthogonale de x sur =(S). En
particulier

γ+
n = sup

En∈Vn
inf

x∈En,|x|=1
(SGx, x), n ∈ N

où Vn est la classe des sous espaces En de =(S) de dimension n.

Maintenant

β+
n = sup

En∈Vn
inf

x∈En,(Sx,x)=1
(SGx, x)

= sup
En∈Vn

inf
x∈En

(SGx, x)
(Sx, x)

= sup
En∈Vn

inf
x∈En

(
(SGx, x)
|x|2

|x|2

(Sx, x)

)

> |S|−1 sup
En∈Vn

inf
x∈En

(SGx, x)
|x|2

= |S|−1 γ+
n
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puisque (Sx, x) ≤ |S| |x|2 .

�

Remarque. 2.2.6. Notons que si

α+(SG) := inf {λ > 0; σ(SG) ∩ (λ,+∞) est constitué au plus de spectre discret }

et si γ+
n > α+(SG) alors γ+

n est la n-ième valeur propre positive de SG.

2.3 Spectre essentiel de G

2.3.1 Un résultat général

Soit G un opérateur symétrisable (pas forcément pleinement symétrisable). Nous éta-
blissons un lien entre le rayon essentiel de G et la frontière topologique ∂(σ(Ĝ)) du spectre
de Ĝ.

Théorème. 2.3.1. Soit G ∈ L(H) un opérateur symétrisable par un opérateur auto-
adjoint positif S ∈ L(H) et soit ∂(σ(Ĝ)) la frontière topologique de σ(Ĝ). Soit λ ∈
∂(σ(Ĝ)). Si λ n’est pas une valeur propre isolée de multiplicité algébrique finie de Ĝ

alors
|λ| ≤ ress(G). (2.3.13)

Preuve :

On procède par l’absurde en affirmant que

|λ| > ress(G). (2.3.14)

D’où λ est une valeur propre isolée de multiplicité algébrique finie de G. Il s’ensuit que
λ est une valeur propre isolée de multiplicité algébrique finie de G∗. Alors il existe un
voisinage V (λ) de λ tel que (µ−G∗) est inversible pour chaque µ ∈ V (λ)−

{
λ
}
.

Notons que
V (λ)−

{
λ
}
⊂ U

où U est une composante connexe non borné de ρ(G∗) puisque
∣∣∣λ∣∣∣ > ress(G∗).

D’après Lemme.1.5.2, G∗ laisse invariant H2; (on note par G∗2 la restriction de G∗ à H2).
Nous allons montrer que (µ−G∗)−1 aussi laisse invariantH2 pour chaque µ ∈ V (λ)−

{
λ
}
et

(µ−G∗)−1
|H2

= (µ−G∗|H2)−1.

Soit
Λ :=

{
µ ∈ U , (µ−G∗)−1 laisse invariant H2

}
.
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Alors Λ est ouvert car, pour |α− µ| < |(µ−G∗)−1|−1
,

(α−G∗)−1 =
+∞∑

0
(µ− α)n

[
(µ−G∗)−1

]n+1

et évidement Λ est fermé dans U puisque H2 est un sous espace fermé. Enfin

{µ; |µ| > |G∗|} ⊂ Λ

car
(µ−G∗)−1 =

∞∑
0

1
µn+1 (G∗)n

pour tout |µ| > |G∗| . Comme Λ est non vide, ouvert et fermé à la fois, alors Λ coïncide
avec U . Ainsi µ−G∗|H2

est inversible pour chaque µ ∈ V (λ)−
{
λ
}
et

(µ−G∗)−1
|H2

= (µ−G∗|H2)−1 = (µ−G∗2)−1.

De l’autre côté, si p ∈ N∗ est l’ordre de pôle λ alors

(µ−G∗)−1 =
∞∑

k=−p
(µ− λ)kAk (2.3.15)

où
Ak = 1

2iπ

∫
|µ−λ|=ε

(µ−G∗)−1

(µ− λ)k+1 dµ

(avec un cercle
{
µ;
∣∣∣µ− λ∣∣∣ = ε

}
positivement orienté) et

A−1 = 1
2iπ

∫
|µ−λ|=ε

(µ−G∗)−1dµ

est la projection spectrale (de rang fini) associée à λ. Notons que chaque Ak laisse invariant
H2.

Rappellons finalement que G∗2 n’est rien d’autre que l’adjoint de Ĝ

(Ĝ)∗ = G∗2 (2.3.16)

(voir (9) dans la preuve du Theorem 1 de [27]).
Si λ est dans l’ensemble résolvant de G∗2 alors par (2.3.16) λ est dans l’ensemble résolvant
de Ĝ ce qui n’est pas possible (car λ ∈ ∂(σ(Ĝ)) ). D’où λ ∈ σ(G∗2) et donc la restriction
de (2.3.15) à H2 montre que λ est une valeur propre isolée de multiplicité algébrique finie
de G∗2 . Encore d’après (2.3.16),λ est une valeur propre isolée de multiplicité algébrique
finie de Ĝ ce qui contredit l’hypothèse du Théorème, et termine la preuve.

�

Remarque. 2.3.1. Sous une hypothèse supplémentaire on peut améliorer le Théorème.
2.3.1, voir le Théorème. 2.3.3 ci-dessous.
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2.3.2 Opérateurs fortement symétrisables

Rappelons tout d’abord le résultat de Nieto :

Théorème. 2.3.2. ([35] Theorem 1) Soi G un opérateur symétrisable par un opérateur
auto-adjoint positif injectif S. Alors le spectre essentiel de Schechter de G est le complé-
mentaire (dans σ(G)) des valeurs propres isolées de multiplicité algébrique finie. De plus,
les pôles correspondants sont simples (i.e. les valeurs propres sont semi-simples).

Nous nous occupons maintenant du cas où le symétriseur S n’est pas injectif. Dans
le cas où G est fortement symétrisable, nous étudions toutes les valeurs propres isolées de
multiplicité algébrique finie de G et une partie de σess(G) appelée le spectre essentiel de
Weyl (voir la définition.2.3.1 ci-dessous).
On rappelle que G laisse invariant H1 := Ker(S) (Lemme.1.5.2). Il s’ensuit de la forte
symétrisabilité de G (i.e. Ker(S) ⊂ Ker(G)) que

G = GP.

D’un autre côté, S laisse invariant H2 et Ĝ est symétrisable par S. On peut donc appliquer
le Théorème. 2.3.2 sur Ĝ (car S est injectif sur H2) et on obtient :

Corollaire. 2.3.1. Soit G un opérateur symétrisable par un opérateur auto-adjoint positif
S. Alors le spectre essentiel de Schechter de Ĝ est le complémentaire des valeurs propres
isolées de multiplicité algébrique finie de Ĝ dans σ(Ĝ). De plus, les pôles correspondants
sont simples.

On peut alors completer le résultat de Nieto par :

Théorème. 2.3.3. Soit H un espace de Hilbert complexe et soit G ∈ L(H) un opérateur
fortement symétrisable par un opérateur auto-adjoint positif S ∈ L(H). Alors G partage
avec Ĝ les mêmes valeurs propres isolées, les pôles correspondants sont simples et la
multiplicité algébrique (ou géométrique ) sont égales.

Preuve D’après ([4] Théorème 9), GP et PG ont les mêmes valeurs propres isolées
(non nulles) avec la même multiplicité des pôles correspondants et la même multiplicité
algébrique. D’où G et PG ont les mêmes valeurs propres isolées (non nulles) avec la
même multiplicité de pôles correspondante et la même multiplicité algébrique. Nous allons
comparer certaines propriétés spectrales de PG et Ĝ
Soit λ ∈ ρ(GP )− {0} .
L’équation dans H2

λx− Ĝx = y ∈ H2

revient à chercher x ∈ H2 tel que

λx− PGx = y (2.3.17)
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donc x est donné par (λ− PG)−1y et appartient à H2 puisque y ∈ H2. Ainsi (λ− Ĝ)−1

est la restriction de (λ − PG)−1 à H2. Inversement, soit λ ∈ ρ(Ĝ) − {0} , et considérons
le problème

λx− PGx = y ∈ H.

Alors
λ(I − P )x = (I − P )y

donc
(I − P )x = 1

λ
(I − P )y.

D’autre part,
λPx− PGx = Py

et Gx = G(Px) puisque Ker(S) ⊂ Ker(G), donc

λPx− PG(Px) = Py

i.e.
λPx− Ĝ(Px) = Py

et
Px = (λ− Ĝ)−1Py.

D’où ρ(PG)− {0} = ρ(Ĝ)− {0} et

(λ− PG)−1 = 1
λ

(I − P ) + (λ− Ĝ)−1P. (2.3.18)

Soit λ 6= 0 une valeur spectrale de PG et de Ĝ. On note que l’égalité (2.3.18) montre que

(λ− PG)−1 et (λ− Ĝ)−1P

ont la même partie principale autour de λ et par conséquent l’ordre des pôles est identique.
De plus si Γ(λ, ε) est un petit cercle centré en λ, de rayon ε et positivement orienté alors
le Théorème de Cauchy donne

∫
Γ(λ,ε)

(λ− PG)−1dλ =
∫

Γ(λ,ε)

[1
λ

(I − P ) + (λ− Ĝ)−1P
]
dλ

=
∫

Γ(λ,ε)
(λ− Ĝ)−1Pdλ =

[∫
Γ(λ,ε)

(λ− Ĝ)−1dλ

]
P

et
QPG = Q

Ĝ
P

où QPG (resp. Q
Ĝ
) est la projection spectrale du PG (resp. Ĝ) associée à λ. D’où le

rang de QPG est fini si et seulement si le rang de Q
Ĝ
l’est et les deux rangs ont la même

dimension. Ainsi PG et Ĝ ont les mêmes valeurs propres isolées de multiplicité algébrique
finie non nulles, le même ordre du pôle et la même multiplicité algébrique. Il s’ensuit que
G et Ĝ ont les mêmes valeurs propres isolées (non nulles) avec la même multiplicité des
pôles correspondants et la même multiplicité algébrique.
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Remarque. 2.3.2. La Proposition.1.5.3 et le Théorème. 2.3.2 montrent en particulier que
si G est fortement symétrisable alors G et Ĝ ont le même rayon essentiel.

Corollaire. 2.3.2. Soit H un espace de Hilbert complexe et soit G ∈ L(H) un opérateur
fortement symétrisable par un opérateur auto-adjoint positif S ∈ L(H). Alors

α+(Ĝc) ≤ α+(G).

Preuve En combinant la Proposition.1.5.2, Proposition.1.5.3 et le Théorème. 2.3.3 on
voit que

σ(Ĝc)− {0} ⊂ σ(G)− {0}

et G et Ĝc partagent les mêmes valeurs propres isolées et la même multiplicité algébrique
(ou géométrique). Ainsi pour chaque valeur spectrale λ ∈ σ(Ĝc) telle que λ > α+(G), λ
est une valeur propre isolée de multiplicité algébrique finie de Ĝc et donc α+(Ĝc) ≤ α+(G).

�

Remarque. 2.3.3. En général, pour un opérateur fortement symétrisable G, il est difficile
de savoir si α+(Ĝc) = α+(G). On note cependant que si β+

n > α+(G) (∀n ∈ N) alors
(β+

n )n converge vers α+(G) (voir la Remarque.2.2.2) ; dans ce cas, on a bien l’égalité
α+(Ĝc) = α+(G).

Définition. 2.3.1. Soit B ∈ L(H) et λ ∈ C. Une suite singulière de Weyl associée à λ
est une suite (xn)n ⊂ H telle que |xn| = 1, xn ⇀ 0 (convergence faible) et que

|Bxn − λxn| → 0.

Nous appellons le spectre essentiel de Weyl, et on le note par σwess(B), l’ensemble de λ qui
admet une suite singulière de Weyl.

Remarque. 2.3.4. Notons que, a priori σwess(B) ⊂ σess(B) où σess(B) désigne le spectre
essentiel de Schechter de B. En effet, si |xn| = 1, xn ⇀ 0 alors |Kxn| → 0 pour tout
K ∈ K(H) et |Bxn − λxn| → 0 si et seulement si

|Bxn +Kxn − λxn| → 0.

Notons aussi que σwess(B) = σess(B) si B est auto-adjoint, voir par exemple [14] Theorem
1.6 (i), p. 417.

Nous complétons le Théorème. 2.3.3 par le Théorème suivant :

Théorème. 2.3.4. Soit Hun espace de Hilbert complexe et soit G ∈ L(H) un opérateur
fortement symétrisable par un opérateur auto-adjoint positif S ∈ L(H). Alors

σwess(Ĝ)− {0} = σwess(G)− {0} .
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Preuve

Soit λ ∈ σwess(Ĝ)−{0} . Alors il existe une suite (xn)n ⊂ H2 telle que |xn| = 1, xn ⇀ 0 et∣∣∣Ĝxn − λxn∣∣∣→ 0, xn ∈ H2

i.e.
|PGxn − λxn| → 0, xn ∈ H2.

Soit
zn := 1

λ
(I − P )Gxn.

Alors
zn ∈ Ker(S) et zn ⇀ 0

puisque l’application (I − P )G est faiblement continue.
Soit

yn := xn + zn.

Alors (yn)n est borné, yn ⇀ 0 et

|yn| =
√
|xn|2 + |zn|2 > |xn| = 1

puisque l’image de P et I − P sont orthogonales. On note que

Gyn = Gxn

car (zn)n ⊂ Ker(S) (i.e. l’image de I − P ) et Ker(S) ⊂ Ker(G). Finalement

Gyn − λyn = PGxn + (I − P )Gxn − λxn − λzn
= PGxn − λxn

cela montre que |Gyn − λyn| → 0 et que λ ∈ σwess(G). Inversement, soit λ ∈ σwess(G)−{0}
et soit (xn)n ⊂ H la suite de Weyl associée à λ. Alors

|Gxn − λxn| → 0

ou d’une façon équivalente
|GPxn − λxn| → 0

puisque G = GP. La suite {|Pxn|}n est minorée. En effet, supposons que {|Pxn|}n n’est
pas minorée, alors il existe une sous suite {|Pxnk |}k de {|Pxn|}n telle que |Pxnk | → 0
quand k → +∞
or

|λ| = |λxnk | ≤ |GPxnk − λxnk |+ |GPxnk | → 0 quand k → +∞.

ce qui est absurde.
Posons

tn :=
{
Pxn
|Pxn|

}
n

.
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Alors |tn| = 1, tn ⇀ 0 (puisque P est faiblement continue) et

|PGtn − λtn| → 0,

puisque
|PGPxn − λPxn| → 0.

D’où λ ∈ σ(Ĝ)− {0} .

�

Sous l’hypothèse (1.5.5) qui est une condition suffisante (mais pas nécessaire) de la forte
symétrisabilité, nous avons une compréhension plus précise du spectre essentiel de G.

Théorème. 2.3.5. Soit H un espace de Hilbert complexe et soit G ∈ L(H) un opérateur
symétrisable par un opérateur auto-adjoint positif S ∈ L(H). On suppose que la condition
(1.5.5) est vérifiée. Alors le spectre essentiel de Schechter de G est égal au spectre essentiel
de Weyl

σess(G) = σwess(G). (2.3.19)

Preuve

On a d’une part, d’après, la Proposition.1.5.3 et le Corollaire.1.5.1 que

σ(G)− {0} = σ(Ĝc)− {0} = σ(Ĝ)− {0} .

D’autre part, d’après la Proposition.1.5.2, Ĝc et Ĝ ont les mêmes valeurs propres isolées
de multiplicité finie, donc ils ont le même complémentaire spectral (non nul) de ces valeurs
propres isolées. Or d’un côté, ce complémentaire est égal au spectre essentiel de Weyl de
Ĝc puisque Ĝc est auto-adjoint (voir [27], preuve du Théorème 1) et de l’autre, on a
d’apès le Corollaire.2.3.1 que ce complémentaire est égal au spectre essentiel de Schechter
de Ĝ.
D’où

σwess(Ĝc) = σess(Ĝ).

Ainsi, λ 6= 0 appartient au spectre essentiel de Schechter de Ĝ si et seulement s’il existe
une suite (xn)n ⊂ Hc

2 telle que

‖xn‖ =
√

(xn, Sxn) = 1, xn ⇀ 0 (faiblement) dans Hc
2

et que ∥∥∥Ĝcxn − λxn
∥∥∥→ 0.

En particulier, pour n assez grand la suite
(∥∥∥Ĝcxn

∥∥∥)
n
est minorée, puisque λ 6= 0.

En outre l’application
Ĝc : (Hc

2, ‖.‖)→ (H2, |.|)
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est continue puisque
|Gx| ≤ c

∣∣∣√Sx∣∣∣ , x ∈ H.
Il s’ensuit que ∣∣∣Ĝc

(
Ĝcxn − λxn

)∣∣∣ =
∣∣∣Ĝc

(
Ĝcxn

)
− λĜcxn

∣∣∣→ 0.

On pose
(yn)n :=

(
Ĝcxn

)
n

alors yn est bornée dans H2, yn ⇀ 0 faiblement dans H2 puisque l’opérateur

Ĝc : Hc
2 → H2

est faiblement continue, et ∣∣∣Ĝyn − λyn∣∣∣→ 0.

Notons que
‖yn‖ =

√
(yn, Syn) ≤

√
|S| |yn|

Comme la suite (‖yn‖)n est minorée pour n assez grand alors (|yn|)n l’est aussi et donc(
yn
|yn|

)
n
est une suite singulière de Weyl de Ĝ associée au point spectrale λ.

Ainsi
σess(Ĝ)− {0} = σwess(Ĝ)− {0} .

D’autre part, Ĝ et G ont le même spectre non nul, et les mêmes valeurs propres isolées
de multiplicité finie, alors ils ont le même complémentaire spectral de ces valeurs propres
isolées. Donc λ 6= 0 appartient au spectre essentiel de Schechter de G si et seulement si
λ ∈ σ(Ĝ) et λ n’est pas une valeur propre isolée de multiplicité algébrique finie de Ĝ (i.e
λ ∈ σess(Ĝ)− {0}) et donc, λ ∈ σwess(Ĝ)− {0} et le Théorème. 2.3.4 termine la preuve.

�

Nous avons vu dans le Théorème. 2.2.4 que si G a exactement m valeurs propres > α+(G)
(compté selon leurs multiplicités) alors α+

n ≤ α+(G) ∀n > m. En fait, sous une hypothèse
supplémentaire nous pouvons en dire plus.

Théorème. 2.3.6. Supposons que G a exactement m valeurs propres > α+(G) (comptées
selon leurs multiplicités) et la condition (1.5.5) soit vérifiée. Alors

α+
n = α+(G) ∀n > m.

Preuve

D’après, la Proposition.1.5.3, la Proposition.1.5.2 et le Corollaire.1.5.1

σ(G)− {0} = σ(Ĝc)− {0} = σ(Ĝ)− {0}
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et G, Ĝ et Ĝc ont le même spectre essentiel (le spectre essentiel de Weyl). En particulier
Ĝc a exactement m valeurs propres supérieures strictement à α+(G) et α+(G) ∈ σess(Ĝc).
Soit n > m et supposons que

α+
n := sup

En∈Vn
inf

x∈En,(Sx,x)=1
(SGx, x) < α+(G)

Où Vn est la classe de sous espaces En de H2 de dimension n. Alors pour tout En ⊂ H2

de dimension n il existe xn ∈ En tel que (Sxn, xn) = 1 et

(SĜxn, xn) ≤ α+
n < α+(G). (2.3.20)

Soit α tel que
α+
n < α < α+(G)

et Pα la projection spectrale associée à Ĝc et à l’intervalle [α, α+(G)] . Comme α+(G) ∈
σess(Ĝc), alors l’image de Pα est de dimension infinie pour chaque α (voir par exemple
[47], p.145). Alors on peut construire un sous espace Ec

n de Hc
2 de dimension n tel que

Ec
n ⊂ =(Pα) et

((Ĝcx, x)) > α((x, x)) ∀x ∈ Ec
n (2.3.21)

où ((x, y)) désigne le nouveau produit scalaire (x, Sy). Autrement dit

(
√
SĜcx,

√
Sx) > α

∣∣∣√Sx∣∣∣2 ∀x ∈ Ec
n.

Nous allons montrer qu’on peut construire un sous espace En de dimension n de H2 tel
que

(SGx, x) > α′(Sx, x) ∀x ∈ En (2.3.22)

pour un certain α′ tel que α+
n < α′ < α ; cela contredira (2.3.20) finira la preuve.

Soit (z1, z2, ..., zn) une base orthonormale (pour le produit scalaire ((x, y))) de Ec
n. Il existe

une suite
(
zk1 , z

k
2 , ..., z

k
n

)
∈ H2 × ...×H2 indexée par k tel que(

zk1 , z
k
2 , ..., z

k
n

)
→ (z1, z2, ..., zn) quand k → +∞

pour la norme de Hc
2 × ... × Hc

2. Soit Ek
n l’espace vectoriel engendré par

{
zk1 , z

k
2 , ..., z

k
n

}
.

Comme le déterminant de Gram

det(((zki , zkj )))→ det(((zi, zj))) = 1

(où i, j = 1, ..., n) alors
{
zk1 , z

k
2 , ..., z

k
n

}
sont linéairement indépendants pour k assez grand

et Ek
n est un sous espace de H2 de dimension n pour k assez grand. Soit x appartient à la

sphère unité de Ek
n i.e.

x =
n∑
j=1

xjz
k
j avec ‖x‖ = 1

i.e.
1 = ((

n∑
j=1

xjz
k
j ,

n∑
i=1

xiz
k
i )) =

n∑
j=1

n∑
i=1

xjxi((zkj , zki )).
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On observe que

αk

n∑
j=1
|xj|2 ≤

n∑
j=1

n∑
i=1

xjxi((zkj , zki )) = 1 ≤ αk
n∑
j=1
|xj|2

où αk et αk sont respectivement la plus petite valeur propre et la plus grande valeur
propre de la matrice de Gram ((zkj , zki ))1≤i,j≤n. Notons aussi que αk et αk tendent vers 1
quand k → +∞ et

n∑
j=1
|xj|2 >

1
αk
. (2.3.23)

On décompose x comme

x =
n∑
j=1

xjz
k
j =

n∑
j=1

xj
[
zkj − ((zkj , zj))zj + (zkj , zj))zj

]

=
n∑
j=1

xj
[
zkj − ((zkj , zj))zj

]
+

n∑
j=1

xj((zkj , zj))zj.

=
n∑
j=1

xj ẑ
k
j +

n∑
j=1

xj((zkj , zj))zj

où
ẑkj = zkj − ((zkj , zj))zj

tend vers zéro en norme ‖‖ (où ‖‖ désigne ‖x‖ =
√

(x, Sx)) lorsque k → +∞. On voit
que la somme

n∑
j=1

xj((zkj , zj))zj

est telle que

((
n∑
j=1

xj((zkj , zj))zj,
n∑
i=1

xi((zki , zi))zi))

=
n∑
j=1

n∑
i=1

xjxi((zkj , zj))((zki , zi))((zj, zi))

=
n∑
j=1
|xj|2

∣∣∣((zkj , zj))∣∣∣2 .
D’où

(SGx, x) = (SG
n∑
j=1

xj((zkj , zj))zj,
n∑
j=1

xj((zkj , zj))zj)

+(SG
n∑
j=1

xj ẑ
k
j ,

n∑
j=1

xj ẑ
k
j )

+(SG
n∑
j=1

xj ẑ
k
j ,

n∑
j=1

xj((zkj , zj))zj)

+(SG
n∑
j=1

xj((zkj , zj))zj,
n∑
j=1

xj ẑ
k
j ).
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Notons que
n∑
j=1

xj((zkj , zj))zj ∈ Ec
n

donc

(SG
n∑
j=1

xj((zkj , zj))zj,
n∑
j=1

xj((zkj , zj))zj) > α

∥∥∥∥∥∥
n∑
j=1

xj((zkj , zj))zj

∥∥∥∥∥∥
2

.

D’autre part, par l’inégalité de Reid (1.5.7)

(SG
n∑
j=1

xj ẑ
k
j ,

n∑
j=1

xj ẑ
k
j ) ≤ |G|L(H)

∥∥∥∥∥∥
n∑
j=1

xj ẑ
k
j

∥∥∥∥∥∥
2

≤ |G|L(H)

n∑
j=1
|xj|2

n∑
j=1

∥∥∥ẑkj ∥∥∥2

≤
|G|L(H)

αk

n∑
j=1

∥∥∥ẑkj ∥∥∥2

et la somme de deux derniers termes de (SGx, x) est majorée par

2 |G|L(H)

∥∥∥∥∥∥
n∑
j=1

xj ẑ
k
j

∥∥∥∥∥∥
∥∥∥∥∥∥
n∑
j=1

xj((zkj , zj))zj

∥∥∥∥∥∥
≤ 2 |G|L(H)

√√√√ n∑
j=1
|xj|2

√√√√ n∑
j=1

∥∥∥ẑkj ∥∥∥2
∥∥∥∥∥∥
n∑
j=1

xj((zkj , zj))zj

∥∥∥∥∥∥
≤

2 |G|L(H)√
αk

√√√√ n∑
j=1

∥∥∥ẑkj ∥∥∥2
∥∥∥∥∥∥
n∑
j=1

xj((zkj , zj))zj

∥∥∥∥∥∥
donc

(SGx, x) > α

∥∥∥∥∥∥
n∑
j=1

xj((zkj , zj))zj

∥∥∥∥∥∥
2

−
|G|L(H)

αk

n∑
j=1

∥∥∥ẑkj ∥∥∥2

−
2 |G|L(H)√

αk

√√√√ n∑
j=1

∥∥∥ẑkj ∥∥∥2
∥∥∥∥∥∥
n∑
j=1

xj((zkj , zj))zj

∥∥∥∥∥∥
= α

n∑
j=1
|xj|2

∣∣∣((zkj , zj))∣∣∣2
−
|G|L(H)

αk

n∑
j=1

∥∥∥ẑkj ∥∥∥2

−
2 |G|L(H)√

αk

√√√√ n∑
j=1

∥∥∥ẑkj ∥∥∥2
√√√√ n∑
j=1
|xj|2

∣∣∣((zkj , zj))∣∣∣2.
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Notons que pour chaque ε > 0

α
n∑
j=1
|xj|2

∣∣∣((zkj , zj))∣∣∣2 − 2 |G|L(H)√
αk

√√√√ n∑
j=1

∥∥∥ẑkj ∥∥∥2
√√√√ n∑
j=1
|xj|2

∣∣∣((zkj , zj))∣∣∣2

> α
n∑
j=1
|xj|2

∣∣∣((zkj , zj))∣∣∣2 − 1
2

4 |G|2L(H)

ε2αk

n∑
j=1

∥∥∥ẑkj ∥∥∥2
+ ε2

n∑
j=1
|xj|2

∣∣∣((zkj , zj))∣∣∣2


= (α− ε2

2 )
n∑
j=1
|xj|2

∣∣∣((zkj , zj))∣∣∣2 − 2 |G|2L(H)

ε2αk

n∑
j=1

∥∥∥ẑkj ∥∥∥2

> (α− ε2

2 ) min
1≤j≤n

{∣∣∣((zkj , zj))∣∣∣2} n∑
j=1
|xj|2 −

2 |G|2L(H)

ε2αk

n∑
j=1

∥∥∥ẑkj ∥∥∥2

de sorte que, en utilisant (2.3.23), on a

(SGx, x) >
(α− ε2

2 )
αk

min
1≤j≤n

{∣∣∣((zkj , zj))∣∣∣2} (2.3.24)

−
2 |G|2L(H)

ε2αk

n∑
j=1

∥∥∥ẑkj ∥∥∥2
−
|G|L(H)

αk

n∑
j=1

∥∥∥ẑkj ∥∥∥2

pour tout x dans la sphère unité de Ek
n. On choisit ε > 0 suffisamment petit pour que

α− ε2

2 > α+
n .

On note que pour ε fixé,

2 |G|2L(H)

ε2αk

n∑
j=1

∥∥∥ẑkj ∥∥∥2
−
|G|L(H)

αk

n∑
j=1

∥∥∥ẑkj ∥∥∥2
→ 0

et 1
αk

min
1≤j≤n

{∣∣∣((zkj , zj))∣∣∣2}→ 1

quand k → +∞. D’où le côté droit de l’inégalité (2.3.24) tend vers (α − ε2

2 ) lorsque
k → +∞. En choisissant k assez grand et en désignant par α′(> α+

n ) ce côté droit, on
voit que

(SGx, x) > α′

sur la sphère unité de Ek
n ou d’une façon équivalente

(SGx, x) > α′(Sx, x) ∀x ∈ Ek
n

ce qui montre (2.3.22).

�
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Chapitre 3

Modèles neutroniques isotropes

3.1 Introduction

La thèorie spectrale des équations de transport de neutrons inélastiques est un sujet
classique qui remonte aux années cinquante (voir [25]) et est maintenant bien comprise
(voir par exemple [19], [46], [59] [32], ([29] chapitre 5 et 6) , [28], [20], [57],[51], [52], [53]
[31], [49], [48],[50], [57], [56], [1], [40] et les références qui s’y trouvent).
D’autre part, l’analyse spectrale des équations de transport de neutrons partiellement
élastiques est un sujet relativement nouveau qui remonte juste au milieu des années 70
[22].
Les résultats spectraux importants liés aux problèmes de compacité ont été montrés par
M. Sbihi [39]. La particularité de ces équations est que les deux phénomènes de colli-
sions élastiques et inélastiques sont pris en compte, i.e l’opérateur de collision K a deux
composantes de nature, différentes

∂ϕ

∂t
+ v.

∂ϕ

∂x
+ σ(x, v)ϕ(x, v, t) = Kiϕ+Keϕ := Kϕ

où
Kiϕ =

∫
V
ki(x, v, v′)ϕ(x, v′)dv′

décrit les chocs inélastiques et

Keϕ =
∫
SN−1

ke(x, ρ, ω, ω′)ϕ(x, ρω′)dω′

décrit les chocs élastiques.
Soit N ∈ N, Ω un ouvert régulier et borné de RN et v = ρω ∈ V où V est l’ensemble des
vitesses

V :=
{
ρω; 0 ≤ ρmin ≤ ρ ≤ ρmax < +∞, ω ∈ SN−1

}
est muni de la mesure de Lebesgue usuelle dv. Cette équation est couplée à une donnée
initiale

ϕ(x, v, 0) = ϕ0(x, v)
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et la condition au bord homogène

ϕ(x, v, t)|Γ− = 0

où
Γ− := {(x, v) ∈ ∂Ω× V ; v.n(x) < 0}

et n(x) est la normale extérieure unitaire en x ∈ ∂Ω. Ici Ki et Ke désignent respective-
ment l’opérateur de collision inélastique et élastique.
Le comportement asymptotique du C0-semigroupe qui gouverne cette équation est inti-
mement liée à son analyse spectrale, (voir [39]). En particulier le spectre asymptotique

σ(T +K) ∩ {<λ > s(T +Ke)}

de son générateur T +K joue un rôle clé où

s(T +Ke) := sup {<λ; λ ∈ σ(T +Ke)}

est la borne spectrale de T +Ke.
Soit T l’opérateur d’advection

T : D(T ) 3 ϕ→ −v.∂ϕ
∂x
− σ(x, v)ϕ(x, v) ∈ L2(Ω× V )

de domaine

D(T ) =
{
ϕ ∈ L2(Ω× V ), v.∂ϕ

∂x
∈ L2(Ω× V ), ϕ|Γ− = 0

}
.

Il est connu d’après [39] que le spectre asymptotique de T +K est constitué au plus des
valeurs propres isolées de multiplicité algébrique finie. D’autre part, à notre connaissance,
la compréhension de ce spectre asymptotique est ouverte même pour des cas modèles où les
sections efficaces sont constantes. L’objectif de ce chapitre est de donner une description
précise du spectre asymptotique pour une classe d’équations de transport de neutrons
partiellement élastiques.
Ce chapitre est consacré aux modèles isotropes et homogènes en espace, i.e. les sections
efficaces

σ(x, ρ, ω), ki(x, ρ, ω, ρ′, ω′) et ke(x, ρ, ω, ω′)

sont supposées indépendantes des directions (ω et ω′) des vitesses et de la variable spa-
tiale x. L’hypothèse d’isotropie des sections efficaces permet d’obtenir des résultats très
précis et de construire une théorie spectrale complète. (Nous montrons néanmoins dans le
chapitre 4 comment une bonne partie de ces résultats s’étend aux modéles anisotropes).
Nous indiquerons dans différentes remarques (voir la Remarque.3.3.4, la Remaraue.3.4.1
et la Remarque.3.4.2) les résultats dont la preuve dépend fortement de l’hypothèse d’iso-
tropie. Pour la simplicité de certaines preuves (essentiellement celles qui concerne l’étude
du spectre essentiel) nous nous limitons au cas des vitesses minorées

ρmin > 0.

48



CHAPITRE 3. MODÈLES NEUTRONIQUES ISOTROPES

même si cette condition ne joue aucun rôle dans la plupart des énoncés concernant le
spectre ponctuel asymptotique.
Le plan de ce chapitre est le suivant :
Dans la Section 3.2 nous montrons que le spectre de l’opérateur de transport de neutrons
élastique

T +Ke

est la réunion de spectres d’une famille d’opérateurs de transport monocinétiques indexée
par le module des vitesses

ρ ∈ [a, b].

Nous montrons que le spectre de l’opérateur de transport élastique est égal à son spectre
essentiel.
Dans la Section 3.3 nous montrons que le spectre essentiel de l’opérateur de transport
partiellement élastique

T +Ke +Ki

est égal au spectre de l’opérateur de transport élastique T + Ke. Ce résultat découle de
résultats de compacité [38].
D’autre part, nous montrons que les valeurs propres de l’opérateur de transport partiel-
lement élastique dans la région

{λ,<λ > − inf σ(.)}

sont réelles.
Dans la Section 3.4 nous relions le nombre de valeurs propres de l’opérateur de transport
partiellement élastique T+Ke+Ki, qui sont supérieures à s(T+Ke) au nombre de valeurs
propres supérieures à 1 de l’opérateur borné symétrisable

Gs(T+Ke).

Dans la Section 3.5 nous montrons que le nombre de valeurs propres réelles de l’opé-
rateur de transport partiellement élastique augmente lorsque la taille du domaine Ω
augmente (la taille du domaine désigne le rayon de la plus grande boule contenue dans Ω)
et nous montrons que toutes ces valeurs propres tendent vers la valeur propre dominante
de l’opérateur neutronique partiellement élastique homogène en espace (voir la définition
ci-dessous). Ensuite, on montre que si l’opérateur de collision inélastique Ki est de la
forme

cK̂i

alors le nombre de valeurs propres réelles augmente également indéfiniment avec c.
Enfin nous donnons un critère explicite d’existence d’au moins une valeur propre.
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3.2 Spectre de l’opérateur neutronique élastique T +
Ke

Cette section sera consacrée à l’identification du spectre de l’opérateur de transport
de neutrons élastique

T +Ke.

3.2.1 Spectre de l’opérateur monocinétique T ρ +Kρ
e

Soit N ∈ N (N ≥ 2) et soit Ω ⊂ RN un ouvert borné et convexe. Soit 0 < a < b < +∞
et

[a, b] 3 ρ→ ke(ρ) ∈ R+

[a, b] 3 ρ→ σ(ρ) ∈ R+.

Pour tout ρ ∈ [a, b] , on définit l’opérateur non borné

T ρ : D(T ρ) ⊂ L2(Ω× SN−1)→ L2(Ω× SN−1)

T ρϕ = −ρω.∂ϕ(x, ω)
∂x

− σ(ρ)ϕ(x, ω)

où
D(T ρ) =

{
ϕ ∈ L2(Ω× SN−1) : ω.∂ϕ

∂x
∈ L2(Ω× SN−1), ϕ|Γ− = 0

}
et

Γ− =
{

(x, ω) ∈ ∂Ω× SN−1; ω.n(x) < 0
}

où n(x) est la normale extérieure au point x ∈ ∂Ω. Pour tout ρ ∈ [a, b] , par l’opérateur
de transport de neutrons monocinétique on désigne l’opérateur non borné

T ρ +Kρ
e : D(T ρ) ⊂ L2(Ω× SN−1)→ L2(Ω× SN−1)

où
Kρ
e : ϕ ∈ L2(Ω× SN−1)→

∫
SN−1

ke(ρ)ϕ(x, ω′)dω′ ∈ L2(Ω× SN−1).

Soit
T : D(T ) ⊂ L2(Ω× SN−1 × [a, b])→ L2(Ω× SN−1 × [a, b])

Tϕ = −ρω.∂ϕ(x, ρ, ω)
∂x

− σ(ρ)ϕ(x, ρ, ω)

de domaine

D(T ) =
{
ϕ ∈ L2(Ω× SN−1 × [a, b]); ρω.∂ϕ

∂x
∈ L2(Ω× SN−1 × [a, b]), ϕ|Γ− = 0

}

où (pour la simplicité des notations, on garde les notations précédentes)

Γ− =
{

(x, ρ, ω) ∈ ∂Ω× [a, b]× SN−1; ω.n(x) < 0
}
.
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L’opérateur de transport de neutrons élastique est donné par

T +Ke : D(T )→ L2(Ω× SN−1 × [a, b])

où l’opérateur de collision élastique

Ke : ϕ→
∫
SN−1

ke(ρ)ϕ(x, ρ, ω′)dω′

est borné sur L2(Ω× SN−1 × [a, b]).
Nous allons étudier la dépendance en ρ de l’opérateur monocinétique

T ρ +Kρ
e .

Lemme. 3.2.1. Supposons que

ke : [a, b]→ R+ et σ : [a, b]→ R+

sont continues. Alors

R× [a, b] 3 (λ, ρ)→ (λ− T ρ)−1 ∈ L(L2(Ω× SN−1))

et
R× [a, b] 3 (λ, ρ)→ Kρ

e ∈ L(L2(Ω× SN−1))

sont continues.

Preuve Notons d’abord que

(λ− T ρ)−1 f =
∫ s(x,ω)

0

e−(λ+σ(ρ)
ρ )s

ρ
f(x− sω, ω)ds

où
s(x, ω) := inf {s > 0; x− sω /∈ Ω}

et
s(x, ω) ≤ d(Ω)

où d(Ω) est le diamètre de Ω. Soit (λn)n, (ρn)n deux suites telles que

λn → λ et ρn → ρ.

Alors pour tout f ∈ L2(Ω× SN−1)

(λn − T ρn)−1 f −
(
λ− T ρ

)−1
f =

∫ s(x,ω)

0
Dρn,ρ,λn,λ

(s)f(x− sω, ω)ds

où

Dρn,ρ,λn,λ
(s) = e−(λn+σ(ρn)

ρn
)s

ρn
− e

−
(
λ+σ(ρ)

ρ

)
s

ρ
.
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On a après l’extension triviale de f à l’extérieur de Ω∣∣∣∣(λn − T ρn)−1 f −
(
λ− T ρ

)−1
f
∣∣∣∣ ≤ ∫ d(Ω)

0

∣∣∣Dρn,ρ,λn,λ
(s)
∣∣∣ |f(x− sω, ω)| ds

et, par l’inégalité de Cauchy-Shwartz ,∣∣∣∣(λn − T ρn)−1 f −
(
λ− T ρ

)−1
f

∣∣∣∣2 ≤ ∫ d(Ω)

0

∣∣∣Dρn,ρ,λn,λ
(s)
∣∣∣ ds ∫ d(Ω)

0

∣∣∣Dρn,ρ,λn,λ
(s)
∣∣∣ |f(x− sω, ω)|2 ds.

En particulier
∫

Ω

∣∣∣∣(λn − T ρn)−1 f −
(
λ− T ρ

)−1
f
∣∣∣∣2

≤
∫ d(Ω)

0

∣∣∣Dρn,ρ,λn,λ
(s)
∣∣∣ ds ∫ d(Ω)

0

∣∣∣∣∣∣Dρn,ρ,λn,λ
(s)
∣∣∣∣∣∣ ds ∫

RN
|f(x− sω, ω)|2 dx

=
(∫ d(Ω)

0

∣∣∣Dρn,ρ,λn,λ
(s)
∣∣∣ ds)2 ∫

Ω
|f(x, ω)|2 ds.

En intégrant sur SN−1 on obtient

∥∥∥∥(λn − T ρn)−1 −
(
λ− T ρ

)−1
f
∥∥∥∥2
≤
(∫ d(Ω)

0

∣∣∣Dρn,ρ,λn,λ
(s)
∣∣∣ ds)2

‖f‖2

et ∥∥∥∥(λn − T ρn)−1 −
(
λ− T ρ

)−1
∥∥∥∥
L(L2(Ω×SN−1))

≤
∫ d(Ω)

0

∣∣∣Dρn,ρ,λn,λ
(s)
∣∣∣ ds.

Le théorème de convergence dominée montre que

lim
n→+∞

∫ d(Ω)

0

∣∣∣Dρn,ρ,λn,λ
(s)
∣∣∣ ds = 0.

La deuxième assertion est triviale.

�

Lemme. 3.2.2. Supposons que

ke : [a, b]→ R+ et σ : [a, b]→ R+

sont continues. Alors l’ensemble

∪ρ∈[a,b]σ(T ρ +Kρ
e )

est fermé.

Preuve Rappelons d’abord que

σ(T ρ) = ∅
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et Kρ
e est T ρ-compact (voir [22]) de telle sorte que le spectre de T ρ +Kρ

e est constitué au
plus de valeurs propres isolées de multiplicité algébrique finie. Ainsi

σ(T ρ +Kρ) = σp(T ρ +Kρ)

(σp se réfère au spectre ponctuel). Soit

(λn)n ⊂ ∪ρ∈[a,b]σ(T ρ +Kρ
e )

telle que limn→∞ λn = λ. Alors il existe une suite (ρn)n ⊂ [a, b] telle que

λn ∈ σp(T ρn +Kρn)

et cela équivalent à l’existence d’une suite ϕn ∈ L2(Ω× SN−1) telle que

ϕn = (λn − T ρn)−1Kρn
e ϕn, ‖ϕn‖ = 1.

En prenant une sous suite si c’est nécessaire, on peut supposer sans perte de généralité
que

ρn → ρ.

D’après Lemme.3.2.1
(λn − T ρn)−1Kρn

e →
(
λ− T ρ

)−1
Kρ
e

en norme d’opérateurs. La compacité collective (une suite d’opérateurs An ∈ L(H) est
dite collectivement compacte si l’image par An de tout borné de H est contenue dans un
compact de H indépendant de n) de la suite(

(λn − T ρn)−1Kρn
e

)
n
⊂ L(L2(Ω× SN−1))

implique que la suite (ϕn)n est relativement compacte. Alors il existe ϕ ∈ L2(Ω× SN−1)
telle que (une sous suite de ) ϕn → ϕ converge en norme et

ϕ =
(
λ− T ρ

)−1
Kρ
eϕ, ‖ϕ‖ = 1.

D’où
λ ∈ σp(T ρ +Kρ

e ) ⊂ ∪ρ∈[a,b] σ(T ρ +Kρ
e ).

�

Lemme. 3.2.3. Supposons que

ke : [a, b]→ R+ et σ : [a, b]→ R+

sont continues.
Si λ /∈ ∪ρ∈[a,b] σ(T ρ +Kρ) alors il existe une constante C > 0 tel que∥∥∥(λ− T ρ −Kρ

e )−1
∥∥∥
L(L2(Ω×SN−1))

≤ C, ∀ ρ.
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Preuve Soit λ /∈ ∪ρ∈[a,b] σ(T ρ +Kρ) et ϕρ telle que

(λ− T ρ −Kρ
e )ϕρ = ψ, ψ ∈ L2(Ω× SN−1), (‖ψ‖ ≤ 1).

Nous devons montrer l’existence d’une constante C > 0 telle que (uniformément en
‖ψ‖ ≤ 1)

‖ϕρ‖ ≤ C ∀ ρ.

On procède par l’absurde en supposant l’existence d’une suite (ρn)n telle que ρn → ρ et
que

lim
n→∞

‖ϕρn‖ =∞.

On pose
θn = ϕn

‖ϕn‖
.

Alors
λθn − T ρnθn −Kρn

e θn = ψ

‖ϕn‖
et

θn − (λ− T ρn)−1Kρn
e θn = (λ− T ρn)−1 ψ

‖ϕn‖

Comme le membre de droite tend vers zéro quand n→∞ alors∣∣∣‖θn‖ − ∥∥∥(λ− T ρn)−1Kρn
e θn

∥∥∥∣∣∣→ 0

et
lim
n→∞

∥∥∥(λ− T ρn)−1Kρn
e θn

∥∥∥ = 1.

D’autre part, la suite d’opérateurs(
(λ− T ρn)−1Kρn

e

)
n

est collectivement compacte de sorte que (une sous suite) θn → θ converge en norme et
donc (

λ− T ρ
)−1

Kρ
e θ = θ,

∥∥∥θ∥∥∥ = 1

ce qui implique que λ ∈ σp(T ρ +Kρ
e ) et conduit à une contradiction.

�

Nous sommes en mesure de décrire le spectre de T +Ke :

Théorème. 3.2.1. Supposons que ke : [a, b] → R+ et σ : [a, b] → R+ sont continues.
Alors

σ(T +Ke) = ∪ρ∈[a,b]σ(T ρ +Kρ
e ).
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Preuve Nous allons d’abord montrer que

∪ρ∈[a,b]σ(T ρ +Kρ
e ) ⊂ σ(T +Ke).

Soit
λ ∈ ∪ρ∈[a,b]σ(T ρ +Kρ

e ).
Alors il existe ρ1 ∈ [a, b] tel que λ ∈ σ(T ρ1 + Kρ1

e ) ou, d’une façon équivalente, il existe
ϕ ∈ L2(Ω× SN−1) de norme 1 telle que

−ρ1ω.
∂ϕ(x, ω)
∂x

− σ(ρ1)ϕ(x, ω) +
∫
SN−1

ke(ρ1)ϕ(x, ω′)dω′ = λϕ(x, ω).

On définit
φn ∈ L2(Ω× SN−1 × [a, b])

pour n assez grand par

φn(x, ρ, ω) =


√

n
ρN−1ϕ(x, ω) ρ1 ≤ ρ ≤ ρ1 + 1

n
,

0 sinon.
On a

‖φn ‖L2(Ω×SN−1×[a,b]) =
∫

Ω

∫
SN−1

∫ b

a
|φn (x, ρ, ω)|2 ρN−1dxdωdρ

=
∫

Ω

∫
SN−1

∫ ρ1+ 1
n

ρ1

n

ρN−1 |ϕ (x, ω)|2 ρN−1dxdωdρ

= ‖ϕ‖L2(Ω×SN−1) = 1

et

(λ− T −Ke)φn = −ρω.∂φn (x, ρ, ω)
∂x

− σ(ρ)φn (x, ρ, ω) +
∫
SN−1

ke(ρ)φn (x, ρ, ω′)dω′

i.e.

= λ1[ρ1,ρ1+ 1
n ]

√
n

ρN−1 ϕ(x, ω) + 1[ρ1,ρ1+ 1
n ]

√
n

ρN−1 ρω
∂ϕ(x, ω)
∂x

+ 1[ρ1,ρ1+ 1
n ]

√
n

ρN−1σ(ρ)ϕ (x, ω)

−1[ρ1,ρ1+ 1
n ]

√
n

ρN−1

∫
SN−1

ke(ρ)ϕ(x, ρ, ω′)dω′

= 1[ρ1,ρ1+ 1
n ]

√
n

ρN−1

[
−ρ1ω

∂ϕ(x, ω)
∂x

− σ(ρ1)ϕ(x, ω) +
∫
SN−1

ke(ρ1)ϕ(x, ω′)dω′
]

+1[ρ1,ρ1+ 1
n ]

√
n

ρN−1 ρω
∂ϕ(x, ω)
∂x

+ 1[ρ1,ρ1+ 1
n ]

√
n

ρN−1σ(ρ)ϕ (x, ω)

−1[ρ1,ρ1+ 1
n ]

√
n

ρN−1

∫
SN−1

ke(ρ)ϕ(x, ρ, ω′)dω′

de telle sorte que

(λ− T −Ke)φn = 1[ρ1,ρ1+ 1
n ]

√
n

ρN−1 [σ(ρ)− σ(ρ1)]ϕ (x, ω) + 1[ρ1,ρ1+ 1
n ]

√
n

ρN−1 (ρ− ρ1)ω∂ϕ(x, ω)
∂x

−1[ρ1,ρ1+ 1
n ]

√
n

ρN−1 (Kρ
e −Kρ1

e )ϕ (x, ω).
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Alors

1
16 ‖(λ− T −Ke)φn ‖2 ≤ n

∫ ρ1+ 1
n

ρ1

∫
Ω

∫
SN−1
|σ(ρ)− σ(ρ1)|2 |ϕ (x, ω)|2 dρdxdω

+ n
∫ ρ1+ 1

n

ρ1

∫
Ω

∫
SN−1
|(Kρ

e −Kρ1
e )ϕ (x, ω)|2 + 1

2n

∫
Ω

∫
SN−1

∣∣∣∣∣ω∂ϕ(x, ω)
∂x

∣∣∣∣∣
2

=
∫

Ω

∫
SN−1

[
n
∫ ρ1+ 1

n

ρ1
|σ(ρ)− σ(ρ1)|2 dρ

]
|ϕ (x, ω)|2 dρdxdω

+
∫

Ω

∫
SN−1
|(Kρ

e −Kρ1
e )ϕ (x, ω)|2 + 1

2n

∫
Ω

∫
SN−1

∣∣∣∣∣ω∂ϕ(x, ω)
∂x

∣∣∣∣∣
2

Notons que

n
∫ ρ1+ 1

n

ρ1

∫
Ω

∫
SN−1
|σ(ρ)− σ(ρ1)|2 |ϕ (x, ω)|2 dρdxdω

=
∫

Ω

∫
SN−1

[
n
∫ ρ1+ 1

n

ρ1
|σ(ρ)− σ(ρ1)|2 dρ

]
|ϕ (x, ω)|2 dρdxdω

qui tend vers zéro lorsque n→∞ et

n
∫ ρ1+ 1

n

ρ1

∫
Ω

∫
SN−1
|(Kρ

e −Kρ1
e )ϕ (x, ω)|2

= n
∫ ρ1+ 1

n

ρ1

∫
Ω

∫
SN−1
|ke(ρ)− ke(ρ1)|2

∣∣∣∣∫
SN−1

ϕ(x, ω′)dω′
∣∣∣∣2

=
∫

Ω

∫
SN−1

[
n
∫ ρ1+ 1

n

ρ1
|ke(ρ)− ke(ρ1)|2 dρ

] ∣∣∣∣∫
SN−1

ϕ(x, ω′)dω′
∣∣∣∣2

qui tend aussi vers zéro lorsque n→∞. D’où

lim
n→∞

‖(λ− T −Ke)φn ‖ = 0.

Il s’ensuit que
λ ∈ σ(T +Ke).

Si maintenant ρ1 = b, on définit (φn)n par

φn(x, ρ, ω) =


√

n
ρN−1ϕ(x, ω) ρ1 − 1

n
≤ ρ ≤ ρ1,

0 sinon.

et on montre de la même manière que λ ∈ σ(T +Ke).
Inversement, montrons que

σ(T +Ke) ⊂ ∪ρ∈[a,b]σ(T ρ +Kρ
e )

ou, d’une façon équivalente,

λ /∈ ∪ρ∈[a,b]σ(T ρ +Kρ
e ) =⇒ λ /∈ σ(T +Ke).
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Soit λ /∈ ∪ρ∈[a,b]σ(T ρ +Kρ
e ). Considérons le problème

(λ− T −Ke)ϕ = ψ, ψ ∈ L2(Ω× SN−1 × [a, b])

Par l’hypothèse, pour tout ρ ∈ [a, b] , l’équation

(λ− T ρ −Kρ
e )ϕ(., ρ, .) = ψ(., ρ, .).

admet une unique solution ϕ(., ρ, .) ∈ L2(Ω× SN−1) (qui dépend du paramètre ρ ∈ [a, b])
et

‖ϕ(., ρ, .)‖L2(Ω×SN−1) ≤
∥∥∥(λ− T ρ −Kρ

e )−1
∥∥∥
L(L2(Ω×SN−1))

‖ψ(., ρ, .)‖L2(Ω×SN−1) .

D’après le Lemme.3.2.3, ∥∥∥(λ− T ρ −Kρ
e )−1

∥∥∥
L(L2(Ω×SN−1))

est uniformément borné en ρ ∈ [a, b] donc

‖ϕ(., ρ, .)‖L2(Ω×SN−1) ≤ C ‖ψ(., ρ, .)‖L2(Ω×SN−1) ∀ρ ∈ [a, b]

et alors en intégrant en ρ ∈ [a, b] on obtient

‖ϕ‖
L2(Ω×SN−1×[a,b])

≤ C ‖ψ‖
L2(Ω×SN−1×[a,b])

donc
λ /∈ σ(T +Ke)

ce qui complète la preuve.

�

Par des arguments similaires on montre :

Théorème. 3.2.2. Supposons que les hypothèses du Lemme.3.2.1 soit satisfaites. Alors

σ((λ− T )−1Ke) = ∪ρ∈[a,b]σ((λ− T ρ)−1Kρ
e ).

Remarque. 3.2.1. On peut montrer par un argument de convolution que le spectre de
T +Ke dans Lp(Ω× SN−1) (1 ≤ p ≤ +∞) est indépendent de p.

On termine ce paragraphe par un résultat de réalité.

Théorème. 3.2.3. Soit λ∗ := infρ∈[a,b] σ(ρ). Supposons que ke : [a, b]→ R+ et σ : [a, b]→
R+ sont continues. Alors

σ(T +Ke) ∩ {λ; <λ > −λ∗} ⊂ R.

Preuve Comme le spectre de l’opérateur monocinétique dans la région

{λ; <λ > −λ∗}

est réel (voir S. Ukai [49]), le Théorème. 3.2.1 achève la preuve.

�
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3.2.2 Spectre essentiel de T +Ke

Nous montrons que le spectre de l’opérateur de transport élastique est égal à son
spectre essentiel.

Théorème. 3.2.4. Supposons que les hypothèses du Lemme.3.2.1 sont satisfaites. Alors

σ(T +Ke) = σess(T +Ke).

Preuve Soit λ ∈ ∪ρ∈[a,b]σ(T ρ +Kρ
e ). Alors il existe ρ1 ∈ [a, b] tel que

λ ∈ σ(T ρ1 +Kρ1
e ),

ce qui est équivalent à l’existence d’une fonction ϕ ∈ L2(Ω× SN−1), ‖ϕ‖ = 1 telle que

T ρ1ϕ+Kρ1
e ϕ = λϕ.

On peut construire pour n assez grand une suite

φn(x, ρ, ω) =


√

n
ρN−1ϕ(x, ω) ρ1 ≤ ρ ≤ ρ1 + 1

n
,

0 sinon

telle que
‖φn‖ = 1,

suppφn ⊂ Ω× [ρ1, ρ1 + 1
n

]× SN−1

et
φn ⇀ 0 (faiblement) quand n→∞

alors on ne peut pas extraire une sous suite de (φn)n qui converge en norme. Ainsi la suite
φn est une suite singulière (voir la Proposition.1.2.2) associée à λ.
D’où

σ(T +Ke) ⊂ σess(T +Ke).

�

Remarque. 3.2.2. Les théoèmes 3.2.1 et 3.2.4 ont été montré par M. Sbihi [38] dans
un cadre plus général.

De manière analogue on montre

Théorème. 3.2.5.
σ((λ− T )−1Ke) = σess((λ− T )−1Ke).

En particulier
rσ((λ− T )−1Ke) = ress((λ− T )−1Ke). (3.2.1)
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3.3 Spectre de l’opérateur neutronique partiellement
élastique

Soit
ki : [a, b]× [a, b]→ R+

le noyau de collision inélastique et soit

Ki : L2(Ω× SN−1 × [a, b])→ L2(Ω× SN−1 × [a, b])

(Ki ϕ)(x, ρ) =
∫ b

a

∫
SN−1

ki(ρ, ρ′)ϕ(x, ρ, ω′)dρ′dω′

l’opérateur de collision inélastique. (On note que cet opérateur est local en x ∈ Ω, i.e. il
agit seuelement en (ρ, ω)). Soit

T +Ke +Ki : D(T )→ L2(Ω× SN−1 × [a, b])

l’opérateur de transport de neutrons (partiellement élastique) avec l’opérateur de collision

K := Ke +Ki.

3.3.1 Le spectre essentiel de T +Ke +Ki

Pour la simplicité des notations, on donne le nom d’opérateur de collision inélastique
aussi à sa restriction sur L2(SN−1 × [a, b])

Ki : L2(SN−1 × [a, b]) 3 ψ →
∫ b

a

∫
SN−1

ki(ρ, ρ′)ψ(ρ, ω′)dρ′dω′ ∈ L2(SN−1 × [a, b])

Théorème. 3.3.1. On suppose que

L2([a, b]) 3 h→
∫ b

a
ki(ρ, ρ′)h(ρ′)dρ′ ∈ L2([a, b]) est compact. (3.3.2)

Alors
σess(T +Ke +Ki) = σess(T +Ke) = σ(T +Ke).

Preuve Sous l’hypothèse (3.3.2) l’opérateur

Ki : L2(SN−1 × [a, b])→ L2(SN−1 × [a, b])

est compact. Par le théorème de compacité de M. Sbihi [39]

Ki est (T +Ke)− compact

i.e.
Ki : D(T ) ⊂ L2(Ω× SN−1 × [a, b])→ L2(Ω× SN−1 × [a, b])

est compact. Cela montre que

σess(T +Ke +Ki) = σess(T +Ke)

et enfin Théorème. 3.2.1 achève la preuve.
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�

Remarque. 3.3.1. Il résulte des Théorème. 3.2.3 et Théorème. 3.2.1 que

σess(T +Ke +Ki) ∩ {λ; <λ > −λ∗} ⊂ R.

3.3.2 Équivalence spectrale

Soit
Gλ : L2(Ω× [a, b])→ L2(Ω× [a, b])

l’opérateur défini par

[Gλφ](x, ρ) =
∫

Ω

e−(λ+σ(ρ)
ρ

)|x−x′|

ρ |x− x′|N−1

[
ke(ρ)φ(x′, ρ) +

∫ b

a
ki(ρ, ρ′)φ(x′, ρ)dρ′

]
dx′.

Notons que Gλ se factorise comme
Gλ = EλS

où

(Eλφ)(x, ρ) =
∫

Ω

e−(λ+σ(ρ)
ρ

)|x−x′|

ρ |x− x′|N−1 φ(x′, ρ)dx′

(Sφ)(x, ρ) = ke(ρ)φ(x, ρ) +
∫ b

a
ki(ρ, ρ′)φ(x, ρ′)dρ′.

Lemme. 3.3.1. Soit λ ∈ C. Alors λ est une valeur propre de T +Ke +Ki si et seulement
si 1 est une valeur propre de Gλ.

Preuve Le problème spectral

Tϕ+Keϕ+Kiϕ = λϕ, ϕ ∈ D(T )

est équivalent à

ϕ = (λ− T )−1(Ke +Ki)ϕ, ϕ ∈ L2(Ω× SN−1 × [a, b])

c’est-à- dire ϕ(x, ρ, ω) est donné par

∫ s(x,ω)

0

e−(λ+σ(ρ)
ρ

)s

ρ

[
ke(ρ)

∫
SN−1

ϕ(x− sω, ρ, ω′)dω′ +
∫ b

a
ki(ρ, ρ′)dρ′

∫
SN−1

ϕ(x− sω, ρ, ω′)dω′
]
ds

Posons
φ(x, ρ) =

∫
SN−1

ϕ(x, ρ, ω′)dω′.

En intégrant sur SN−1, en faisant le changement de variables

x′ = x− sω,

et en utilisant la convexité de Ω on voit que le problème spectral est équivalent à
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φ(x, ρ) =
∫

Ω

e−(λ+σ(ρ)
ρ

)|x−x′|

ρ |x− x′|N−1

[
ke(ρ)φ(x′, ρ) +

∫ b

a
ki(ρ, ρ′)φ(x′, ρ)dρ′

]
dx′

i.e.
φ = Gλφ, φ ∈ L2(Ω× [a, b]).

�

3.3.3 Les opérateurs symétrisables en neutronique

Lemme. 3.3.2. Supposons que

Ki : ϕ ∈ L2([a, b])→
∫ b

a
ki(ρ, ρ′)ϕ(ρ′)dρ′ ∈ L2([a, b]) (3.3.3)

est auto-adjoint positif (au sens du produit scalaire). Si λ ∈ R alors Gλ est symétrisable
par S et

‖Gλφ‖ ≤ cλ
∥∥∥√Sφ∥∥∥ ,∀φ (3.3.4)

où cλ =
∥∥∥Eλ√S∥∥∥L(L2(Ω×[a,b]))

.

Preuve Soit φ, ψ ∈ L2(Ω× [a, b]). Alors

(SGλφ, ψ) = (EλSφ, Sψ) =
∫
dρ
∫

Ω×Ω

e−(λ+σ(ρ)
ρ

)|x−x′|

ρ |x− x′|N−1 (Sψ)(x, ρ)(Sφ)(x′, ρ)dx′dx

=
∫
dρ
∫

Ω
(Sφ)(x′, ρ)dx

∫
Ω

e−(λ+σ(ρ)
ρ

)|x−x′|

ρ |x− x′|N−1 (Sψ)(x, ρ)

= (Sφ,EλSψ) = (φ, SGλψ)

donc
SGλ = (SGλ)∗ .

Finalement
‖Gλφ‖ =

∥∥∥Eλ√S√Sφ∥∥∥ ≤ ∥∥∥Eλ√S∥∥∥L(L2(Ω×[a,b]))

∥∥∥√Sφ∥∥∥ .
�

Remarque. 3.3.2. L’estimation (3.3.4) a une conséquence spectrale importante sur Gλ

(voir l’inégalité (1.5.5)).

Remarque. 3.3.3. Les hypothèses de symétrie et la positivité (au sens du produit sca-
laire)de Ki apparaîssent dans les modèles physiques utilisés en théorie des réacteurs nu-
cléaires [49].

61



3.3.4 La réalité du spectre ponctuel

Théorème. 3.3.2. σp(T +Ke+Ki)∩{λ,<λ > − inf σ(.)} est constitué au plus de valeurs
propres réelles.

Preuve Soit
λ = λ1 + iλ2 ∈ σp(T +Ke +Ki);λ2 6= 0.

Alors il existe q 6= 0 tel que
q = Gλq.

Puisque S est auto-adjoint alors

(q, Sq) = (EλSq, Sq) = (EλΘ,Θ) ∈ R

où
Θ = Sq 6= 0.

On note que

(EλΘ,Θ) =
∫ b

a
dρ
∫

Ω

∫
Ω

e−(λ+σ(ρ)
ρ

)|x−x′|

ρ |x− x′|N−1 Θ(x′, ρ)dx′
Θ(x, ρ)dx.

D’autre part, (en prolongeant Θ par zero à l’extérieur de Ω ) et en utilisant la transfor-
mation de Fourier par rapport à la variable d’espace x et l’identité de Parseval

(EλΘ,Θ) =
∫ b

a
dρ
∫
RN

∆(λ, ζ, ρ)
∣∣∣Θ̂∣∣∣2 (ζ, ρ)dζ (3.3.5)

où

∆(λ, ζ, ρ) =
∫
RN

e−(λ+σ(ρ)
ρ

)|z|

ρ |z|N−1 e−iζ.zdz

et
Θ̂(ζ, ρ) = (2π)−N2

∫
Ω

Θ(x, ρ)e−iζ.xdx

est la transformation de Fourier spatiale de Θ. D’où

=(∆(λ, ζ, ρ))
∣∣∣Θ̂∣∣∣2 (ζ, ρ) = 0 p.p. (3.3.6)

En outre,

∆(λ, ζ, ρ) =
∫ ∞

0
dr
∫
SN−1

e−(λ+σ(ρ)
ρ

)r

ρrN−1 e−ir ζ.ωrN−1dω

=
∫
SN−1

dω

λ+ σ(ρ) + iρ ζ.ω

=
∫
SN−1

dω

λ+ σ(ρ) + iρ |ζ| e.ω
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où e = ζ
‖ζ‖ .

On rappelle la formule générale de F. Natterer

∫
SN−1

f(e.ω)dω =
∣∣∣SN−2

∣∣∣ ∫ 1

−1
f(s)(1− s2)

N−3
2 ds (3.3.7)

(voir [34], p.188). D’où

∆(λ, ζ, ρ) =
∣∣∣SN−2

∣∣∣ ∫ 1

−1

(1− s2)N−3
2 ds

λ+ σ(ρ) + iρ |ζ| s
.

Soit
PN(s) =

∣∣∣SN−2
∣∣∣ (1− s2)

N−3
2

et
β := λ+ σ(ρ) = β1 + iβ2 (β1, β2 ∈ R).

Comme PN(.) est paire alors

∆(λ, ζ, ρ) =
∫ 1

−1

PN(s)
β + iρ |ζ| s

ds = 2β
∫ 1

0

PN(s)
β2 + ρ2 |ζ|2 s2

ds (3.3.8)

= 2β
ρ2 |ζ|2

∫ 1

0

PN(s)
β2

ρ2 |ζ|2 + s2
ds

= 2
ρ |ζ|

∫ ∞
1

PN(1
t
)

1 + ( βt
ρ|ζ|)2

β

ρ |ζ|
dt. (3.3.9)

Par une intégration par parties, et le fait que

tan−1(z) = 1
2i log(1 + iz

1− iz ) = − i2 log(1 + iz

1− iz ),

et en prenant la partie imaginaire, on voit que la partie imaginaire de ∆(λ, ζ, ρ) est donnée
par

− 1
2ρ |ζ|

∫ ∞
1

P ′N(1
t
) log

(1− β2t
ρ|ζ|)

2 + ( β1t
ρ|ζ|)

2

(1 + β2t
ρ|ζ|)2 + ( β1t

ρ|ζ|)2

 dt
t2

Puisque P ′N(1
t
) < 0 alors

=(∆(λ, ζ, ρ)) < 0 si λ2 > 0

et
=(∆(λ, ζ, ρ)) > 0 si λ2 < 0.

Enfin, (3.3.6) implique Θ̂ = 0 et Θ = Sq = 0. Cela montre qu’aucune valeur propre
complexe ne peut exister.

�

Remarque. 3.3.4. La preuve de ce Théorème 3.3.2 dépend fortement de l’hypothèse
d’isotropie des sections efficaces.
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3.4 Caractérisation du spectre ponctuel de T+Ke+Ki

Nous allons montrer que le nombre de valeurs propres de l’opérateur de transport par-
tiellement élastique de neutrons supérieures à s(T+Ke) égal au nombre de valeurs propres
de Gs(T+Ke) supérieures à 1. Nous commençons cette section par le résultat abstrait de
continuité.

3.4.1 Résultats de continuité et de monotonie

Lemme. 3.4.1. Soit S un opérateur auto-adjoint sur un espace de Hilbert H et (Gλ)λ∈I est
une famille d’opérateurs linéaires bornés symérisables par S (indexée par λ ∈ I ⊂ R) et
qui dépend continûment de λ ∈ I en norme d’opérateurs. Soit n ∈ N un entier arbitraire.
Nous définissons le paramètre

ρn(λ) := sup
En∈Vn

inf
{φ∈En,(Sφ,φ)=1}

(SGλφ, φ) (3.4.10)

où Vn désigne la classe des sous espaces En de H de dimension n. Alors les courbes

I 3 λ→ ρn(λ)

sont continues.

Preuve On note d’abord que

|(SGλφ, φ)| ≤ ‖Gλ‖L(L2(Ω×[a,b])) (Sφ, φ)

d’après l’inégalité de Reid (1.5.7) et alors

ρn(λ) ≤ ‖Gλ‖L(L2(Ω×[a,b])) .

Soit λ, λ′ ∈ I. Alors

|(SGλφ, φ)− (SGλ′φ, φ)| = |(S(Gλ −Gλ′)φ, φ)| ≤ ‖Gλ −Gλ′‖L(L2(Ω×[a,b])) (Sφ, φ)

encore d’après l’inégalité de Reid. Pour (Sφ, φ) = 1, on a

(SGλφ, φ)− (SGλ′φ, φ) ≤ ‖Gλ −Gλ′‖L(L2(Ω×[a,b]))

et
(SGλφ, φ) ≤ ‖Gλ −Gλ′‖L(L2(Ω×[a,b])) + (SGλ′φ, φ)

alors

sup
En

inf
{φ∈En,(Sφ,φ)=1}

(SGλφ, φ) ≤ ‖Gλ −Gλ′‖L(L2(Ω×[a,b])) + sup
En

inf
{φ∈En,(Sφ,φ)=1}

(SGλ′φ, φ)

et
ρn(λ)− ρn(λ′) ≤ ‖Gλ −Gλ′‖L(L2(Ω×[a,b])) .
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On montre d’une manière analogue que

ρn(λ)− ρn(λ′) ≥ −‖Gλ −Gλ′‖L(L2(Ω×[a,b]))

de sorte que
|ρn(λ)− ρn(λ′)| ≤ ‖Gλ −Gλ′‖L(L2(Ω×[a,b]))

et cela finit la preuve.

�

Lemme. 3.4.2. Supposons que

Ki : ϕ ∈ L2([a, b])→
∫ b

a
ki(ρ, ρ′)ϕ(ρ′)dρ′ ∈ L2([a, b])

est auto-adjoint positif (au sens du produit scalaire). Alors les courbes

λ ∈ (− inf σ(.),+∞)→ ρn(λ)

sont décroissantes.

Preuve Il suffit de montrer que pour tout φ ∈ L2(Ω× [a, b])

(− inf σ(.),+∞) 3 λ→ (SGλφ, φ)

est décroissante.
Notons que

PN(1) = 0 et PN(0) =
∣∣∣SN−2

∣∣∣
voir la définition dans la preuve du Théoème. 3.3.2.
Pour tout λ réel l’égalilté (3.3.9) montre que

∆(λ, ζ, ρ) = 2
ρ |ζ|

∫ ∞
1

PN(1
t
)

1 + ( βt
ρ|ζ|)2

β

ρ |ζ|
dt

= 2
ρ |ζ|

[∫ ∞
1

P ′N(1
t
) arctan λ+ σ(ρ)t

ρ |ζ|
dt

t2
+ π

2
∣∣∣SN−2

∣∣∣]

est décroissante en λ et cela achève la preuve car

(SGλφ, φ) =
∫ b

a
dρ
∫
RN

∆(λ, ζ, ρ)
∣∣∣Ŝφ∣∣∣2 (ζ, ρ)dζ.

�

Remarque. 3.4.1. La preuve de ce résultat de monotonie dépend fortement de l’hypothèse
d’isotropie des sections efficaces.
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Lemme. 3.4.3. Supposons que
(i) Les fonctions

ke : [a, b]→ R+ et σ : [a, b]→ R+

sont continues.
(ii) L’opérateur

Ki : L2([a, b])→ L2([a, b])

est compact. Alors
ress(Gλ) = 1

où λ = s(T +Ke).

Preuve Notons d’abord que

Ki est T − compact

et donc d’après le Théorème. 1.3.1

σess(Gλ) = σess((λ− T )−1(Ke +Ki)) = σess((λ− T )−1Ke).

En particulier
ress(Gλ) = ress((λ− T )−1Ke)

et on a par le Théorème. 3.2.2 que

ress((λ− T )−1Ke) = rσ((λ− T )−1Ke).

Il est facile de démontrer que (λ − T )−1Ke (λ ∈ R) est symétrisable par Ke et vérifie
(1.5.5). Il résulte de (1.5.9) que

rσ((λ− T )−1Ke) = sup
{φ,(Keφ,φ)=1}

(Ke(λ− T )−1Keφ, φ)

donc, en utilisant un raisonnement similaire à celui de la preuve du Lemme. 3.4.1, on voit
que

R 3 λ→ rσ((λ− T )−1Ke)

est continue. D’autre part, puisque (λ− T )−1 et Ke laissent invariant le cône positif alors

rσ((λ− T )−1Ke) < 1 (3.4.11)

si et seulement si λ > s(T +Ke) (d’après le Théorème. 1.4.4). Finalement, la continuité
de

λ→ rσ((λ− T )−1Ke)

implique que
rσ((λ− T )−1Ke) = 1.

�
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Lemme. 3.4.4. Supposons que les trois assertions sont satisfaites :
(i) Les fonctions ke : [a, b]→ R et σ : [a, b]→ R+ sont continues.
(ii) L’opérateur

Ki : ϕ ∈ L2([a, b])→
∫ b

a
ki(ρ, ρ′)ϕ(x, ρ′)dρ′ ∈ L2([a, b])

est auto-adjoint positif (au sens du produit scalaire).
(iii) L’opérateur

Ki : L2([a, b])→ L2([a, b])

est compact.
Posons

I1 = ∪{ε>0:rσ(Gλ) >rσ((λ−T )−1Ke), λ∈[λ,λ+ε] }[λ, λ+ ε]

et soit
α1 := sup{λ;λ ∈ I1}.

Alors rσ(Gα1) < 1. Plus généralement, on pose

In = ∪{ε>0: ρn(λ) >ress(Gλ), λ∈[λ,λ+ε] }[λ, λ+ ε]

et on définit
αn := sup{λ;λ ∈ In}.

Alors
ρn(αn) < 1.

Preuve Soit n ∈ N. On raisonne par l’absurde en supposant que

ρn(αn) ≥ 1.

On a d’après le Théorème. 3.2.2 et la compacité de (αn − T )−1Ki

ress(Gαn) = ress((αn − T )−1(Ke +Ki)) = ress((αn − T )−1Ke) = rσ((αn − T )−1Ke).

On a
rσ((αn − T )−1Ke) < 1

car αn > s(T +Ke) = λ d’où
ress(Gαn) < 1

et par conséquent
ρn(αn) > ress(Gαn).

Il résulte du Théorème. 2.2.1 que

ρ1(αn), ρ2 (αn)..., ρn(αn)

sont n valeurs propres isolées supérieures à 1 (comptées selon leurs multiplicités) de Gαn .

Soit λ > αn et proche de αn. On a d’un côté

ress(Gλ) ≤ ress(Gαn) ∀λ > αn
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et de l’autre coté, pour λ proche de αn, Gλ a n valeurs propres réelles (comptées selon
leurs multipliciés)

ρ1(λ), ρ2 (λ)..., ρn(λ)
proches de

ρ1(αn), ρ2 (αn)..., ρn(αn)
puisque Gλ converge vers Gαn en norme d’opérateurs lorsque λ→ αn (voir [21], p. 213).
Donc

ρn(λ) > ress(Gλ)
car ρn(λ) est proche de ρn(αn) et ress(Gλ) ≤ ress(Gαn) < 1. Cela contredit le caractère
maximal de αn.

�

Lemme. 3.4.5. Pour tout n ∈ N les courbes[
λ, αn

[
3 λ→ ρn(λ)

sont strictement décroissantes.

Preuve Comme
ρn(λ′) > ress(Gλ′) ∀λ′ ∈

[
λ, αn

[
,

alors ρn(λ′) est la n−ième valeur propre de Gλ′ et alors il existe un sous espace Eλ′
n de

dimension n tel que
ρn(λ′) = inf

{φ∈Eλ′n ,(Sφ,φ)=1}
(SGλφ, φ).

Soit λ, λ′ ∈
[
λ, αn

[
tels que λ < λ′. Comme

ρn(λ) := sup
En

inf
{φ∈En,(Sφ,φ)=1}

(SGλφ, φ)

alors
ρn(λ) ≥ inf

{φ∈Eλ′n ,(Sφ,φ)=1}
(SGλφ, φ).

Or

(SGλφ, φ) =
∫ b

a
dρ
∫
RN

∆(λ, ζ, ρ)
∣∣∣Ŝφ∣∣∣2 (ζ, ρ)dζ

>
∫ b

a
dρ
∫
RN

∆(λ′, ζ, ρ)
∣∣∣Ŝφ∣∣∣2 (ζ, ρ)dζ

= (SGλ′φ, φ) ∀φ

montre que

inf
{φ∈Eλ′n ,(Sφ,φ)=1}

(SGλφ, φ) > inf
{φ∈Eλ′n ,(Sφ,φ)=1}

(SGλ′φ, φ) = ρn(λ′)

(puisque les bornes inférieures sont atteintes) d’où

ρn(λ) > ρn(λ′).
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�

Nous sommes en position de démontrer :

Théorème. 3.4.1. Supposons que les hypothèses du Lemme.3.4.4 sont satisfaites. Alors
le nombre de valeurs propres de T + Ke + Ki situées dans (λ,∞) est égal au nombre de
valeurs propres de Gλ supérieures à 1, où λ = s(T +Ke).

Preuve D’après le Lemme.3.4.3

ress(Gλ) = 1.

et
ress(Gλ) = ress((λ− T )−1Ke) = rσ((λ− T )−1Ke)

puisque Ki est T -compact. D’après (3.4.11)

rσ((λ− T )−1Ke) < 1 ∀λ > λ

donc
ress(Gλ) < 1 ∀λ > λ.

On sait que λ est une valeur propre de T + Ke + Ki si et seulement si 1 est une valeur
propre de Gλ. Comme

ress(Gλ) < 1 ∀λ > λ

alors seules les valeurs propres de Gλ qui sont à l’extérieur de son disque spectral essentiel
sont pertinentes. Il s’ensuit que les valeurs propres de T + Ke + Ki, dans le demi droite
(λ > λ), sont caractérisées comme les solutions d’équations suivantes.

ρk(λ) = 1, (λ > λ); (k = 1, 2, ...). (3.4.12)

Ainsi pour chaque k ∈ N, on considére les courbes ρk(.) sur l’intervalle
[
λ, αk

]
(on note

que ρk(λ) ≤ ρk(αk) < 1 ∀λ ≥ αk). Compte tenu du Lemme.3.4.1 et du Lemme.3.4.5 les
courbes [

λ, αk
]
3 λ→ ρk(λ)

sont continues et strictement décroissantes.
Supposons que Gλ a n valeurs propres supérieures à 1

ρ1(λ) ≥ ρ2 (λ)... ≥ ρn(λ) > 1 = ress(Gλ).

Le fait que
ρk(λ) > 1; (1 ≤ k ≤ n)

implique l’existence et l’unicité de β1 ≥ β2 ≥ ... ≥ βn telles que

ρk(βk) = 1, βk ∈ (λ, αk).

Il est clair que
β1 ≥ β2 ≥ ... ≥ βn

sont les n premières valeurs propres de T + Ke + Ki. Inversement, (3.4.12) montre que
l’existence de telles valeurs propres implique que Gλ a n valeurs propres supérieures à 1.
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Remarque. 3.4.2. Sans l’hypothèse d’isotropie des sections efficaces, on obtiendra que
le nombre de valeurs propres de T + Ke + Ki situées dans (λ,∞) est au moins égal au
nombre de valeurs propres de Gλ supérieures à 1. Cela est dû au fait qu’il n’est pas clair
que les courbes λ→ ρk(λ) sont strictement décroissantes (voir la Remarque. 3.4.1).

Remarque. 3.4.3. Bien sûr, l’opérateur Gλ a une infinité de valeurs supérieures à 1 (qui
s’accumulent en ress(Gλ) = 1) si et seulement si T +Ke+Ki a infinité des valeurs propres
dans (λ,∞) qui s’accumulent en λ.

3.5 Résultats d’existence

3.5.1 L’existence pour des domaines larges

Nous allons montrer en premier lieu que le nombre de valeurs propres réelles augmente
lorsque la taille du domaine augmente. De plus nous déterminons leur limite quand la taille
tend vers l’infini. En second lieu nous montrons que le nombre de valeurs propres augmente
indéfiniment lorsque l’opérateur de collision inélastique est de plus en plus large. Enfin
nous donnons un critère d’existence d’au moins une valeur propre.

Les spectres des opérateurs homogènes en espace

Pour tout ρ ∈ [a, b] fixé, on considère l’opérateur de transport élastique monocinétique
homogène en espace

Bρ
eϕ = −σ(ρ)ϕ+

∫
SN−1

ke(ρ)ϕ(ω′)dω′, ϕ ∈ L2(SN−1).

L’opérateur Bρ
e est une perturbation compacte de l’opérateur de multiplication −σ(ρ)Id

de sorte que son spectre dans la région (−σ(ρ),+∞) est formé au plus de valeurs propres
isolées. On considère le problème spectral

Bρ
eϕ = λϕ, (λ > −σ(ρ))

i.e.
ke(ρ)

∫
SN−1

ϕ(ω′)dω′ = (λ+ σ(ρ))ϕ.

Notons que
∫
SN−1 ϕ(ω′)dω′ 6= 0 (sinon ϕ = 0). En intégrant sur SN−1, on voit que Bρ

e

possède une unique valeur propre

λ(ρ) = −σ(ρ) +
∣∣∣SN−1

∣∣∣ ke(ρ).

L’opérateur élastique homogène en espace

Be : L2([a, b]× SN−1)→ L2([a, b]× SN−1)
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est défini par
Beϕ = −σ(ρ)ϕ+

∫
SN−1

ke(ρ)ϕ(ρ, ω′)dω′.

Nous montrons aisément que la borne spectrale est donnée par

s(Be) = sup
{
λ, λ ∈ ∪ρ∈[a,b] σ(Bρ)

e

}
= sup

ρ∈[a,b]
λ(ρ)

= sup
ρ∈[a,b]

{
−σ(ρ) +

∣∣∣SN−1
∣∣∣ ke(ρ)

}
.

Enfin l’opérateur partiellement élastique homogène en espace

B : L2([a, b]× SN−1)→ L2([a, b]× SN−1)

est donné par
Bϕ = Beϕ+

∫ b

a
ki(ρ, ρ′)dρ′

∫
SN−1

ϕ(ρ′, ω′)dω′.

Observons que la restriction de B à L2([a, b]) n’est rien d’autre que
∣∣∣SN−1

∣∣∣S i.e.

ϕ→
∣∣∣SN−1

∣∣∣ ke(ρ)φ(ρ) +
∣∣∣SN−1

∣∣∣ ∫ b

a
ki(ρ, ρ′)φ(ρ′)dρ′.

Notons que S est auto-adjoint et positif. Explorons maintenant le spectre de B dans la
demi-droite

{λ, λ > s(Be)} .
Comme B est une perturbation compacte de Be, alors le spectre de B dans {λ, λ > s(Be)}
est constitué au plus de valeurs propres isolées. Nous considèrons le problème spectral

Bϕ = λϕ; λ > s(Be), ϕ ∈ L2([a, b]× SN−1)

i.e.
ke(ρ)

∫
SN−1

ϕ(ρ, ω′)dω′ +
∫ b

a
ki(ρ, ρ′)dρ′

∫
SN−1

ϕ(ρ′, ω′)dω′ = (λ+ σ(ρ))ϕ.

On observe que ϕ est indépendente de ω ∈ SN−1 et on en déduit le problème spectral
équivalent suivant

B̃ϕ = (λ+ σ(ρ))ϕ (3.5.13)
où

B̃ : L2([a, b])→ L2([a, b])
est donné par

B̃ϕ =
∣∣∣SN−1

∣∣∣ ke(ρ)ϕ(ρ) +
∣∣∣SN−1

∣∣∣ ∫ b

a
ki(ρ, ρ′) ϕ(ρ′)dρ′.

Notons que
B̃ =

∣∣∣SN−1
∣∣∣S.

On écrit (3.5.13) comme suit

B̃λϕ :=

∣∣∣SN−1
∣∣∣ ke(ρ)

λ+ σ(ρ) ϕ(ρ) +

∣∣∣SN−1
∣∣∣

λ+ σ(ρ)

∫ b

a
ki(ρ, ρ′) ϕ(ρ′)dρ′ = ϕ. (3.5.14)
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Théorème. 3.5.1. σ(B) ∩ {λ, λ > s(Be)} n’est pas vide si et seulement si

lim
λ→s(Be)

rσ(B̃λ) > 1.

Dans ce cas, il existe un unique λ > s(Be) tel que

rσ(B̃λ) = 1

et λ est la valeur propre principale de B.

Preuve Notons que B̃λ est une perturbation compacte de l’opérateur de multiplication

Oλ : ϕ→

∣∣∣SN−1
∣∣∣ ke(.)

λ+ σ(.) ϕ.

Il en résulte que

ress(B̃λ) = ress(Oλ) = sup
ρ∈[a,b]

∣∣∣SN−1
∣∣∣ ke(ρ)

λ+ σ(ρ) .

Or
λ > s(Be) = sup

ρ∈[a,b]

{
−σ(ρ) +

∣∣∣SN−1
∣∣∣ ke(ρ)

}
est équivalent à

sup
ρ∈[a,b]

∣∣∣SN−1
∣∣∣ ke(ρ)

λ+ σ(ρ) < 1

d’où
ress(B̃λ) < 1 ∀λ > s(Be).

On observe que
B̃λ =

∣∣∣SN−1
∣∣∣ 1
λ+ σ(ρ)S

est symétrisable par S et vérifie l’inégalité (1.5.5) et donc

rσ(B̃λ) = sup
{ϕ; (Sϕ,ϕ)=1}

(SB̃λϕ, ϕ).

Par un raisonnement similaire à celui de la preuve du Lemme.3.4.1 on voit que

(s(Be),+∞) 3 λ→ rσ(B̃λ)

est continue.
On pose

I = ∪{ε>0: rσ(B̃λ) >ress(B̃λ), λ∈(s(Be),s(Be)+ε) } (s(Be), s(Be) + ε) ,

et on définit
ν := sup{λ;λ ∈ I}.
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Par un raisonnement similaire à celui de la preuve du Lemme.3.4.4 on voit que si ν est
fini alors

rσ(B̃ν) < 1. (3.5.15)

Notons que
B̃λϕ ≤ B̃λ′ϕ ∀λ′ > λ et ϕ ≥ 0

i.e.
B̃λ ≤ B̃λ′ ∀λ′ > λ

et par conséquent
(s(Be),+∞) 3 λ→ rσ(B̃λ)

est décroissante. Par un raisonnement similaire à celui de la preuve du Lemme.3.4.5 on
voit que

(s(Be), ν) 3 λ→ rσ(B̃λ)

est strictement décroissante.
Si

lim
λ→s(Be)

rσ(B̃λ) ≤ 1

alors rσ(B̃λ) < 1 ∀λ > s(Be) et donc (3.5.14) n’a pas de solution non triviale. Inversement,
on suppose que

lim
λ→s(Be)

rσ(B̃λ) > 1.

Comme (s(Be),+∞) 3 λ→ rσ(B̃λ) est continue et strictement décroissante sur (s(Be), ν),
et grâce à (3.5.15) alors il existe unique λ ∈ (s(Be), ν) telle que

rσ(B̃λ) = 1.

Comme ress(B̃λ) < 1 ∀λ > s(Be) alors 1 est une valeur propre de B̃λ associée à une
fonction propre positive et finalement λ est la valeur propre principale de B.

�

On étudie l’influence de la taille de Ω sur le spectre de T +Ke +Ki. Nous avons vu que
Gλ est de "type convolution" en variable d’espace de sorte que le spectre est invariant
par translation de Ω. De là, sans perte de généralité, on peut supposer que 0 ∈ Ω. On
peut mesurer la taille de Ω par le rayon de la plus grande boule contenue dans Ω. Pour
la simplicité on suppose que

Ωα = αΩ1

où Ω1 est un ouvert borné convexe qui contient 0 et α est un réel positif (destiné à tendre
vers l’infini).
Par un changement de variables (homothétie de rapport α) on montre que le problème
spectral

Gλϕ = µϕ, ϕ ∈ L2(Ωα × [a, b])
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est équivalent à
Gα
λψ = µψ, ψ ∈ L2(Ω1 × [a, b])

où
ψ(x, ρ) = ϕ(αx, ρ) (x ∈ Ω1)

et α entre en tant que paramètre dans la définition d’un opérateur sur

L2(Ω1 × [a, b]).

Le spectre ponctuel de Gλ sur l’espace

L2(Ωα × [a, b])

n’est rien d’autre que le spectre ponctuel de Gα
λ sur l’espace

L2(Ω1 × [a, b]).

Comme précédement on peut montrer que

(SGα
λψ, ψ) =

∫
RN
dζ
∫ b

a

[
2
∫ 1

0

α2(λ+ σ(ρ))PN(s)
α2(λ+ σ(ρ))2 + ρ2 ‖ζ‖2 s2

ds

] ∣∣∣Sψ̂(ζ, ρ)
∣∣∣2 dρ (3.5.16)

où
PN(s) =

∣∣∣SN−2
∣∣∣ (1− s2)N−3

2

et
ψ̂(ζ, ρ) = (2π)

−N
2

∫
Ω1
ψ(x, ρ)eix.ζdx.

Nous donnons maintenant des résultats préliminaires clefs :

Lemme. 3.5.1. On désigne par ρm(λ, α) (m ∈ N) les paramètres définis dans (3.4.10)
associés à l’opérateur Gα

λ . Alors

(i) Pour tout m ∈ N

ρm(λ, α) ≤ rσ(B̃λ), ∀α ∈ R+,∀λ > s(Be).

(ii) Pour tout c > s(Be) et m ∈ N,

ρm(λ, α)→ rσ(B̃λ) quand α→∞

uniformément en λ ∈ [c,+∞[.

Preuve Notons que
B̃λ : L2([a, b])→ L2([a, b]) (3.5.17)

est symétrisable par S. Il résulte de (1.5.9) que

(SB̃λϕ, ϕ) ≤ rσ(B̃λ)(Sϕ, ϕ) ∀ϕ ∈ L2([a, b]).

74



CHAPITRE 3. MODÈLES NEUTRONIQUES ISOTROPES

Nous allons d’abord montrer que cette inégalité reste vraie si on travaille dans

L2(Ω1 × [a, b])

où (., .) désigne le produit dans L2(Ω1 × [a, b]) mais rσ(B̃λ) a la même signification
précédente, i.e. le rayon spectral de l’opérateur B̃λ défini dans (3.5.17). En effet, soit
ψ ∈ L2(Ω1 × [a, b]) et on note par ψ(x) (pour presque tout x ∈ Ω1) la fonction

ψ(x, .) : ρ→ ψ(x, ρ).

Alors

(SB̃λψ, ψ) =
∫

Ω1
(SB̃λψ(x), ψ(x))L2([a,b])dx

≤ rσ(B̃λ)
∫

Ω1
(Sψ(x), ψ(x))L2([a,b])dx

= rσ(B̃λ)(Sψ, ψ)

et nous avons fini.
Pour démontrer (i), rappelons d’abord que

B̃λ =
∣∣∣SN−1

∣∣∣ 1
λ+ σ(ρ)S.

On a d’apès (3.5.16) et l’inégalité de Parseval

(SGα
λψ, ψ) ≤

∫
RN
dζ
∫ b

a

∣∣∣SN−1
∣∣∣

λ+ σ(ρ)
∣∣∣Sψ̂(ζ, ρ)

∣∣∣2 dρ
=

∫
Ω1
dx
∫ b

a

∣∣∣SN−1
∣∣∣

λ+ σ(ρ) |Sψ(x, ρ)|2 dρ

= (B̃λψ, Sψ)L2(Ω1×[a,b])

= (SB̃λψ, ψ)L2(Ω1×[a,b])

≤ rσ(B̃λ)(Sψ, ψ)L2(Ω1×[a,b]).

ce qui finit la preuve de l’assertion (i).
(ii) Notons que (3.3.7) avec f = 1 donne∫ 1

−1
PN(s)ds =

∣∣∣SN−2
∣∣∣ ∫ 1

−1
(1− s2)N−3

2 ds =
∣∣∣SN−1

∣∣∣ . (3.5.18)

On choisit arbitrairement une fonction ϕ ∈ L2([a, b]) telle que (Sϕ, ϕ) = 1. Soit

Fm ⊂ L2(Ω1)

un sous espace de dimension m et soit

Em := Fm ⊗ ϕ ⊂ L2(Ω1 × [a, b]).
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Alors Em est de dimension m et

ρm(λ, α) ≥ inf
{f∈Em,(Sf,f)=1}

(SGα
λf, f)

= (SGα
λf

α
λ , f

α
λ )

où
fαλ (x, ρ) = ψαλ (x)ϕ(ρ), ψαλ ∈ Fm, ‖ψαλ‖L2(Ω1) = 1.

D’où

ρm(λ, α) ≥
∫
RN

∣∣∣ψ̂αλ (ζ)
∣∣∣2 dζ ∫ b

a

[
2
∫ 1

0

α2(λ+ σ(ρ))PN(s)
α2(λ+ σ(ρ))2 + ρ2 ‖ζ‖2 s2

ds

]
|Sϕ(ρ)|2 dρ.

Nous choisissons une suite arbitraire

αj →∞.

La suite bornée
{
ψ
αj
λ ; j ∈ N

}
⊂ Fm est relativement compacte (l’extraction d’une sous

suite s’il est nécessaire)
ψ
αj
λ → ψλ ∈ Fm, ‖ψλ‖L2(Ω1) = 1.

D’où
ψ̂
αj
λ → ψ̂λ dans L2(RN) et

∥∥∥ψ̂λ∥∥∥
L2(RN )

= 1.

Par le Lemme de Fatou et (3.5.18)

lim inf
j
ρm(λ, αj) ≥

∫
RN

∣∣∣ψ̂λ(ζ)
∣∣∣2 dζ ∫ b

a

∣∣∣SN−1
∣∣∣

λ+ σ(ρ) |Sϕ(ρ)|2 dρ

=
∫ b

a

∣∣∣SN−1
∣∣∣

λ+ σ(ρ) |Sϕ(ρ)|2 dρ.

= (B̃λϕ, Sϕ) = (SB̃λϕ, ϕ).

Comme ϕ est arbitraire alors

lim inf
j→∞

ρm(λ, αj) ≥ sup
{ϕ; (Sϕ,ϕ)=1}

(SB̃λϕ, ϕ) = rσ(B̃λ).

On a d’un côté, par la première assertion

ρm(λ, αj) ≤ rσ(B̃λ)

d’où
lim
j→∞

ρm(λ, αj) = rσ(B̃λ).

Par l’unicité de la limite
lim

α→+∞
ρm(λ, α) = rσ(B̃λ).

Enfin, en prenant une suite croissante αj →∞ on voit que

j → ρm(λ, αj)
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est croissante (voir la forme quadratique (3.5.16)) et alors

ρm(λ, αj)→ rσ(B̃λ) lorsque j → +∞

uniformément en λ ∈ [c, d] où c > s(Be) par le Théorème de Dini puisque les fonctions
sont continues en λ. Puisque

rσ(B̃λ)→ 0 quand λ→ +∞

alors la convergence de
ρm(λ, αj)→ rσ(B̃λ)

est uniforme en λ ∈ [c,+∞[ . Cela achève la preuve de la seconde assertion.

�

On est maintenant en mesure de prouver le résulat principal de cette section. On définit
la taille de Ω comme le rayon de la plus grande boule contenue dans Ω.

Théorème. 3.5.2. (i) Si σ(B) ∩ {λ, λ > s(Be)} = ∅ alors

σ(T +Ke +Ki) ∩ {λ, λ > s(Be)} = ∅

indépendemment de la taille de Ω.

(ii) Inversement, let σ(B) ∩ {λ, λ > s(Be)} 6= ∅ et soit λ la valeur propre principale
de B. Alors pour chaque β < λ (β > s(Be)) et pour chaque m ∈ N

σ(T +Ke +Ki) ∩ {λ, λ > β}

contient au moins m valeurs propres si la taille Ω suffisamment grande.

Preuve Sans perte de généralité on suppose que Ω = αΩ1 où Ω1 est fixé. On sait
que λ > s(Be) est une valeur propre de T + Ke + Ki si et seulement si 1 est une valeur
propre de Gα

λ dans
L2(Ω1 × [a, b]).

L’opérateur Gα
λ est symétrisable par S. On note ρm(λ, α) son paramètre associé.

(i) Par le Théorème. 3.5.1, si

σ(B) ∩ {λ, λ > s(Be)} = ∅

alors
rσ(B̃λ) < 1 ∀λ > s(Be).

D’autre part, par le Lemme.4.2.4

rσ(Gα
λ) ≤ rσ(B̃λ)
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(indépendamment de la taille de Ω) et donc 1 ne peut pas être une valeur propre de Gα
λ .

(ii) Inversement, soit
σ(B) ∩ {λ, λ > s(Be)} = ∅

et soit λ la valeur propre principale de B (cf. le Théorème. 3.5.1). Alors

lim
λ→s(Be)

rσ(B̃λ) > 1

et λ est caractérisé par
rσ(B̃λ) = 1.

En outre
rσ(B̃λ) < 1

pour λ > λ et
rσ(B̃β) > 1

pour tout β < λ (β > s(Be)). D’après le Lemme.3.5.1

lim
α→+∞

ρm(β, α) = rσ(B̃β) > 1.

D’où
ρm(β, α) > 1

pour α assez grand. En particulier

ρ1(β, α) ≥ ρ1(β, α) ≥ ... ≥ ρm(β, α) > 1.

Il en résulte que pour chaque k = 1, 2, ..., n, il existe λk > β tel que

ρk(λk, α) = 1.

Comme
ress(B̃λ) < 1 ∀λ > s(Be)

alors 1 est une valeur propre de B̃λk ou d’une façon équivalente λk est une valeur propre
de

T +Ke +Ki.

Note que
λk ≤ λ ∀k.

�
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3.5.2 Opérateurs de collision inélastiques larges

Nous étudions maintenant les propriété spectrales pour des opérateurs de collision
partiellement élastiques dont la partie inélastique est relativement importante de la forme

L2(SN−1 × [a, b]) 3 ϕ→
∫
SN−1

ke(ρ)ϕ(ρ, ω′)dω′ + c
∫ b

a

∫
SN−1

ki(ρ, ρ′)ϕ(ρ, ω′)dρ′dω′

où c > 0 est un paramètre qui sera choisi suffisamment grand.

Théorème. 3.5.3. Soit Ω ⊂ RN un ouvert borné convexe donné et m ∈ N, et pour chaque
β > s(Be), l’opérateur de transport de neutrons partiellement élastique

T +Ke + cKi

admet au moins m valeurs propres λk ≥ β (k = 1, 2, ...,m) si c est assez grand.

Preuve Soit

Sc : L2([a, b]) 3 ψ → ke(ρ)ψ(ρ) + c
∫ b

a
ki(ρ, ρ′)ψ(ρ′)dρ′ ∈ L2([a, b]).

Tout d’abord nous allons montrer l’existence d’une valeur propre principale λ(c) de Sc
telle que

λ(c) > sup
ρ∈[a,b]

ke(ρ)

et nous étudierons le comportement de la fonction propre associée en function du para-
mètre c.
Soit Ki l’opérateur auto-adjoint positif et compact

L2([a, b]) 3 ψ →
∫ b

a
ki(ρ, ρ′)ψ(ρ′)dρ′ ∈ L∞([a, b]).

Alors le problème spectral
keψ + cKiψ = λψ (3.5.19)

avec λ > supρ∈[a,b] ke(ρ) est équivalent à

Hλψ := c

λ− ke(ρ)Kiψ = ψ.

On observe que Ki laisse invariant le cône postif

L2
+([a, b])

de sorte que Hλ est positif (i.e. laisse invariant L2
+([a, b])) et compact. Il s’ensuit d’après

des arguments standards que si

lim
λ→‖ke‖L∞

rσ(Hλ) > 1
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alors il existe un λ > ‖ke‖L∞ tel que

rσ(Hλ) = 1

et alors λ résout l’équation (3.5.19) et est associé à une fonction propre positive g. Cette
valeur propre est notée par λ(c). De même on écrit gc au lieu de g. Notons que

Hλψ ≥
c

λ− inf ke
Kiψ ∀ψ ∈ L2

+([a, b])

d’où
rσ(Hλ) ≥

c

λ− inf ke
rσ(Ki)

et
lim

λ→‖ke‖L∞
rσ(Hλ) = c

sup ke − inf ke
rσ(Ki) > 1

pour c assez grand.
Il s’ensuit que

λ(c) ≥ inf ke + crσ(Ki) = inf ke + c ‖Ki‖ → +∞ quand c→ +∞. (3.5.20)

Soit β > s(Be) fixé. On note

(ScGβψ, ψ) =
∫
RN
dζ
∫ b

a
∆(β, ζ, ρ)

∣∣∣Scψ̂(ζ, ρ)
∣∣∣2 dρ

=
∫
RN
dζ
∫ b

a
∆(β, ζ, ρ)

∣∣∣∣∣ke(ρ)ψ̂(ζ, ρ) + c
∫ b

a
ki(ρ, ρ′)ψ̂(ζ, ρ′)dρ′

∣∣∣∣∣
2

dρ

Soit Fm ⊂ L2(Ω) un sous espace de dimension m

ψ(x, ρ) = f(x)gc(ρ)

avec f ∈ Fm, ‖f‖L2(Ω) = 1 et gc est normalisé comme

(Sgc, gc) = 1

i.e.
λ(c) ‖gc‖2 = 1.

Notons que

(ScGβψ, ψ) = λ(c)
∫
RN

∣∣∣f̂(ζ)
∣∣∣2 dζ ∫ b

a
∆(β, ζ, ρ)

∣∣∣∣√λ(c)gc(ρ)
∣∣∣∣2 dρ.

On observe ∥∥∥∥√λ(c)gc
∥∥∥∥ = 1.

Soit
Em := Fm ⊗ g.
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Alors, en utlisant la compacité de la boule unité de Fm

ρm(λ) ≥ inf
{ψ∈Em,(Sψ,ψ)=1}

(ScGβψ, ψ)

= inf
{f∈Em,‖f‖=1}

λ(c)
∫
RN

∣∣∣f̂(ζ)
∣∣∣2 dζ ∫ b

a
∆(β, ζ, ρ)

∣∣∣∣√λ(c)gc(ρ)
∣∣∣∣2 dρ

= λ(c)
∫
RN

∣∣∣f̂c(ζ)
∣∣∣2 dζ ∫ b

a
∆(β, ζ, ρ)

∣∣∣∣√λ(c)gc(ρ)
∣∣∣∣2 dρ

pour une certaine fc ∈ Fm telle que

‖fc‖L2(Ω) = 1

dépend a priori de (m et) c. On note que

ke(ρ)gc + c
∫ b

a
ki(ρ, ρ′)gc(ρ′)dρ′ = λ(c)gc

donc
ke(ρ)

√
λ(c)gc

λ(c) + c

λ(c)Ki

(√
λ(c)gc

)
=
√
λ(c)gc

ou
ke(ρ)hc
λ(c) +Kihc = hc

et
‖hc‖ =

∥∥∥∥√λ(c)gc
∥∥∥∥ = 1.

En particulier
ke(ρ)hc
λ(c) → 0 en norme quand c→ +∞.

Soit maintenant cj une suite telle que cj → +∞. L’inégalité (3.5.20) montre que
cj

λ(cj)
est borné quand j → +∞

et (par l’extraction d’une sous suite si nécessaire ) on peut supposer
cj

λ(cj)

a une limite finie quand j → +∞. Puisque
∥∥∥hcj∥∥∥ = 1 et Ki est un opérateur compact

alors {
cj

λ(cj)
Kihcj , j ∈ N

}
est relativement compact et alors il en est de même de{

hcj , c > 0
}
.

Alors la compacité de la sphère unité de Fm montre que (fcj)j admet une sous suite
convergente, en norme de L2(Ω), vers une certaine fonction

f ∈ Fm, ‖f‖L2(Ω) = 1.
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D’autre part, (hcj)j admet aussi une sous suite convergente (en norme de L2([a, b])) vers
une fonction h ∈ L2([a, b]) de norme 1.
D’après le Lemme de Fatou,

lim inf
j→+∞

∫
RN

∣∣∣f̂cj(ζ)
∣∣∣2 dζ ∫ b

a
∆(β, ζ, ρ)

∣∣∣hcj(ρ)
∣∣∣2 dρ ≥ ∫

RN

∣∣∣f̂(ζ)
∣∣∣2 dζ ∫ b

a
∆(β, ζ, ρ) |h(ρ)|2 dρ > 0.

En particulier

lim inf
j→+∞

λ(cj)
∫
RN

∣∣∣f̂cj(ζ)
∣∣∣2 dζ ∫ b

a
∆(β, ζ, ρ)

∣∣∣hcj(ρ)
∣∣∣2 dρ = +∞.

Ainsi, pour chaque m ∈ N,
ρm(β) > 1

pour une constante c assez grande. D’où

ρ1(β) ≥ ρ2(β)... ≥ ρm(β) > 1

et alors il existe
λk ≥ β (k = 1, 2, ...,m)

telles que
ρk(λk) = 1.

Puisque
ress(Gλ) < 1 ∀λ > s(Be)

alors 1 est une valeur propre de Gλk et

λk (k = 1, 2, ...,m)

sont des valeurs propres de
T +Ke + cKi.

�

3.5.3 Un critère d’existence

Dans ce paragarphe, nous donnons un critère pratique d’existence d’au moins une
valeur propre.

Théorème. 3.5.4. On suppose que σ(.) et ke(.) sont constantes. Si

ke + ‖Ki‖
b |Ω|

∫
Ω×Ω

e−(
|SN−1|ke

a
)|x−x′|

|x− x′|N−1 dxdx′ > 1 (3.5.21)

alors T +Ke +Ki admet une valeur propre dans la demi-droite (s(Be),+∞).
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Preuve Comme ke(.) est une constante ke alors la valeur propre principale

S : φ→ keφ(ρ) +
∫ b

a
ki(ρ, ρ′)φ(ρ)dρ′

est égale à
η = ke + ‖Ki‖ .

Soit g la fonction propre associée à la norme de Ki, i.e.

Kig = ‖Ki‖ g.

On note que
(Sg, g) = 1

est équivalent à
η ‖g‖2 = (ke + ‖Ki‖) ‖g‖2 = 1

donc
‖g‖2 = 1

(ke + ‖Ki‖)
.

Soit
ψ(x, v) = 1√

|Ω|
g(ρ)

notons que
(Sψ, ψ)L2(Ω×[a,b]) = 1.

Puisque le rayon spectral de Gλ est donné par

sup
{φ; (Sφ,φ)=1}

(SGλφ, φ)L2(Ω×[a,b])

alors

rσ(Gλ) ≥ (SGλψ, ψ)L2(Ω×[a,b])

= 1
|Ω|

∫ b

a
dρ

∫
Ω×Ω

e−(λ+σ(ρ)
ρ

)|x−x′|

ρ |x− x′|N−1 dxdx
′

 |Sg(ρ)|2

= (ke + ‖Ki‖)2

|Ω|

∫ b

a
g(ρ)2

∫
Ω×Ω

e−(λ+σ(ρ)
ρ

)|x−x′|

ρ |x− x′|N−1 dxdx
′

 dρ
≥ (ke + ‖Ki‖)2

b |Ω|

∫ b

a
g(ρ)2

∫
Ω×Ω

e−(λ+σ
a

)|x−x′|

|x− x′|N−1 dxdx
′

 dρ
= (ke + ‖Ki‖)2

b |Ω| ‖g‖2
∫

Ω×Ω

e−(λ+σ
a

)|x−x′|

|x− x′|N−1 dxdx
′

= ke + ‖Ki‖
b |Ω|

∫
Ω×Ω

e−(λ+σ
a

)|x−x′|

|x− x′|N−1 dxdx
′.

Notons que
s(Be) = −σ +

∣∣∣SN−1
∣∣∣ ke
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donc

lim
λ→s(Be)

rσ(Gλ) ≥
ke + ‖Ki‖
b |Ω|

∫
Ω×Ω

e−(
|SN−1|ke

a
)|x−x′|

|x− x′|N−1 dxdx′ > 1

et par conséquent il existe un ν > s(Be) tel que

rσ(Gν) = 1.

Comme
ress(Gλ) < 1 ∀λ > s(Be)

alors 1 est une valeur propre de Gν et donc ν est une valeur propre de T +Ke +Ki.

�

Nous donnons maitenant une estimation du paramètre défini dans (3.5.21).

Proposition. 3.5.1. Soit

I := ke + ‖Ki‖
b |Ω|

∫
Ω×Ω

e−(
|SN−1|ke

a
)|x−x′|

|x− x′|N−1 dxdx′.

Soit R est la taille de Ω (i.e. le rayon de la plus grande boule contenue dans Ω). Alors

I ≥ ke + ‖Ki‖
b |Ω|

∣∣∣SN−1
∣∣∣ (τR)N

N

∫|y|<R(1−τ)

e−(
|SN−1|ke

a
)|y|

|y|N−1 dy

 ∀τ ∈ (0, 1) .

En particulier, si Ω est une boule alors

I ≥ (ke + ‖Ki‖)τN
b

∫|y|<R(1−τ)

e−(
|SN−1|ke

a
)|y|

|y|N−1 dy

 .
Preuve Soit R le rayon de la plus grande boule Υ contenue dans Ω. On peut supposer

sans perte de généralité que Υ est centrée à l’origine. On a

∫
Ω×Ω

e−(
|SN−1|ke

a
)|x−x′|

|x− x′|N−1 dxdx′ ≥
∫

Υ×Υ

e−(
|SN−1|ke

a
)|x−x′|

|x− x′|N−1 dxdx′.

D’autre part,

∫
Υ×Υ

e−(
|SN−1|ke

a
)|x−x′|

|x− x′|N−1 dxdx′ =
∫

Υ

∫Υ

e−(
|SN−1|ke

a
)|x−x′|

|x− x′|N−1 dx′

 dx

=
∫

Υ

∫Υ

e−(
|SN−1|ke

a
)|x−x′|

|x− x′|N−1 dx

 dx′

=
∫

Υ

∫Υ−x′

e−(
|SN−1|ke

a
)|y|

|y|N−1 dy

 dx′.
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Notons que Υ − x′ contient une boule ouverte de centre 0 et de rayon R − |x′| . Ainsi
(pour tout 0 < τ < 1)

∫
Υ

∫Υ−x′

e−(
|SN−1|ke

a
)|y|

|y|N−1 dy

 dx′ ≥ ∫
|x′|≤τR

∫|y|<R(1−τ)

e−(
|SN−1|ke

a
)|y|

|y|N−1 dy

 dx′

=

∣∣∣SN−1
∣∣∣ (τR)N

N

∫|y|<R(1−τ)

e−(
|SN−1|ke

a
)|y|

|y|N−1 dy


et

lim
λ→s(Be)

rσ(Gλ) ≥
ke + ‖Ki‖
b |Ω|

∣∣∣SN−1
∣∣∣ (τR)N

N

∫|y|<R(1−τ)

e−(
|SN−1|ke

a
)|y|

|y|N−1 dy

 .
En particulier si Ω est une boule alors

lim
λ→s(Be)

rσ(Gλ) ≥
(ke + ‖Ki‖)τN

b

∫|y|<R(1−τ)

e−(
|SN−1|ke

a
)|y|

|y|N−1 dy

 .
�

Remarque. 3.5.1. Notons que

lim
R→+∞

lim
λ→s(Be)

rσ(Gλ) ≥
(ke + ‖Ki‖)τN

b

∫RN e
−(
|SN−1|ke

a
)|y|

|y|N−1 dy


et par conséquent (puisque τ est arbitrairement inférieur strictement à 1 )

lim
R→+∞

lim
λ→s(Be)

rσ(Gλ) ≥
(ke + ‖Ki‖)

b

∫RN e
−(
|SN−1|ke

a
)|y|

|y|N−1 dy

 .
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Chapitre 4

Modèles neutroniques anisotropes

L’objectif de ce chapitre est de compléter les résultats du chapitre 3 par des résultats
qui ne sont pas liés à l’isotropie des sections efficaces. La plupart des preuves sont très
proches de celles données dans le cas isotrope. C’est pourquoi nous ne les détaillerons pas.
Comme dans le cas isotrope, on dérive une forme quadratique qui joue un rôle clé, mais
donne de résultats moins précis que dans le cas isotrope.
Soit N ∈ N et Ω ∈ RN−1 un ouvert borné convexe. L’espace de vitesses V est composé de
vitesses v = ρω, avec ω ∈ SN−1 (la sphère unité de RN) et

ρ ∈ [a, b], a > 0

et est muni de la mesure de Lebesgue dv = ρN−1dωdρ. On définit l’opérateur de collision
partiellement élastique

K := Ki +Ke

où
Ki : L2(Ω× V ) 3 ϕ→

∫
V
ki(x, v, v′)ϕ(x, v′)dv′ ∈ L2(Ω× V ),

est l’opérateur de collision inélastique et

Ke : L2(Ω× V ) 3 ϕ→
∫
SN−1

ke(x, ρ, ω, ω′)ϕ(x, ρω′)dω′

est l’opérateur de collision élastique. L’opérateur d’advection

T : D(T ) ⊂ L2(Ω× V )→ −v.∂ϕ
∂x
− σ(x, v)ϕ(x, v) ∈ L2(Ω× V )

de domaine
D(T ) =

{
ϕ ∈ L2(Ω× V ), v.∂ϕ

∂x
∈ L2(Ω× V ), ϕ|Γ− = 0

}
où

Γ− := {(x, v) ∈ ∂Ω× V ; v.n(x) < 0} .

Hypothèses générales
Supposons que les sections efficaces sont telles que
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(I)


σ(x, v) = σ(v), et 0 < σ(.) ∈ L∞(V )
ki(x, v, v′) = ki(v, v′)
ke(x, ρ, ω, ω′) = ke(ρ, ω, ω′).

(II)


σ(v) = σ(−v)
ki(v, v′) = ki(−v, v′) = ki(v,−v′)
ke(ρ, ω, ω′) = ke(ρ,−ω, ω′) = ke(ρ, ω,−ω′)

(III) L’opérateur

Ki : L2(V ) 3 ϕ→
∫
V
ki(v, v′)dv′ ∈ L2(V )

est compact.
(IV) L’opérateur

K = Ki +Ke

est auto-adjoint et positif.

4.1 Modéles élastiques

4.1.1 Le spectre de T +Ke

Dans cette section, on décrit le spectre de T+Ke sous des hypothèses que l’on précisera
par la suite.

Spectre de l’opérateur monocinétique

Dans ce pragraphe on rappelle en bref quelques propriétés connues de l’opérateur
monocinétique (voir par exemple [49], [51] et [19]) dont on aura besoin par la suite. On
désigne par l’opérateur monocinétique l’opérateur non borné

T ρ +Kρ
e : D(T ρ +Ke) ⊂ L2(Ω× SN−1)→ L2(Ω× SN−1)

où
Kρ
e : ϕ ∈ L2(Ω× SN−1)→

∫
SN−1

ke(ρ, ω, ω′)ϕ(x, ω′)dω′ ∈ L2(Ω× SN−1),

de domaine

D(T ρ +Kρ
e ) =

{
ϕ ∈ L2(Ω× SN−1) : ω.∂ϕ

∂x
∈ L2(Ω× SN−1), ϕ|Γ− = 0

}

ne dépend pas de ρ et

Γ− =
{

(x, ω) ∈ ∂Ω× SN−1; ω.n(x) < 0
}
.

Notons que
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CHAPITRE 4. MODÈLES NEUTRONIQUES ANISOTROPES

– σ(T ρ) = ∅.

– Comme l’opérateur

Kρ
eR(λ, T ρ) : L2(Ω× SN−1)→ L2(Ω× SN−1)

est compact (voir par exemple [49]). Alors σ(T ρ +Ke) est formé au plus de valeurs
propres isolées de multiplicité algébrique finie.

Pour ρ fixé, si on suppose que

ke(ρ, ω, ω′) > 0 p.p. sur [a, b]× SN−1 × SN−1

alors
σ(T ρ +Kρ

e ) 6= ∅

(voir [29] Théorème 5.16, P.111) et la valeur propre principale est simple.
Nous allons étudier la dépendence en ρ de l’opérateur T ρ +Kρ

e .

Montrons d’abord :

Lemme. 4.1.1. (i) Supposons que pour tout ω ∈ SN−1 on a :

(V) : [a, b] 3 ρ→ σ(ρω) ∈ R+

est continue. Alors
[a, b] 3 ρ→ R(λ, T ρ) ∈ L(L2(Ω× SN−1)

est continue.
(ii) Supposons que

(VI) : [a, b] 3 ρ→ Kρ
e ∈ L(L2(Ω× SN−1)

est continue et si λ /∈ ⋃ρ∈[a,b] σ(T ρ +Kρ
e ) alors

[a, b] 3 ρ→ R(λ, T ρ +Kρ
e ) ∈ L(L2(Ω× SN−1)

est continue.

Preuve
La preuve de (i) est déjà faite dans Lemme.3.2.1.
(ii) On observe que

λ ∈ σ(T ρ +Kρ
e ) si et seulement si 1 ∈ σp(λ− T ρ)−1Kρ

e ).

Considérons le problème

λϕ− T ρϕ−Kρ
eϕ = ψ,∀ψ ∈ L2(Ω× SN−1)

ce qui est équivalent à

ϕ = (1− (λ− T ρ)−1Kρ
e ))−1(λ− T ρ)−1ψ

puisque 1 ∈ ρ(λ− T ρ)−1Kρ
e ).

D’où
R(λ, T ρ +Kρ

e ) = R(1, (λ− T ρ)−1Kρ
e )R(λ, T ρ)

c’est donc la composée de deux applications continues en utilisant le premier point.
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�

Remarque. 4.1.1. Une condition suffisante pour avoir la condition (ii) est que le noyau
de Ke est tel que

[a, b] 3 ρ −→ ke(ρ, ., .) ∈ L2(SN−1 × SN−1)

est continue.

Lemme. 4.1.2. Supposons que (V) et (VI) sont satisfaites. Alors l’ensemble

∪ρ∈[a,b]σ(T ρ +Kρ
e )

est fermé.

Preuve La preuve est similaire à la preuve du cas isotrope (voir Lemme.3.2.2).

�

Théorème. 4.1.1. Supposons que pour tout ω ∈ SN−1

[a, b] 3 ρ→ σ(ρω)

est continue et que
[a, b] 3 ρ→ Kρ

e ∈ L(L2(Ω× SN−1))

est continue. Alors
(i) σ(T +Ke) = ∪ρ∈[a,b]σ(T ρ +Kρ

e )

et
(ii) σ(T +Ke) = σess(T +Ke).

Preuve La preuve de (i) est similaire à celle du Lemme. 3.2.1 et la preuve de (ii) est
similaire à celle de Lemme. 3.2.4.

�

Théorème. 4.1.2. Supposons que pour tout ω ∈ SN−1

[a, b] 3 ρ→ σ(ρω) ∈ R+

est continue et que
[a, b] 3 ρ→ Kρ

e ∈ L(L2(Ω× SN−1))

est continue. Alors

σ((λ− T )−1Ke) = ∪ρ∈[a,b]σ((λ− T ρ)−1Kρ
e ),

et
σ((λ− T )−1Ke) = σess((λ− T )−1Ke).

En particulier
rσ((λ− T )−1Ke) = ress((λ− T )−1Ke).
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Preuve Soit
β ∈

⋃
ρ

σ((λ− T ρ)−1Kρ
e ).

Alors il existe un ρ1 ∈ [a, b] tel que

β ∈ σ((λ− T ρ1)−1Kρ1) = σp((λ− T ρ1)−1Kρ1)

ou d’une façon équivalente il existe ϕ ∈ L2(Ω× SN−1) de norme 1 telle que

βϕ(x, ω) = (λ− T ρ1)−1Kρ1ϕ(x, ω).

Nous définissons pour n assez grand la fonction φn ∈ L2(Ω× [a, b]× SN−1) par

φn(x, ρ, ω) =


√

n

ρN−1
1

ϕ(x, ω) ρ1 ≤ ρ ≤ ρ1 + 1
n
,

0 Sinon.

On a
‖φn‖ = 1

et

βφn − (λ− T )−1Keφn = β

√
n

ρN−1
1

1[ρ1,ρ1+ 1
n

]ϕ(x, ω)−
√

n

ρN−1
1

1[ρ1,ρ1+ 1
n

](λ− T )−1Keϕ(x, ω)

de sorte que

βφn−(λ−T )−1Keφn =
√

n

ρN−1
1

1[ρ1,ρ1+ 1
n

](λ−T ρ1)−1Kρ1)−
√

n

ρN−1
1

1[ρ1,ρ1+ 1
n

](λ−T ρ)−1Kρ).

D’où
∥∥∥βφn − (λ− T )−1Keφn

∥∥∥ ≤ ∫
Ω

∫
SN−1

[
n
∫ ρ1+ 1

n

ρ1

∣∣∣(λ− T ρ1)−1Kρ1ϕ(x, ω)− (λ− T ρ)−1Kρϕ(x, ω)
∣∣∣2]→ 0

quand n→∞.

Il s’ensuit que
β ∈ σ((λ− T )−1Ke).

Si maintenant ρ1 = b, on définit (φn)n par

φn(x, ρ, ω) =


√

n

ρN−1
1

ϕ(x, ω) ρ1 − 1
n
≤ ρ ≤ ρ1,

0 Sinon.

et on montre de la même manière que β ∈ σ((λ− T )−1Ke).

Nous allons montrer que

σ((λ− T )−1Ke) ⊂
⋃
ρ

σ((λ− T ρ)−1Kρ
e ).
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Si 0 ∈ σ((λ− T )−1Ke) 0 ∈ ⋃ρ σ((λ− T ρ)−1Kρ
e ) (puisque Kρ

e est T ρ− compact).
Soit β 6= 0 on procède par l’absurde en supposant que

β /∈
⋃
ρ

σ((λ− T ρ)−1Kρ
e ).

D’autre part, il existe une constante C > 0 telle que∥∥∥(β − (λ− T ρ)−1Kρ
e ))−1

∥∥∥
L(Ω×SN−1)

≤ C, ∀ρ. (4.1.1)

En effet, soit ϕρ telle que

βϕρ − (λ− T ρ)−1Kρ
eϕρ = ψ (‖ψ‖ ≤ 1)

Donc pour résoudre l’équation (4.1.1) il suffit de montrer pour ‖ψ‖ ≤ 1 que

‖ϕρ‖ ≤ C, ∀ρ

on raisonne par l’absurde en supposant l’existence d’une suite (ρn)n telle que ρn → ρ et
que

lim
n→∞

‖ϕρn‖ =∞.

Posons
θn = ϕn

‖ϕn‖
.

Alors
βθn − (λ− T ρn)−1Kρn

e θn = ψ

ϕn

comme le côté droit tend vers zéro lorsque n→∞ alors∣∣∣‖βθn‖ − ∥∥∥(λ− T ρn)−1Kρn
e θn

∥∥∥∣∣∣→ 0

et ∥∥∥(λ− T ρn)−1Kρn
e θn

∥∥∥ = |β| .

Comme la suite (
(λ− T ρn)−1Kρn

e

)
n

est collectivement compacte alors il existe une sous suite de θn de telle sorte que θn → θ

en norme et que
βθ = (λ− T ρ)−1Kρ

e θ,
∥∥∥θ∥∥∥ = 1

ce qui implique que

β ∈ σp((λ− T ρ)−1Kρ
e ) = σ((λ− T ρ)−1Kρ

e )

et conduit à une contradiction.
Soit maintenant β /∈ ⋃ρ σ((λ− T ρ)−1Kρ

e ). Considérons le problème

βϕ− (λ− T )−1Keϕ = ψ, ψ ∈ L2(Ω× [a, b]× SN−1)
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alors pour tout ρ ∈ [a, b] l’équation

(β − (λ− T ρ)−1Kρ
e )ϕ(., ρ, .) = ψ(., ρ, .)

admet une solution unique ϕ(., ρ, .) ∈ L2(Ω× SN−1) (dépend de ρ) et

‖ϕ(., ρ, .)‖(L2(Ω×SN−1) ≤
∥∥∥(β − (λ− T ρ)−1Kρ

e ))−1
∥∥∥
L(Ω×SN−1)

‖ψ(., ρ, .)‖L2(Ω×SN−1)

D’après (4.1.1)
‖ϕ(., ρ, .)‖L2(Ω×SN−1) ≤ C ‖ψ(., ρ, .)‖L2(Ω×SN−1) .

En intégrant en ρ ∈ [a, b] on obtient

‖ϕ‖L2(Ω×[a,b]×SN−1) ≤ C ‖ψ‖L2(Ω×[a,b]×SN−1)

de sorte que
β /∈ σ((λ− T )−1Ke))−1).

Soit β ∈ ⋃ρ σ((λ− T ρ)−1Kρ
e ).

On voit facilement que

φn ⇀ 0 (faiblement) quand n→∞

et donc ⋃
ρ

σ((λ− T ρ)−1Kρ
e ) ⊂ σess((λ− T )−1Ke).

D’où
σ((λ− T )−1Ke) = σess((λ− T )−1Ke).

�

4.2 Modèles partiellement élastiques

4.2.1 Le spectre essentiel de T +Ke +Ki

Soit
ki : [a, b]× [a, b]× SN−1 × SN−1 → R+

le noyau de collision inélastique, et soit

Ki : L2(Ω× SN−1 × [a, b])→ L2(Ω× SN−1 × [a, b])

Kiϕ(v) =
∫
V
ki(v, v′)ϕ(x, v′)dv′

l’opérateur de collision inélastique. Soit

T +Ke +Ki : D(T ) ⊂ L2(Ω× SN−1 × [a, b])→ L2(Ω× SN−1 × [a, b])

l’opérateur de transport de neutrons partiellement élastique avec l’opérateur de collision

K := Ke +Ki.

On a le :
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Théorème. 4.2.1. Supposons que l’hypothèse (III) soit satisfaite. Alors

σess(T +Ke +Ki) = σess(T +Ke) = σ(T +Ke).

Preuve Notons que l’opérateurKi est T -compact et donc on a d’après le Corollaire.1.3.1

σess(T +Ke +Ki) = σess(T +Ke)

et le Théorème. 4.1.1 finit la preuve.

�

4.2.2 Le spectre ponctuel réel de T +Ke +Ki

On s’intéresse aux valeurs propres réelles de l’opérateur de transport partiellement
élastique

T +Ke +Ki.

Considérons le problème spectral

Tϕ+Keϕ+Kiϕ = λϕ, ϕ ∈ D(T ) λ > s(T )

ce qui est équivalent à
ϕ = (λ− T )−1(Ke +Ki)ϕ

Soit
Gλ := (λ− T )−1(Ke +Ki).

Lemme. 4.2.1. Supposons que les hypothèses (I), (II) et (IV) soit satisfaites. Alors
l’opérateur Gλ est symétrisable par K.

Preuve. Soit ϕ, φ ∈ L2(Ω× V )

(KGλϕ, φ) = ((λ− T )−1Kϕ,Kφ)

=
∫

Ω×V
(Kφ)(x, v)

∫ s(x,v)

0
e−(λ+σ(v))s(Kϕ)(x− sv, v)ds

=
∫

Ω×V
(Kφ)(x,−v)

∫ s(x,−v)

0
e−(λ+σ(−v))s(Kϕ)(x+ sv,−v)ds

=
∫

Ω×V
(Kφ)(x, v)

∫ s(x,−v)

0
e−(λ+σ(v))s(Kϕ)(x+ sv, v)ds

=
∫

Ω×V
(Kφ)(x, v)(λ− T ∗)−1Kϕ

= ((λ− T ∗)−1Kϕ,Kφ) = (Kϕ, (λ− T )−1Kφ) = (ϕ,KGλφ)

�
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Soit n ∈ N, En ⊂ L2(Ω× V ) un sous espace de dimension n et I ⊂ R un intervalle de R.
Nous définissons le paramètre

ρn(λ) := sup
En

inf
{φ∈En,(Sφ,φ)=1}

(SGλφ, φ). (4.2.2)

Alors d’apres le Lemme.3.4.1 les courbes

I 3 λ→ ρn

sont continues.
Comme dans le Lemme.3.4.3 on montre :

Lemme. 4.2.2. Supposons que les hypothèses (I), (II), (III), (IV),(V) et (VI) soit
satisfaites. Alors on a

ress(Gλ) = 1
où λ = s(T +Ke).

Lemme. 4.2.3. Supposons que les hypothèses (I), (II), (III), (IV),(V) et (VI) soit
satisfaites.
Soit

I1 = ∪{ε>0:rσ(Gλ) >rσ((λ−T )−1Ke), λ∈[λ,λ+ε] }[λ, λ+ ε]
et soit

α1 := sup{λ;λ ∈ I1}.

Alors rσ(Gα1) < 1. Plus généralement, on pose

In = ∪{ε>0: ρn(λ) >ress(Gλ), λ∈[λ,λ+ε] }[λ, λ+ ε]

et on définit
αn := sup{λ;λ ∈ In}.

Alors
ρn(αn) < 1.

Preuve La preuve est similaire à celle du Lemme.3.4.4.

�

On finit cette section par le

Théorème. 4.2.2. Supposons que les hypothèses (I), (II), (III),(IV), (V) et (VI)
soit satisfaites. Alors le nombre de valeurs propres de T + Ke + Ki situées à (λ,∞) est
égal au moins au nombre de valeurs propres de Gλ supérieures à 1 où λ = s(T +Ke).

Remarque. 4.2.1. Contrairement au cas isotrope, on ne sait pas montrer que les courbes

[s(T +Ke), αn] 3 λ→ ρn(λ)

sont décroissantes. Alors, a priori, une courbe ρn(.) peut couper la droite ρ = 1 plusieurs
fois et donner plusieurs valeurs propres de T + Ke + Ki. C’est en ce sens que la théorie
anisotrope est moins précise que la théorie isotrope.
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4.2.3 L’existence pour de domaines larges

Les résultats de cette section généralisent ceux de la section 3.5.1

Théorème. 4.2.3. Pour tout λ > − inf σ(.), on a

(KGλϕ, ϕ) =
∫
RN
dξ
∫
V

(σ(v) + λ) |Kϕ̂(ξ, v)|2

(σ(v) + λ)2 + (v.ξ)2 . (4.2.3)

où ϕ̂ est la transformation de Fourier de ϕ par rapport à la variable d’espace x.

Preuve Grâce à la convexité de Ω

(λ− T )−1ϕ = RΩ(λ− T∞)−1Eϕ

où Eϕ est l’extension triviale de ϕ à l’extérieur de Ω,

RΩ : L2(RN × V )→ L2(Ω× V )

est l’opérateur de restriction à Ω, et

(λ− T∞)−1 : ψ ∈ L2(RN × V )→
∫ ∞

0
e−(λ+σ(v))sψ(x− sv, v)ds.

D’où

(KGλϕ, ϕ)L2(Ω×V ) = (Kλ− T )−1Kϕ,ϕ)L2(Ω×V )

= (KRΩλ− T∞)−1EKϕ,ϕ)L2(Ω×V )

= (RΩK(λ− T∞)−1KEϕ,ϕ)L2(Ω×V )

= (RΩK(λ− T∞)−1KEϕ,Eϕ)L2(Ω×V )

= (K(λ− T∞)−1KEϕ,Eϕ)L2(RN×V )

= ((λ− T∞)−1KEϕ,KEϕ)L2(RN×V )

D’autre part la transformation de Fourier (par rapport à la variable d’espace) de (λ −
T∞)−1ϕ égale

1
λ+ σ(v) + iv.ξ

ϕ̂(ξ, v)

Enfin l’inégalité de Parseval donne

((λ− T∞)−1KEϕ,KEϕ)L2(RN×V ) =
∫
V
dv
∫
RN

∣∣∣K̂Eϕ(ξ, v)
∣∣∣2

λ+ σ(v) + iv.ξ

=
∫
V
dv
∫
RN

(λ+ σ(v))
∣∣∣K̂Eϕ(ξ, v)

∣∣∣2
(λ+ σ(v))2 + (v.ξ)2

−
∫
V
dv
∫
RN

(ξ.v)
∣∣∣K̂Eϕ(ξ, v)

∣∣∣2
(λ+ σ(v))2 + (v.ξ)2

le dernier terme est nul puisque la fonction v →
(ξ.v)

∣∣∣K̂Eϕ(ξ,v)
∣∣∣2

(λ+σ(v))2+(v.ξ)2 est impaire.
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CHAPITRE 4. MODÈLES NEUTRONIQUES ANISOTROPES

�

On définit l’opérateur de transport partiellement élastique homogène en espace par

Bϕ = −σ(v)ϕ(v) +
∫
SN−1

ke(ρ, ω, ω′)ϕ(ρω′)dω′ +
∫
V
ki(v, v′)ϕ(v′)dv′ = Beϕ+Biϕ

et
s(Be) := sup {λ, λ ∈ σ(Be)}

sa borne spectrale.

Théorème. 4.2.4. σ(B) ∩ {λ, λ > s(Be)} n’est pas vide si et seulement si

lim
λ→s(Be)

rσ(B̃λ) > 1

où
B̃λ : L2(V ) 3 ϕ→ Kϕ(.)

λ+ σ(.) . (4.2.4)

Preuve. La preuve est similaire à celle du Théorème. 3.5.1.

�

Soit
Ωα = αΩ1

où Ω1 un ouvert borné convexe contient 0 et α est un réel positif.
Un changement de variables montre que le problème spectral

Gλϕ = µϕ, ϕ ∈ L2(Ωα × V )

est équivalent à
Gα
λψ = µψ, ψ ∈ L2(Ω1 × V )

où
ψ(x, ρ) = ϕ(αx, ρ) x ∈ Ω1.

Le spectre ponctuel de Gλ sur l’espace

L2(Ωα × V )

est égal à celui Gα
λ sur l’espace de

L2(Ω1 × V ).

On peut montrer que

(KGα
λψ, ψ) =

∫
RN
dξ
∫
V

(σ(v) + λ)
∣∣∣Kψ̂(ξ, v)

∣∣∣2
(σ(v) + λ)2 + (v.ξ

α
)2

dv. (4.2.5)

où
ψ̂(ξ, v) = (2π)

−N
2

∫
Ω1
ψ(x, v)eix.ξdx.

On a le :

97



Lemme. 4.2.4. On désigne par ρm(λ, α) (m ∈ N) les paramètres définis dans (4.2.2)
associés à l’opérateur Gα

λ . Alors

(i) Pour tout m ∈ N

ρm(λ, α) ≤ rσ(B̃λ), ∀α ∈ R+,∀λ > s(Be).

(ii) Pour chaque c > s(Be) et m ∈ N,

ρm(λ, α)→ rσ(B̃λ) quand α→∞

uniformément λ ∈ [c,+∞[.

Comme dans le cas isotrope (Théorème. 3.5.2) on montre le :

Théorème. 4.2.5. (i) Si σ(B) ∩ {λ, λ > s(Be)} = ∅ alors

σ(T +Ke +Ki) ∩ {λ, λ > s(Be)} = ∅

indépendemment de la taille de Ω.

(ii) Inversement, soit σ(B) ∩ {λ, λ > s(Be)} 6= ∅ et soit λ la valeur prore principale
de B. Alors pour chaque β < λ (β > s(Be)) et pour chaque m ∈ N

σ(T +Ke +Ki) ∩ {λ, λ > β}

contient au moins m valeures propres si la taille Ω suffisamment grand.
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