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Introduction générale

Résumé :Cette thése est composée de deux parties distinctes. La premiére partie est
consacrée a la théorie spectrale des opérateurs symétrisables non compacts dans les espaces
de Hilbert. En particulier nous analysons le spectre discret situé en dehors du disque spec-
tral essentiel. La deuxieme partie de cette thése est consacrée entre autre au spectre discret
réel d’équations neutroniques partiellement élastiques. Nous montrons comment [’étude de
cette partie du spectre se ramene a [’analyse spectrale d’une classe d’opérateurs bornés non
compacts et symétrisables.

Les équations neutroniques régissent le comportement de la densité des neutrons dans
un réacteur nucléaire. Les modeles classiques (inélastiques) sont de la forme

dp ¢ / ' —
5 + v + o(z,v)p(x,v,t) — /V ki(z,v,v")o(xz, v, t)dv" =0 (0.0.1)

avec la condition aux limites
o(x,v,t) =0, sixz € I et v.n(z) <0 (0.0.2)

et la condition initiale

p(2,0,0) = ¢ (0.0.3)
ou (z,v,t) € A x V x R, Q C R? est un ouvert borné régulier de frontiere 99, V C R?
est un fermé (typiquement une couronne munie de la mesure de Lebesgue dv) qui désigne
I'ensemble des vitesses admissibles et n(x) est la normale extérieure en x € 0f). Les
parameétres physiques o(.,.) et k;, sont supposés indépendants du temps et sont appelés
respectivement la fréquence de collisions et le noyau de collisions.
Pour les considérations physiques sur ces modeles, on pourra consulter par exemple les
ouvrages [6] et ([12], Chapitre XXI, paragraphe 1).
Il est connu que ces équations sont bien posées au sens de la théorie des semigroupes (voir
par exemple [19], [53], [20]...). Le probléeme s’écrit sous la forme d'un probléme de Cauchy
dans Pespace LP(Q2 x Vidx ® dv) (1 < p < o0)

d
d—f = —U.g(p —o(z,v)p(r,v,t) —I—/ ki(z,v, v )o(x, v t)dv" = T + K;p (0.0.4)
T v

ol
@t e0,+o0]— p(t) € LP(Q x V;dx ® dv)



est continue et vérifie

©(0) = ¢ol., ) (0.0.5)
et ou T' désigne 'opérateur d’absorption
T:D(T)>p— —v.gi —o(z,v)p(z,v) € LP(2 x V)
de domaine
D(T) = {gp e LP(Q x V),v.gi eLPOQxV), op_ = 0}

ol
' :={(z,v) € 902 x V; v.n(x) <0}.

Il existe une théorie de traces (voir [3], [8],[9],[5] et [55]) qui permet de donner un sens a

Pir_-
L’opérateur T engendre un Cy— semigroupe d’absorption

U(t)p(z,v) = e o 7@ 00—t 0)1

ou

7(z,v) :=inf {s > 0,z — sv & Q}

est le premier temps de sortie du domaine Q. L’opérateur intégral (en vitesse),
K, : LP(Qx V)2 p— / ki(z, v, v )o(x, v t)dv (0.0.6)
1%

appelé l'opérateur de collision est borné dans LP(Q2 x V') pour la plupart des modeles
physiques [7],[33]. Par un théoréme de perturbation classique 'opérateur de transport

T+ K;

engendre un Cp—semigroupe (V' (t)):>0, dit semigroupe de transport, qui résout le pro-
bléeme d’évolution (0.0.1)-(0.0.3). L’étude du comportement asymptotique en temps (t —
o0) de la solution du probleme (0.0.4)-(0.0.5) est un sujet classique et important en théorie
des réacteurs nucléaires. Cette étude fait apparaitre 'importance des propriétés spectrales
de ces équations.

Nous rappellons que le spectre de T' est vide si les vitesses sont minorées (0 ¢ V) (le
semi groupe d’absorption est nilpotent). Par contre, si les vitesses ne sont pas minorées
(0 € V) le spectre de T' est donné par un demi-plan

AT RA < =A%)

ou \* désigne un parametre qui se calcule a partir de la fréquence de collision o.
On a aussi

o(U(t) = {u:|nl <e™'}.
Dans la plupart des modeles physiques, 'opérateur de collision K; est T-compact dans
LP(Qx V) ie
K;:D(T)CLP(QAxV)—= LP(QxV)
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est compact (ou D(T') est muni de la norme du graphe) (voir par exemple [48], [16],[17]
et [29] Chapitre 4). Il s’ensuit que

Oess(T + K;) = 0ess(T) = {X : RA < =X}

et que
o(T+ K;)N{A: RA> —\"}

est formé au plus des valeurs propres isolées de multiplicité algébrique finie.
L’approche classique (voir J. Lehner et M. Wing [26]) du comportement asymptotique
du semigroupe de transport (V' (t));>o consiste a 'exprimer comme une transformation de
Laplace inverse de la résolvante de son générateur (voir [36] Corollary 7.5, p.29)
Vt)go = —— Tim [ MO =T — K" opd) (¢ > 0)
= — lim e -T-K;
Yo 28 Y= J iy 7o
(ou p est assez grand), a deplacer a gauche le chemin d’intégration, a récupérer les résidus
(les projecteurs spectraux P;) et obtenir une décomposition de type

V(t)po =Y eM'ei Pipy + R(t, o)
j=1
ou
D; = (T+K;— \))P;.

Le reste R(t, o) est transitoire (i.e. négligeable) quand ¢t — oo, plus précisément
R(t, o) = O(e™)

ou

B < min (R)))

1<j<m

si la donnée initiale o € D((T + K;)?). L’inconvénient de cette approche est qu’elle
impose une donnée initiale réguliére pour controler le terme transitoire (voir par exemple
([7] , [28] et [23]). Pour s’affranchir de cette contrainte, I. Vidav [53] a montré qu’il fallait
étudier les propriétés spectrales du semigroupe V' (t);>¢ plutdt que celles du générateur
T + K; en raison de 'absence (en général) de théoreme d’application spectrale reliant le
spectre continu du générateur a celui du semigroupe.

En effet, on exprime le semigroupe par une série de Dyson-Phillips

V(t)=>_U;), (0.0.7)
§=0
ou ]
Up(t) = U(t) et Upir(t) :/ Us(t — 8)K,U;(s)ds, j >0, ¢ >0,
0
Si un reste

Rit) = U0




est compact alors
Tess(V (1)) < e

(ol g5 désigne le rayon essentiel, ¢’est-a-dire le rayon du plus petit disque fermé contenant
le spectre essentiel de (V'(¢))>0)-
Il s’ensuit que

o(V(E) O {ps fnl > e}
est formé au plus de valeurs propres isolées de multiplicité algébrique finie. Alors I'esti-
mation du terme transitoire R(t) dans la décomposition

V(t)=>eM'ePiP; + R(t)
j=1

est un O(e?t) en norme d’opérateurs ou

B < 1g}i§nm(§)?)\j).

Pour la compacité d'un reste de la série de Dyson-Phillips, voir par exemple [54],[18], [28]
et [32]. Ainsi les modeles neutroniques inélastiques sont bien compris a I’heure actuelle.
Des modeles neutroniques plus complexes combinant des opérateurs de collision classiques
(inélastiques) et des opérateurs de collision élastiques sont apparus plus tardivement en
1974 [22]. (Des modeles similaires apparaissent en théorie des semiconducteurs, voir par
exemple [2]). Les opérateurs de collision élastiques décrivent les chocs élastiques entre les
neutrons et le milieu ambiant et sont de la forme

(Kep)(z, p,w) = /S2 ke(, p,w,w')p(z, pu')dw’ (0.0.8)
ol v € V s’écrit sous forme polaire
v=|v]w=pw,we S

Ainsi les équations partiellement élastiques sont de la forme

9, 9,
9 _ —v.—sp—a(x,v)cp(x,v,t)—i—/ ki(x,v,v’)gp(x,v/,t)dv’—l—/ ke(x, p,w, o t)o(x, pu', t)dw
at @l’ 1% S2

= T+ Kip+ Kep

La présence d’opérateurs neutroniques ¢élastiques change complétement la structure géné-
rale du spectre du génerateur
T+ K.+ K.

Si 0 ¢ V alors le spectre de

est formé d’une réunion de courbes et de points isolés.
Si 0 € V alors le spectre de T'+ K, + K; est formé du demi-plan

{MRA < ="}
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d’une réunion de courbes et des points isolés (voir [22]).

Contrairement a 'opérateur de collision inélastique K;, 'opérateur de collision élastique
K, n’a pas de propriétés de "moyenne en vitesse' intéressantes. Ce qui explique le manque
de compacité et pourrait "expliquer" la présence de courbes spectrales.

Une maniere plus claire d’exprimer la présence de courbes spectrales est de noter que

I'opérateur neutronique élastique
T+ K.

s'identifie a une famille d’opérateurs monocinétiques indexée par p
(17 + Ké?)pé[a,b]'
Chaque opérateur 7% + K? opére sur
LP(Q x §?).

Chacun de ces opérateurs monocinétiques a un spectre purement discret (voir par exemple
[49] et [51]) et on montre que

oT+K.)= |J o(Tr+ K?).

pEla,b]

Ce sont donc les valeurs propres de 7% + K? qui "bougent" avec p pour "décrire des
courbes'. La théorie spectrale du semigroupe neutronique partiellement élastique

(6t(T+K5+Ki))tZO

a été faite par M. Sbihi [39]. Il a montré en particulier les résultats spéctraux suivants :
Tess (€ THEHED) 1 0) = s (€ THE)129).
En particulier
Oess(T + Ke + K;) = 0e5s(T + K.) = o(T + K.).

Il s’ensuit que le spectre asymptotique
Ous(T+ K.+ K;) =0(T+ K.+ K;) N {\RA > s(T + K.)}

est formé au plus de valeurs propres isolées de multiplicité algébrique finie.
L’objectif de cette these est d’analyser le plus finement possible le spectre asymptotique
réel i.e

ous(T + K. + K;) NR.

La stratégie générale est la suivante :

Le probleme spectral
To+ Kp=Ap, A > s(T)

est équivalent a
o=AN-T)"Kg.




Donc A est une valeur propre de 'opérateur de transport partiellement élastique si et
seulement si 1 est une valeur propre de 'opérateur borné

G)\ = ()\ — T)ilK.

L’opérateur G\ n’est pas compact (en raison de la présence de U'opérateur élastique K.).
Bien siir cet opérateur n’est pas symétrique. Néanmoins cet opérateur est symétrisable
par K i.e

KG)

est symétrique. D’ou I'importance d’avoir des résultats spectraux sur les opérateurs sy-
meétrisables non compacts dans les espaces de Hilbert ; c¢’est 'objet du chapitre 2.
On dit qu'un opérateur borné G est symérisable par un opérateur auto-adjoint positif S
si SG est auto-adjoint

SG =G*S.

Il existe une littérature considérable sur les opérateurs symétrisables, en particulier sur la
théorie spectrale des opérateurs pleinement symétrisables a puissance compacte. Citons
par exemple W.T Reid [37], P.D. Lax [24]. L’objectif du Chapitre 2 est d’étendre la théorie
de Reid [37], les résultats de Nieto [35] et des résultats récents de [27].
Détaillons a présent le contenu de chacun des chapitres :
Le CHAPITRE 1
Dans ce chapitre nous rappellons I’essentiel de notations et résultats classiques dont nous
avons besoin pour la suite de la theése. D’abord nous rappellons quelques définitions et
résultats sur la théorie spectrale des opérateurs non bornés dans les espaces de Banach.
Ensuite nous rappellons les résultats de compacité pour les opérateurs de transport par-
tiellement élastiques. De plus nous donnons quelques résultats spectraux concernant les
opérateurs positifs dans les espaces de LP) (qui laissant invariant le céne des fonctions
positives). Enfin nous définissons quelques classes d’opérateurs symétrisables et nous pré-
sentons quelques résultats spectraux connus les concernant.
Le CHAPITRE 2
Soit H un espace de Hilbert complexe et soit G € L(H), S € L(H) un opérateur auto-
adjoint positif. Soit

Hy := Ker(S), Hy, = H- =S8

ou &S désigne I'image de S, et soit P la projection orthogonale sur Hy. On définit G e
L(H,) par
G:x € Hy— PGx € H,.

Nous définissons les parametres :
at(G) :=1inf {\ > 0; o(G) N (A, +00) est constitué au plus de spectre discret} ,
a (G) :=sup{A < 0; o(G) N (—o0,\) est constitué au plus de spectre discret},

ou le spectre discret désigne les valeurs propres isolées de multiplicité algébrique finie.
Pour tout entier n on définit le parametre

ot = sup inf (SGz,z), neN
En€Vy €En,(Sz,2)=1
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ou V, est la classe des sous espaces E,, de 3(S) de dimension n.

D’abord nous donnons une méthode (inspirée du travail de W. Reid [37]) qui permet de
construire toutes les valeurs propres réelles situées a 'extérieur de l'intervalle spectral
essentiel

(™(G),a™(G)).

Ensuite nous donnons des caractérisations variationnelles de ces valeurs propres de types
sup — inf et inf —sup. En particulier, nous démontrons que si pour un entier n on a

ot > a’(G),

alors I'opérateur G a au moins n valeurs propres supérieures a at(G).
Si tous les o sont strictement supérieurs a ot (@) alors ils forment une suite de valeurs
propres de G qui converge vers at(G). Sinon, soit m € N le plus grand entier qui vérifie

at > a’(G);

si en plus G vérifie

|G| < c|VSz| Vo € H (0.0.9)

avec ¢ une constante positive, alors nous montrons que

at =a®(G) Vn > m.

n

Enfin nous montrons que, si 'opérateur G est fortement symétrisable (i.e ker(S) C ker(G))
alors G et G ont les mémes valeurs propres isolées, la méme multiplicité de podles corres-
pondants et la méme multiplicité des valeurs propres. On montre aussi que le spectre de
Weyl de G égal a celui de G. Nous montrons également lorsque G vérifie I'inégalité (0.0.9)
que le spectre essentiel de Schechter de G est égal a son spectre essentiel de Weyl.

Le CHAPITRE 3

Ce chapitre est consacré a la théorie spectrale d’opérateurs neutroniques partiellement
élastiques et isotropes c¢’est-a-dire dont les sections efficaces ne dépendent pas des direc-
tions des vitesses. Cette hypothese d’isotropie permet d’obtenir des résultats trés précis et
de présenter une théorie compléte. (Cela n’empéche pas que de nombreux résultats restent
valables sans I'hypothese d’isotropie, voir le Chapitre 4).

Nous montrons tout d’abord que 'opérateur neutronique élastique

T+ K.
s’identifie a une famille d’opérateurs monocinétiques indéxée par le module de vitesses
(7 + Ké))pe[ayb}'

On montre alors que
oT+K.)= |J o(T"+ K?).
pEla,b]
En particulier
(T + K,) = 0ess (T + K.).




Nous montrons que le spectre essentiel de I’opérateur neutronique partiellement élastique
T+ K.+ K;
coincide avec le spectre de sa partie élastique
Oess(T + Ke + K;) = o(T + K.).
Cela résulte du fait que K; est (T + K.)-compact. En particulier
o(T+ K.+ K) N{\RA > s(T+ K.)}

(s(T'+ K.) est la borne spectrale de T'+ K. ) est formé au plus de valeurs propres isolées
de multiplicité algébrique finie. Nous montrons aussi que ce spectre ponctuel est réel.
Nous montrons que A\ > s(T + K.) est une valeur propre de l'opérateur neutronique
partiellement élastique si et seulement si 1 est une valeur propre de 'opérateur

Gyr:=(A-T)"Y K.+ K;)
puis nous montrons que G est symétrisable par
K=K, .+ K.

C’est a ce niveau que se fait le lien avec la théorie spectrale des opérateurs symétrisables
du Chapitre 2.

Nous montrons que le nombre de valeurs propres de l'opérateur neutronique augmente
indéfiniment quand la taille du domaine spatial 2 (définie comme le rayon de la plus
grande boule contenue dans €2) augmente. Nous montrons aussi que toutes ces valeurs
propres tendent vers la borne spectrale de 'opérateur neutronique partiellement élastique
homogene (en espace) quand la taille de 2 tend vers l'infini. Enfin, nous donnons un
critere d’existence d’au moins une valeur propre.

Une forme quadratique liée a 'opérateur symmeétrisable G joue un role essentiel dans ce
travail ainsi que les principes variationnels caractérisant le spectre discret en dehors du
disque spectral essentiel.

Le CHAPITRE 4

Ce chapitre compléte le chapitre précédent consacré aux modeles isotropes. Nous étendons
de nombreux résultats spectraux du chapitre 3 aux modeles non isotropes. On dispose
aussi d’'une forme quadratique dans le cas anisotrope mais qui ne permet pas d’obtenir
tous les résultats du modele isotrope.



Chapitre 1

Quelques rappels

1.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est de rappeler ’essentiel des notions et résultats utilisés tout
au long de ce travail. Tout d’abord, nous rappelons quelques définitions et résultats sur
la théorie spectrale des opérateurs non bornés dans les espaces de Banach. Ensuite nous
donnons quelques résultats récents de compacité pour des modeles cinétiques partiellement
élastiques. En outre, nous rappellons des résultats concernant les propriétés spectrales des
opérateurs positifs dans les espaces ordonnés (i.e laissant invariant le cone positif). Enfin
nous examinons les opérateurs symétrisables et présentons leur théorie spectrale.

1.2 Théorie spectrale des opérateurs

Soit H un espace de Banach complexe et
T:D(T)cH—H
un opérateur linéaire non borné et fermé. On appelle ensemble résolvant de T, I’ensemble
p(T) :={Ae€ C; A\ =T :D(T) — H est bijectif} .

Son complémentaire dans le plan complexe s’appelle le spectre de T et sera noté (7).
On notera que si A € p(T)

AN-T)"'":H—D(T)CH
est défini sur tout I'espace et est fermé. Par le théoreme du graphe fermé, il est borné
(A=T)" e L(H).

Cet opérateur est appelé la résolvante de T' et est noté parfois R(A, 7). On a alors les
résultats fondamentaux suivants :
L’ensemble resolvant p(7) est un ouvert du plan complexe et

Xep(T) — AN=T)" e L(H)
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est analytique sur chaque composante connexe de p(7'). La résolvante satisfait a I’équation
fonctionnelle suivante dite identité de la résolvante

ROT) — R(8,T) = (8 — VRO T)R(B,T) VA, 5 € p(T).

Le spectre de T' est donc un fermé de C, et si de plus 'opérateur T" est borné, alors o(7)
est un compact non vide. On appelle alors son rayon spectral de T le réel

ro(T) :=sup{|A|; A € o(T)}.

On a aussi

1
n

re(T) = nlgglo "

Lorsque T' n’est pas borné, un parametre utile pour localiser son spectre est donné par la
borne spectrale

s(T):=sup{RA: Aea(T)}.
Le spectre d’un opérateur fermé est généralement décomposé de la maniére suivante :
0,(T) == {X\; A — T n’est pas injectif}
qu’on appelle le spectre ponctuel,
0o(T) :={ M\ A =T est injectif, non surjectif et & image dense }
qu’on appelle le spectre continu et
o.(T) := {\; A =T a image non dense}

qu’on appelle le spectre résiduel. On note le noyau de T par

ker(T) :={x € D(T); Tx = 0}.

Le noyau d'un opérateur fermé est un sous espace fermé. Un élement de o,(T) est dit
valeur propre, il lui correspond un 0 # x € D(T') tel que Tx = Az que l'on appelle vecteur
propre correspondant a A. Le spectre ponctuel approché

0ap(T) :={X; (A =T) n’est pas injéctif ou est & image non fermée} .

On a toujours
o(T) = 045p(T) U0, (T) et 0,(T) C 04p(T),

mais les deux ensembles o,(T") et 0,,(T") ne sont pas nécessairement disjoints.

La proposition suivante justifie 'appellation de spectre ponctuel approché.

Proposition. 1.2.1. Soit A € o(T'). Alors X\ € 0,,(T) si et seulement s’il existe une suite
(xn)n C D(T), telle que

|zl =1 et [[(N—=T)z,|| — 0 quand n — oo.

Un intérét particulier mérite d’étre accordé aux valeurs propres isolées.

12



CHAPITRE 1. QUELQUES RAPPELS

Valeurs propres isolées de multiplicité algébrique finie

Soit Ag € C un point isolé de o(T"). La fonction A — R(A, T) est alors définie dans un
voisinage de ce point (mais privé de 0) et on peut donc la développer en série de Laurent
autour de ce point :

ROT) =Y (A=X)"T (1.2.1)

keZ

pour tout 0 < |\ — Xg| < d (0 petit de sorte que o(T) N D(Ag,d) = {No}). Le coefficient
Ty € L(H) est donné par l'intégrale de Dunford

n:?/R@jvdmkez
2im Jy (A= Xg)Ft1

ou v est le cercle de centre 0 et de rayon g parcouru une fois dans le sens direct. Le
résidu Ty € L(H) est une projection, notée P, et appelée projection spectrale associée
a Ag. Sl existe un n > 0 tel que T, # 0 et T, = 0 pour tout £k > n alors on dira
que Ao est un pdle (d’ordre n) de la résolvante R(.,T"). On montre alors que g est une
valeur propre. C’est le cas lorsque Py, est de rang fini, et alors le rang est appelée la
multiplicité algébrique de \g. Lorsque cette derniere vaut un, la valeur propre g est dite

algébriquement simple. Pour plus de détails on pourra par exemple voir ([15] p.230, Kato
[21], p.180).

Spectre essentiel

Le spectre essentiel joue un réle important en théorie spectrale mais, il n’existe pas
de définition unanimement acceptée pour cette notion. De nombreuses définitions, non
équivalentes (mais qui coincident pour les opérateurs auto-adjoints dans les espaces de
Hilbert voir par exemple [14] Théoreme 1.6, p.417) existent dans la littérature. On se
bornera a la plus classique que 'on peut consulter, par exemple, dans 'ouvrage de M.
Schechter ([42], p.14).

Définition. 1.2.1. On appellera spectre essentiel de T [’ensemble
Oess(T) == (| o(T+K),
KeK(H)

ot K(H) désigne l’espace des opérateurs compacts de H dans H.
On constate que oess(T) est un sous-ensemble fermé de o(T'). Il représente la partie de
o(T) invariante par perturbation de T par tout opérateur compact. On a donc

Oess(T + K) = 005s(T),VK € K(H).

Remarque. 1.2.1. Le complémentaire de o..(T) se caractérise en terme d’indice de
Fredholm. En effet, X\ ¢ 0.s5(T) si et seulement si A — T est un opérateur de Fredholm
d’indice zéro ([42], Théoréme 4.5, p 15).

Lorsque H est de dimension infinie et T est un opérateur borné, o(T) est un compact non
vide, son rayon spectral essentiel est défini alors par

Tess(T) = sup {|A|, A € 0ess(T) }.
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Il peut étre caractérisé par

Tess(T) = 1inf {r > 0, A € o(T'), |A\| > r est un pdle de multiplicité algébrique finie} .

(1.2.2)

On notera que le rayon spectral essentiel est le méme quel que soit le concept de spectre

essentiel utilisé (voir par exemple [14] Corollaire 4.11, p.44).

On rappelle aussi que si H est un espace de Hilbert complexe et si A est une valeur propre

isolée de multiplicité algébrique finie de T' alors A est une valeur propre isolée de méme

multiplicité algébrique de I'opérateur adjoint T* ; en particulier ress(T) = ress(7%).

La proposition suivante peut se révéler forte utile dans la détermination du spectre essen-

tiel.

Proposition. 1.2.2. Soit H un espace de Banach et
T:D(TYCH—H
un opérateur fermé et X\ € C. On suppose qu’il existe une suite (x,), € D(T) telle que
ANz, — Tay|| — 0, ||z, =1

et telle que (x,,), n'admet aucune sous-suite convergente en norme, alors A € oess(T).

La suite (x,), de la proposition précédente s’appelle une suite singuliére associée
a la valeur spectrale A € o0..(7T). Enfin, on signale le résultat de stabilité du spectre
essentiel qu’on peut trouver dans M. Schechter [42].

Proposition. 1.2.3. Soient T et S deux opérateurs fermés a domaine dense dans H. Sl
existe un A € p(T) N p(S) tel que (A —T)"1 — (A= S)~! soit compact, alors

Oess (T) = Oess (S) .

1.3 Reésultats de compacité

1.3.1 Introduction

L’objectif de cette section est de présenter quelques résultats de compacité de M. Shihi
[38] pour une classe d’équations neutroniques partiellement élastiques introduite par E.W.
Larsen et P.F. Zweifel [22] en 1974.

1.3.2 Théoreme de compacité dans la théorie de transport

On s’intéressera a ’équation intégro-différentielle suivante :

9¢ - v.a—(p +o(z,v)e(x,v,t) = / ki(z,v,v")o(x, v t)dv
v

ot ox
+/N ke(z, pyw, " )o(x, pu', t)dw'
S -1
= Kip+ K.p:=Kp (1.3.3)
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CHAPITRE 1. QUELQUES RAPPELS

soumise a la condition aux limites
o(z,v,t) =0, siz € I et v.n(zr) <0

et la condition initiale

p(z,v,0) = ¢o
ott (z,v,t) € A xV xRY, Q C RY un ouvert borné régulier de frontiere 9Q et n(x) la
normale extérieure en x € 02. L’espace de vitesses V' est composé de vitesses v = pw, avec

w € SV (la sphere unité de RY) et p € [a,b],a > 0 et muni de la mesure de Lebesgue
dv = pN~tdwdp. On suppose que la fréquence de collision vérifie

0<oeL>®V).

L’équation intégro-différentielle précédente peut se mettre sous la forme d'un probleme
de Cauchy dans LP(2 x V), 1 < p < o0

{ & = (T + K)p
©(0) = o,

ou T désigne 'opérateur d’absorption

T:D(T)>p— —v.gi —o(z,v)p(z,v) € LP(2 x V)

de domaine

D(T) = {gp € LP(Q x V),v.gi e LP(AxV), opr_ = 0}

ou

I :={(x,v) €90 xV; v.n(x) <0}.

L’opérateur de collision
K=K+ K,

est composé de 'opérateur de collision inélastique
Kip(z,v) = / ki(z,v,v")o(x,v")dv'
v

et de l'opérateur de collision élastique (ou "Bragg scattering" suivant la terminologie de
[22])
ke(, p,w,w")p(z, pu')dw’

Kep(z,v) = /

SN—I

qui décrit les collisions ne faisant pas varier I’énergie cinétique des neutrons, il n’agit qu’a
travers la partie angulaire w de la variable de vitesse.

Commencgons donc par rappeler la définition des opérateurs de collision réguliers. Soit
K;(x) Popérateur intégral suivant (défini pour x € 2 fixé) :

Kifa): L(V) 39 [ hie,v,0)e(e,o)de' € (V)
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L’opérateur de collision K; est dit régulier si
(H1) {K;(x) : x € Q} est un ensemble d’opérateurs collectivement compacts, i.e

{Ki(a)yp:w € Q, [0l oy <1}

est relativement compact dans LP(V).

(H2) Pour tout ¢’ € L (V) I'ensemble, {K;(z)y' : x € Q} est relativement compact dans
LY (V).

On suppose que K, vérifie

(H3) L’ensemble

{/SNl ke(a:,p,w,w')go(w')dw/ : (xvp) € Q X [CL, b]7 ||90HLP(SN*1) S 1}

est relativement compact dans LP(SV~1).
(H4) Pour tout ¢’ € L' (SN=1),

{/SN1 ke(z, p,w,w )Y (w)dw : (z,p) € Q X |a, b]}

est relativement compact dans LP (SV—1).
Sous ces hypotheses, K. € L(LP(2 x V)) et

HKEH[,(LP(QXV)) = €8 sup “KE(xvp)HL(LP(SN—l))'
(z,p)ENX[a,b]

Théoréme. 1.3.1. ([38], Théoréme 5.2.1, p.140) Si les hypothéses (H1)-(HY4) sont
satisfaites, alors les opérateurs

K;,RI\T+ K.) et RANT+ K.)K;
sont compacts pour tout X\ € p(T + K.).

Corollaire. 1.3.1. (Corollaire.5.2.1 dans [38]) Sous les hypothéses (H1)-(H4), les opé-
rateurs T'+ K et T 4+ K. ont le méme spectre essentiel, i.e.

Jess(T + K) = Uess(T + Ke)-

Preuve On montre grace au Théoreme. 1.3.1 que

R\ T+ K.+ K;) = RO\, T + K.)
est compact et la Proposition.1.2.3 acheve la preuve.
O

Remarque. 1.3.1. Le Théoréme. 1.3.1 et le Corollaire.1.3.1 ont été montrés dans [38]
pour des opérateurs de collision plus généraux,

K=K, +K; + K,

ot Uopérateur K, est nilpotent (K4 est l'opérateur inélastique "downshift" qui décrit les
collisions lors desquelles une quantité d’énergie fize est perdue par les neutrons).
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CHAPITRE 1. QUELQUES RAPPELS

1.4 Propriétés spectrales des opérateurs positifs

Nous donnons dans cette section quelques résultats spectraux concernant les opéra-
teurs positifs (qui laissant invariant le cone positif) que nous aurons a utiliser par la suite.
Soit Q C RY. Le cone positif de LP(£2) est 'ensemble des fonctions

{p e LP(Q): p(x) >0ppxeQ}.
On le note LY.

Définition. 1.4.1. Soit T € L(L*(Q)).
T sera dit positif si T laisse invariant le cone positif i.e

T(L%) C LE.
On écrira T > 0.

Théoréeme. 1.4.1. (H.H. Chaefer [{1])
Soit T € L(LP(Y)) un opérateur positif. Alors

ro(T) € o(T).

Théoréme. 1.4.2. (Ph. Clément [10])

Soit (U(t))i>0 un semigroupe positif sur LP avec un générateur T. Alors
s(T) € o(T)
ou s(T) désigne la borne spectrale de T.

Définition. 1.4.2. Soit @ C RY, et soit T € L(LP(Q) (1 < p < o0) un opérateur borné
positif. On dit que T est irréductible si, pour tout p € LE — {0}, ¢' € LY — {0} tels que
zla + % =1, il existe un entier n € N tel que

(T"p, ") > 0.

Théoréme. 1.4.3. (B. de. Pagter [13])
Soit T € L(LP(Q)) irréductible a puissance compacte. Alors

ro(T) > 0.

On rappelle aussi le Théoréme de J. Voigt [58]

Théoreme. 1.4.4. Soit

T:D(T)C LP(Q) — LP(QY)
un opérateur non borné de résolvante positive, et soit X > s(T).
Soit

K :D(T)C L*(Q2) — L*(Q)
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un opérateur positif. Alors les conditions suivantes sont équivalentes.
(i)
ro(K(A=T)™1 < 1.

(ii)
Nep(T+K)et(A=T—K)'>0.

Remarque. 1.4.1. Notons que les résultats mentionnés ci-dessus demeurent valables dans
le contexte plus général des espaces de Banach réticulés.

1.5 Opérateurs symétrisables

1.5.1 Introduction

Dans cette section on définit les opérateurs symétrisables, pleinement symétrisables
et fortement symétrisables. Puis on présente quelques résultats spectraux de cette classe

d’opérateurs. Pour plus de détails sur la théorie des opérateurs symétrisables le lecteur
peut consulter A.C Zaanen [60], J.P.O Silberstein [43] [44] [45]...

1.5.2 Rappels et notations

Soit H un espace de Hilbert complexe muni du produit scalaire (,) et de la norme

|z| ==/ (x, ). (1.5.4)

Pour tout opérateur linéaire borné O € L(H), on note sa norme par |O|., ou par
|O| tout court, pour simplifier.

Définition. 1.5.1. Soit S € L(H) un opérateur auto-adjoint positif (non nécessairement
injectif) sur H. Un opérateur G € L(H) est dit symétrisable-(a gauche) par S si SG est
auto-adjoint. On dira alors que G est symétrisable par S.

Définition de la symétrisabilité pleine. 1.5.1. Si G € L(H) est un opérateur symé-
trisable. On dira que G est pleinement symétrisable par S si de plus on a

Gr=Xx (A#0 etz #0) = Sz #0.

Remarque. 1.5.1. On voit facilement que les valeurs propres d’un opérateur pleinement
symétrisable sont réelles puisque Sz # 0 et par suite (Sx,x) > 0 (S et /'S ont le méme
noyau,).
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CHAPITRE 1. QUELQUES RAPPELS

Définition de la symétrisabilité forte. 1.5.1. Un opérateur symétrisable G est dit
fortement symétrisable par S si Ker(S) C Ker(G).

Remarque. 1.5.2. On voit facilement que tout opérateur fortement symétrisable est plei-
nement symétrisable.

Remarque. 1.5.3. Une condition suffisante de la forte symétrisabilité d’un opérateur
symétrisable est 'existence d’une constante positive c tel que

|G| < c|VSz| € H. (1.5.5)

Cette condition apparait naturellement dans les modeéles neutroniques (voir chapitre
3).

Définition. 1.5.2. Soit G € L(H) un opérateur symétrisable par S. Soit
Hy := Ker(S), Hy, = H =S8
et soit P la projection orthogonale sur Hy. On définit G e L(H3) par

C:':a:EHz—>PGa:€H2.

1.5.3 Quelques résultats spectraux

Proposition. 1.5.1. (voir la preuve du théoréme 1 dans [27].) Soit Hy := Ker(S), Hy =
Hi = 3(S). Soit HS le complété de Hy pour la norme

x| == +/(z, Sx).

Alors, G s’étend d’une maniére unique en un opérateur auto-adjoint borné G. sur HS.

Lemme. 1.5.1. ([37], Théoréme 2.1 et Corollaire 1) Soit G € L(H) un opérateur symé-
trisable par S. Alors pour tout x,y € H,

(2, SGy)| < |G|/ (x, S2)\/ (4, Sy). (1.5.6)

En particulier on a 1’inégalité de Reid
|(z, Sz)| < |G| (x, Sz). (1.5.7)

ou |G| désigne la norme d’opérateur |G|, -
On rappelle
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Lemme. 1.5.2. ([27] Lemme 2) Soit G € L(H) un opérateur symétrisable par S. Alors, G
laisse invariant le noyau de S et G* (I'opérateur adjoint de G ) laisse invariant la fermeture
de l'image de S.

On déduit directement de P.D. Lax [24] la :

Proposition. 1.5.2. Soit G € L(H) un opérateur symétrisable par S. Alors,

~

o(G,) c o(G). (1.5.8)
De plus, G et G, ont les mémes valeurs propres isolées de multiplicité algébrique finie.

Proposition. 1.5.3. (/27] Théoréme 3 et Lemme 3) Soit G € L(H) un opérateur symé-
trisable par S. Alors, 0o(G) (la frontiére topologique de o(G)) est inclus dans o(G). Si G
est fortement symétrisable par S alors

o(G) = {0} = o(G) - {0}
Corollaire. 1.5.1. (/27] Corollaire 4)

Soit G € L(H) un opérateur symétrisable par un opérateur auto-adjoint positif S. Si
la condition (1.5.5) est vérifiée alors

~

o(G) = {0} = o(G.) — {0}

En particulier
r.(G) = sup (SGy, p) (1.5.9)

{eeH,(Sp,p)=1}
Terminons cette section par le lemme suivant :

Lemme. 1.5.3. Soit G € L(H) un opérateur symétrisable par S. Alors pour tout A\ €
RN p(G), (A\—G)™" est symétrisable par S. En particulier

(2,5 = &) )| < (A= &) (w, S2).

Preuve. Nous allons montrer que S(A — G)~! est auto-adjoint. Comme H est un
espace de Hilbert complexe, cela revient a montrer que

(SA—G) 'z,x) eRVr € H,
(voir [11], Proposition 2.12, p.33). Soit
y:i=(\—-G) 'z
Alors

car S(A — G) = AS — SG est auto-adjoint. Enfin, on applique (1.5.7) & (A — G)~'. O
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Chapitre 2

Analyse spectrale des opérateurs
symeétrisables non compacts

2.1 Introduction

Les opérateurs de transport de neutrons sont fortement non auto-adjoints. Cependant
I’étude de leurs spectres réels s’avere avoir de liens insoupgonnés avec ’analyse spectrale
des opérateurs symétrisables non-compacts G dont le symétriseur S n’est pas injectif.
Pour comprendre le spectre de ces derniers nous avons besoin de résultats et d’outils
d’analyse fonctionnelle appropriés. Pour ce faire, nous étendons le travail de W.T Reid
[37] sur 'analyse spectrale des opérateurs pleinement symétrisables compacts G sur
les espaces de Hilbert a des opérateurs pleinement symétrisables non compacts sur les
espaces de Hilbert. Plus précisément, nous fournissons une description compléte du spectre
discret (les valeurs propres isolées de multiplicité algébrique finie) situé a 'extérieur de
I'intervalle spectral essentiel (voir la définition ci-dessous). En suivant la stratégie de Reid
[37], toute en faisant attention & la présence éventuelle du spectre essentiel de G. Ensuite
nous établissons des développements partiels en fonctions propres associés a ce spectre
discret. En outre nous donnons une caractérisation variationnelle du spectre discret par
des principes des type sup — inf et inf — sup. Nous donnons une estimation de stabilité de
ce spectre discret en termes de rayon spectral de la perturbation. Nous montrons des liens
spectraux entre 'opérateur symétrisable G et I'opérateur symétrique SG. Dans le cadre
des opérateurs fortement symétrisables nous fournissons plusieurs résultats sur le spectre
essentiel, en particulier nous analysons toutes les valeurs propres isolées de multiplicité
algébrique finie et nous caractérisons leurs complémentaire en terme de suites singulieres
de Weyl. Notre plan est le suivant :

Dans la Section 2.2, nous donnons diverses caractérisations variationnelles des valeurs
propres situées en dehors du disque spectral essentiel. On montre comment le spectre
discret de 'opérateur symétrisable G et le spectre discret de I'opérateur symétrique SG
sont liés par des inégalités appropriées utiles en pratique. Dans la Section 2.3, tout d’abord
nous établissons, pour des opérateurs symétrisables généraux (pas forcément pleinement
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symétrisables) G que les points de d(c(G)) (la frontiere topologique du spectre de G)
qui ne sont pas des valeurs propres isolées de multiplicité algébrique finie de G sont
inclus dans le disque essentiel de (. Ensuite, nous montrons que si G est fortement
symétrisable alors G et G ont les mémes valeurs propres isolées, la méme multiplicité des
poles correspondants et la méme multiplicité des valeurs propres. En outre, on montre
que G et G ont le méme spectre de Weyl. Enfin, nous montrons sous la condition (1.5.5)
que le spectre essentiel de Schechter de GG coincide avec celui de Weyl.

2.2 Le spectre discret

2.2.1 Spectre discret positif de GG

Nous commencons cette sous section par la

Définition. 2.2.1. Pour tout opérateur borné O défini sur un espace de Hilbert complezxe
H on associe

at(0) :==1inf {\ > 0; a(O) N (), +00) est constitué au plus de spectre discret}
et

a”(0) :=sup{A < 0; 0(O)N (=00, ) est constitué au plus de spectre discret}
ot le spectre discret désigne les valeurs propres isolées de multiplicité algébrique finie.

Il est facile de voir en général que
max {a"(0), —a™(0)} < r.us(0)

ol 7re55(O) est le rayon spectral essentiel de O. Cependant, notons que si G est symétrisable
et si par exemple la condition (1.5.5) est vérifié alors le spectre de G est réel (voir [27]
Corollaire 4) et donc

max {oﬂ'(G), —oz_(G)} = Tess(G).

Dans le Théoreme. 2.2.1, en suivant la stratégie de Reid [37], on fournit une description
systématique des valeurs propres isolées de multiplicité algébrique finie situées a ’extérieur
de l'intervalle spectral essentiel

(a7(G),a™(@)).
En fait, nous nous limitons aux valeurs propres isolées de G situées dans l'intervalle
Ja™(G), +o0[ puisque le spectre discret négatif de G est 'opposé du spectre discret de
I'opérateur pleinement symétrique —G. Comme nous ne pouvons pas exclure a priori
I'inégalité stricte

at(Q) < ress(Q),
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Dans ce dernier cas, les valeurs propres isolées de multiplicité algébrique finie de G si-
tué dans (a™(G), ress(G)) sont également capturées ; notons que ces valeurs propres sont
incluses dans le disque spectral essentiel de GG

{A €GN < ress(G) }.
Notre objectif dans cette sous section est de décrire le sous ensemble spectral de G
a(G)N (oﬁ(G), +oo) :

Les énoncés sur le spectre discret positif de G peuvent facilement se traduire en énoncés
sur le spectre négatif discret de G.

Théoréme. 2.2.1. Soit H un espace de Hilbert complexe et soit G € L(H) un opérateur
pleinement symétrisable par un opérateur auto-adjoint positif S € L(H). On suppose que

By = sup (SGz,z) > a™(G).
{z€H; (Sz,x)=1}

Alors :

(i) B est une valeur propre isolée de G associée d un vecteur propre e tel que

(Setref) = 1.
(ii) Soit
By = sup (SGx, x).
{xGH; (S:r,x):l,(Sx,eT)ZO}

Si By > at(G) alors By est une valeur propre isolée de G associée a un vecteur propre
es tel que (Sej,e) =1 et (Ses,ef) =0.

Plus généralement, si nous avons déja construit les valeurs propres

5;35;7 "-75:—1 > CX+(G)

dont les vecteurs propres correspondants ef ,e5 ,...,el | satisfont

(Sef,ef) =0y, i,7=1,2,....,n—1

R

et si
Bl = sup (SGz,x) > a™(G) (2.2.1)

{meH; (S’:v,x):l,(Sx,e;'):O Vj:l,Q,‘..,n—l}
alors ;7 est aussi une valeur propre isolée de G associée a un vecteur propre e} tel que

(Set,ef)=1c¢et (Set,ef)=0,Vji=1,2,..,n—1.

no-n nyvyj

Preuve
On observe tout d’abord que (1.5.7) implique que

B = sup (SGz,z) < |G| < +o0.
{z€H; (Sz,x)=1}
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Pour 'instant nous avons juste besoin que 8;” > 0. Nous allons montrer que 3 € o(G).
On procede par 'absurde en suivant la méthode de Reid. Il existe alors une sous suite
(xn)n C H telle que

(Szp,z,) =1, (SGzp,2,) — By quand n — +oo.

En particulier

(20, S(B; — G)zyn) — 0 quand n — +oo. (2.2.2)
Notons que
SGz,x)
— su (7’
61 (Sz,wl));éo (S!L‘,CL’)
donc
B (Sz,x) > (SGx,z) Yo e H

et

(2, S(B —G)) >0 Ve H. (2.2.3)
Supposons que S € p(G). On désigne (87 — G)~! par R(3{"). Soit

yn = R(B))zn.

(Yn, S(ﬁfr —Glyn) = (R(Br)xm Sxn)
= (SR(ﬂf_)xm Tn)
< ‘R(ﬂf—)‘ (Szn, x5)

= [R5 (2.2.4)

par (1.5.7) puisque R(f;) est symétrisable par S (Lemme.1.5.3) et

1 = (25, Szn) = (%’SWT — G)yn) = (S(ﬁf — G)n, Yn)- (2.2.5)
On pose
Zp 1= Ty — I
R3]

et on observe que (z,, S(8; — G)z,) est égale &

(0. SBF — G)tn) + ————5 (g S(BF — Gu)
R(B)|
1 1
Ty S fr - Gly,) — ————
] o S8 = G

de sorte que (2.2.5) implique

(Zm S(ﬁr - G)Zn = ('Tna S(ﬁf - G)xn) "’ ﬁ(ym S(ﬁf - G)yn) NN
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et par conséquent (2.2.2) et (2.2.4) impliquent

(20, S(Bf — Gz < (20, S(B — G)p) — )R(;Jr)’ - — ’R(,lé”r)’ quand n — +00.
1 1

ce qui contredit (2.2.3) pour n assez grand et montre que 3" € o(G). Comme 3 > a™(G)
alors S est une valeur propre isolée de multiplicité algébrique finie de G.

Soit e un vecteur propre de G associé a la valeur propre 3;". Comme G est pleinement
symétrisable, alors (Sef, ef) > 0 et donc on peut le normaliser au sens suivant

(Sef,ef) = 1.

Supposons que nous avons construit (3, ef) e RE x H (k=1,...,n — 1) avec

B > at(G)
et

Geff = Bief;
avec

(Sex,ef) = ok
On définit
H, = {x € H;(Sz,ef)=0Vk=1,...,n— 1}

et

B = sup (SGzx, ).
{z€Hy; (Sz,x)=1}
On note que 3} < +oo grace a 'inégalité (1.5.7). On note aussi que G laisse invariant
H,, puisque pour chaque x € H, et pour tout k =1,....n—1

(Ga, Sei) = (SGa, ¢ ) = (w, SGef) = B (x, Set) = 0.

Soit maintenant

Gpr = Gr— nil(Gx, Sel el
k=1
= Gx— nil(SGx, el er
k=1
= Gx— nil(x, SGel)ef
k=1
= Gr— nilﬁ,j(x, Seier .
k=1

Alors G, est symétrisable par S et

Gn(z) = G(z) Vr € H,.
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En outre,

n—1

(Gnz, Sef) = (Gu,Sef) = > B (x,S¢) (e, Sef)
=1
= B (z,Se]) — B (x,Se))(e),5€¢;) =0

montre que
G,r € H,Vx € H.

Il s’ensuit que
G,z = x = x € H, et Gx = \z.

En particulier, GG,, est pleinement symétrisable par S.
On a donc a présent

gt = sup (SGzx, x)
{z€Hpn; (Sz,x)=1}

= sup (SGpz, x)

{z€Hy; (Sz,x)=1}

= sup  (SGhy,y)
{yeH (Sy,y)=1}

et la premiere étape de la preuve montre que ;7 est une valeur propre de GG,, associée a

e € H. 1l s’ensuit que e € H, et Gel = ffel. On peut bien entendu normaliser e
par (Selt,et) =1 car G est pleinement symétrisable.
0

Remarque. 2.2.1. L’algorithme décrit dans le Théoreme. 2.2.1 fournit toutes les valeurs

propres de G situées dans Uintervalle (at(G), +00). En effet, soit Gx = ax  pour certain
r#0et a>a"(G). Sia+#pB Yn aors

a(Sz,ey) = (G, ey) = (v,5Gey) = B (x, Sey)

implique que (x,Sel) = 0 Vn. Alors la symétrisabilité pleine de G et la construction du
Théoréeme. 2.2.1 donne

(SGx,x) N
= - <
« Go2) = By Vn

ce qui contredit I'hypothése selon laquelle a > o™ (G).

Remarque. 2.2.2. Notons que [’alternative suivante est vérifiée :
(i) Soit 57 > ot (G) Vn € N dans ce cas, on obtient une suite infinie (ﬁj) _de valeurs
j

propres ﬁf de G qui converge vers ot (G). (En effet, (ﬁf) _décroissante et converge donc
J
sa limite | > ot (G) devrait étre une valeur spectrale non isolée G et par conséquent
I =at(G) par la définition de ot (G))
(ii) ou bien il existe un entier n > 2 tel que 87, By, ..., Bi_1 > a™(G) et B < a™(G)
dans ce cas, G a exactement n — 1 valeurs propres > o (G).
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Remarque. 2.2.3. Notons que

H = Ker(S) ® 3(9)
et il est facile de voir que

B = sup (SGx,x) = sup (SGx,x)

{z€Hp; (Sz,2)=1} {xeﬁn; (Sx,:r):l}

ot
H, = {xE%( ), (Sx,ej) =0Vj= 1,2,...,n—1}.

2.2.2 Caractérisations variationnelles

Les valeurs propres construites dans le Théoreme. 2.2.1 sont caractérisées par :

Théoreme. 2.2.2. Supposons que les hypotheses du Théoréeme. 2.2.1 soient satisfaites.
Soient 7 = B > ... = BT > .. > a™(G) les valeurs propres de G répétées selon leurs
multiplicités géométriques.

Alors

B = inf sup (SGx,x)

n
En—1€Vn-1 (Sz.2)=1, (Sz,y)=0 Yy€FEn_

ot V,—1 désigne la classe des sous espaces E,_1 de (S) de dimension (n — 1).

Preuve La preuve est similaire au cas ou l'opérateur GG est symétrisable a puissance
compacte (voir [27] Théoreme 5). Nous la rappelons pour la commodité du lecteur.
Remarquons d’abord que si U, un espace engendré par ef, es, ..., e, . Alors

BFr= min (SGzx,z). (2.2.6)

2€Un,(Sz,x)=1

En effet, soit z = 7, ¢;ef. Alors la propriété

ou 0;; le symbole de Kronecker, implique

(SGz,z) = > ¢c;(SGef,el) =

n
i ]
:13:1

||M:

Xni i (Seil ef)

7

= znjﬁﬂcz >5+Z:|cZ = B (Swz, x).

=1

.

Soit maintenant U, ’espace engendré par les n vecteurs propres construits dans la preuve
du Théoreme. 2.2.1. D’apres (2.2.6),

+ _ .
Bn - meUn’l(%im)ZI(SG.’E, $) (227)
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Soit E,_1 € V,_1. Nous allons montrer que

B < sup (SGx,x).

n —
(Sx7$):17 (vay):() VyeE‘n—l

Notons que 'espace

~ -

Eny = {z € S(S); (Sz,y) = 0¥y € B }

est de codimension n — 1 et par conséquant En_l N U, est non triviale.
Soit
T e FE,1NU,—{0} tel que (ST,7) = 1.

L’égalité (2.2.7) montre que

Ba < (SGT,7) < sup (SGz, z).

(SJ?,Z‘):17 (Sx7y):0 VyE-E‘n—l

D’ou
B < inf sup (SGz, z).

En—1€Vn-1 (Sz,0)=1, (Sz,y)=0 VyEE,_1

D’autre part, par construction

Bt = sup (SGu, )
(Sz,x)=1, (Sz,y)=0 YyeUpn_1

ce qui finit la preuve.

OJ

Théoreme. 2.2.3. Supposons que les hypothéses du Théoreme. 2.2.1 soient satisfaites.
Soient B > B3 = ... = BF > .. > " (G) les valeurs propres de G répétées selon leurs
multiplicités géométriques finies. Alors
+ .
= su inf SGr,x
ﬁn Ene]gn z€E,,(Sz,x)=1 ( )

ot V,, désigne la classe de sous espaces E, de (S) de dimension n.

Preuve Grace a (2.2.6), il suffit de montrer que

B> inf (SGz, z).

no= z€En,(Sz,x)=1

Soit E,, € V,. L’espace

Foy = {x € X(9), (sz,y) =0Vy € Un,l}

est de codimension n — 1 de sorte que ﬁ’n,l N E,, est non triviale.
Soit
T € F, 1NE,—{0} tel que (ST, T) = 1.

Alors par construction de 5 < (SGZ,T) ce qui finit la preuve.
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O

Les preuves du Théoreme. 2.2.2 et du Théoreme. 2.2.3 sont basées a priori sur I'existence
de valeurs propres ;" > 85 > ... > 37 > .. > ot (G).
Nous donnons maintenant des énoncés qui ont plus d’intérét pratique et on se bornera a

des énoncés de type sup — inf.
On définit

+ .
o, = su inf SGz,xz), neN
n EnEI\))n IEEn,(SIE,I)zl ( Y )7

ou V, est la classe des sous espaces E,, de I(5) de dimension n.

Théoreme. 2.2.4. Supposons que les hypotheses du Théoréeme. 2.2.1 soient satisfaites.
Si G a m valeurs propres > o (G) (comptées selon leurs multiplicités) alors

at <at(G) Vn>m.

Preuve Puisque (o)), est décroissante alors il suffit de montrer que o' ; < a™(G).
Si on avait o, > o (G) alors il existerait E,, .1 € V41 tel que

inf (SGx,z) > at(G)

2€EEm+11,(Sz,2)=1

i.e.

(SGx,z) > a(G) Vo € Epyy, (Sx,1) = 1. (2.2.8)
Selon la Remarque.2.2.2 (ii), 8, ,; < a™(G). D’autre part, par la Remarque.2.2.2

= sup (SGz, )
{CL’EFIerl; (Sm,z)zl}
de telle sorte que
(SGz,z) < a™(G) Vz € Hpyy; (Sz,2) = 1. (2.2.9)

Comme H,, 1 est de codimension m et E,,,; est de dimension m + 1 on a

Hypp1 0 By # {0}

et on voit que (2.2.8) et (2.2.9) conduisent a une contradiction.

OJ

Remarque. 2.2.4. Nous conjecturons que «f = o (G) Yn > m; (voir le Théoréme.
2.8.6 ci-dessous ot cette propriété est montrée sous une hypoythése supplementaire).

Corollaire. 2.2.1. Supposons que les hypothéses du Théoreme. 2.2.1 soient satisfaites et
soitn = 2. 51
af > at(G) (2.2.10)

alors G a au moins n valeurs propres > ot (G). En particulier le nombre des valeurs
propres de G supérieures a4 ot (G) est égal au plus grand n qui satisfait (2.2.10).
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Preuve. Soit m le nombre de valeurs propres de G supérieur a a®(G). D’apres le
Théoreme. 2.2.4
af <at(G)VE=m+1.

Sim < mnalors m+1<n et cela contredit (2.2.10).

O

Proposition. 2.2.1. (Les estimations de stabilité)
Supposons que Gy et Go soient pleinement symétrisables par S et si Gy (resp. G3) a au
moins n valeurs propres fiT = B3t = ... = Bt > o (Gy) (resp. BT = BT = .. > B >
at(Gy)) alors

877 = B <ro(Ga = Gi) Vj=1,..n.

Preuve En argumentant comme dans le cas des opérateurs symétrisables a puissance
compacte (voir [27] Théoréme 8), soit E,, C Im(S) un sous espace de dimension n et soit

G =G, — Gy

D’apres le Théoreme. 2.2.3

2+ > i SG
5” - (Sw,atl)gllr,lzeEn( 2% l‘)

- (swcr)rilll,lern((SGx’ z) + (SGiz, x))

> min  (SGz,z)+ min  (SGiz, )
(Sz,x)=1,2€E, (Sz,z)=1,2€E,

> Bt i

- ﬁn + (Sx,xl)’gllI,lern(SGx’ ZE)

> B+ min (SGx,z).

(Sz,x)=1

D’une maniere analogue

Bt > (S$7m1)1ii1r71ern(SG1x,x)
= (st (S(5G2,2) + (G2, 7))
= (Sw,xI)riill?ern(SGﬂ’ ™)+ (sx,zI)riilr,lern(_(SGw 7))
> B - (SI’xI)E%?;EEn(SGx, T)
> B2 — max (SGux,x).

(Sz,x)=1

Il s’ensuit que

24 ol+
32— 8, < fax |(SGz, 7).

Or G est symétrisable par S et donc

Jhax [(5Gz,z)] <10 (G)

(voir Théoréme 1 dans [27]) et cela finit la preuve.
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O

Nous terminons cette section par quelques développements en série concernant les valeurs
propres isolées de G situées a l'extérieur de son disque essentiel.

Théoreme. 2.2.5. Supposons que les hypothéses du Théoreme. 2.2.1 sont satisfaites.
Soit B = By = ... = BT = .. > o™ (G) les valeurs propres de G (comptées selon leurs
multiplicités ). Alors

(i) (S, 2) > 532 |(w, 5S¢
(ii) (SG,2) < T2, ¢ | (. Sep)|” + a*(G)(Sz.2).

(iii) La série 352, (x, Sej )ef converge dans l'espace (completé) HS pour la (semi)-
norme
]l := \/(Sz, z).
(i) La série Y30, (x, Sef )/ Sel converge dans H.

Preuve.

(i) Soit x € H et

j=1
Alors (Stp,ef) =0 Vj=1,..,nso
(Sz,x) = (Sxp, x,) + Z‘ x, Se ) Z‘ x, Se ‘ Vn e N (2.2.11)
7j=1 7j=1

ce qui établit (i).
(ii) De la méme maniére que dans la preuve du Théoreme. 2.2.1

Gr, = Gr—Y (z,5€¢)GeS

=1
= Gx— Z E;“(x, Sej)e;r
=1

n

= Gz —) (z,SGef)ef

=1

= Gr—) (SGx,ef)ef
=1

= Gr—) (Gz,Sef)er
=1

= Gux

donc (SGap,ej) =0Vj =1,..,n et alors
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(SGr,2) = (SGitn ) + 3 B |, Sef)

j=1

f
En outre, comme (Sz,,e]) =0 Vj=1,...,n, (i.e. x, € Hy4) alors

(SG%n,LCn> < ﬂ:;rl(sxm xn) < ﬁ;;l(S‘TI, SL’)

puisque (Sxp,x,) < (Sz,z) (voir (2.2.11)). En faisant tendre n — oo ce qui prouve (ii)
car B — a®(G), voir la Remarque.2.2.2.

(iii) Soit

Alors pour m > n

Hun_umHQ = (S(un — Um), Un — Unm)
= (S( Y (x,8¢))er), > (x,5¢f)e}))
k—nt+1 j=n+1
= > Y (x,5¢)(x, Sef)(Sefef)
k=n+1 j=n+1
= Y ‘(a:,SeZ)’Q — 0 quand n — +o0.
k=n-+1

(iv) La suite (v/Su,), converge dans H puisque

VBun = VBunl = (5t = ), VBl — )
= (S(up — Um), Uy — Up,)

= > ‘(w, Se;)‘z — 0 quand n — +0o
k=n+1

ce qui termine la preuve.

O

Remarque. 2.2.5. On observe que si at(G) = 0 (par exemple si une certaine puissance de
G est compacte) et si SG > 0 alors les arguments ci-dessus montrent que (SGxp,, x,) — 0
et que

ad 2

(SGz,z) =" Bf |(2, Sef)|

k=1
(Si SG n’est pas positif alors on prend en compte également les valeurs propres négatives
de G et on trouve de nouwveau le résultat de Reid [37]).
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2.2.3 Des inégalités spectrales

Nous comparons maintenant le spectre discret de 1'opérateur symétrisable G a celui

de 'opérateur auto-adjoint SG.

Théoréme. 2.2.6. Soit H un espace de Hilbert complexe et soit G € L(H) un opérateur
pleinement symétrisable par un opérateur auto-adjoint positif S € L(H). On définit la

suite (B;7), par

[CARRES sup (SGz,x) > a™(G).
{xEH; (Sz,x):l,(Sx,ej):O Vj:l,?,...,nfl}
Alors
B > |SI™" sup (G, x).
|z|=1
En particulier, si

sup (SGz, x) > |S| o™ (G)

|z|=1

alors 31 est une valeur propre isolée de multiplicité algébrique finie de G.

Plus généralement, soit

= sup inf (SGz,z), neN

E,, dim E,=n 2€En,|z|=1

ou E, un sous espace de H de dimension n.

Alors
Br =187y, neN.
En particulier, si
M :=sup {n;ﬁ{ > |S] OPL(G)}

alors G a au moins M waleurs propres supérieures a o™ (QG).

Preuve

(2.2.12)

Nous observons tout d’abord que G laisse invariant le noyau de .S d’apres le Lemme.1.5.2

de sorte que (SGz,z) = (SGy,y) ou y est la projection orthogonale de x sur &(5). En

particulier
v = sup inf (SGz,x), neN
En€V,, ¥€En,|z[=1

ou V, est la classe des sous espaces E,, de 3(S) de dimension n.

Maintenant
T = su inf  (SGz,x
ﬁn Enegn z€E,,(Sz,z)=1 ( )
(SGx,x)

= su inf
Enelf)nern (Sx,x)

> (SGx,x) |ar;|2
= sup in
Enegn r€En |l’|2 (SZE, x)
_ SG _
> 18 sup it TR g
EnEVnIEE" |£B|
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puisque (Sz,z) < |S||z|*.

Remarque. 2.2.6. Notons que si
at(SG) :==inf {\ > 0; 0(SG) N (A, +o0) est constitué au plus de spectre discret }

et siyF > ot (SG) alors vt est la n-iéme valeur propre positive de SG.

2.3 Spectre essentiel de G

2.3.1 Un résultat général

Soit G un opérateur symétrisable (pas forcément pleinement symétrisable). Nous éta-

~

blissons un lien entre le rayon essentiel de G et la frontiére topologique 0(o(G)) du spectre
de G.

Théoréme. 2.3.1. Soit G € L(H) un opérateur symétrisable par un opérateur auto-

~ ~

adjoint positif S € L(H) et soit O(o(G)) la frontiére topologique de o(G). Soit X €
8(0(@)). Si A nlest pas une valeur propre isolée de multiplicité algébrique finie de G
alors

Al < rens(G). (2.3.13)

Preuve :

On procede par 'absurde en affirmant que
IA| > 7ess(G). (2.3.14)

D’ou A est une valeur propre isolée de multiplicité algébrique finie de G. Il s’ensuit que
A est une valeur propre isolée de multiplicité algébrique finie de G*. Alors il existe un
voisinage V' (A) de X tel que (u — G*) est inversible pour chaque p € V(\) — {X} :
Notons que

vy - {x}cu

ou U est une composante connexe non borné de p(G*) puisque W > Tess(GF).
D’apres Lemme.1.5.2, G* laisse invariant Ho; (on note par G} la restriction de G* & Hs).
Nous allons montrer que (u—G*) ™! aussi laisse invariant Hy pour chaque ji € V(X)—{X} et

(1= Gty = (1= Gl ™

Soit
A= {,u cU, (n— G*)~! laisse invariant H2} :
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Alors A est ouvert car, pour |a — u| < |(u—G*)77",

+o0o

(a=G) =Y (n—a)"[(u-G")7"]

0

n+1

et évidement A est fermé dans U puisque Hs est un sous espace fermé. Enfin
{w; |pl > ]G} C A

car ~ 1
(n=G) =% o (G

0

pour tout |u| > |G*|. Comme A est non vide, ouvert et fermé a la fois, alors A coincide
avec U. Ainsi p — Gy, est inversible pour chaque p € V() — {X} et

(1= G, = (= Glg) ™ = (p—G3) ™"

De l'autre coté, si p € N* est 'ordre de pdle X alors

o0

(h=C) " = 3 (=N A (2.3.15)

k=—p

1 -Gt
A = 7/ _ ”du
20 J|u=X|=e (1 — A)

ou

(avec un cercle {u; - X‘ = 5} positivement orienté) et

1
%

~ G
/|,H|:a(“ ) dp

est la projection spectrale (de rang fini) associée & X. Notons que chaque Ay, laisse invariant
H,.
Rappellons finalement que G n’est rien d’autre que 'adjoint de G

(G) =G (2.3.16)

(voir (9) dans la preuve du Theorem 1 de [27]).

Si A est dans 'ensemble résolvant de G% alors par (2.3.16) X est dans I'ensemble résolvant
de G ce qui n’est pas possible (car A € d(c(G)) ). D’ott A € o(G}) et done la restriction
de (2.3.15) & Hy, montre que X est une valeur propre isolée de multiplicité algébrique finie
de G5 . Encore d’apres (2.3.16),A est une valeur propre isolée de multiplicité algébrique
finie de G ce qui contredit I'hypothese du Théoreme, et termine la preuve.

OJ

Remarque. 2.3.1. Sous une hypothése supplémentaire on peut améliorer le Théoréme.
2.8.1, voir le Théoréme. 2.3.3 ci-dessous.
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2.3.2 Opérateurs fortement symétrisables

Rappelons tout d’abord le résultat de Nieto :

Théoréme. 2.3.2. (/35] Theorem 1) Soi G un opérateur symétrisable par un opérateur
auto-adjoint positif injectif S. Alors le spectre essentiel de Schechter de G est le complé-
mentaire (dans o(G)) des valeurs propres isolées de multiplicité algébrique finie. De plus,
les poles correspondants sont simples (i.e. les valeurs propres sont semi-simples).

Nous nous occupons maintenant du cas ou le symétriseur S n’est pas injectif. Dans
le cas ou G est fortement symétrisable, nous étudions toutes les valeurs propres isolées de
multiplicité algébrique finie de G et une partie de 0., (G) appelée le spectre essentiel de
Weyl (voir la définition.2.3.1 ci-dessous).

On rappelle que G laisse invariant H; := Ker(S) (Lemme.1.5.2). 1l s’ensuit de la forte
symétrisabilité de G (i.e. Ker(S) C Ker(G)) que

G =GP

D’un autre coté, S laisse invariant Hy et G est symétrisable par S. On peut donc appliquer
le Théoreme. 2.3.2 sur G (car S est injectif sur Hy) et on obtient :

Corollaire. 2.3.1. Soit G un opérateur symétrisable par un opérateur auto-adjoint positif
S. Alors le spectre essentiel de Schechter de G est le complémentaire des valeurs propres
isolées de multiplicité algébrique finie de G dans a(@). De plus, les poles correspondants
sont simples.

On peut alors completer le résultat de Nieto par :

Théoréme. 2.3.3. Soit H un espace de Hilbert complexe et soit G € L(H) un opérateur
fortement symétrisable par un opérateur auto-adjoint positif S € L(H). Alors G partage

avec G les mémes wvaleurs propres isolées, les poles correspondants sont simples et la
multiplicité algébrique (ou géométrique ) sont égales.

Preuve D’apres ([4] Théoreme 9), GP et PG ont les mémes valeurs propres isolées
(non nulles) avec la méme multiplicité des poles correspondants et la méme multiplicité
algébrique. D’out G et PG ont les mémes valeurs propres isolées (non nulles) avec la
méme multiplicité de pdles correspondante et la méme multiplicité algébrique. Nous allons
comparer certaines proprié¢tés spectrales de PG et G
Soit A € p(GP) —{0}.

L’équation dans Hs
e — G = y € Hy

revient a chercher x € Hy tel que

Ax — PGz =y (2.3.17)
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donc z est donné par (A — PG) 'y et appartient & H, puisque y € Hy. Ainsi (A — G)™!
est la restriction de (A — PG)™! a H,. Inversement, soit A € p(G) — {0}, et considérons

le probleme
A — PGx =y € H.

Alors
AMI—-P)x=(I—-Py

donc 1
(I —P)x = X(I — P)y.

D’autre part,
APz — PGz = Py

et Gx = G(Px) puisque Ker(S) C Ker(G), donc
APz — PG(Pz) = Py

i.e.

et

D'ow p(PG) — {0} = p(G) — {0} et
1

(A\—PG) ! = T =P)+ (- G)7P. (2.3.18)

Soit A # 0 une valeur spectrale de PG et de G. On note que I'égalité (2.3.18) montre que
A=PG)  et(A=G) P

ont la méme partie principale autour de \ et par conséquent ’ordre des poles est identique.
De plus si ['(), €) est un petit cercle centré en A, de rayon € et positivement orienté alors
le Théoreme de Cauchy donne

1 ~
A— PG) L\ = [I—P Ao ‘1P]d)\
Jo A PE) Joss R =P)+(0=0)
— A —G)tPd) = A—G) N P
/F()\,s) ( G) [/F()\,E) ( G) ‘|

et
Qprc = QP

ot Qpg (resp. Q5) est la projection spectrale du PG (resp. @) associée a X. Do le
rang de ()pg est fini si et seulement si le rang de Qg l'est et les deux rangs ont la méme
dimension. Ainsi PG et G ont les mémes valeurs propres isolées de multiplicité algébrique
finie non nulles, le méme ordre du pdle et la méme multiplicité algébrique. Il s’ensuit que
G et G ont les mémes valeurs propres isolées (non nulles) avec la méme multiplicité des
poles correspondants et la méme multiplicité algébrique.
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Remarque. 2.3.2. La Proposition.1.5.3 et le Théoreme. 2.3.2 montrent en particulier que
si G est fortement symétrisable alors G et G ont le méme rayon essentiel.

Corollaire. 2.3.2. Soit H un espace de Hilbert complexe et soit G € L(H) un opérateur
fortement symétrisable par un opérateur auto-adjoint positif S € L(H). Alors

ot (G,) < at(G).

Preuve En combinant la Proposition.1.5.2, Proposition.1.5.3 et le Théoreme. 2.3.3 on
voit que

o(Ge) = {0} C o(G) — {0}

et G et G, partagent les mémes valeurs propres isolées et la méme multiplicité algébrique

(ou géométrique). Ainsi pour chaque valeur spectrale \ € o(G.) telle que A > at(G), A
est une valeur propre isolée de multiplicité algébrique finie de G.. et donc a™(G,.) < at(G).

OJ

Remarque. 2.3.3. En général, pour un opérateur fortement symétrisable G, il est difficile

de savoir si at(G,) = ot (G). On note cependant que si 8 > a*(G) (Vn € N) alors
(B)F), converge vers o (G) (voir la Remarque.2.2.2); dans ce cas, on a bien l'égalité

A~

at(G.) = at(G).

Définition. 2.3.1. Soit B € L(H) et A € C. Une suite singuliére de Weyl associée a A
est une suite (x,), C H telle que |z,| =1, z, = 0 (convergence faible) et que

|Bx,, — A\x,| — 0.

Nous appellons le spectre essentiel de Weyl, et on le note par o, (B), l’ensemble de \ qui

admet une suite singuliere de Weyl.

Remarque. 2.3.4. Notons que, a priori 02, (B) C 0es5(B) 0t 0es5(B) désigne le spectre

€SS

essentiel de Schechter de B. En effet, si |x,| = 1, x, — 0 alors |Kx,| — 0 pour tout
K € K(H) et |Bx, — Ax,| — 0 si et seulement si

|Bx,, + Kx,, — Ax,| — 0.

w

Notons aussi que o

1.6 (i), p. 417.

(B) = 0ess(B) si B est auto-adjoint, voir par exemple [14] Theorem

Nous complétons le Théoreme. 2.3.3 par le Théoreme suivant :

Théoréme. 2.3.4. Soit Hun espace de Hilbert complexe et soit G € L(H) un opérateur
fortement symétrisable par un opérateur auto-adjoint positif S € L(H). Alors

04(G) = {0} = 022, (G) — {0}
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COMPACTS
Preuve
Soit A € 0 (G) — {0} . Alors il existe une suite (z,,), C Ha telle que |z,| = 1, 2, =0 et
‘C:’mn — )\xn‘ — 0, x, € Hy
Le.
|PGx,, — Ax,| — 0, x,, € Ho.
Soit ]
Zp = XU — P)Gux,,.
Alors

zn € Ker(S) et z, =0
puisque I'application (I — P)G est faiblement continue.
Soit
Yn = Tn + Zn.
Alors (y,),, est borné, y, — 0 et
|2

|yn| = |xn|2 + |Zn > |xn| =1

puisque I'image de P et I — P sont orthogonales. On note que
Gyn = Gxn
car (z,), C Ker(S) (i.e. I'image de I — P) et Ker(S) C Ker(G). Finalement

GYn — Nyn = PGz, + (I — P)Gx, — A\, — Az,
= PGz, — Az,

cela montre que |Gy, — Ayn| — 0 et que A € 0¥ (G). Inversement, soit A € 0¥ (G) — {0}

€SS €SS

et soit (z,,), C H la suite de Weyl associée & A. Alors
|Gz, — Axy| — 0

ou d'une fagon équivalente
|GPx, — Ax,| =0

puisque G = GP. La suite {|Pz,|}, est minorée. En effet, supposons que {|Pz,|}, n’est
pas minorée, alors il existe une sous suite {|Pz,,|}, de {|Pz,|}, telle que |Pz,, | — 0
quand k — 400
or

Al = |\zy, | < |GPxy,, — Azy, | + |GPxy, | — 0 quand k& — +o0.

ce qui est absurde.
Posons
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Alors |t,| =1, t, = 0 (puisque P est faiblement continue) et
|PGt, — Mt,| — 0,

puisque
|PGPx, — APx,| — 0.

Dot A € o(G) — {0} .
Il

Sous I'hypothese (1.5.5) qui est une condition suffisante (mais pas nécessaire) de la forte
symétrisabilité, nous avons une compréhension plus précise du spectre essentiel de G.

Théoréme. 2.3.5. Soit H un espace de Hilbert complexe et soit G € L(H) un opérateur
symétrisable par un opérateur auto-adjoint positif S € L(H). On suppose que la condition
(1.5.5) est vérifiée. Alors le spectre essentiel de Schechter de G est égal au spectre essentiel
de Weyl

Oess(G) = 022 (G). (2.3.19)

Preuve

On a d’une part, d’apres, la Proposition.1.5.3 et le Corollaire.1.5.1 que

0(G) — {0} = o(G.) — {0} = o(G) — {0} .

D’autre part, d’apres la Proposition.1.5.2, G. et G ont les mémes valeurs propres isolées
de multiplicité finie, donc ils ont le méme complémentaire spectral (non nul) de ces valeurs
propres isolées. Or d'un coté, ce complémentaire est égal au spectre essentiel de Weyl de
G. puisque G, est auto-adjoint (voir [27], preuve du Théoreme 1) et de l'autre, on a
d’apes le Corollaire.2.3.1 que ce complémentaire est égal au spectre essentiel de Schechter
de G.

D’ou

0% (G.) = 0uss(G).

€SS

Ainsi, A # 0 appartient au spectre essentiel de Schechter de G si et seulement s'il existe
une suite (z,,), C HS telle que

|| = \/m = 1,2, — 0 (faiblement) dans HS

et que

H(A}cxn — )\an — 0.

En particulier, pour n assez grand la suite (HCAT’an’D est minorée, puisque A\ # 0.
En outre 'application

Ge: (Hg,|I.I) = (Ha, )
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est continue puisque

|G| 30’\/590 , v € H.

Il s’ensuit que
’G (G Ty — )\xn)‘ = ‘G ( cxn) — )\C:‘an‘ — 0.
On pose
(yn)n = (écxn)n

alors y,, est bornée dans Hs, y, — 0 faiblement dans Hy puisque 'opérateur
G. : HS — H,

est faiblement continue, et
‘Gyn — /\yn’ — 0.

lynll = /(s Syn) < /15 19l

Comme la suite (||y,||), est minorée pour n assez grand alors (|y,|), 'est aussi et donc

(%) est une suite singuliere de Weyl de G associée au point spectrale .
nl/n

Ainsi

Notons que

O-esS(@) - {O} = O-:jes(@) - {0} :

D’autre part, G et G ont le méme spectre non nul, et les mémes valeurs propres isolées
de multiplicité finie, alors ils ont le méme complémentaire spectral de ces valeurs propres
isolées. Donc A # 0 appartient au spectre essentiel de Schechter de G si et seulement si
NS O'(@) et A n’est pas une valeur propre isolée de multiplicité algébrique finie de G (i.e
A € 0ess(G) — {0}) et donc, A € 0%,(G) — {0} et le Théoréme. 2.3.4 termine la preuve.

OJ

Nous avons vu dans le Théoreme. 2.2.4 que si G a exactement m valeurs propres > o (G)
(compté selon leurs multiplicités) alors o;f < ot (G) Vn > m. En fait, sous une hypothese
supplémentaire nous pouvons en dire plus.

Théoréme. 2.3.6. Supposons que G a exactement m valeurs propres > ot (G) (comptées
selon leurs multiplicités) et la condition (1.5.5) soit vérifiée. Alors

at =a(G) Yn>m.

n

Preuve

D’apres, la Proposition.1.5.3, la Proposition.1.5.2 et le Corollaire.1.5.1

0(G) — {0} = o(G.) — {0} = o(G) — {0}
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et G, G et G, ont le méme spectre essentiel (le spectre essentiel de Weyl). En particulier
G, a exactement m valeurs propres supérieures strictement a a™(G) et a(G) € 0.55(Ge).
Soit n > m et supposons que

A= inf SG <at (@
W= S e B (5050 <0°@
Ou V, est la classe de sous espaces F,, de Hy de dimension n. Alors pour tout E, C Hs
de dimension n il existe z, € E, tel que (Sz,,z,) =1 et

(SGx,, 1) < af < at(Q). (2.3.20)

Soit « tel que
af <a<at(G)

et P, la projection spectrale associée & G, et a Dintervalle [a, a™(G)]. Comme a*(G) €
UGSS(CA}C), alors 'image de P, est de dimension infinie pour chaque « (voir par exemple
[47], p.145). Alors on peut construire un sous espace ES de HS de dimension n tel que
E¢ C S(P,) et

~

(Gex,x)) 2 a((z,x)) Vo e E: (2.3.21)

ou ((z,y)) désigne le nouveau produit scalaire (z,Sy). Autrement dit
(VS8G.x,V/Sz) > a ‘\/gx‘z Vr € Ey.

Nous allons montrer qu’on peut construire un sous espace E, de dimension n de Hy tel
que
(SGx,x) = o/ (Swz,z) Vo € E, (2.3.22)

pour un certain o' tel que o;f < o < «; cela contredira (2.3.20) finira la preuve.

Soit (21, 22, ..., z,) une base orthonormale (pour le produit scalaire ((x,y))) de E¢. 1l existe

une suite <zf,z§,. z"“) € Hy X ... x Hy indexée par k tel que

cey Ap

(zf,zg,. zk> — (21, 22, .., 2n) quand k — 400

cey A

pour la norme de HS x ... x HS. Soit E* I’espace vectoriel engendré par {zf, 25 zk}

cey A

Comme le déterminant de Gram

det(((27, 25))) = det(((zi, ;))) = 1

(oui,j=1,...,n)alors {Z{“, 2. zk} sont linéairement indépendants pour k assez grand

cey A

et EX est un sous espace de Hy de dimension n pour k assez grand. Soit z appartient a la
sphére unité de EF i.e.

x = x;zF avec|z| =1
j=1
le. " L ) n n o
1= ((Z szj’lezz ) = ijxﬁ-((z],zz )
j=1 i=1 j=1i=1
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On observe que

n 9 n n n
ap Y |zl SZZ 25, 2} 1 <ay Z ;|
et s

ol a4 et @y sont respectivement la plus petite valeur propre et la plus grande valeur
propre de la matrice de Gram ((2}, 2/'))1<ij<n- Notons aussi que ay, et @ tendent vers 1
quand k£ — 400 et

1
Z ;] > > (2.3.23)
On décompose x comme
vo= Ywi =3 |2 = (5 m)a + () 2)5)
7j=1 7j=1
= S [ - (] + e )
j=1 J=1
= ]:1 2
ou
= 2; — (2], 2))%
tend vers zéro en norme ||| (ou ||| désigne |z|| = /(x,Sx)) lorsque k — +o00. On voit

que la somme
n
Z L ((Zk
j=1

est telle que

D’ou
(SGx,x) = (SGD x;i((zF, %))z, Y wi((2F, ) %))
j=1
=1 =1
+(SG Y mZ > wi((2h, 7)) %)

jl J=1

SGZ% ZJ ZJ’Z% <j
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Notons que

> xi((2F, %))z € E,
=1

donc
2

<Seixj<<zf,zj>>zj,fjlxj«zf,zmzj) >a ilxjazf,z]))zj

D’autre part, par I'inégalité de Reid (1.5.7)

2
n

(SGY w25, > x2)) < |Gl (|2 %)
=1 =1 j:l
< |Gl Z|xJ|QZHf’“H
7j=1 =1
Gl

) o |k 12
< > [&
j=1

Q.

et la somme de deux derniers termes de (SGx,x) est majorée par

n
H) Z :cjﬁf

j=1

< 2l | X I JZH*H HZ

201G

zi:xj((zk z

[y

J:

21G| L)

IA

>

donc

2

= @z mrz \((zf,zj>>)
’G|L Ak
Sl |

Q‘G’L " Sk . . 2
e Sl St e
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Notons que pour chaque € > 0

n 2 GL =N 2
a;mm((z;?,zj))\ 2 JZH ’M EAR(ERN)]

WV

n G
S - 5 e e R W M ()

g? ik ’2 2|G|L(H)

EZOZk

> [
Jj=

n G n
> (a—822)121].@”{‘((2?;%))‘2}JZ::II%'\Q—2| iz 15|

de sorte que, en utilisant (2.3.23), on a

(SGz,x) > (O‘;f)l%ign{]((zf,zj))f} (2.3.24)
2|Glim 2 Wh .
Wl 3 - o -

pour tout x dans la sphére unité de E¥. On choisit ¢ > 0 suffisamment petit pour que

a—%>an
On note que pour ¢ fixé,
21G i & |G| I
T 3= - 1o S e
et 1 ' . )
a 1@1&{‘((@,@))) } —1

quand k£ — +oo. D’ou le coté droit de I'inégalité (2.3.24) tend vers (o — —) lorsque
k — +oo. En choisissant k assez grand et en désignant par o/(> ;') ce coté droit, on
voit que

(SGz,z) > o

sur la sphere unité de E¥ ou d’une facon équivalente
(SGw,x) > o/ (Sz,z) Vx € EF

ce qui montre (2.3.22).
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Chapitre 3

Modeles neutroniques isotropes

3.1 Introduction

La theorie spectrale des équations de transport de neutrons inélastiques est un sujet
classique qui remonte aux années cinquante (voir [25]) et est maintenant bien comprise
(voir par exemple [19], [46], [59] [32], ([29] chapitre 5 et 6) , [28], [20], [57],[51], [52], [53]
[31], [49], [48],[50], [57], [56], [1], [40] et les références qui s’y trouvent).

D’autre part, 'analyse spectrale des équations de transport de neutrons partiellement
élastiques est un sujet relativement nouveau qui remonte juste au milieu des années 70
22].

Les résultats spectraux importants liés aux problemes de compacité ont été montrés par
M. Shihi [39]. La particularité de ces équations est que les deux phénomenes de colli-
sions élastiques et inélastiques sont pris en compte, i.e 'opérateur de collision K a deux
composantes de nature, différentes

do 0Oy

5 + U.% +o(z,v)p(z,v,t) = Kjp+ Kep := Ko

ou
KzQO = / l{?i<.’lf, v, ’U/>(D(.’IT, U/)dl)/
\%4

décrit les chocs inélastiques et

KCQD = N—1 ke(mapawaw/)w(x7pw/)dw/
SN
décrit les chocs élastiques.
Soit N € N,  un ouvert régulier et borné de RY et v = pw € V ol V est 'ensemble des
vitesses
V= {pw; 0 < pmin < P < Prmax < 00, W E SN_I}

est muni de la mesure de Lebesgue usuelle dv. Cette équation est couplée a une donnée
initiale
80(‘7;7 v, 0) - QOO(ZEJ U)
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et la condition au bord homogene

QO(.T, v, t)|F, =0

ou

I'_:={(x,v) € 92 x V; v.n(z) <0}

et n(x) est la normale extérieure unitaire en x € 9. Ici K; et K, désignent respective-
ment 'opérateur de collision inélastique et élastique.

Le comportement asymptotique du Cy-semigroupe qui gouverne cette équation est inti-
mement liée a son analyse spectrale, (voir [39]). En particulier le spectre asymptotique

o(T+ K)N{RX > s(T+ K.)}
de son générateur 7'+ K joue un role clé ou
s(T+ K.) :=sup{RX\; e o(T+ K.)}

est la borne spectrale de T'+ K,.
Soit T I'opérateur d’advection

T:D(T)>¢— —v.gi — o(z,v)p(x,v) € L*(Q x V)

de domaine

D(T) = {(,0 € L*(Q x V),v.gi eL*(QxV), op = 0}.

Il est connu d’apres [39] que le spectre asymptotique de 7'+ K est constitué au plus des
valeurs propres isolées de multiplicité algébrique finie. D’autre part, a notre connaissance,
la compréhension de ce spectre asymptotique est ouverte méme pour des cas modeles ou les
sections efficaces sont constantes. L’objectif de ce chapitre est de donner une description
précise du spectre asymptotique pour une classe d’équations de transport de neutrons
partiellement élastiques.

Ce chapitre est consacré aux modeles isotropes et homogenes en espace, i.e. les sections
efficaces

o(z,p, w), ki(z,p, w,p, ) et ke(x, p,w,w)

sont supposées indépendantes des directions (w et w') des vitesses et de la variable spa-
tiale . L’hypothese d’isotropie des sections efficaces permet d’obtenir des résultats tres
précis et de construire une théorie spectrale complete. (Nous montrons néanmoins dans le
chapitre 4 comment une bonne partie de ces résultats s’étend aux modéles anisotropes).
Nous indiquerons dans différentes remarques (voir la Remarque.3.3.4, la Remaraue.3.4.1
et la Remarque.3.4.2) les résultats dont la preuve dépend fortement de I'hypothese d’iso-
tropie. Pour la simplicité de certaines preuves (essentiellement celles qui concerne ’étude
du spectre essentiel) nous nous limitons au cas des vitesses minorées

Pmin > 0.
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méme si cette condition ne joue aucun role dans la plupart des énoncés concernant le
spectre ponctuel asymptotique.

Le plan de ce chapitre est le suivant :

Dans la Section 3.2 nous montrons que le spectre de 'opérateur de transport de neutrons
élastique

T+ K.

est la réunion de spectres d'une famille d’opérateurs de transport monocinétiques indexée
par le module des vitesses

p € [a,b].

Nous montrons que le spectre de 'opérateur de transport élastique est égal a son spectre
essentiel.

Dans la Section 3.3 nous montrons que le spectre essentiel de 'opérateur de transport
partiellement élastique

T+ K.+ K;

est égal au spectre de 'opérateur de transport élastique 7'+ K. Ce résultat découle de
résultats de compacité [38].

D’autre part, nous montrons que les valeurs propres de 'opérateur de transport partiel-
lement élastique dans la région

(LRA > —info()}

sont réelles.

Dans la Section 3.4 nous relions le nombre de valeurs propres de 'opérateur de transport
partiellement élastique T+ K, + K, qui sont supérieures a s(T'+ K,) au nombre de valeurs
propres supérieures a 1 de I'opérateur borné symétrisable

Gs(T—l—Ke)-

Dans la Section 3.5 nous montrons que le nombre de valeurs propres réelles de 1'opé-
rateur de transport partiellement élastique augmente lorsque la taille du domaine €2
augmente (la taille du domaine désigne le rayon de la plus grande boule contenue dans €2)
et nous montrons que toutes ces valeurs propres tendent vers la valeur propre dominante
de l'opérateur neutronique partiellement élastique homogene en espace (voir la définition
ci-dessous). Ensuite, on montre que si I'opérateur de collision inélastique K; est de la
forme

CKZ'

alors le nombre de valeurs propres réelles augmente également indéfiniment avec c.
Enfin nous donnons un critere explicite d’existence d’au moins une valeur propre.
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3.2 Spectre de opérateur neutronique élastique 7'+
K.

Cette section sera consacrée a l'identification du spectre de l'opérateur de transport
de neutrons élastique
T+ K..

3.2.1 Spectre de 'opérateur monocinétique 77 + K/

Soit N € N (N > 2) et soit  C RY un ouvert borné et convexe. Soit 0 < a < b < +00
et
[a,0] 5 p — ke(p) € Ry

[a,b] 2 p— o(p) € R,

Pour tout p € [a,b], on définit 'opérateur non borné

T : D(T*) C L*(Q x SV71) — L?(Q x SV 1)

dp(x,w)
p == — _
T ¥ pw. o U(p)cp(x,w)
ol )
D7) = { € P8V w5 € L0 x5 o =]
X
et

.= {(x,w) c 00 x SN wan(z) < 0}

ou n(x) est la normale extérieure au point x € 9. Pour tout p € [a,b], par I'opérateur
de transport de neutrons monocinétique on désigne 1’opérateur non borné

TP + KP: D(T?) € L*(Q x SN = L (Q x SV
ou

KP:peL*(QxSV ) — ko(p)p(z,w)dw' € L2(Q x SV,

SN-1
Soit
T:D(T) C L*(Q2 x SV x [a,b]) — L*(Q x S¥7! x [a, b])

op(x, p,w
Ty = —pw-go(axp) —o(p)e(, p,w)

de domaine

D(T) = {go € L*(Q x SV x [a, b)); pw.?p € LX(Qx SV x [a,b]), o = 0}
T

ou (pour la simplicité des notations, on garde les notations précédentes)

.= {(x,p,w) € 00 x [a,b] x SV won(z) < O}.
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CHAPITRE 3. MODELES NEUTRONIQUES ISOTROPES

L’opérateur de transport de neutrons élastique est donné par
T+ K, :D(T) = L*(Q x S¥! x [a,b])

ou l'opérateur de collision élastique

Ketp— ke(p)p(@, p,w')dw’

SN-1
est borné sur L?(Q x SV~ x [a, b]).
Nous allons étudier la dépendance en p de 'opérateur monocinétique
T + K.
Lemme. 3.2.1. Supposons que
ke :la,b] > Ry eto:la,b] - Ry

sont continues. Alors

R x [a,b] 3 (A p) = A=T")" e £L(L*(Q x SV Y))
et

R x [a,b] 3 (), p) = K? € L(L*(Q x S¥71))

sont continues.

Preuve Notons d’abord que

~( Ata(p) )s

S(.’E,w) P
()\—Tp)_lf:/ eif(x—sw,w)ds
0 p

ou

s(z,w) :==1inf{s > 0; z — sw ¢ Q}

et
s(z,w) < d(Q)

ou d(Q2) est le diametre de §2. Soit (A,)n, (pn)n deux suites telles que
Ap = X et p, — P

Alors pour tout f € L2(2 x SN¥=1)

— - s(x,w)
(A —TP) ' f — (/\ - W) ' f= /0 D, san38)f(z —sw,w)ds

ol B
_(Antolen) - (M)
e ( pn )8 e P 3

pn,ﬁ,)\n,X(S> - On - ﬁ
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On a apres l'extension triviale de f a 'extérieur de (2

MAN——TWQ_lf-—(A——IW)_If’Stéﬂﬂ)VzmwAmA@ﬂ“j(x——swﬁuﬂds

et, par I'inégalité de Cauchy-Shwartz ,

=T = (A=T7)

En particulier

2

L Jow =1t - (R s
Q)

< ﬂ’D {ciﬂmD ()| d - 2d
< [ Dz ds [ (D x| ds [ 17— s dr
2

— (/Od(ﬂ) ’mepv\m/\(s)‘ds) /Q|f($,w)\2d8-

SNfl

En intégrant sur on obtient

=7y = (3=17) o < ( [ D) ds> T

et

‘QWTMI—Q—Wfl

d(s2)
</ D, x(s)|ds.
L(L2(QxSN-1)) — Jo ‘ anﬂ,)\n)\( )’

Le théoreme de convergence dominée montre que

lim " ‘D *(8)’ ds = 0.

n——+o0o 0 Pnﬁy)\n,)\

La deuxiéme assertion est triviale.

Lemme. 3.2.2. Supposons que
ke :la,b] = Ry et o:[a,b] = Ry
sont continues. Alors [’ensemble
Upelapo (17 + KP?)
est fermé.

Preuve Rappelons d’abord que
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CHAPITRE 3. MODELES NEUTRONIQUES ISOTROPES

et K? est T*-compact (voir [22]) de telle sorte que le spectre de T* 4+ K? est constitué au
plus de valeurs propres isolées de multiplicité algébrique finie. Ainsi

o(T? 4+ K?) = 0,(T” + K*)
(0, se réfere au spectre ponctuel). Soit
<>\n>n - Upe[a,b]U(Tp + Kep)

telle que lim,, o Ay = A. Alors il existe une suite (p,), C [a,b] telle que

Ap € 0,(TP™ + KP)

et cela équivalent a Pexistence d’une suite ¢, € L*(Q x SV71) telle que
on = =T) Ko, lpall = 1

En prenant une sous suite si c¢’est nécessaire, on peut supposer sans perte de généralité
que
Pn — .
D’apres Lemme.3.2.1
(Ao =) K 5 (X —T7) ' K7
en norme d’opérateurs. La compacité collective (une suite d’opérateurs A, € L(H) est

dite collectivement compacte si I'image par A, de tout borné de H est contenue dans un
compact de H indépendant de n) de la suite

(=T KE) (PP x SN

implique que la suite (¢,), est relativement compacte. Alors il existe ¢ € L*(Q x SV1)
telle que (une sous suite de ) ¢,, — ¢ converge en norme et

o=(X-T7)" K7y, |lo| =1.

D’ou
X € 0,(T? + K?) C Upejay o(T” + KP).

Lemme. 3.2.3. Supposons que
ke :la,b] = Ry et o:]a,b] = Ry

sont continues.
St A ¢ Upclap) o(TP + K*) alors il existe une constante C' > 0 tel que

|A =17 — K07 <G,V p.

L(L2(QxSN-1))

33



Preuve Soit A ¢ U,cop 0(17 4+ K?) et ¢, telle que
A=T" = K) g, =9, ¥ € L*(Qx S"7T), (Jy] <1).

Nous devons montrer 'existence d’une constante C' > 0 telle que (uniformément en

¥l < 1)
lepll <C ¥ p.

On procede par I'absurde en supposant l'existence d'une suite (p,,),, telle que p, — p et
que

dim i, || = oo
On pose
_ _Pn
" lleall

Alors

A0, —T"0, — K0, = v

‘ lnl|
et
0, — (A\=T") " KPg, = (A—=T)"" H;DH

Comme le membre de droite tend vers zéro quand n — oo alors
16a]1 = [|(x = 7#) 7t K220, | — 0

et
lim [|(A = 7%) 7" K20, | = 1.

n—oo

D’autre part, la suite d’opérateurs

(A=) K2)

n

est collectivement compacte de sorte que (une sous suite) 6,, — f converge en norme et
donc

(\-17)  K75=7,9

|=1

ce qui implique que A € 0,(T7 + KP?) et conduit & une contradiction.

Nous sommes en mesure de décrire le spectre de T'+ K, :

Théoréme. 3.2.1. Supposons que k. : [a,b] — R, et o : [a,b] — Ry sont continues.
Alors

O’(T + Ke) = Upe[avb]U(Tp + Kg)

o4



CHAPITRE 3. MODELES NEUTRONIQUES ISOTROPES

Preuve Nous allons d’abord montrer que
Upe[mb]U(Tp + Kep) Co(T+ K.).
Soit
)\ c Upe[a’b]U(Tp + Kep)
Alors il existe p; € [a,b] tel que A € o(T? + KP') ou, d'une fagon équivalente, il existe
p € L?(Q x S¥71) de norme 1 telle que

Op(z,w)
Oz

—p1w. a(p1)p(z,w +/ oz, )dw = Mp(z,w).

On définit
¢n € L*(Q x S¥7! x [a, b])

pour n assez grand par

el w)  pr<p<pit g,

Pn(z,pyw) = {

0 sinon.
On a
b
2 _
[ Pn HLQ(QXSN*lx[a,b]) = //SNfl/ |fn (7, p,w)| PN 'dxdwdp
p1+f
_ N-1
= //SN 1/p ,w) |2 pN L dadwdp
= HQDHLQ(QXSN* 1y = 1
et

Opn (x,pyw)

AN=T — K.)¢, = —pw. pe

o (p)én (2, p,w +/N1 p)n (, p,w)du

i.e.

/ n do(z,w) n
- m p1t+i plz,w) + ]l [pr.p1+2] pN—1 pw O + ]l[pl,pﬁr%] FU@)SO (z,w)

,01 p1+ p l‘ ) Py W />dw/
n &p x w) .
= Lppst] {5 —alp)p(e,w)+ [ kelp)p(e,o)dw

/ n 8@ T,w) n
Pl p1+ ]]'[pl,pl-i-%] Fg(p)gp (va)
/
p1 p1+ H SN 1 6 {L‘ y Py W )d

de telle sorte que

=T =Kon = 1, pia) [ 1900) = 0lp)] @ (@0) + 1,y oo (o - p) 2P
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Alors

1 2
— [N =T - K,

Pl+
<[00 L1000 oo Ple (x.w)P dpdedes

/p1+ //SNl P KM xcu|+—//SN1

-~ Lo [f”‘a(p)—-a@n>de]hp(x,andpdxdw

1

P _ Pl
L= K ) + o /éNl

Notons que

P1+
/ //SN No(p) = a(p)* ¢ (z,w)[* dpdadw

/ /SN . [ /pp1+ lo(p) —0(P1)|2dp] o (x,w)|? dpdadw

1

qui tend vers zéro lorsque n — oo et

”ATﬁfémKe Kf)p (w,w)|?
- n/:+//SN1 e ke(p1)I” /SN*lsO(x,w/)dw’

= Jfo l /:+ ke (p) —ke(m)!de] '/SNI o, )dw

qui tend aussi vers zéro lorsque n — oco. D’ou
Tim =T~ K)o | =0

Il s’ensuit que
Aeo(T+ K,).

Si maintenant p; = b, on définit (¢, ), par

~elmw) pr— oy <p <o,
0 sinon.

¢n<x> /07(*‘)) = {

et on montre de la méme maniere que A € o(T + K.).
Inversement, montrons que

o(T + K.) C Upepapo(T* + K?)
ou, d’une fagon équivalente,

A Upclapo(TP + K2) = A ¢ o(T + K.).

2

ngxw
ox

&pxw
Ox
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CHAPITRE 3. MODELES NEUTRONIQUES ISOTROPES

Soit A & Upejap o (17 + KP). Considérons le probleme
AN=T—-K)p=1, e L*QxS"" x]a,b])
Par I'hypothese, pour tout p € [a,b], I'équation
()‘ -T17 - KS)@(? Ps ) = ¢(7 Ps )
admet une unique solution (., p,.) € L2(2 x S¥~1) (qui dépend du paramétre p € [a, b])
et
leC o Mpaq@esn-ty < [ = T2 = KT i onoayy 196 2 Mgy -
D’apres le Lemme.3.2.3,

HO‘ 17— Kep)_lHﬁ(Lz(QxSN—l))

est uniformément borné en p € [a, b] donc
s 03 M z2@nsv—1y < CIYC )2 @usv—1y Y € [a, O]

et alors en intégrant en p € [a, b] on obtient

<
ol , <Clol

L2(QxsN—1x]a, L2(QxSN=1x[a,b])

donc
AN o(T+ K,)

ce qui complete la preuve.

Par des arguments similaires on montre :
Théoréme. 3.2.2. Supposons que les hypothéses du Lemme.3.2.1 soit satisfaites. Alors
0(()\ — T)_lKe) = Upe[a,b]a(()‘ — Tp)_lKé)).

Remarque. 3.2.1. On peut montrer par un arqument de convolution que le spectre de
T + K, dans LP( x SN71) (1 < p < +00) est indépendent de p.

On termine ce paragraphe par un résultat de réalité.

Théoréme. 3.2.3. Soit \* :=inf (a4 0(p). Supposons que k. : [a,b] — R, eto : [a,b] —
Ry sont continues. Alors

o(T+ K.)n{\ RA\> -} CR.
Preuve Comme le spectre de 'opérateur monocinétique dans la région
{A RA > =\"}

est réel (voir S. Ukai [49]), le Théoreéme. 3.2.1 acheve la preuve.
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3.2.2 Spectre essentiel de T+ K,

Nous montrons que le spectre de l'opérateur de transport élastique est égal a son
spectre essentiel.

Théoréme. 3.2.4. Supposons que les hypotheses du Lemme.3.2.1 sont satisfaites. Alors

o(T+ K.) = 0ess(T + Ko).

Preuve Soit A € Upciopo(T? 4+ K?). Alors il existe p; € [a,b] tel que
A€ o(T + K,
ce qui est équivalent & l'existence d'une fonction ¢ € L*(Q x SV=1), |l¢|| = 1 telle que
TP o+ Ko = Ap.
On peut construire pour n assez grand une suite

~rp(rw) p<p<pity,
0 sinon

¢n(x7pv w) = {

telle que
[énll =1,
1
suppdn C QX [p1, pr+ —] x ST

et
¢n — 0 (faiblement) quand n — oo

alors on ne peut pas extraire une sous suite de (¢, ), qui converge en norme. Ainsi la suite
¢n, est une suite singuliere (voir la Proposition.1.2.2) associée a .
D’ou

o(T + K.) C 0ess(T + Ko).

OJ

Remarque. 3.2.2. Les théoémes 3.2.1 et 3.2.4 ont été montré par M. Sbihi [38] dans
un cadre plus général.

De maniere analogue on montre

Théoréme. 3.2.5.
o(AN=T)'K,) = 0ess (A= T)'K,).

En particulier

ro((A=T) ' Ke) = reas(A = T) 7' Ke). (3.2.1)
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CHAPITRE 3. MODELES NEUTRONIQUES ISOTROPES

3.3 Spectre de 'opérateur neutronique partiellement
élastique
Soit
ki - [a,b] X [a,b] = Ry
le noyau de collision inélastique et soit

K L2(Q x S x [a,b]) = L*(Q x SV x [a,b])

b
(Ki p)(z, p) = /a /SN*l ki(p, o )o(z, p,w")dp'do’

lopérateur de collision inélastique. (On note que cet opérateur est local en z € €, i.e. il
agit seuelement en (p,w)). Soit

T+ K.+ K;: D(T) — L*(Q x SY! x [a, b))
l'opérateur de transport de neutrons (partiellement élastique) avec I'opérateur de collision

K =K.+ K,.

3.3.1 Le spectre essentiel de T+ K, + K;

Pour la simplicité des notations, on donne le nom d’opérateur de collision inélastique
aussi a sa restriction sur L2(SN! x [a, b])

b
Ki: LSV % [a,b]) 3 00 — / / ilo )0l )dplde € LASY T x [a,b)
a JSN-1
Théoreme. 3.3.1. On suppose que
b
L*([a,b]) > h — / ki(p, p)h(p")dp' € L*([a,b]) est compact. (3.3.2)

Alors
Oess(T + Ke + K;) = 0ess(T + K.) = o(T + K.).

Preuve Sous I'hypothese (3.3.2) I'opérateur
K;: LA(SY! x [a,b]) — L*(SV ™! x [a, b])
est compact. Par le théoréme de compacité de M. Sbihi [39]
K; est (T + K.) — compact

i.e.

K;: D(T) C L*(Q x S" ! x [a,b]) = L*(Q x S¥! x [a,b)])
est compact. Cela montre que
Uess(T + Ke + Kz) - Uess(T + Ke)

et enfin Théoreme. 3.2.1 acheve la preuve.
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Remarque. 3.3.1. [l résulte des Théoréme. 3.2.3 et Théoréeme. 3.2.1 que

Oess(T + Ko + K;) N {A; RA> -\ CR.

3.3.2 Equivalence spectrale
Soit
Gy : L*(Q x [a,b]) = L*(Q x [a,b])
l'opérateur défini par

_(AMto(p)
(=

)e—='|

b
e [’%(ﬂ)(b(w’,pH / ki(p, P (2, p)dp'| dx'.

e

Grdl(.p) = |
Qplr—x

Notons que G, se factorise comme
Gy = E\S

ou Ata(p)
—_(2xotp)
(222

|z—a|

(Bx)(z,p) = [ (', p)d!

Q plr— /|

(36)(2.p) = k(). 0) + [ 1o, ) )

Lemme. 3.3.1. Soit A\ € C. Alors \ est une valeur propre de T'+ K, + K; si et seulement
si 1 est une valeur propre de G.

Preuve Le probleme spectral
Teo+ Kep+ Kip = Xp, pe D(T)
est équivalent a
o=N-T) K.+ K)p, o€ L*QxS""!x]a,b])

c’est-a- dire ¢(z, p,w) est donné par

Ata(p)

s(x,w)e_( o )s b
- ke / - » I /d/ /kz 7/d// - s s /d ' d
/0 p l (p) |, Pl = sw,pwdw + | kilp, p)dp" | p(x = sw, p,u)du’| ds

Posons

oz, p) = / p(x, p,w')dw’.

SN-1

L _ . vari
En intégrant sur SY~!, en faisant le changement de variables
/
T =1x— sw,

et en utilisant la convexité de 2 on voit que le probleme spectral est équivalent a
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67(/\+Z(P>)|x7x/‘

b
¢z, p) = /ﬂplfv—x’|N1 [ke(p)qﬁ(x’,p) + / ki(p, P2, p)dp'| da’

i.e.

¢=Grp, ¢ L*(Qx[a,b]).

0]
3.3.3 Les opérateurs symétrisables en neutronique
Lemme. 3.3.2. Supposons que
b
K€ B(lab) = [ ko, p)el)dp' € L¥((a.b) (3:33)

est auto-adjoint positif (au sens du produit scalaire). Si X € R alors G est symétrisable
par S et

1G8]l < ea o (3.3.4)
0t cx = HEA\/_H (L2(Qx[a])
Preuve Soit ¢, € L*(Q x [a,b]). Alors
~(FE)la—a| / ,
(5630.4) = (Br50,50) = [ dp || = s (50, p)(S)(w' ' d
~(FF ) o]
= /dp/ S¢)(a' Pdl"/ W(Sw(w . p)
= (8¢, ExSY) = (¢, 5G\)
donc
SGh = (SGy)*.
Finalement

Gral = | EavSVSe| < V5], \[[vsel.

(L2(2x[a,b]))
O

Remarque. 3.3.2. L’estimation (3.53.4) a une conséquence spectrale importante sur Gy
(voir Uinégalité (1.5.5)).

Remarque. 3.3.3. Les hypothéses de symétrie et la positivité (au sens du produit sca-
laire)de K; apparaissent dans les modéles physiques utilisés en théorie des réacteurs nu-

cléaires [49].
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3.3.4 La réalité du spectre ponctuel

Théoréeme. 3.3.2. 0,(T+ K.+ K;)N{\,RA > —info(.)} est constitué au plus de valeurs
propres réelles.

Preuve Soit
)\: )\1 +Z>\2 - O'p(T—I—Ke—I—Ki);)\Q 7&0

Alors il existe ¢ # 0 tel que
q = Gxg.

Puisque S est auto-adjoint alors
(¢,9q) = (ExSq, Sq) = (Ex©,0) € R

ou

O =5q¢+#0.

On note que

b o~ D) o]
(E)\@, @) = / dp/ / ﬁ@(l‘l, p)dl‘/
a Jalle ple—a|

D’autre part, (en prolongeant © par zero a 'extérieur de ) et en utilisant la transfor-

O(z, p)dz.

mation de Fourier par rapport a la variable d’espace x et I'identité de Parseval

b ~ 12
(£:0,0) = [dp [ AOC0)|0] (o) (3.3.5)
ou
o~ (A2
AN Cp) = ——x——€¢ “Fdz
/RN plel*
et

0(C.p) = 2m)F | O p)e " da

est la transformation de Fourier spatiale de ©. D’ou

(AN G ) \@\2 (¢,p) =0 p.p. (3.3.6)

En outre,

—( Ato(p) )

AN Cp) = /OOO dr /SN?1 eman_le_" CeopN=Ldy
dw
/SNfl A+o(p)+ip Cw
dw
/SN—l A+o(p)+ip |C|ew
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ol e = II%H
On rappelle la formule générale de F. Natterer

[y Slew)do =87 /11 f(s)(1 =577 ds (3.3.7)
(voir [34], p.188). D’ou

(1 52 23ds
AN SN2/ -
(A Cp) = | 1A+U Hp s

Soit
PN(S) _ ‘SN—Q‘ (1 s )N;3
et
Bi=A+0(p) =P +iB (Bi,5: €R).

Comme Py/(.) est paire alors

[t Pa(s) _ L Py(s)
ANCp) = /_16+7;p |<|8ds—26/0 e (3.3.8)
2 PN( )
2 |C|2 \C|2 + s?
- dt. 3.3.9
ok T (2 o (339)

Par une intégration par parties, et le fait que

1 1412 7 14122

-1 _ = _ _
tan™(z) = - log(;——) = —5 log(;——).

et en prenant la partie imaginaire, on voit que la partie imaginaire de A(\, ¢, p) est donnée
par

1o (1= 282+ (59)*] at
5T PR e {(1+52t)2+(5)

plc] pl¢]

) < 0 alors

Puisque P (1

S(AN,C,p) <0siAg>0

et
(AN ¢, p)) > 0si Ay < 0.

Enfin, (3.3.6) implique ©O=0ect O = Sq = 0. Cela montre qu’aucune valeur propre
complexe ne peut exister.

OJ

Remarque. 3.3.4. La preuve de ce Théoreme 3.3.2 dépend fortement de [’hypothése
d’isotropie des sections efficaces.

63



3.4 Caractérisation du spectre ponctuel de T+ K.+ K;

Nous allons montrer que le nombre de valeurs propres de 'opérateur de transport par-
tiellement élastique de neutrons supérieures a s(7+ K. ) égal au nombre de valeurs propres
de Gyryk.) supérieures a 1. Nous commencons cette section par le résultat abstrait de
continuité.

3.4.1 Résultats de continuité et de monotonie

Lemme. 3.4.1. Soit S un opérateur auto-adjoint sur un espace de Hilbert H et (G ), est
une famille d’opérateurs linéaires bornés symérisables par S (indexée par A € I C R) et
qui dépend continument de X € I en norme d’opérateurs. Soit n € N un entier arbitraire.
Nous définissons le paramétre

(A = inf SGho, 3.4.10
pn(A) p {¢eEn}<%¢,¢):1}( A6 9) ( )

ou V, désigne la classe des sous espaces F, de H de dimension n. Alors les courbes
I>X— pu(N)

sont continues.

Preuve On note d’abord que

[(SGxd, &)| < 1GAll 220y (59 @)

d’apres 'inégalité de Reid (1.5.7) et alors
Pu(N) <Gl 2er2@x(an)) -
Soit A\, \' € I. Alors
[(SGrd, §) — (SGxd, 8)| = |(S(Gr — Gx)d, 0)| < |G = Gxll 2o (995 @)
encore d’apres 'inégalité de Reid. Pour (S¢,¢) =1, on a

(SGr, 9) = (SGx 6, 0) < ||Gx = Gl o2 @xfan))

et
(SG)\¢7 ¢) < ”G/\ - GA/HL(LQ(QX[LLJ)])) + (SG)\/¢7 ¢)
alors
inf SG < ||Gx — Gy inf SGy
W (560 0) S NG = Ol ezaxiany T50P b (SGN0,9)
et

Pn(A) — Pn(/\/) <[|Gx - GA’HL(L?(Qx[a,b])) .
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On montre d’'une maniere analogue que

Pu(A) = pu(N) = — |Gy - G/\’Hc(Lz(Qx[a,b]))

de sorte que
1pn(A) = pu(N)] < |Gy — G)\'|’L:(L2(Q><[a,b]))

et cela finit la preuve.

Lemme. 3.4.2. Supposons que

Kit o€ I2(a.t) = [ Koo oyl € I([a.b)

est auto-adjoint positif (au sens du produit scalaire). Alors les courbes

A€ (—info(.),+00) = pn(A)

sont décroissantes.

Preuve 11 suffit de montrer que pour tout ¢ € L*(2 x [a, b])
(—info(.),400) 2 A = (SGro, 9)

est décroissante.
Notons que

Py(1) = 0 et Py(0) = [sV72|

voir la définition dans la preuve du Théoeme. 3.3.2.
Pour tout A réel I’égalilté (3.3.9) montre que

l
AN Cp) = () dt
mq/ %f plC|

2 / o1 Ao(p)tdt = NQ]
= — P arctan ———— + — [S
pml w(3) plcl 22 |

est décroissante en A et cela acheve la preuve car
2
(5Gx6,6) = [ do [ 8O [ST[ ()

O

Remarque. 3.4.1. La preuve de ce résultat de monotonie dépend fortement de [’hypothése
d’isotropie des sections efficaces.
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Lemme. 3.4.3. Supposons que
(i) Les fonctions
ke :la,b] - Ry et o :]a,b] - Ry

sont continues.
(i) L’ opérateur
K; : L*([a, b)) — L*([a,b])

est compact. Alors

T'ess(GX) =1
ou A= s(T+ K.).

Preuve Notons d’abord que
K; est T'— compact
et donc d’apres le Théoreme. 1.3.1
Tess(G5) = Oess(A = T) 7 (Ke + Ki)) = 0ess (A = T) 7' Ke).

En particulier
Tess (GX) = 7”688((X - T)_lKe)

et on a par le Théoreme. 3.2.2 que
ress((X - T)_lKe) = TU((X - T)_IKG).

Il est facile de démontrer que (A — T) 'K, (A € R) est symétrisable par K, et vérifie
(1.5.5). Il résulte de (1.5.9) que

ro(A=T)"'K.) = sup  (K.(A=T)"K.$,0)
{¢7(Ke¢7¢):1}

donc, en utilisant un raisonnement similaire a celui de la preuve du Lemme. 3.4.1, on voit
que
R2A—r,((AN=T)"'K,)

est continue. D’autre part, puisque (A —T) ! et K, laissent invariant le cone positif alors
ro(A=T)'K,) < 1 (3.4.11)

si et seulement si X > s(T' + K.) (d’apres le Théoreme. 1.4.4). Finalement, la continuité
de
A= ro(A=T)"'K,)

implique que
re(A—T)'K,) = 1.
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Lemme. 3.4.4. Supposons que les trois assertions sont satisfaites :
(i) Les fonctions k. : [a,b] — R et o : [a,b] — R sont continues.
(i) L’ opérateur

K;: ¢ € L*([a,b]) — /ab ki(p, p)o(x, p)dp’ € L*([a, b))

est auto-adjoint positif (au sens du produit scalaire).
(7ii) L’ opérateur

K; : L*([a, b)) — L*([a,b])

est compact.
Posons

I = U{€>0:TU(G)\) Sre((A=T)"1K.), X €[X X +e] }[)\7 A+ e]

et soit
ap :=sup{\ A € [1}.

Alors 1,(Gq,) < 1. Plus généralement, on pose
A+ €]
et on définit
ay, =sup{\; A € I,,}.
Alors
pn(ay) < 1.

Preuve Soit n € N. On raisonne par l’absurde en supposant que
pn(ay) > 1.
On a d’aprés le Théoréme. 3.2.2 et la compacité de (o, — T) ' K;
Tess(Gay) = Tess((n — T) MK, + K;)) = Tess((an — T) T K,) = (0, — T) ' K,).

On a
ro((a, —T)'K,) < 1

car ay > s(T+ K.) = A d'ou
Tess(Gay) < 1

et par conséquent
Pran) > Tess(Gay, )
Il résulte du Théoreme. 2.2.1 que

P1 (O‘n)a P2 (O‘n)"-a pn(an)

sont n valeurs propres isolées supérieures a 1 (comptées selon leurs multiplicités) de G, .
Soit A > «, et proche de «,,. On a d’un coté

Tess(G)\> S Tess(Gan> \V/>\ > Qp,
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et de 'autre coté, pour A proche de a,,, G, a n valeurs propres réelles (comptées selon
leurs multipliciés)

p1(A), p2 (A)-., pn(A)
proches de
P1 (Qn)v P2 (an)"'v ,On(an)

puisque G converge vers G, en norme d’opérateurs lorsque A — «, (voir [21], p. 213).
Donc

Pr(A) > Tess(G)

car p,(A) est proche de p,(ay) et ress(Gy) < Tess(Ga,) < 1. Cela contredit le caractere
mazimal de «,.

Lemme. 3.4.5. Pour tout n € N les courbes
{X, ozn[ SN = pu(AN)
sont strictement décroissantes.
Preuve Comme
Pn(N) > 1ress(Ga) YN € {X, ozn[,

alors p,()\) est la n—ieme valeur propre de Gy et alors il existe un sous espace E) de
dimension n tel que

pa(N) = inf (5G9, ).
{seEY (Sp,9)=1}

Soit A\, N € [X, an[ tels que A < \. Comme

n /\ = i f SG 3
N i=sup o inf (560, 0)

alors

pn(\) > inf  (SGrd, ¢).
{seEY (S¢.9)=1}
b —
(SGas,0) = [ do [ AOGo[S[ (¢.p)dC

b —2
| o [ AN [SE[ (o)
= (SGx,0) Vo

V

montre que

inf (SGrp, ¢) > inf (SGx o, ) = pn(N)
{seEY (So.0)=1} {seEY (Sp,0)=1}

(puisque les bornes inférieures sont atteintes) d’ou

pn(A) > pn(X).
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O

Nous sommes en position de démontrer :

Théoréme. 3.4.1. Supposons que les hypothéses du Lemme.3.4.4 sont satisfaites. Alors
le nombre de valeurs propres de T + K, + K; situées dans (\,00) est égal au nombre de
valeurs propres de G supérieures a 1, ou A = s(T + K,).

Preuve D’apres le Lemme.3.4.3
ress(GX) = 1
et
ress(G)\> = ress((A - T)_lKe) = TU((A - T)_lKe)
puisque K; est T-compact. D’apres (3.4.11)

To(A=T) 'K, <1VA> A

donc
7"655<G)\) <1VYA> .

On sait que A est une valeur propre de 7'+ K, 4+ K; si et seulement si 1 est une valeur
propre de G. Comme

Tess(Gy) < 1VA > A

alors seules les valeurs propres de GG, qui sont a I'extérieur de son disque spectral essentiel
sont pertinentes. Il s’ensuit que les valeurs propres de T'+ K, + K;, dans le demi droite
(A > )), sont caractérisées comme les solutions d’équations suivantes.

oV =1, A>N): (k=1,2,..). (3.4.12)

Ainsi pour chaque k € N, on considére les courbes py(.) sur I'intervalle [X, ak} (on note
que pr(A) < pr(ag) <1 VA > o). Compte tenu du Lemme.3.4.1 et du Lemme.3.4.5 les
courbes

[X, Oék} SN — ,Ok()\)
sont continues et strictement décroissantes.
Supposons que G5 a n valeurs propres supérieures a 1

p1(A) = pa (V). = pu(N) > 1= 155(G).

Le fait que

pe(N) >1; (1<k<n)

implique 'existence et I'unicité de 5, > [y > ... > 3, telles que
pr(Br) =1, Br € (X, ai).

Il est clair que
pr2> B> ... > By

sont les n premieres valeurs propres de T + K, + K;. Inversement, (3.4.12) montre que
I'existence de telles valeurs propres implique que G5 a n valeurs propres supérieures a 1.
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Remarque. 3.4.2. Sans ’hypothése d’isotropie des sections efficaces, on obtiendra que
le nombre de valeurs propres de T + K, + K; situées dans (\,00) est au moins égal au
nombre de valeurs propres de G supérieures a 1. Cela est di au fait qu’il n'est pas clair
que les courbes X — pi(N\) sont strictement décroissantes (voir la Remarque. 3.4.1).

Remarque. 3.4.3. Bien sir, l'opérateur Gx a une infinité de valeurs supérieures a 1 (qui
s’accumulent en 1.55(Gx) = 1) si et seulement si T+ K.+ K; a infinité des valeurs propres
dans (X, 00) qui s’accumulent en .

3.5 Résultats d’existence

3.5.1 L’existence pour des domaines larges

Nous allons montrer en premier lieu que le nombre de valeurs propres réelles augmente
lorsque la taille du domaine augmente. De plus nous déterminons leur limite quand la taille
tend vers I'infini. En second lieu nous montrons que le nombre de valeurs propres augmente
indéfiniment lorsque 'opérateur de collision inélastique est de plus en plus large. Enfin
nous donnons un critére d’existence d’au moins une valeur propre.

Les spectres des opérateurs homogénes en espace

Pour tout p € [a, b] fizé, on consideére 'opérateur de transport élastique monocinétique
homogene en espace

Blp=—o(p)p+ [ klp)p()d',p € L3SV

L’opérateur B? est une perturbation compacte de I'opérateur de multiplication —o(p)ld
de sorte que son spectre dans la région (—o(p), +00) est formé au plus de valeurs propres
isolées. On considere le probléme spectral

Blo = p, (A > —a(p))

B ko) [, () = 0+ o(p))e

Notons que Jsv—1 p(w')dw’ # 0 (sinon ¢ = 0). En intégrant sur S¥=! on voit que B?
possede une unique valeur propre

Mp) = —a(p) + SV ke(p).

L’opérateur élastique homogene en espace

B.: L*([a,b] x SN™Y) = L2([a, b] x SV
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est défini par
Bep = —o(p)e + /SN*I ke(p)p(p, w')dw".

Nous montrons aisément que la borne spectrale est donnée par
s(B.) = sup {)\,)\ € Upelap] O'(Bep)}
— sup A(p)

pEla,b]

= sup {—J(p) + ’SN’l
pEla,b

ke(p)} -

Enfin U'opérateur partiellement élastique homogene en espace
B : L*([a,b] x S¥7Y = L*([a,b] x S¥71)
est donné par

b
By = By +/ ki(p, p")dp’ o(p,w)dw'.

SN-1

Observons que la restriction de B & L*([a, b]) n’est rien d’autre que ’SN_I‘ S ie.

k(p)olo) + 877 [ o o0l

Notons que S est auto-adjoint et positif. Explorons maintenant le spectre de B dans la
demi-droite

= ‘SN_l

{MA > s(B.)}.

Comme B est une perturbation compacte de B, alors le spectre de B dans {\, A > s(B.)}
est constitué au plus de valeurs propres isolées. Nous considerons le probleme spectral

Bp = \p; A > s(B.), ¢ € L*([a,b] x S¥ ™)
Le. ,
ko) [, ool + [ ko, e’ [ oo e)ds = (At o(p))g,

On observe que ¢ est indépendente de w € SV~! et on en déduit le probléme spectral
équivalent suivant

By =(\+0a(p)y (3.5.13)
B: L*([a,b]) = L*([a, b))

est donné par

By = SN ke(p)elp) + \SN”]/; ki, p) (p')dp'.

Notons que
B=|s""]s.
On écrit (3.5.13) comme suit
N L R By W 3514
= et PO o ), i) ele)dp = 5.
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Théoréme. 3.5.1. o(B)N{\ A\ > s(B.)} n'est pas vide si et seulement si

li By) > 1.
) T =

Dans ce cas, il existe un unique X\ > s(B,) tel que
TU(§X> =1
et \ est la valeur propre principale de B.

Preuve Notons que B, est une perturbation compacte de 'opérateur de multiplication

[S¥1 k()

On:ip—o o170
NPT T o)

@Y.

Il en résulte que

_ S¥1 ke(p)

ress(B/\> - Tess(O)\) = Ssup
pEla,b] A + U(p)

Or
A>s(B.) = sup {—o(p) + S| ke(p)}
pEla,b]
est équivalent a
S¥1 ke(p)

sup <1

pelat) A+0(p)
d’ott
Tess(By) <1 YA > s(B,).

On observe que
1

e)®

est symétrisable par S et vérifie I'inégalité (1.5.5) et donc

é}\ _ ’SNfl

TO'(E)\) = sup (S§A907 (,0)
{3 (Sep)=1}

Par un raisonnement similaire a celui de la preuve du Lemme.3.4.1 on voit que
(5(B.),+00) 3 A = 14(B))

est continue.
On pose

I'= U{€>O: ro(By) >ress(Br), AE(s(Be),s(Be)+e) } (s(Be), s(Be) +¢),

et on définit
v :=sup{\\ € I}.
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Par un raisonnement similaire a celui de la preuve du Lemme.3.4.4 on voit que si v est
fini alors
ro(B,) < 1. (3.5.15)
Notons que
BAQOSE/\/QD V)\'>)\etg020

ie.
E/\ < E)\/ YA >\

et par conséquent
(s(Be),+00) 3 X = ry(B))

est décroissante. Par un raisonnement similaire a celui de la preuve du Lemme.3.4.5 on
voit que
(s(Be),v) 2 A = 15(B))

est strictement décroissante.
Si
li By, <1
Al (B <
alors 7,(By) < 1 VA > s(B,) et donc (3.5.14) n’a pas de solution non triviale. Inversement,
on suppose que
lim 7,(B)) > 1.
WHhy T B >
Comme (s(B.),+00) 3 A — 7,(B,) est continue et strictement décroissante sur (s(B,), v),
et grace a (3.5.15) alors il existe unique X € (s(B.), v) telle que

7’0<Bx> =1.

Comme ress(BA) <1 VYA > s(B.) alors 1 est une valeur propre de EX associée & une
fonction propre positive et finalement A est la valeur propre principale de B.

OJ

On étudie I'influence de la taille de 2 sur le spectre de T'+ K, + K;. Nous avons vu que
G est de "type convolution" en variable d’espace de sorte que le spectre est invariant
par translation de . De la, sans perte de généralité, on peut supposer que 0 € €. On
peut mesurer la taille de {2 par le rayon de la plus grande boule contenue dans €2. Pour
la simplicité on suppose que

Qa = O{Ql

ou {2 est un ouvert borné convexe qui contient 0 et « est un réel positif (destiné d tendre
vers l'infini).
Par un changement de variables (homothétie de rapport «) on montre que le probleme
spectral

Grp = pp, ¢ € L*(Qq x [a,b])
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est équivalent a
G = mwp, ¢ € L*(Q x [a, b))
ou

Y(z, p) = plazx,p) (z € )

et a entre en tant que parametre dans la définition d’un opérateur sur
L*(Qy x [a,b]).

Le spectre ponctuel de G, sur I'espace
L*(Qq X [a,b])

n’est rien d’autre que le spectre ponctuel de G sur I'espace
L*(9 x [a,b]).

Comme précédement on peut montrer que

o= [ [ |2 rmie ot e[S 4 6510

ou
N-3

Py(s) = |s" 2| (1 - s%) 5
et R
(¢, p) = (2m) = /Q1 U(z, p)e™de.

Nous donnons maintenant des résultats préliminaires clefs :

Lemme. 3.5.1. On désigne par p,(\,«) (m € N) les paramétres définis dans (3.4.10)
associés a l'opérateur GS. Alors

(i) Pour tout m € N

P\, @) < 14(By), Ya € Ry, VYA > s(B,).

(ii) Pour tout ¢ > s(B,) et m € N,
PN, @) = 1o(By)  quand o — oo

uniformément en X\ € [c, +00.

Preuve Notons que
By : L*([a,b]) = L*(]a, b)) (3.5.17)

est symétrisable par S. Il résulte de (1.5.9) que

(SBap, @) < 15(By)(Se, ) Ve € L*([a,b)).
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Nous allons d’abord montrer que cette inégalité reste vraie si on travaille dans
L*(Qy x [a, b))

ot (.,.) désigne le produit dans L2(Qy X [a,b]) mais r,(By) a la méme signification
précédente, i.e. le rayon spectral de lopérateur B, défini dans (3.5.17). En effet, soit
Y € L*(Q X [a,b]) et on note par ¢(z) (pour presque tout x € Q) la fonction

() p— bz, p).
Alors
(SBy.4) = | (SBrg(@). (@)ool

< ry(By) /Q (S9(@), (@) 2y
= 1,(By)(S¥, )

et nous avons fini.
Pour démontrer (i), rappelons d’abord que

By = \SN—l S.

‘A+0(p)

On a d’apes (3.5.16) et I'inégalité de Parseval
‘SN 1
(sGw.v) < [ d /A ]Mp\

- /Q /AJF 1S (x, p)|* dp

= (B, SY) 120 x[at])
= (B¢, V)12 x[ab)
< 16(Br)(SY, %) L2 () x[ap)-

ce qui finit la preuve de l'assertion (i).
(ii) Notons que (3.3.7) avec f =1 donne

/11 Py (s)ds = [s¥ /11(1 — 1) Tds = sV (3.5.18)
On choisit arbitrairement une fonction ¢ € L?([a,b]) telle que (S, @) = 1. Soit
F,, C L*(Qy)
un sous espace de dimension m et soit

B = F,® ¢ C L*( x [a,b]).
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Alors FE,, est de dimension m et

m (A, > inf SGSf,
Pm(A, @) {feEm}gﬁf)zl}( Sff)

= (SGI/R 1Y)
ol
f)?t(x?p> - ¢§($)¢<P)a W\M S Fma ||¢§||L2(Ql) =L
D’ou

pna) = [ 300 dc/ [ /0 . A+2_(+;(+));N|(|?||282d3 [Se(p)| dp.

Nous choisissons une suite arbitraire
Q; — Q.

La suite bornée {@Di‘y 1] € N} C F), est relativement compacte (I’extraction d’une sous
suite s'il est nécessaire)

Y=y € Fyp, |W/\HL2(Q1) =1

D’ou
2(RV) _
b w,\ dans L*(R™) et H@/),\ P
Par le Lemme de Fatou et (3.5.18)

. SN- 1‘
1"fm>\,->/ d/ Se(p)?d
minfpnh o) > [ (RO [ e 15wl do

‘SN 1‘ S 2d

= m’ 90( )| dp.

Comme ¢ est arbitraire alors
lim inf p,, (A ;) > sup  (SBrg, @) = ro(B)).
J=eo {o; (Sep)=1}

On a d’un coté, par la premiere assertion
pm(A, ;) < 1o(By)

d’ou
lim p,, (A, o) = TU(B)\)

j*)
Par Uunicité de la limite
im p, (A a) =r,(By).

a—+00

Enfin, en prenant une suite croissante «; — 0o on voit que

j — pm(/\= aj)
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est croissante (voir la forme quadratique (3.5.16)) et alors
pm(\, @) = 14(By) lorsque j — +00

uniformément en A € [¢,d] ou ¢ > s(B.) par le Théoreme de Dini puisque les fonctions
sont continues en A. Puisque

re(By) — 0 quand A — 400

alors la convergence de
pm(A; ;) = 14(B))

est uniforme en A € [¢, +o0o[. Cela acheve la preuve de la seconde assertion.
O]

On est maintenant en mesure de prouver le résulat principal de cette section. On définit
la taille de 2 comme le rayon de la plus grande boule contenue dans €.

Théoréme. 3.5.2. (i) Sio(B)N{\A> s(B.)} =@ alors
o(T+ K.+ K;) N{\A>s(B.)} =@

indépendemment de la taille de ).

(ii) Inversement, let o(B) N{A\ X > s(B.)} # @ et soit X la valeur propre principale
de B. Alors pour chaque 3 < X (B > s(B.)) et pour chaque m € N

o(T + K. + K;) N {\, A > 5}

contient au moins m valeurs propres si la taille Q suffisamment grande.

Preuve Sans perte de généralité on suppose que €2 = af); ou €2y est fixé. On sait
que A > s(B.) est une valeur propre de T' 4+ K, + K; si et seulement si 1 est une valeur
propre de G$ dans

L*(Qy x [a,b]).

L’opérateur G est symétrisable par S. On note p,, (A, &) son parametre associé.

(i) Par le Théoreme. 3.5.1, si
o(B)N{\A>s(B.)} =2

alors

ro(By) <1 VA > s(B.).

D’autre part, par le Lemme.4.2.4

ro(G3) < 16(By)
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(indépendamment de la taille de Q) et donc 1 ne peut pas étre une valeur propre de G¥.
(ii) Inversement, soit

o(B)N{\A > s(B.)} = @

et soit A la valeur propre principale de B (cf. le Théoréme. 3.5.1). Alors

lim 7,(B)) > 1

A—s(Be)
et \ est caractérisé par
TU(Bx) =1.
En outre
TU(EA) <1
pour A > \ et
Tg(éﬁ) >1

pour tout 3 < X (B > s(B.)). D’apres le Lemme.3.5.1

lim (B, @) = ry(Bs) > 1.

a——+00
D’ou
pm(B; ) > 1

pour « assez grand. En particulier

pl(ﬁaa) > p1(5704) 2.2 Pm(ﬁ,@) > 1.

Il en résulte que pour chaque k£ = 1,2, ..., n, il existe Ay > 3 tel que
pk()‘lm a) =1

Comme

Tess(éz\) < 1VA>s(B,)

alors 1 est une valeur propre de B \. ou d'une facon équivalente )\ est une valeur propre

de
T+ K, + K.

Note que

78



CHAPITRE 3. MODELES NEUTRONIQUES ISOTROPES

3.5.2 Opérateurs de collision inélastiques larges

Nous étudions maintenant les propriété spectrales pour des opérateurs de collision
partiellement élastiques dont la partie inélastique est relativement importante de la forme

b
LY xfab) 39— [ klpplpa)d +¢ [ [ kilp)e(p,n)dpld

ou ¢ > 0 est un parametre qui sera choisi suffisamment grand.

Théoréme. 3.5.3. Soit Q@ C RN un ouvert borné convexe donné et m € N, et pour chaque
B > s(B.), Uopérateur de transport de neutrons partiellement élastique

T+ K. + cK;

admet au moins m valeurs propres A\, > 5 (k=1,2,...,m) si c est assez grand.

Preuve Soit

b

Se = L*([a,b]) 2 ¥ = ke(p)ib(p) + C/a ki(p, p)(p")dp" € L2([a, b]).

Tout d’abord nous allons montrer 1'existence d’'une valeur propre principale A(c¢) de S.
telle que

A(c) > sup ke(p)
pEla,b]

et nous étudierons le comportement de la fonction propre associée en function du para-
metre c.
Soit K; I'opérateur auto-adjoint positif et compact

P83 0~ [ Koo )0y € 1 ([a,b]).

Alors le probleme spectral
ket + cKip = M (3.5.19)

avec A > sup,e(, 4 ke(p) est équivalent a
Hyp =

On observe que K; laisse invariant le cone postif
L% ([a. b])

de sorte que H) est positif (i.e. laisse invariant L% ([a, b])) et compact. Il s’ensuit d’apres
des arguments standards que si

lim TU(H)\) > 1

A= [[kell oo
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alors il existe un A > ||k||; tel que
TU(HA) = 1

et alors A résout I’équation (3.5.19) et est associé a une fonction propre positive g. Cette
valeur propre est notée par A(c). De méme on écrit g. au lieu de g. Notons que

c
Hyyp > —K; L?
/\w - )\ — infk‘e zw Vw € +([a7b]>
d’ou
c
Hy) > ————r,(K;
ro(H) 2 S e )
et
c
li Hy) = ——r,(K; 1
Aﬂﬁcrjﬁmo ro(H)) sup k. — inf kerg( i) >
pour ¢ assez grand.
Il s’ensuit que
Ae) > inf ke + crg(K;) = inf ke + ¢ || K;|| = 400 quand ¢ — +o0. (3.5.20)
Soit 5 > s(B,) fizé. On note
b ~ 2
(S:Goe) = [ d¢ [ AB.Co) S ) dp
b 2

kApYOC )+ [ kilp o)0(C p)dp| dp

a

= [ [ as.cn

Soit Fy, C L*(Q) un sous espace de dimension m

Y(x, p) = f(x)ge(p)

avec [ € Fu, || fll12q) =1 et ge est normalisé comme

(nggc) =1

i.e.

A©) [lgel® = 1.
Notons que

~ b 2

(8.Gav ) = A©) [ [FQ d [ A5.¢.0) [yA@)elo)| dp.

On observe

H V )\(C)gc =1L
Soit

E, = F,®g.
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CHAPITRE 3. MODELES NEUTRONIQUES ISOTROPES

Alors, en utlisant la compacité de la boule unité de F,,

() > inf S.G g,
pm(A) > cwen, nf ¢>:1}( s, )

= rer oy M /RN ‘J?(C)f d¢ /ab A(B,¢,p) ‘mgc(p)
= M) /RN J?C(O’QdC/abA(ﬁvaP)’mgc(p)

pour une certaine f. € F), telle que

2
dp

2
dp

||fc||L2(Q) =1

dépend a priori de (m et) ¢. On note que

b
ke(p)ge + ¢ / ki(p, p")ge(p")dp" = Nc)ge

a

donc
ke(lo) /\<C)gc C
S e (V@) = A
o F(p)he |
e + Kh, = h,
et

Il = | VA

=1.

En particulier
ke(p)he

Ac)

Soit maintenant c¢; une suite telle que ¢; — +o0o0. L’inégalité (3.5.20) montre que

— 0 en norme quand ¢ — +00.

C.
/_ est borné quand j — +oo
Aley)
et (par lextraction d’une sous suite si nécessaire ) on peut supposer
G
Aey)
a une limite finie quand 7 — +oo. Puisque ‘hcj = 1 et K, est un opérateur compact
alors
Cj .
Kih., 7 €N
{Mcj) e }
est relativement compact et alors il en est de méme de
{hcj, c> o} :

Alors la compacité de la sphere unité de F,, montre que (f.;); admet une sous suite
convergente, en norme de L?*({2), vers une certaine fonction

f€Fn Ifll2@ =1
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D’autre part, (h,); admet aussi une sous suite convergente (en norme de L*([a,b])) vers
une fonction h € L*([a, b]) de norme 1.
D’apres le Lemme de Fatou,

— b N b
tim inf [ |70 d [T AGB.Co) |0l do = [ [FQI d [T AB.Cp) In(p)I dp > 0.

RN

En particulier

tim inf Ae;) [ (O] ¢ [ "AB, € 0) |l ()] dp =+,

J—+o0

Ainsi, pour chaque m € N,
pm(B) > 1

pour une constante c assez grande. D’ou

p1(B) = p2(B)... = pm(B) > 1

et alors il existe
Me >0 (k=1,2,...,m)

telles que
pr(Ar) = 1.

Puisque

Tess(Ga) < 1 YA > s(B.)
alors 1 est une valeur propre de G, et

)\k (k‘ = 1,2, ,m)

sont des valeurs propres de
T + Ke + CKi.

3.5.3 Un critére d’existence

Dans ce paragarphe, nous donnons un critere pratique d’existence d’au moins une
valeur propre.

Théoréme. 3.5.4. On suppose que o(.) et k.(.) sont constantes. Si

N—-1
ke + || 5]] e_(|S z | “e—a|
,’N—l

dedx’ > 1 (3.5.21)

b9 axQ  |r—u

alors T + K. + K; admet une valeur propre dans la demi-droite (s(B.),+00).

82



CHAPITRE 3. MODELES NEUTRONIQUES ISOTROPES

Preuve Comme k(.) est une constante k. alors la valeur propre principale

est égale a

b
S0 keolo) + [ oo )olo)dp

n= ke + “KZH :

Soit ¢ la fonction propre associée a la norme de K, i.e.

On note que

est équivalent a

donc

Soit

notons que

Kig = ||Kill g-

(Sg,9) =1

nllgl® = (ke + 1K) llgll* = 1

(][ ——

= e+ 1K)
1

Y(z,0) = ‘Q‘Q(P)

(S, ¥) L2 (x(ap) = 1.

Puisque le rayon spectral de GG est donné par

alors

o (Gx)

Notons que

v

sup

(SGr®, D) L2(x[a )
{¢; (S¢,9)=1}

(SGAY, V) L2(x(a b))

1 b —(2E2E) |z

€ P
— [ d / - dxdd’
IQI/a plﬂm ple— 7T

_(%-H;(P))lx_l,q

/ e
axa plr— a1

1Sg(p)|”

@fummf/z@y'

dxdx' | dp
I ]

[ o~ (A1) |z—a|
/ —————dzdx’| dp

ke + || KG|)? P

( b|||Q| ||) /ag(p>2

(ke + [ KG]1)?
b[9

ke + || K| e
b[9

QxN |ZL’ — (L’/|N

2 e
lgl ,
QxN |x—x|

_ M”x,mq

v dwda’

A
—(252)|z—a'|

dzdz’.
QxQ |x — x’|N71

s(B) = —o +[sV!

ke
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donc
’SNfl .

R L O
,|N71

lim 7,(Gy) > drdx’ > 1

A—s(Be) b|Q| Ox0 |:p —

et par conséquent il existe un v > s(B,) tel que
r.(G,) = 1.
Comme
TeSS(G)\) <1VA> S(Be)

alors 1 est une valeur propre de GG, et donc v est une valeur propre de T'+ K, + K.

Nous donnons maitenant une estimation du parametre défini dans (3.5.21).

Proposition. 3.5.1. Soit

|SN—1 ke ,
L e e e
I = N1

dzrdz’.

b ’Q’ OxQ ‘gj — $/|
Soit R est la taille de Q2 (i.e. le rayon de la plus grande boule contenue dans ). Alors

|SN*1 ‘ke

ko + |KG| [SYTH (TR)Y —(——ll
ket 157 ) / e —dy | ¥re(0,1).
b9 N ly|<R(1—7) ly]
En particulier, si  est une boule alors
|SN_1 ke

_ (et IKl)T™

, / o~ (1))
- b wl<ra-7)  |y[N!

dy

Preuve Soit R le rayon de la plus grande boule T contenue dans 2. On peut supposer
sans perte de généralité que T est centrée a [’origine. On a

B N1 e
e~ (—= )\x—r’\d o e—(f)\w—r’ld b
xdx >/ xdx'.
/Q><Q |:[; — ;15’|N71 —Jrxr |x — x’|N71
D’autre part,
QA L’ [P i L
6_ @ r—x e— a r—T
drdr = / / dr'| dx
/TXY |x — q;’lN_l T |JT |x — x’|N_1
- N—-1
o ’“nwx'd o
— z| dx
A /r |.T—.T,|N71
[ S L
e\ a Y
= - ——dy| d’.
fol e
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Notons que T — 2’ contient une boule ouverte de centre 0 et de rayon R — |z'|. Ainsi
(pour tout 0 < 7 < 1)

|SN_1 ke |SN_1 ke
/ / L L
— g dy|dr = / / ——N—1T Y| dv
TS N w|<rR [Jyl<r-r)  |y|V T
N-—-1
‘SN_I‘ (TR)N / 6—(‘8 2 |ke)lyld
= —x g ay
N wli<ra—)  |y|N !
et
ke + || K| ’SN*‘ (tR)N e*(w)\yl
lim 7o (Gy) > e T I / < - 4
A—s(Be) (@) 2 b N wi<r-r)  |y[N ! /
En particulier si €2 est une boule alors
15|~ (LN_l'ke)\ |
, (ke + || KG|)T e\ T W
lim r,(Gy) > / —d
s, To(G) 2 b pi<ra-n T
]
Remarque. 3.5.1. Notons que
G L) (et
ke + || K| T e~ a Y
lim  lim 7y (Gy) > / e - 7
RHHJIrloo )\_)ISI(%C)T’ (G)\) - b RN ‘y|N_1 dy

et par conséquent (puisque T est arbitrairement inférieur strictement a 1)

|SN*1|I@€

in im r (ke HKlH) / (& ( a )yl
RE-‘FOO /\HI%S(BE) (GA) - Z) RN ‘y’Nfl dy
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Chapitre 4

Modeles neutroniques anisotropes

L’objectif de ce chapitre est de compléter les résultats du chapitre 3 par des résultats
qui ne sont pas liés a l'isotropie des sections efficaces. La plupart des preuves sont tres
proches de celles données dans le cas isotrope. C’est pourquoi nous ne les détaillerons pas.
Comme dans le cas isotrope, on dérive une forme quadratique qui joue un réle clé, mais
donne de résultats moins précis que dans le cas isotrope.

Soit N € N et Q € RY¥~! un ouvert borné convexe. L’espace de vitesses V est composé de
vitesses v = pw, avec w € SV! (la sphere unité de RY) et

p € la,bl,a>0

et est muni de la mesure de Lebesgue dv = pN~'dwdp. On définit I'opérateur de collision

partiellement élastique
K=K+ K.

ol
Ki:L*Qx V)2 ¢ — / ki(z,v,0")p(z, v )dv' € L*(Q x V),
v

est 'opérateur de collision inélastique et
K L*Qx V)3 ¢ — /N 1 ke(x, p,w,w)p(x, pw')dw'
SN
est I'opérateur de collision élastique. L’opérateur d’advection

T:D(T)C L*(QAx V) — —v.gi —o(z,v)p(z,v) € L*(Qx V)

de domaine

D(T) = {gp € L*(Q x V),v.gi eL*(QXV), or = }

ol
' = {(z,v) €902 x V; v.n(x) <0}.

Hypotheses générales
Supposons que les sections efficaces sont telles que
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o(z,v) =0(v), et 0 <o(.) € L=(V)
(D) S ki(x,v,0") = ki(v,0)
ke(x, p,w,w') = ke(p, w,w').

o(v) =o(—v)
(A1) ¢ ki(v,0') = ki(—v,0") = ki(v, =)
ke(pvwvw,) = ke(pa _waw,) = ke(pvwa _w/>

(III) L’opérateur
Ki: LA(V)3 ¢ — / ki(v,0)dv' € L2(V)
1%

est compact.
(IV) L’opérateur
K=K,+ K,

est auto-adjoint et positif.

4.1 Modéles élastiques

4.1.1 Le spectre de 7'+ K,

Dans cette section, on décrit le spectre de T+ K, sous des hypotheses que ’on précisera
par la suite.

Spectre de 'opérateur monocinétique

Dans ce pragraphe on rappelle en bref quelques propriétés connues de l'opérateur
monocinétique (voir par exemple [49], [51] et [19]) dont on aura besoin par la suite. On
désigne par l'opérateur monocinétique 1'opérateur non borné

TP+ KP: D(T? + K,) C L*(Q x SV — L2(Q x SV
ou

Kf:peL*(QxSV ) — ke(p,w,w)p(z,w)dw' € L*(Q x SN,

gN-1

de domaine
D(T? + K?) = {cp e L*(Q xSV w.gi e L2 (Qx SV, op = 0}
ne dépend pas de p et
.= {(x,w) c 00 x SN wan(z) < 0}.

Notons que
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CHAPITRE 4. MODELES NEUTRONIQUES ANISOTROPES

- o(T*) = @.

— Comme 'opérateur
KPR\ TP) : L*(2 x SN71) — L2(Q x SV

est compact (voir par exemple [49]). Alors o(T” 4 K,) est formé au plus de valeurs
propres isolées de multiplicité algébrique finie.
Pour p fixé, si on suppose que

ko(p,w,w’) >0 p.p. sur [a,b] x SV x SNV
alors
o(T? + K?) #+ o
(voir [29] Théoréme 5.16, P.111) et la valeur propre principale est simple.

Nous allons étudier la dépendence en p de l'opérateur 7% 4+ K?.
Montrons d’abord :

Lemme. 4.1.1. (i) Supposons que pour tout w € SN~ on a :
(V) :a,b] 3 p—o(pw) € Ry

est continue. Alors

la,b] > p— R(\,T”) € [,(LQ(Q X SN’l)
est continue.
(ii) Supposons que

(VI):la,b] > p— K € L(L*(Q xSV )

est continue et si A ¢ U,ejq 0(TP + KE) alors
[a,b] 2 p— RO\, T? + KP) € L(L*(2 x SV 1)

est continue.

Preuve
La preuve de (i) est déja faite dans Lemme.3.2.1.
(ii) On observe que

A € o(T? + K?) si et seulement si 1 € o,(\ —T7) "' K?).
Considérons le probleme
Mo — TP — KPp =,V € L*(Q x SV
ce qui est équivalent a
p=(1—-A=T)"K) A =T") "

puisque 1 € p(A — T*)"1K?).
D’ou
R\, TP+ KP) = R(1, A= T°) ' KP)R(\, T")

c’est donc la composée de deux applications continues en utilisant le premier point.
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Remarque. 4.1.1. Une condition suffisante pour avoir la condition (i) est que le noyau
de K. est tel que
[a,0] > p — ke(p,.,.) € LA(SN x s 1)

est continue.

Lemme. 4.1.2. Supposons que (V) et (VI) sont satisfaites. Alors l’ensemble
Upelapo (17 + K?)

est fermé.

Preuve La preuve est similaire a la preuve du cas isotrope (voir Lemme.3.2.2).

Théoréme. 4.1.1. Supposons que pour tout w € SNV~1
[a,b] 5 p = o(pw)

est continue et que
[a,b] > p— KF € L(L*(Q x SV71))

est continue. Alors
(Z) U<T + Ke) = Upe[a,b}U(Tp + Kep)
et
(17) o(T + K.) = 0ess(T + Ke).

Preuve La preuve de (i) est similaire a celle du Lemme. 3.2.1 et la preuve de (ii) est
similaire a celle de Lemme. 3.2.4.

Théoréme. 4.1.2. Supposons que pour tout w € SN1
[a,b] 2 p — o(pw) € Ry

est continue et que
[a,b] 2 p— KP € L(L*(Q x SV 1)
est continue. Alors
(A =T)"'Ke) = Upeapo (A = T) T KD),
et
(AN =T)'K,) = Oess(A = T)'K,).

En particulier

To((A=T) 7 Ke) = reos(A = T) KL,
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Preuve Soit

BelJo((AN=T")'K?).
P
Alors il existe un p; € [a, b] tel que
Bea((A=T") 1K) = g, (A= T") " K"™)
ou d’une fagon équivalente il existe ¢ € L*(Q x S¥~!) de norme 1 telle que
Bo(,w) = (A=T7) 'K oz, w).
Nous définissons pour n assez grand la fonction ¢, € L?(Q2 x [a,b] x S¥~1) par

Frplmw) p<p<pi+ 1,

0 Sinon.

qbn(x,p, w) = {

On a
[¢nll =1

et

_ n _
Bn—A=T)" Ko = 3 pe 11[,,1 (T, w) — \/Fl[pl,pl—&-%]()\ — 1) 'Kep(z,w)

de sorte que

- n B [n _
ngn_(A_T) 1Ke¢n: Fl[mm-F%](/\_Tpl) 1Kp1)_ Fl[th-&-%]()\_Tp) 1Kp)'

D’ou

|86, = =D w0n| < [ [ [n/per ()\—Tpl)_lelgo(x,w)—(/\—T”)_lego(x,w)ﬂ—>0

quand n — oo.

Il s’ensuit que
Bea((A-T)"K,).

Si maintenant p; = b, on définit (¢, ), par

—l<p<
4o, poi {./ p(z,w) p < p1,

Sinon.

et on montre de la méme maniere que 3 € o((A —T) ' K,).

Nous allons montrer que

o((A=T)K) € Jo((A - T7)'K?).
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Si0eo((A-T)"'K.) 0eU,o((A—T*)"'KF) (puisque K¥ est T’— compact).
Soit B # 0 on procede par I'absurde en supposant que

B¢Uo((A=T)7'KD).
p
D’autre part, il existe une constante C' > 0 telle que

(8= =) K27 < C,p. (4.1.1)

L(QXSN-1) —

En effet, soit ¢, telle que
Bop— (A =T") "KLy =9 (¥l <1)
Donc pour résoudre I’équation (4.1.1) il suffit de montrer pour ||| < 1 que
ol < C,¥p

on raisonne par l'absurde en supposant l'existence d’une suite (p,), telle que p, — p et

que
Jim e, || = oo
Posons
= SDTL
" el
Alors

86, — (A —TP) Ko, —

n

comme le c6té droit tend vers zéro lorsque n — oo alors
186a]l = (A = T7) 7 K226, | = 0
et
| =T K0, | = 18]

Comme la suite

(-1 ),

est collectivement compacte alors il existe une sous suite de 6,, de telle sorte que 6,, — 6
en norme et que

88 = (\— T7) K73,

o|=1
ce qui implique que
B€o,(A=T")'KP)=0o((A—T°) 'KPF)

e

et conduit a une contradiction.
Soit maintenant 3 ¢ U, o((A — T?)"'K?). Considérons le probleme

Bo—(A=T)"Kep =19 € L*(Q x [a,b] x SN)
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alors pour tout p € [a, b] ’équation
(ﬁ - ()\ - Tp)_lKg)SO('v Ps ) = ,lvb(v Ps )
admet une solution unique ¢(., p,.) € L*(Q x S¥71) (dépend de p) et
lo(s 0 M (2 xsv-1) < H(ﬁ - (A= Tp)flKé)))leL(mngl) [9Cs 25 )2 (@xsv-1

D’apres (4.1.1)
lo(-, p, ')HLQ(QXSN*l) < C (., p, ')”L2(Q><SN*1)'

En intégrant en p € [a, b] on obtient

16l r2@xapxsv-1) < C Yl L2 anxsv-1)
de sorte que
B o((A=T)""K))™).
Soit f € U,o((A—T7)"'K?).
On voit facilement que

¢n — 0 (faiblement) quand n — oo

et donc
U o((A— Tp)ilKéJ) C oess((A — T)ilKe)-
D’ou
(AN =T)'K,) = Oess(A\ = T)'K,).

4.2 Modeles partiellement élastiques

4.2.1 Le spectre essentiel de 7'+ K, + K;
Soit
ki [a,b] x [a,b] x SN' x ¥ 5 R,
le noyau de collision inélastique, et soit

K;: L*(Q x SN x [a,b]) — L*(Q x S¥ ! x [a,b])

Kip) = [ ki(o,0")e(a,')dof
I'opérateur de collision inélastique. Soit
T+ K.+ K;: D(T) C L*(2 x S x [a,b]) = L*(2 x SV~ x [a,b])
I'opérateur de transport de neutrons partiellement élastique avec 'opérateur de collision
K =K.+ K.
Onale:
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Théoréme. 4.2.1. Supposons que Uhypothése (III) soit satisfaite. Alors

Oess(T + Ko + K;) = 0ess (T + K.) = o(T + K.).

Preuve Notons que 'opérateur K; est T-compact et donc on a d’apres le Corollaire.1.3.1
0655<T + Ke + Kz) - Uess(T + Ke)

et le Théoreme. 4.1.1 finit la preuve.

4.2.2 Le spectre ponctuel réel de 7'+ K, + K;

On s’intéresse aux valeurs propres réelles de 'opérateur de transport partiellement
élastique
T+ K, + K.

Considérons le probleme spectral
To+ Kep+ Kip = p,p € D(T) XA > s(T)

ce qui est équivalent a
=(A=T)" (K + Ki)y
Soit
Gr:=(\-T)YK, + K;).
Lemme. 4.2.1. Supposons que les hypothéses (I), (II) et (IV) soit satisfaites. Alors

Uopérateur Gy est symétrisable par K.

Preuve. Soit ¢, ¢ € L*(Q2 x V)

(KGxp,0) = (A=T)"'Kp, K¢)
(K¢)(z,v) /OS(I Y e~ Mo (o) (z — sv,v)ds

I
S~

QxV

s(x,—v)
(K¢)(z, —v)/ e~ Mo (KoY (2 4 s, —v)ds
0

Il
S—

QxV

s(x,—v)
Eo)w.o) [ e (K (@ + sv,v)ds

Il
S~

QxV
(K@) (x,v)(\—T*) Ky

Il
5~

QxV
= (A=T")"Kp,K¢) = (Kg,(A\=T)"'K¢) = (p, KG9)
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CHAPITRE 4. MODELES NEUTRONIQUES ANISOTROPES

Soit n € N, E,, C L*(2 x V) un sous espace de dimension n et I C R un intervalle de R.
Nous définissons le parametre

pn(A) :=sup (SGrp, ). (4.2.2)

inf
En {p€En,(S9,0)=1}

Alors d’apres le Lemme.3.4.1 les courbes
I>)X—=p,

sont continues.
Comme dans le Lemme.3.4.3 on montre :

Lemme. 4.2.2. Supposons que les hypothéses (I), (II), (III1), (IV),(V) et (VI) soit
satisfaites. Alors on a
Tess<GX) =1

ou A= s(T+ K,).
Lemme. 4.2.3. Supposons que les hypothéses (I), (II), (III), (IV),(V) et (VI) soit
satisfaites.
Soit

I = U{e>O:TU(G’)\) >1o((A=T)"1K.), A €[\ +¢] }PV A+ €
et soit

ap :=sup{\; A € [ }.

Alors ry(Ga,) < 1. Plus généralement, on pose

€>0: pn(N) >7ess(Gr), A€M+ }[)\7 A+ E]

et on définit
ap =sup{\ A€ I}

Alors
pn(ay) < 1.

Preuve La preuve est similaire a celle du Lemme.3.4.4.

On finit cette section par le

Théoréme. 4.2.2. Supposons que les hypothéses (I), (II), (II1I),(IV), (V) et (VI)
soit satisfaites. Alors le nombre de valeurs propres de T + K, + K; situées d (\,00) est
égal au moins au nombre de valeurs propres de Gy supérieures d 1 ot A = s(T + K.).

Remarque. 4.2.1. Contrairement au cas isotrope, on ne sait pas montrer que les courbes
[s(T + Ke),an] 2 X = pa()

sont décroissantes. Alors, a priori, une courbe py,(.) peut couper la droite p =1 plusieurs
fois et donner plusieurs valeurs propres de T'+ K, + K;. C’est en ce sens que la théorie
anisotrope est moins précise que la théorie isotrope.
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4.2.3 L’existence pour de domaines larges

Les résultats de cette section généralisent ceux de la section 3.5.1

Théoréme. 4.2.3. Pour tout A > —info(.), on a

+AIK¢@vﬂ
(KGhp, ) = / 5/ T 0E? (4.2.3)

ou @ est la transformation de Fourier de @ par rapport a la variable d’espace x.

Preuve Grace a la convexité de €2
A=T)"'o=Ro(\—Tx) 'Eyp
ou Fy est 'extension triviale de ¢ a l'extérieur de €2,
Ro: L*(RYN x V) — L*(Q x V)
est 'opérateur de restriction a €2, et
A—=Tx) ' € LA(RY x V) —>/ ~OHo sy (1 — sv, v)ds.
D’ou
K\ — T) 1K90> @)L?(QxV)
KRo\ — Too) 'EK @, 9)r2(0xv)
RoK(A —To) ' KEp, ¢)12(0xv)
RQK(}\ T. ) 1KE807E90)L2(Q><V)

KA =Tx) 'KEp, EQ) 2@y xv)
(A —=Tw) 'KE@, KEQ) 2 v

(KGxp, 0)r2xv)

(
(
(
(
(
(

D’autre part la transformation de Fourier (par rapport a la variable d’espace) de (A —

To) Lo égale
1

A+o(v)+iv.g

Enfin I'inégalité de Parseval donne

P&, v)

/‘ KEp(&,v)|

RNV A+ o )+2v§

_ / (/ A+ o(v ‘KE@&)‘
o

(A= Too)_lKESOa KESO)H(RNxv)

A+ 0(v)?+ (v.E)?
B / / (€v) 'KESOSU)‘
RV (A +0(v))? + (v.£)?

_ 2
(Ev)|[KEp(§v)

le dernier terme est nul puisque la fonction v — CrernErae ot impaire.
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CHAPITRE 4. MODELES NEUTRONIQUES ANISOTROPES

O

On définit 'opérateur de transport partiellement élastique homogene en espace par

By = —o(v)p(v) + /SN?l ke(p,w,w)p(pw')dw' + /V ki(v,0")o(v")dv' = Bep + By

et
s(B.) :=sup{\\ € o(B.)}

sa borne spectrale.

Théoréme. 4.2.4. o(B) N{A\, X > s(B.)} nest pas vide si et seulement si

lim 7,(B)) > 1

A—s(Be)

ol

By:L*(V)3p— A}ff;'()'). (4.2.4)

Preuve. La preuve est similaire a celle du Théoreme. 3.5.1.

Soit
Qa = O[Ql

ou €2 un ouvert borné convexe contient 0 et o est un réel positif.
Un changement de variables montre que le probleme spectral

Grp = pp, € L*(Qa x V)

est équivalent a
S =, e L (D x V)

ou

U(@,p) = plax,p) = €.
Le spectre ponctuel de G sur 'espace

L*(Q, x V)

est égal a celui G sur l'espace de

L*(Q x V).

On peut montrer que

(KG3w,v) = [

RN

dv. (4.2.5)

ou

Onale:
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Lemme. 4.2.4. On désigne par p, (A, «) (m € N) les paramétres définis dans (4.2.2)
associés a l'opérateur GS. Alors

(i) Pour tout m € N

pm(N, ) < 714(By), Yo € Ry, YA > s(Be.).

(ii) Pour chaque ¢ > s(B.) etm € N,
Pm (A, @) — ra(éx) quand o — 00
uniformément \ € [c, +o0].
Comme dans le cas isotrope (Théoreme. 3.5.2) on montre le :
Théoréme. 4.2.5. (i) Sio(B)N{\A> s(B.)} =@ alors
o(T+ K.+ K)N{\A>s(B.)} =2

indépendemment de la taille de 2.

(ii) Inversement, soit o(B) N{\ X > s(B.)} # @ et soit A la valeur prore principale
de B. Alors pour chaque B < X (B > s(B.)) et pour chaque m € N

o(T + K. + K;) N {\A > B}

contient au moins m valeures propres si la taille Q suffisamment grand.
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