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Introduction

0.1 (¢,I')-modules

Soit p un nombre premier et K une extension finie de @, de corps résiduel k. On
fixe K une cloture algébrique de K et on note G = Gal(K/K) le groupe de Galois
absolu de K. On introduit encore Ko, = U, K ((pn) I'extension cyclotomique de K
et ' = Gal(K/K).

Ce travail participe de la théorie des représentations p-adiques du groupe de Ga-
lois d’un corps local, ici Gx. On s’intéresse particulierement aux représentations
Zp-adiques de G, i.e. aux Zy-modules de type fini munis d’une action linéaire et
continue de Gg.

Dans [Fon90], Fontaine introduit la notion de (p, 'k )-module sur 'anneau A . Cet
anneau est, quand K est absolument non ramifié ’ensemble des séries >, a, X"
avec a, € Ok, a, tendant p-adiquement vers 0 pour n tendant vers —oo et X une
indéterminée sur laquelle ¢ et I' agissent par

P(X) = (1+X)P =15 2(X)=(1+ X)) 1,

Un (¢, 'kg)-module sur A i est alors un module de type fini sur A g muni d’actions
semi-linéaires de ¢ et de 'k, ces deux actions commutant.

Fontaine définit une équivalence de catégories entre la catégorie des représentations
Zp-adiques de G et la catégorie des (¢,I'k)-modules étales sur Ag. Cherbonnier
et Colmez ont montré dans [CC98| que toute représentation p-adique est surconver-
gente, ce qui établit un premier lien entre le (¢, 'k )-module D(V') d’une représenta-
tion V' et son module de de Rham. Berger ensuite, dans [Ber02], a montré comment
retrouver les modules de de Rham Dy (V'), semi-stable Dy (V') ou cristallin De,.;s(V)
de la théorie de Fontaine & partir de D(V'). Pour les représentations absolument cris-
tallines, Wach a fourni dans [Wac96] une autre construction tres puissante qui permet
de retrouver le module D..;s(V) dans le (¢, 'x)-module D(V). Cette construction
a été étudiée en détails dans [Ber04] par Berger qui précise les résultats de Wach.
Les (¢, 'k )-modules sont également intimement liés a la théorie d’Iwasawa comme
le montrent les travaux de Cherbonnier et Colmez ([CC99]), Benois ([Ben00]) ou
Berger ([Ber03]).
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Citons enfin une autre contribution d’importance apportée dans sa these ([Her98])
par Herr qui fournit un complexe de trois termes en le (p, 'k )-module d’une repré-
sentation, dont I’homologie calcule la cohomologie galoisienne de la représentation.

0.2 Extension métabélienne

La construction des (¢, 'k )-modules repose sur I'utilisation de la tour cyclotomique
et montre le role fondamental qu’elle joue. Mais il est une autre extension remar-
quable dans I’étude des représentations p-adiques.

Fixons 7 une uniformisante de K et m, un systéme de racines p™-iémes de 7 :
mo=m et VneN, nb =,

C’est alors le comportement dans 'extension K, = U, K (7,) qui produit la différence
entre une représentation cristalline et une représentation semi-stable.

Citons encore le résultat remarquable suivant.

Théoréme 0.1. (Breuil, Kisin)
Le foncteur d’oubli de la catégorie des représentations p-adiques cristallines de G
vers la catégorie des représentations p-adiques de Gk, est pleinement fidéle.

Ce théoreme a été conjecturé par Breuil dans [Bre99] ou il le montre sous certaines
conditions sur les poids de Hodge-Tate de la représentation, a ’aide d’objets tres
proches des (¢, 'k )-modules de Fontaine. Kisin prouve ce résultat inconditionnel-
lement dans [Kis06]. D’autres résultats, d’Abrashkin notamment ([Abr97, Abr95]),
poussent & introduire, comme Breuil, des (p,I')-modules ou l'on remplace I'exten-
sion cyclotomique K, par K. Toutefois, K /K n’étant pas galoisienne, on n’obtient
ainsi que des ¢-modules (également étudiés par Fontaine dans [Fon90)).

On se place alors dans la cloture galoisienne L de K, qui n’est autre que le com-
positum de K, et de Ko, une extension métabélienne de K. On perd toutefois
le coté explicite de la description du corps des normes de cette extension. Notons
G = Gal(L/K). Notre premier résultat peut, pour A’ = A ou A, et A/, = A’Cr
(ot A et A sont les anneaux de Fontaine définis au paragraphe 1.2), s’exprimer ainsi :

Théoréme 0.2.

Le foncteur

{représentations Z, — adiques de Gx} — {(¢,G) — modules étales sur A’ }
1% — DL(V) - (V ®7, A/)GL

est une équivalence de catégories.

En fait, on montre que le (¢, G )-module D (V) n’est autre que l'extension des
scalaires du (g, 'k )-module usuel D(V) de Ag a A’;.



0.3. COHOMOLOGIE GALOISIENNE

0.3 Cohomologie galoisienne

On peut donc maintenant associer a une représentation un (@, G )-module qui ap-
porte un meilleur contréle du comportement dans I’extension K, de la représentation.
Mais on veut conserver les outils disponibles dans le cadre classique, en premier lieu
le complexe de Herr. Rappelons que dans le cas usuel des (¢, 'k )-modules, Herr a
montré dans [Her98] que 'homologie du complexe

f2

0 D(V) DV)s D(V)——D({V)—0

avec les applications

f1=<f:i> et fo=(y—-1L1-¢)

calcule la cohomologie galoisienne de la représentation V.

Le groupe G étant maintenant de dimension 2, le complexe correspondant perd en
simplicité. Si 7 est un générateur topologique du sous-groupe Gal(L/K) et v un
générateur topologique de Gal(L/K;) vérifiant y7y~! = 7X() on le décrit ainsi :

Théoréeme 0.3.
Soit V' une représentation Zy-adique de Gk et D son (p, G )-module. L’homologie
du complexe

0—>D-">DeD®D-">DaDGD—">D—>0

ot
p—1 v—1 1—0¢ 0

a=|~y-1[,8=]7-1 0 1—¢ ,77=(T’<(”)—1, §—7, w—1>
T—1 0 XM -1 §—~

avec § = (X —1)(1 — 1)~! € Z,[[r — 1]}, s’identifie canoniquement et fonctorielle-

ment a la cohomologie galoisienne continue de V.

En fait, on obtient encore des isomorphismes explicites. En particulier, pour le pre-
mier groupe de cohomologie, si (x,y,z) € ker 3, soit b une solution dans V @ A’
de

alors le théoreme ci-dessus associe a la classe du triplet (z,y, z) la classe du cocycle :

T -1 =1
: s = —(oc—1)b n
c:oc (e —1)b+~ T_lz—i—fy_ly

ouo, ="1"
De plus, a l'instar de Herr dans [Her01], on fournit des formules explicites décrivant
le cup-produit en termes du complexe de Herr a quatre termes ci-dessus.
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0.4 Formules explicites pour le symbole de Hilbert

Le symbole de Hilbert, pour un corps K contenant le groupe p,» des racines p"-iemes
de 'unité, est défini comme 1’accouplement

(o s K¥ /K" ) K /K" iy
n—\ TK(a)—1
(a,b)pn = (p\/g) K

ourg: K*— G‘}‘? est 'application de réciprocité.

Depuis 1858 et les travaux de Kummer, de nombreuses formules explicites ont été
données pour ce symbole de Hilbert. Citons celle de Coleman ([Col81]) : on suppose
que K = Ko((yn) ot Ky est une extension finie, non ramifiée, de Q, et (,» une racine
primitive p™-ieme de 'unité fixée. On note encore W 'anneau des entiers de Kg. Si
Fel+ (p,X)C WI[X]], alors F(¢» — 1) est une unité principale de K et on les
obtient toutes de cette maniére. On prolonge le Frobenius absolu ¢ de W a W[[X]]

par ¢(X) = (14 X)? — 1. On note pour F' € W[[X]]
1, POy
ZL(F) = pl gigo(F(X)) e WI[X]].

Ainsi, pour F € 1+ (p, X),

L(F) = (1 - 9”) log F(X).
p
La formule de Coleman peut alors s’écrire :

Théoréme 0.4. (Coleman)
Soit F,G € 1+ (p, X) C W[[X]], alors

(F(Gn — 1), GG — 1))pn =

ou

1 1
= - _Z ¢
[F, Gl = Trg, g, © Resx (%) (Z(G)dlogF pX(F)dlogG > .

Citons encore la formule de Briickner-Vostokov : on suppose cette fois que p # 2,
C(pn € K, W est I'anneau des entiers de Ko, extension maximale non ramifiée de
K/Q,. On prolonge le Frobenius ¢ de W a W[[Y]][1/Y] par ¢(Y) = YP. On fixe

encore 7 une uniformisante de K.
Théoréme 0.5. (Briickner-Vostokov)
Soit F,G € (WI[[Y]][1/Y])*, alors
F.G)n
(F(m), G(m))pn = G

ou

[F, G]n = TrKO/Qp o ReSyspn%l <$(G)d10gF — ;X(F)dlog GSO)

avec s € W([Y]] tel que s(m) = (pn.

10



0.5. FORMULE EXPLICITE POUR UN GROUPE FORMEL

Le but de la seconde partie de ce travail est de montrer une généralisation de cette
formule au cas d’un groupe formel.

Notons qu'il existe d’autres types de formules, notamment celle de Sen ([Sen80]),
généralisée & un groupe formel quelconque par Benois dans [Ben97].

Pour un historique fourni des formules explicites du symbole de Hilbert, on renvoie
le lecteur a [Vos00].

0.5 Formule explicite pour un groupe formel

Soit G un groupe formel connexe et lisse de dimension d et de hauteur finie h sur
Panneau des vecteurs de Witt W = W (k) ‘a coefficients dans un corps fini k. Soit
Ky le corps des fractions de W et K une extension finie de Ky qui contient les
points de p™ torsion G[pM] de G. On définit alors le symbole de Hilbert de G par
I’accouplement

(7)G,M : K* X G(mK) — G[pM]
(x,8)am = rr(@)(B1) —c b

ourg: K*— G%}) est 'application de réciprocité et 3y vérifie

pMidgpr = 6.
On fixe une base des logarithmes de G sous la forme d’un logarithme vectoriel lg €
Ko[[X]]? ot X = (X1,...,Xy) telle que l'on a I'égalité formelle

lg(X +a Y) = lg(X) + lg(Y).

l
On complete I par des presque-logarithmes mg € Ko[[X]]"~? en une base ( < >
me

du module de Dieudonné de G.
Fontaine définit dans [Fon77] (voir aussi [Col92] pour une description explicite) un
accouplement entre le module de Dieudonné et le module de Tate de G

T(G) =lim G[p"].

Les travaux de Honda [Hon70] montrent qu’il existe une série de la forme A* =
> ns1 Fng™ avec Fyy € My(W) telle que

(1 _ j‘g) I6(X) € My(W([X]).

Introduisons encore la matrice des périodes approchée. On fixe (o', ..., o") une base

de T(G) olt o' = (0!)n>1 tel que pidgo!, = of, ;. On approche (o' = (0}),,...,0o")

11
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par la bage (0}, .. . o) de G[p™]. Puis pour tout i, on choisit 64, € F(YW[[Y]])
tels que 6%, (m) = of,. La matrice Vy est alors

Vy — pMigy,) ... pMig(h,)
pMmg(é}w) pMmg(éf&)

C’est une approximation de la matrice des périodes V.
On peut désormais énoncer la loi de réciprocité qui généralise la loi de Briickner-
Vostokov et qui constitue le but de la seconde partie de cette these :

Théoreme 0.6.
Soit a € (W[[Y]][3])* et B € G(YW([Y]]). Le symbole de Hilbert (c(r), B(r))c,m
a pour coordonnées dans la base (o}, ...,0%) :

1— 4% 4[4
(Trwyz, © Resy)Vy! ( <( PO) 6l )> diogar = Z(0) ( ;;QGG((;)))) .

Cette loi de réciprocité est montrée par Abrashkin dans [Abr97] sous I’hypothese que
K contient les racines p™-ieémes de 'unité. Vostokov et Demchenko la montrent dans
[VDO0O0] sans condition sur K pour les groupes formels de dimension 1. Nous allons

la montrer en toute généralité.

0.6 Stratégie

L’idée de la preuve est due & Benois qui dans [Ben00] la met en oeuvre pour montrer
la loi de réciprocité de Coleman. Rappelons de quoi il s’agit.

Le symbole de Hilbert peut étre vu comme un cup-produit par le diagramme com-
mutatif suivant

K* x K* . o

KXH\J/ TinVK

HY(K i) % HY(K, ) —= HA (K 52)

ou k est 'application de Kummer. Il s’agit alors de calculer de maniere explicite cette
application de Kummer en termes du complexe de Herr associé a la représentation
Zp(1), puis d’utiliser les formules de Herr de [Her01] pour le cup-produit et enfin de
calculer I'image ainsi obtenue par 'isomorphisme invg.

Pour un groupe formel quelconque, la situation est assez similaire, on a cette fois le
diagramme

(7)G,M

K* x G(mg) GpM]

HXHG\L TinVK

HY(K, pyu) x HY(K, GpM)) ——= H*(K, pu @ GpM])

12



0.7. PLAN

avec

Gl ~ z/pM2)",
et H*(K, pyu ® GlpM)) ~ H*(K,Z/pMZ(1)) @717 G[p"].

Les formules pour I'application de Kummer et le cup-produit sont montrées dans
la partie sur les (¢, I')-modules. Le calcul de la formule explicite pour I'application
kg : G(mg) — HY(K,G[pM]) constitue 'axe technique de ce travail.

Abrashkin passe quant a lui par 'intermédiaire du symbole de Witt et, pour conclure,
par le corps des normes de l'extension K,/K, il utilise la compatibilité de I’appli-
cation de réciprocité entre le corps des normes d’une extension et le corps de base.
Certains de ces résultats intermédiaires ([Abr97, Propositions 3.7 et 3.8]) se tra-
duisent directement dans le langage des (¢, Goo)-modules. On cherche en effet a
calculer un triplet (z,y, z) dans le premier groupe d’homologie du complexe de Herr
généralisé associé & la représentation G[pM]. Les résultats d’Abrashkin donnent z,
la nullité de y et 'appartenance de z a W (mg) (o1 E est un anneau de Fontaine, cf
1.2 ci-dessous). Toutefois, le calcul nécessite la connaissance de z modulo XW (mg)
et donc de préciser les calculs d’Abrashkin a un ordre supérieur.

0.7 Plan

Cette these se compose de deux parties. Dans la premiére, on introduit les (¢, G )-
modules, on donne le complexe de Herr associé et les formules explicites dans ce
complexe de Herr pour la cohomologie, le cup-produit et le symbole de Hilbert.
Dans la seconde partie, suivant les calculs d’Abrashkin, on donne des résultats d’ap-
proximation, en particulier pour la matrice des périodes approchée et I'on mene le
calcul explicite du symbole de Hilbert en termes du complexe de Herr. Enfin, on
montre la loi explicite de réciprocité de Briickner-Vostokov pour les groupes formels.

13
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Chapitre 1

(¢, I')-modules et cohomologie

1.1 Notations

On commence par rappeler et préciser les notations.

Fixons p un nombre premier.

Rappelons (cf. [Ser68]) que si K est un corps parfait de caractéristique p, on peut
munir Pespace KN des suites d’éléments de K d’une structure d’anneau local integre
de caractéristique 0 absolument non ramifié et de corps résiduel K, appelé anneau
des vecteurs de Witt sur K. On note W (K) cet anneau. Rappelons encore que cette
construction permet de définir une section multiplicative de la surjection canonique

W(K) — K,

appelée relevement de Teichmiiller et notée [ |. Si R est un sous-anneau (unitaire ou
non) de K, on note encore W (R) les vecteurs de Witt a coefficients dans R, il s’agit
d’un sous-anneau (non nécessairement unitaire) de W (K).

Fixons K une extension finie de Q, de corps résiduel £.

On note W = W(k) I'anneau des vecteurs de Witt sur k. Alors Ko = W ®z, Q,
s’identifie a la sous-extension non ramifiée de K sur @, de corps résiduel £, qui est
encore la sous-extension maximale non ramifiée de K sur Q,.

On fixe K une cloture algébrique de K et on note

Gk = Gal(K/K)

le groupe de Galois absolu de K et C, le complété de K pour la topologie p-adique.
On munit C, de la valuation p-adique v, normalisée par

up(p) = 1.

Rappelons que I'action de Gk sur K s’étend par continuité a C,,.
On fixe € = ((pn)n>0 un systéme cohérent de racines p™-iemes primitives de 'unité,

15



CHAPITRE 1. (¢, T')-MODULES ET COHOMOLOGIE

i.€. Cﬁn = (pn—1 pour tout n, ¢; =1 et ¢, # 1. Alors

Koo = | K(Gn)

neN

est l'extension cyclotomique de K. On note Gx_ = Gal(K/Ky) son groupe de
Galois absolu et I'x = Gal(K/K) le quotient.

De méme on fixe 7 une uniformisante de K et p = (mn),>0 un systeme cohérent de
racines p"-iemes de 7. On note

Kr=|J K(mp).
n>0

L’extension K /K n’est alors pas galoisienne et on pose

L= U K(Cpn,ﬂ'pn)

n>0

sa cloture galoisienne, qui est le compositum de K et de K. On note son groupe
de Galois absolu G, = Gal(K/L) et Go = Gal(L/K) le quotient. Le caractere
cyclotomique x : Gk — Zj, se factorise par G (méme par I'k); il en va de méme
de I'application v : Gx — Z, définie par

Vge Gk g(mpm) = an,(;/)n(g).
De plus, le groupe G s’identifie au produit semi-direct de Z, par I'x qui est, a
travers x, un sous-groupe ouvert de Z, et G est donc topologiquement engendré
par deux générateurs, que l'on fixe, v et 7 vérifiant :

N x()

On choisit de plus 7 tel que ¥(7) = 1, i.e. tel que

(p) = pe.

On adopte la convention que tous les complexes considérés dans ce texte auront leur
premier terme en degré —1 si ce terme est 0 et en degré 0 sinon.

Remarque
Le groupe G est un groupe de Lie p-adique si bien que l'extension L/K est arith-
métiquement profinie (cf [Win83, Ven03]).

16



1.2. LE CORPS E, L’ANNEAU A ET CERTAINS DE LEURS SOUS-ANNEAUX.

~

1.2 Le corps E, I’anneau A et certains de leurs sous-

anneaux.

On renvoie & [Fon90] pour les résultats de cette partie. On choisit toutefois les no-

tations de Colmez. Les anneaux R, W (FracR) ou Oz; de [Fon90] deviennent ainsi

Et, Aet A.

Enr

On définit E comme la limite projective

E =1lim C,

n

ol les applications de transition sont I’élévation a la puissance p. Un élément de E

est donc une suite z = (z(™), ey vérifiant

(DY = 2 v e N,

On munit E de I’addition

x+y=sou s = 11111 (x(n+m) + y(n+m))pm

et du produit

2y =t ot t = g™ 4y

Ces opérations font de E un corps de caractéristique p, algébriquement clos et complet

pour la valuation

vg(z) = vp(J:(O)).

L’anneau des entiers de E, noté E*, s’identifie alors a la limite projective lim Oc,, ;

c’est un anneau local dont I'idéal maximal, noté mg s’identifie a lim m¢, et de corps
—

résiduel isomorphe a k.

Le corps E, comme son anneau d’entier ET, posséde encore une action naturelle de

Gk qui est continue pour la topologie vg-adique. On le munit du Frobenius

o x—aP

qui agit de maniére continue, commute & l'action de Gk et stabilise E*.

On pose maintenant A = W(E) I'anneau des vecteurs de Witt sur E et AT =
W(ET).
Tout élément de A (respectivement A™) s’écrit donc de maniére unique sous la forme

Z p"[zn]

neN

17



CHAPITRE 1. (¢, T')-MODULES ET COHOMOLOGIE

ol (Zp)nen est une suite d’éléments de E (respectivement de E').
On munit A de la topologie produit sur W(E) = EN, autrement dit, de la topologie
de la convergence simple pour la suite (2, )pen :

E P [Tnm] — E Py <= VneN (z,m) LN (zp)-
m—00 m—00
neN neN

Cette topologie est compatible avec la structure d’anneau de A. Elle est moins forte
que la topologie p-adique.
On remarque que les suites € et p introduites ci-dessus définissent des éléments de
E* et on note

X=[-1letY =][p.

Ce sont des éléments de AT et méme de W (mg). Ils sont donc topologiquement
nilpotents. On a ainsi des bases de voisinage de 0 dans A :

{pnA + XmA+}(n,m)EN2 et {pnA + YmA+}(n,m)€N2'

On note W[[X,Y]] le sous-anneau de At des séries en X et Y, il est stable sous

I'action de Gi qui est donnée par :
g1+ X) =1+ X)X9 et g(Y) =Y (1+ X))V
et sous celle de ¢ :
P(X)=(1+X)P —1et p(Y)=YP.
Remarques

Si le morphisme de spécialisation pour les polynémes

W[X1, Xs] — At
Xl, X2 g X, Y

est injectif, celui pour les séries formelles

WX, X)) — AT
Xl, X2 = X, Y

ne l'est pas a priori.
Par ailleurs, on a le résultat suivant

Lemme 1.1.
L’anneau W([X,Y]] est complet pour la topologie induite par A™T.

Preuve du lemme : 11 s’agit de montrer que si une suite (z,,), € (W[[X,Y]])" converge
vers 0 alors a m, N € N fixés, pour n assez grand, on a

Tn € me[[Xv YH + W[[X7 YH>N

18



1.2. LE CORPS E, L’ANNEAU A ET CERTAINS DE LEURS SOUS-ANNEAUX.

ou WI[X,Y]]sn est le sous-anneau des séries de la forme ), ;o n ap  X*Y'L,

Ecrivons

za= Y a) X' = 3 o)XY Y el XYL
k,leN EHI<N k+I>N

Il faut alors montrer que, modulo p™ et pour n assez grand,

ST )X Y e WX, Y]y
k+HI<N

Ici il s’agit de remarquer que, puisque l'on raisonne modulo p™, les coefficients ag:”l)
vivent dans W/p™W qui est fini, il existe donc seulement un nombre fini de poly-
nomes de la forme », a,E:Ll)X kYl En coupant la suite (x,) en sous-suites selon
ces polynomes (quand ils apparaissent une infinité de fois dans la suite x,), on peut
donc supposer que les coefficients a,(:l) sont indépendants de n pour k+ 1 < N. On
les note ag ;.

Bref, on s’est ramené & une suite (x,), € (W[[X,Y]] ®z Z/p™7Z)"N convergeant vers
0 et s’écrivant modulo p™

Th= Y a XY+ Y alele
k+HI<N k+I>N

Il s’agit de montrer que

> ap XY e W[X,Y]lsy  mod p™
kH<N

ou, de maniere équivalente, qu’il existe une suite ay; pour k +1 > N telle que

Z ap X*Yt =0
k,leN

ce qui se montre en utilisant la convergence de x;, vers 0 et un procédé diagonal. []

On note Ag, le complété p-adique de Zp[[X]][+-], il s’agit de I'ensemble

Aq, {ZanXVnEZ apn, € Ly etan—>0}

——00
neL

(’est un sous-anneau local p-adique de A, complet, de corps résiduel F,((e—1)) et on

définit A le complété pour la topologie p-adique de I'extension maximale non ramifiée

de Agq, dans A. Son corps résiduel est donc la cloture séparable de Fy((e — 1)) dans
E. On le note E. T1 s’agit d’un sous-corps dense de E.
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1.3 Les anneaux de périodes p-adiques.

1.3.1 Bygr et quelques sous-anneaux remarquables

On renvoie a [Fon94] pour plus de détails sur ces anneaux.
L’application

0 A" — O,
. anopn{rn] = anopnrgzo)

est un morphisme surjectif de noyau WI(E+) qui est un idéal principal de At en-
gendré par exemple par w = X/p~1(X). On note

BJ_R = IED(A+ ® Qp)/(Wl(E+) ®Qp)"

n

le complété de A+ ® Q, pour la topologie W' (E*)-adique. L’action de G sur A+
s’étend par continuité sur BIR. Ce n’est toutefois pas le cas du Frobenius ¢ qui n’est
pas continu pour la topologie W!(ET)-adique. La série

logle] = S (~1)m 12

n
n>1
converge dans BJR vers un élément noté ¢. On définit alors
Bur = B[1/t].

C’est le corps des fractions de B;R. Il est encore muni d’une action de G pour
laquelle
G
By =K

et d’une filtration compatible, décroissante exhaustive

Fil*Byr = t* B,

On définit maintenant 'anneau A..;s comme le complété p-adique de I'enveloppe a
puissances divisées de AT par rapport & W!(E™), soit I’espace de séries

w" P .

g an— tel que a, € AT et a, — 0 p — adiquement.
n!

n>0

Cet anneau vit naturellement dans Bgg. De plus, la série définissant ¢ converge encore
dans A.;s et on pose :

B+

cris

= Acris X Qp et Bcris = B;rnzs[l/t] = Acris[l/t]'
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iz}
p
dans Bgp vers une limite que I’on note log[p] (avec la convention implicite logp = 0).
On définit alors

De plus, si l'on choisit p = (po, p1,...) € E avec py = p, alors la série log 1 converge

Bst - Bcris [log [ﬁ“ .

Il s’agit encore une fois d’un sous-anneau de Bgp.

Tous ces anneaux, munis de la topologie p-adique, possedent une action continue de
G, une filtration induite par celle de Byg, et un Frobenius ¢ qui étend celui de At
par continuité. On note que

B9 = Ky et BSK =K,.

cris

1.3.2 Classification des représentations de Gg

On appelle représentation Zy,-adique de Gk tout Zy,-module de type fini muni d’une
action linéaire et continue de G et représentation p-adique de G tout Q) -espace
vectoriel de dimension finie muni d’une action linéaire et continue de Gg. On ob-
tient ainsi une représentation p-adique a partir d’une représentation Z,-adique en
tensorisant par Q.

Si V est une représentation p-adique de G, alors on note

Dar(V) = (V &z, Bsr)“™
Du(V) = (V &z, By)“"
Dcris(v) = (V ®Zp Bcris)GK

Dir(V) (respectivement Dg;(V'), Deris(V)) est un K (respectivement Ky, Ky)-espace
vectoriel de dimension inférieure ou égale a la dimension de V' sur Q,. On dit que V'
est de de Rham (respectivement semi-stable, cristalline) quand il y a égalité.

On voit alors que les représentations cristallines sont semi-stables et que les repré-
sentations semi-stables sont de de Rham.

De méme, si V' est une représentation Z,-adique de G, libre sur Z,, on dit qu’elle
est de de Rham, semi-stable ou cristalline si la représentation p-adique V' ®z, Q,
Iest.

Exemple. La fausse courbe de Tate
On définit la fausse courbe ou représentation de Tate par

Vrate = Zper + Zpea

avec une action de Gx donnée par :
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pour tout g € Gk, ou x est le caractere cyclotomique et 9 est défini au paragraphe
1.1. Cette représentation est une représentation semi-stable archétypique et constitue
en cela une référence importante. Nous lui confronterons ’approche que nous propo-
sons, en particulier les (¢, I')-modules modifiés que nous allons introduire. Pour le
moment notons seulement que l'action de Gi sur Vg se factorise par Go.

Le terme de "fausse courbe de Tate” (false Tate curve) provient de la similitude de ce
module avec le module de Tate d’une courbe elliptique ayant réduction multiplicative
déployée en p. On trouve aussi le terme d’extension de fausse courbe de Tate (false
Tate curve extension) pour l'extension L/K.

1.4 Théorie de Fontaine

Si R est un anneau topologique muni d’une action linéaire et continue d’un groupe
I' et d’un Frobenius continu ¢ commutant a l’action de I', on appelle (¢, I")-module
sur R tout R-module M de type fini muni d’une action semi-linéaire de I" et d’une
action de ¢ semi-linéaire par rapport au Frobenius, ces deux actions commutant. Un
(p,I')-module sur R est de plus dit étale si 'image de ¢ engendre M en tant que
R-module :

Ro(M) = M.

1.4.1 Rappel du cas classique

Il s’agit de la théorie des (¢, I')-modules introduite par Fontaine dans [Fon90].

Posons A g = AGKso.,

On définit les foncteurs
D:V = D(V) = (A®g, V)K=

de la catégorie des représentations Zy-adiques de Gk vers la catégorie des (¢, 'k )-
modules sur Ag et
V:M— V(M) =(A®a, M)*!

de la catégorie des (p,I'x)-modules étales sur Ag vers celle des représentations
Zp-adiques de G . Le théoreme suivant est di a Fontaine ([Fon90])) :

Théoréme 1.1.

Les applications naturelles
ARa, D(V) = A®z, V
A®z, V(M) — Axa, M

sont des isomorphismes. En particulier, D et V sont des équivalences de catégories
quasi-inverses entre la catégorie des représentations Zy,-adiques de G'i et celle des
(¢, i )-modules étales sur A.
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Exemple Le (p,I'x)-module de la fausse courbe de Tate admet une base de la
forme (1®e1, b®e1+1Req) oub € A vérifie (T—1)b = —1. Toutefois Vqge n’étant pas
potentiellement cristalline (donc pas cristabelline), elle n’est pas, d’apres un théoreme
de Wach (cf. [Wac96]), de hauteur finie, cela signifie que b ¢ AT = Ap A,

Nous voulons construire un (¢, I')-module qui fournisse plus d’informations (qui se-
ront alors redondantes mais plus faciles a utiliser) sur le comportement de la repré-
sentation qui lui est associée dans I'extension K /K ou sa cloture galoisienne L/K.

Pour cela il s’agit d’avoir I' = G .

1.4.2 Le cas métabélien

On suppose A’ = A ou A’ = A. Ainsi, A’ est un anneau de valuation p-adique,
complet et stable sous les actions de Gk et de . Son corps résiduel E' = E ou E
est séparablement clos.

On note A, = A'L; si B}, = E'“L alors A/, est un anneau de valuation p-adique
complet de corps résiduel E/; .
Pour toute représentation Z,-adique V' de G, on définit D) par

Di(V) = (A" @g, V)"

et pour tout (¢, Goo)-module D, étale sur A, V] par
/ _ ! =1
Vi(D) = (A @Ar D)¥=.

On note ces foncteurs Dy, et Vi, quand A’ = A et Dy et Vp, quand A’ = A.
Remarquons que D (V) et D(V)®a . A, sont des (¢, Goo)-modules sur A’ |, le second
étant étale. Le théoreme suivant montre qu’ils sont isomorphes et nous assure que
D', est un bon équivalent de D dans le cas métabélien.

Théoréme 1.2.

1. L’application naturelle
v D(V) @a, AL — Di(V)

est un isomorphisme de (¢, G )-modules étales sur A’ .

2. Les foncteurs D et V] sont des équivalences de catégories quasi-inverses entre
la catégorie des représentations Zy-adiques de G et la catégorie des (¢, Goo)-
modules étales sur A, .

Preuve : Commengons par remarquer que, d’apres le théoreme 1.1., et par extension
des scalaires, ’application naturelle

D(V) N A -V ®Zp A’
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est un isomorphisme.
En prenant les invariants galoisiens, on obtient un isomorphisme

D(V) @a, AL = (D(V) @a, A)F "5V @z, A = DL(V)
comme souhaité.

Nous en déduisons immédiatement que le foncteurs D’ de la catégorie des représen-
tations Zy-adiques de G vers la catégorie des (¢, Goo)-modules étales sur A’ est
exact et fidele.

En fait, ce résultat ainsi que I'expression du quasi-inverse de D} (vu comme équi-
valence de catégorie sur son image essentielle) suffisent pour l'usage que l'on a des
(p, Goo)-modules. Ce quasi-inverse s’obtient grace a I'isomorphisme de comparaison
apres extension des scalaires :

Di(V)@a, A"~ D(V)®a, A"~V @z, A’

d’ou
VI(DL(V)) =V

et V] est un quasi-inverse de D7 .

En fait, le calcul de Fontaine (cf. [Fon90, Proposition 1.2.6.]) s’applique encore ici et
on obtient que I'image essentielle est encore la catégorie des (p, G )-modules étales
sur A’;. Pour cela, il s’agit de montrer que tout (¢, G )-module étale de p-torsion,
qui est donc un E’-espace vectoriel, posséde une base (p-invariante, en montrant que
pour toute matrice (a;;) € GLq(E’), le systeme

p __
4= Y

possede p? solutions dans E'® engendrant E'?. Le cas général s’en déduisant par
dévissage et passage a la limite. [

Corollaire 1.1.
Le foncteur

{(¢,T k) — modules étales sur Ax} — {(¢,Gs)— modules étales sur A’}
D — D ®AK A/L

est une équivalence de catégories.
Exemple
Le (¢, Goo)-module associé a la fausse courbe de Tate admet la base triviale (1 ®

e1,1®esz). Elle est donc de hauteur finie sur A’ . Il serait intéressant de savoir si cela
reste vrai pour toutes les représentations semi-stables.
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Quand A’ = A, ¢’est une conséquence d’un résultat de Kisin ([Kis06, Lemma 2.1.10]).
Il construit le p-module associé a 'extension K. Il s’agit de

(V ®Zp Ay)Gal(f/Kw)

olt Ay est le complété p-adique de l'extension maximale non ramifiée de W[[Y]][5]
dans A. Et il montre que les représentations semi-stables sont de hauteur finie dans
ce cadre, c’est-a-dire que le W[[Y]]-module

(V ®Zp W[[YHm")Gal(?/Kﬂ)’

avec W[[Y]]"™ = Ay | A*, est de méme rang que V.

1.4.3 Remarques

Le corps des normes de L/K

Comme on ’a remarqué précédemment, 1’extension L/K est arithmétiquement pro-
finie; on peut donc lui associer un corps des normes Ep i dont on connait une
description explicite. En effet, si k7, est le corps résiduel de L, alors il existe z € E tel
que Ep /i s’identifie a k1 ((2)) C E. On est alors tenté de reproduire la construction
classique des (¢, I')-modules en substituant au corps des normes de I’extension cyclo-
tomique Ko /K le corps des normes Ey /. Toutefois, il faudrait pour cela construire
un relevement en caractéristique 0 (dans A) de Ej, /K stable sous les actions de Gk
et de ¢, ce que 'on ne sait faire. Ce probleme est ainsi lié au fait que 'on ne sait
extraire une suite cohérente en normes d’uniformisantes dans la tour d’extensions

K(Cp"vﬂp")'

L’approche directe

Au lieu d’utiliser les résultats de Fontaine, on peut reprendre sa stratégie pour mon-
trer directement le 2 du Théoreme 1.2.

Pour A’ = A, on peut appliquer la stratégie de Fontaine exposée dans [Fon90] pour
prouver que Dy est exact et fidele.

De méme, pour A’ = A, on a encore

HY(Gp,GL4(A)) =0

qui permet de conclure.

1.5 Cohomologie Galoisienne

1.5.1 Enoncé du théoréme

Rappelons tout d’abord le cas classique. Soit D(V) le (¢, ' )-module étale sur A
associé¢ a une représentation Z,-adique V. Fixons v un générateur topologique de
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I'x. Herr introduit dans [Her98| le complexe

i)D(V) — =0

0 D(V) D)@ D(V)

avec les applications

f1=($_1> et fo=(y—11-¢).

Il montre alors que I'homologie de ce complexe s’identifie fonctoriellement & la coho-
mologie galoisienne de la représentation V.

Cette identification est donnée explicitement dans [CC99] et [Ben00] pour le premier
groupe de cohomologie par 'association de la classe d’un couple (z,y) d’éléments de
D(V) vérifiant (7 — 1)z = (¢ — 1)y a la classe du cocycle

-1

o— —(c—1)b+

ou b€V ®z, A est solution de (¢ — 1)b =z et op,, =" pour un n € Z,.

Nous allons montrer qu’il existe encore un tel complexe dans le cas métabélien.
Toutefois, pour tenir compte du fait que G, possede maintenant deux générateurs,
nous devons le modifier et I'allonger quelque peu.

Si on se donne un (¢, Go)-module étale M sur A, on lui associe le complexe &
quatre termes C, ., (M) :

0 M- MeMaM-—sMoMoM—">M—s=0

ol
p—1 vy—=1 1-9p 0

o= ’y—l ,ﬁ: T—1 0 ]-_SD ,U:(TX(W)_L 6_/77 SD_1>
-1 0 TX(’Y)_I 6—’}/

avec § = (X0 — 1)(1 — 1)7! € Z,[[r — 1]] défini ainsi : on pose

(u—1).(u— 1
U :U(U )--(u—=n+1) € Z, pour tout u € Z, et tout n € N.
n n! P g

Alors :

car 7°" converge vers 1 dans Gu, donc 7 — 1 est topologiquement nilpotent dans

Zp||Goo)]. Ainsi o
() —
§— T_ll :Z<X5L’7))(Tl)n_l'

n>1

Le but de ce paragraphe est de montrer le :
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Théoréme 1.3.
Soit V' une représentation Z,-adique de G.
i) L’homologie du complexe C,,, -(Dr,(V')) s’identifie canoniquement et fonctoriel-
lement a la cohomologie galoisienne (continue) de V.
ii) De maniére explicite, si (x,y,2) € Z(Cyp-(DL(V))), soit b une solution dans
VoA de
(p =1 ==z,
alors I'identification associe a la classe du triplet (x,y, z) la classe du cocycle :
M -1 -1

: =—(c—1)b+~"
c:oc, (c—1)b+~ T_1z+’y_1y

ouo, =v"1"
oo

1.5.2 Démonstration de 1)

Le foncteur F'* qui & une représentation Zy-adique V' associe I’homologie du com-
plexe Cy (D (V)) est un foncteur cohomologique coincidant en degré 0 avec la
cohomologie galoisienne continue de V' :

HO(C%%T(DL(V)) - DL(V)w:1,7:1,7:1 = YOk,

Il s’agit donc de montrer qu’il est effacable. Pour cela, on veut travailler dans une
catégorie possédant suffisamment d’injectifs et plonger V' dans un injectif explicite :
son module induit que l'on sait méme cohomologiquement trivial. Or la catégorie
des représentations Z,-adiques de G i n’admet pas de module induit. On doit donc
travailler modulo p” a r fixé, méme dans la catégorie des limites inductives de repré-
sentations de p"-torsion puis déduire le résultat par passage a la limite. Il s’agit alors
de montrer que I'homologie du complexe associé a un module induit se concentre
en degré 0, ce qui montre a fortiori 'effacabilité de F'®. Mais nous allons écrire cela
de maniéere explicite, ce qui permettra d’obtenir la deuxieme partie du théoreme, et,
dans le paragraphe suivant, de décrire le cup-produit en termes du complexe de Herr.

Introduisons Mg pr—ior la catégorie des G'x-modules discrets de p"-torsion, il s’agit
encore de la catégorie des limites inductives de G g-modules finis de p"-torsion ou
encore de la catégorie des Z/p"Z[[G i |]-modules discrets. On remarque que le foncteur
Dy, se prolonge en une équivalence de catégories de cette catégorie vers la catégorie
des limites inductives de (¢, Goo)-modules étales sur A, de p"-torsion.

Notons enfin que cette catégorie est stable par passage au module induit :

Lemme 1.2.
SiV est un objet de Mq, pr—ior alors, on définit le module induit! associé a V' par

IndGK(V) = fcont(GK7 V)

'"Dans [Ser68], Serre appelle ce module le module coinduit, le terme de module induit désignant
X ®z, Zp|Gx] pour X un Zp-module (de type fini). Il se ravise dans [Ser94] ot il n’y a plus que des
modules induits. Comme ici il n’y a pas de risque de confusion, nous optons pour cette terminologie.

27



CHAPITRE 1. (¢, T')-MODULES ET COHOMOLOGIE

Pensemble des applications continues de G dans V.
On munit Indg, (V) de la topologie discréte et de 'action de G :

Gg X IndGK(V) — IndGK<V)
g-n = [z n(2.9)].

Alors Indg, (V') est encore un objet de Mg, ,r—tor €t V s’injecte canoniquement
dans Indg, (V).

Preuve : 1l s’agit de montrer que l'action de G est continue, soit que pour tout
n € Indg, (V), le sous-groupe

U:={9€Gk|gn=n}

est ouvert dans Gg.

On remarque que, puisque 7 est continu a valeurs dans V discret, elle est localement
constante ; cette condition est méme équivalente a la continuité puisqu’une applica-
tion localement constante est toujours continue. De plus, comme G est compact, n
prend un ensemble fini de valeurs {vy, ..., v, }. Posons alors pour 1 <i <m,

U, = 77_1(111').
Alors U; est ouvert et U peut étre écrit sous la forme :
n
U={geGg V1<i<mUg=U}=(){g€GCGxk | Ug=U}
i=1

Il suffit donc de montrer que chacun des V; = {g € G | U;g = U;} est ouvert.
Remarquons que pour tout = € U;, 7 'U; est un ouvert de G contenant 1. Or
1 admet une base de voisinages formée de sous-groupes ouverts distingués, ainsi il
existe un tel sous-groupe W, C 2~ 'U; et

U; = U aW,.
zeU;

Mais les W, sont ouverts et U; est le complémentaire de ioti Uj, il est ainsi fermé
dans Gg donc compact. On extrait un sous-recouvrement fini de U; :

n
Ui = U T 5 Wj.
Jj=1
ou les W; sont donc des sous-groupes ouverts normaux de G'i. Posons maintenant

W = (n] W;
j=1
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alors W est encore un sous-groupe ouvert normal de Gx et méme de chacun des
W; qui s’expriment donc comme réunion disjointe d’ouverts de la forme yW, si bien
qu’il existe yr € U;, 1 < k <r tels que

U, = |_| yeW.
k=1

Mais alors le sous-groupe V; contient le sous-groupe ouvert W et est donc lui-méme
ouvert dans G . Cela montre que l'action de G est continue et donc que Indg, (V)
est un objet de Mg, pr—tor-
Enfin, I'injection de V' dans son module induit est donné par ’application de v € V
sur 7, € Indg, (V) telle que

Vg € G mu(g) = g(v).

0

Si I'on note F' le foncteur composé H'(Cy . +(Dr(—))), le lemme du serpent donne
pour toute suite exacte courte de Mg pr—tor

0=V -V"-V -0
une suite exacte longue
0— F%V)— F'(Vv") - FO(V) - F}(V) - F}(V") —

ce qui montre que F'* est un foncteur cohomologique.
Le but est de montrer qu’elle coincide avec la suite exacte longue de cohomologie
quand V" = Indg, (V). Or dans ce cas on a le résultat suivant :

Proposition 1.1.
Si U = Indg, (V) est un module induit de la catégorie M, pr—tor, alors

FY(U) = H(K,U) = 0 pour tout i > 0.

Montrons tout d’abord comment le résultat se déduit de cette proposition. Le dia-
gramme commutatif

0——F%V FO(V')

0— HYK,V) — H%K,Indg, (V)) — H(K,V') —= HY(K,V) —=0

FO(Indg, (V)) FY(V)

0

montre que H'(K,V) ~ F(V).
Et en dimension supérieure, les nullités des F*(Indg, (V)) et des H'(K,Indg, (V))
montrent qu’on a & la fois F*(V') = FF1(V) et H¥(K,V') = H*(K,V). Et donc
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CHAPITRE 1. (¢, T')-MODULES ET COHOMOLOGIE

par récurrence, on obtient bien que F*(V) = H*(K,V) pour tout i € N et pour tout
module V' de Mg, pr—tor-

Preuve de la proposition :

Commencons par montrer le c6té cohomologie galoisienne. Il s’agit d’'un résultat
classique (cf. [Ser68, Ser94]) : ici il faut seulement prendre garde aux catégories dans
lesquelles vivent nos objets. Ainsi, on utilise 'isomorphisme (cf. [NSWO00, p. 231]) :

H'(Gg,N) ~ Exty, (Z/p"Z,N)

pour tout ¢ > 0 et tout N € Mg, pr—tor, OU SaztiGK(—, —) est le i-eme foncteur dérivé
du bifoncteur

Homey : C' X Mgy pr—tor — (Z/p"Z-modules discrets)

avec C' la catégorie des Z/p"Z[|G k]]-modules compacts, une catégorie qui possede
suffisamment de projectifs. On peut donc calculer H* (G, N) & ’aide d’une résolu-
tion projective

oKy, — Ky 14— > K —-Ky—Z/pZ—0
de Z/p"7Z dans C'. 1l s’agit donc de considérer I’homologie du complexe
ce— HomZ/prZ[[GK”(Kn, Indg, (V)) — HomZ/pTZ[[GKH(KTLJrla Indg, (V)) — ---

Or Homg, /711 (Kn, Indg, (V) == Homg, ,rz (Kp, V) et les K; restent projectifs
dans la catégorie des Z/p"Z-modules. Ainsi on obtient

H'(Gg,Inday (V) = Extly g (Z/0" 2, Indgy (V) 2 Extly 5 (Z/p"Z, V) = 0

pour ¢ > 1, comme désiré.

Remarque Cette propriété reste vraie si I'on remplace Gx par n’importe quel
groupe profini.

Pour la fin de la preuve, nous allons utiliser le

Lemme 1.3.
Pour tout V€ Mg, pr—tor, on dispose de la suite exacte courte :

-1
0 ——Indg.. (V) — Dr(Indg, (V) = Dr(Indg, (V) —0.

De plus, pour tout o € Zy, on a la suite exacte courte :
0 —> Indp, (V) —> Inde, (V) == Indg. (V) — 0.
Enfin, on a la suite exacte courte

—1
0 VGx Indp, (V) ——= Indr, (V) —= 0.
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Preuve du Lemme : On part de la suite exacte courte

-1
0 Zy Al A 0

que P'on tensorise par Indg, (V). Du fait de l'existence d’une section continue de
@ — 1 (cf. [Sch06]), en prenant les invariants galoisiens, on obtient une suite exacte
longue commengant par

0 —> Indg (V)% —> Dp(Indg, (V) £ Dy (Indg (V) —> H' (L, Indg,. (V)

Le noyau est donné par Indg, (V)9 = Indg_ (V).
Il reste & montrer la nullité de H'(Gp,Indg, (V)). Pour cela, on remarque ceci
(cf.[Ser94, Chapitre I, Proposition 8]) :

HY(Gp,Indg, (V) = lim H' (Gpr, Indg, (V)
ou la limite inductive est prise sur ’ensemble des sous-extensions galoisiennes finies

M de L/K. En effet, les sous-groupes de Galois G de G forment, pour l'inclusion,
un systeme projectif de limite

lim Gy = ﬂGM =Gy

et ce systeme est compatible avec le systeme inductif formé par les Gp/-module par
restriction Indg, (V') dont la limite est le Gr-module par restriction Indg, (V).

Le lemme se raméne donc & montrer que pour toute extension finie galoisienne M /K
incluse dans L, on a HY(Gs,Indg, (V)) = 0.

Or, comme G est ouvert dans Gk, on a une décomposition

Gk= |J 9Gu
FEGal(M/K)

et on en déduit que, en tant que G-module, Indg, (V') admet la décomposition en
somme directe

Indg, (V)= @B Feontl9Gu, V)~ P Indg, (V).
gEGal(M/K) Gal(M/K)

D’ou il vient

H'(Gy,Indg, (V) ~ @  H'(Gu,Indg,, (V)
Gal(M/K)

et chacun des H'(Gs,Indg,, (V)) est nul, comme il a été montré dans la premiere
partie de la proposition.

Par ailleurs, 7* engendre topologiquement Gal(L/K), si bien que le complexe

Indg. (V) ™= Indg._ (V)
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calcule la cohomologie H®(Gal(L/K«),Indg_ (V')). On obtient pour noyau
Indg, (V)G E/ K0) ~ Indp (V).

Et la nullité de H'(Gal(L/K),Indg. (V) se montre de méme que ci-dessus celle
de Hl(GL, IndGK(V)).

Enfin, le complexe
Indr,, (V) 2= Indp, (V)

calcule la cohomologie H®(I'k,Indp, (V')). La surjectivté de v — 1 provient encore
de la nullité de H!(T'g,Indr, (V) que I'on montre comme précédemment. O

De la surjectivité de (¢ — 1) sur D (U), on déduit immédiatement que F3(U) = 0.
On obtient aussi le noyau de 7 :

Ker n = {(z,y,2);2,y € D(U) et z € (1 — o) (X = 1)(2) + (6 = 7)(v))}-
Soient donc z,y € Dy (U) et fixons 2/,y" € Dr(U) tels que
I-@)a)=zet 1-9))=y;
montrer que F2(U) = 0 revient & montrer que
Vu € Indg (V), (z,y, (7 = 1D)(@) + (6 —9)(y) +u® 1) € Im B.

Or (X0 — 1) est surjectif sur Indg__ (V), il suffit donc de considérer 5(0, 2’ 4/, 1)
avec u’ choisi de sorte que (TX(V) — 1)) = u.
Soit maintenant (u,v,w) € Ker(f3), i.e. vérifiant :

Fixons z¢ € Dr(U) tel que (p—1)xg = u. Alors les deux premiéres relations montrent
que
vo:=v— (y—1)zg et wo:=w — (17— 1)z0

sont dans le noyau de ¢ — 1 donc dans Indg_ (V), et vérifient de plus :
(X — 1)y = (7 — 8)wo.
On choisit maintenant n € Indg_ (V) tel que (7 — 1)n = wp. Alors

(PO = 1)y = = (v = 8)(7 = Uy = (7*O) = Do

si bien que vg — (v — 1)n € Indr, (V) et il existe donc € € Indp, (V') tel que

(v—De=wvo—(v—1)n
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si bien que

(v =1 +¢) =wo
et

(T —1)(n+e) = wo.

On définit alors x := xg + 1 + ¢ et on vérifie que a(z) = (u, v, w) :

-1z = (p—Dzo+(p—Ln+e) = (p—DLzy =
=1z = (y=1Dzo+(y—1Dn+e) = v—wvg+vg = v
(r—1Dzx = (t—Dzo+(t—-1)(n+e) = w—wo+wy = w

ce qui prouve la proposition. O

1.5.3 Formules explicites
Démonstration de ii)

Pour expliciter 'isomorphisme, il suffit de faire une chasse au diagramme en suivant
le lemme du serpent : si

(z,y,2) € Zl(C%%T(DL(V))),

alors par 'injection D (V') — Dr(Indg, (V)), on peut voir

(2,9,2) € Z'(Cpyr(Dr(Indg,c (V).

De la nullité de H(Cy (D1, (Indg, (V)))) on déduit qu’il existe b € D, (Indg, (V))
tel que

at)) = (2,9, 2).
Si maintenant I’on consideére ¥ € Dy, (Indg, (V)/V) laréduction de ¥’ modulo D, (V),

alors
b e HO(Ccp,W,T(DLandGK (V)/V))) = (IndGK<V)/V)GK'

Donc, si b € Indg, (V) releve b/, 'image de la classe de (z,y,2) dans H*(K, V) est
la classe du cocycle

c:0 ce = (0 —1)b.
Or on peut choisir b = &' — b. En effet
(=1 —b)=2—-—2=0

donc ¥ — b € Indg, (V) et donc b’ — b reléve V. Ainsi si

_n_m
O'|Goo—’)/7'7

on peut écrire

Co = (0=1)(H/ =b) = ~(0 = 1)(B) + ("7 — 1) = —(0— Dh+7" Lo+ y
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ce qui acheve la preuve du théoreme.

Montrons enfin comment on passe a la limite pour obtenir le résultat dans le cas d’une
représentation qui n’est plus nécessairement de torsion. Soit V' une représentation
Zy-adique de Gk ; pour tout r > 1,

Vi =VRL/H'L
est une représentation de p"-torsion telle que
V= lgn V.
Alors on sait que la cohomologie continue de V' s’exprime comme la limite :
Vi>0, H(K,V) =lim H'(K,V,) = lim F'(V},).
Il suffit donc de montrer
Vi >0, F'(V) = lim F'(V;).

Notons H} (respectivement B!, Z!) pour le groupe d’homologie H'(C., +(Dr(V})))
(respectivement B*(Cy.+(Dr(V2))), Z4(Cyr,-(Dr(V;)))). Les applications du com-
plexe de Herr sont Z,-linéaires si bien que I'on a dans la catégorie des Zj,-modules
la suite exacte

O—>B7Z;—>ZZ;—>H7’;—>O
d’ou l'on tire la suite exacte
0 — lim B! — lim Z! — lim H! — lim' B!
ot lim! est le premier foncteur dérivé du foncteur lim. Or pour tout r,

By = B (Copp,r(DL(V))) @ Z/D' T

si bien que les applications de transition dans le systéme projectif (BL) sont sur-
jectives, et donc ce systeme vérifie les conditions de Mittag-Leffler. On en déduit
que

lim' B} =0

ce qui montre que 'homologie de la limite projective est égale a la limite projective
de ’homologie, comme voulu.

Formule explicite pour H?

On peut de méme expliciter 'isomorphisme entre H?(Cy . -(Dr(V))) et H*(K,V) :
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Proposition 1.2.

L’identification du Théoréme 1.3. entre I’homologie du complexe Cy~ (Dr(V)) et
la cohomologie galoisienne de V associe & un triplet(a,b,c) € Z*(Cip~-(D(V))) la
classe du 2-cocycle :

T 10y -1
c
T—1 §61y-1

(9,h) — sg — sgn + gsn + 7™

ou g, =y"1", b, =7"7"* et s est une application Gx — A’ ®V telle que

-1 m_1
SU:¢<7 a—l—v”T b>
v—1 T—1

ouo, =7"T" et ¢ est une section continue de p — 1.
o0

Preuve : Soit
a=(a,b,c) € Z*(Cp-(Dr(V))).

On peut alors, grace a l'injection V' < Indg, (V'), considérer que
@ € Z}(Cy 7 (Dr(Indg . (V))))-
Par la nullité de H?(Cy, (D (Indg, (V)))), il s’agit d'un cobord, i.e., il existe

/6 = (nccanyﬂ??;) € DL(IndGK(V))3

tels que
a=(y—1ne—(p—Lny
b=(1—=1nz—(p—1)n.
¢ = (rX) —1)n, — (v = d)n,

Alors il correspond & la classe de la réduction 8 de 3 dans Dy (Indg, (V)/V)? un
8lément de H'(K,Indg, (V)/V). Son image dans H?(K, V) est I'élément correspon-

dant & «. Calculons-le donc.

n.-m

Soit 7y € A ® Indg, (V) tel que (¢ — 1)np = 7y, alors pour o), = ~"1",

™™ —1 =1
= (0—1 n
o =—(0c =1+~ P R

Ty

est un cocycle a valeurs dans Indg, (V) + A’ ® V dont la réduction modulo A’ @ V
est un cocycle correspondant & 3. Fixons ¢ et calculons

T — vt =1
(p=1rs = (0= De=m+7"" (o=t ——1 (o= Dy
™™ -1 n_1
= (T = D 43" (7= 1) = b) + ——((y = ) — )
T—1 v—1
A" =1 nT =1 -
= - a— =: =5,
S 10T T
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Choisissons alors une section ¢ de ¢ — 1 et définissons 'application s : Ggx — ARV
par

§=¢os.
Ainsi, (¢ — 1)s = §. Ce choix est unique modulo Feont(Gg, V). Alors, r + s : Gg —
Indg, (V) est un relevement d’un cocycle correspondant & 3. Son image par la dif-
férentielle est a valeurs dans V et est le 2-cocycle recherché. Il s’écrit

d(r+s)(g,h) =rg+ sg — rgn — Sgn + grn + gsn

Calculons la partie provenant de r, de maniere évidente on a pour g = ™M 7™M et
’ lGoo

— A2 -m2 .
hi, ="

"2 -1 T — 1 x()7m g
r = ron +grn = A" (T = )y A (o e
Or on remarque d’une part que :
21 (6Tl -1
G DM (Bt Y
v—1 0 ly—1
et d’autre part que :
x(y)7"2my g mi _ q
tht = )

T—1 T—1
si bien que
M =1 (07 )" — -1
g = Toh T grh = Y s o (T =D)my +6(6 —7)n:)
R ) M
c.
T—1 461y-1

ni

Remarque
Dans le cas du complexe de Herr classique, on associe a la classe de a celle du
2-cocycle :

i -1
y-1"

ou (p — 1)a = a, ¥ est un relevement fixé de v dans Gk et g1 = 3" h, go = "2k’

avec h,h' € Gg_ et ni,ng € Zy,.

(91,92) =" (h = 1)

1.5.4 Une démonstration alternative

On peut aussi déduire la premieére partie du Théoréeme 1.3. ci-dessus & partir du
théoréeme de Herr sur le complexe en les (¢, 'k )-modules. Rappelons que I'on note
A; = AL on A est Panneau de Fontaine usuel. On note M’/ = M @A, AL et on
considere la suite exacte de complexes

0 — Cpry(M) — Cp\(M') — C:D,’Y(M/) — 0
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qui s’écrit

@Q @Q a1

0 Ma M M@ M M & M 0
Bo Bo 51
0 M M — / 0
0 0 0

ou le complexe C, (M) est le complexe de Herr classique avec donc

ap = <<P—1a7—1) et By = (Y:;)

et ott le complexe C;, . (M’) est le complexe de Herr modifié par
-4
) = (30*1,7*5> et b1 = (7 ) :
L=

(y=8)(r =1 = (" =1)(y - 1)

montre que 'on a bien défini un complexe de complexes. Si maintenant on prend

L’équation

M = D(V), le (¢,T'k)-module associé a la représentation V', la derniére remarque
du paragraphe 1.4.3 montre qu’il s’agit d’une suite exacte de complexes. Mais alors,
I’homologie de C,, (M) s’identifie a I'homologie du complexe total associé a I’applica-
tion Cy o (M') — C, ,(M’). Ce complexe total est le complexe C, - (D(V)®a , AL).
Ceci montre donc le Théoreme 1.3. lorsque A’ = A.

On va maintenant considérer le cas A’ = A et montrer que l'injection de complexes

Comir(DL(V)) = Cppr(DL(V) ®4, AL)

est un quasi-isomorphisme, ce qui permet de conclure.
En degré 0, ceci est immédiat. En degré supérieur, il s’agit de montrer que 'appli-
cation naturelle

nat

H'(Cypyr(DL(V))) *5 H (Copy,r(DL(V) @4, AL))
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est un isomorphisme.

Notons Z! pour Z*(Cy~-(Dr(V))) et Z pour Zi(C'Cp,V,T(lN)L(V)) ; de méme, on adop-
tera les notations B et B.

Il s’agit donc de montrer pour tout 1 < i < 3,

BNz =B (1.1)
7' =7+ B (1.2)
En effet, 1.1 montre 'injectivité de nat, et 1.2 la surjectivité.
On commence par remarquer ceci : si b € D (V) vérifie (¢ — 1)b € Dp(V) alors
b e Dr(V). Ceci provient du fait que p —1: V® A — V ® A est surjectif, et que le
noyaudegp—l:V@A—ﬂ/@Aest VCcV®A.

Cette remarque nous permet d’ores et déja de traiter I’équation 1.1 en degré 1 :
soit (z,y,2) € B' N Z alors, il existe b € D (V) tel que

(x7 Y, Z) = a(b)

d’ott (¢ —1)b =2 € D1(V), ainsi b € D(V) et (z,y,z) € B

Pour le reste, on va encore raisonner modulo p”, le passage a la limite se faisant
comme précédemment. La topologie coincide alors avec la topologie vg-adique. On
utilise maintenant le fait que E; est le complété de la cloture radicielle de Ej,. Alors
pour u € D (V) et a € Ap/(p"), il existe n € N et v € o (AL /(p")) tels que

(a—a)ue (VeWmg) /()

si bien que
¢"(au) € DL(V)/ + (V @ W (mg)“"/(p").

Ceci montre que
Vo € D(V), IneN, ¢"(x) € DL(V)+ (V@ W(mg))%/(p").
Or
e"(x) =(p—1+1)"@)=z+(¢— 1)y

et ¢ — 1 est surjectif de (V ® W(mg))“t dans lui-méme, puisque ¢ y est topologi-
quement nilpotent. On en déduit le

Lemme 1.4.
Pour tout = € Dr(V), il existe z' € Dy (V) et 2 € Dr(V) tels que

r=a 4+ (p—1)2".

On peut maintenant montrer I’équation 1.1 en degré 2 :
soit (z,y,2) € (Dr(V))? avec B(z,y,z) € (Dr(V))?, alors il existe ' € Dr(V) et
2" € Dp(V) tels que

(v=Drz+(A-@y=(-Dz"+1-9)(y+(y—1)2") € DL(V)
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notons donc y' = y+(y—1)z”, par la remarque ci-dessus, et comme (y—1)2’ € D (V),
on a encore y' € D (V). De méme, si 2’ = z + (7 — 1)2”, on a

(rT—Dax+(1-p)z=FT-1D2"+1-¢)(z+(r—-1)2") € Dp(V)

montrant que 2’ € Dy (V). Il est alors immédiat que 5(z,y, z) = B(/, v/, ).

En degré 3 :

on suppose (x,y,z) € ([?L(V))?’ avec n(z,y,2) € (Dp(V))3. Alors il existe 2,y €
Dp(V) et z”,y" € Dp(V) associés & z et y par la condition du lemme précédent.
Alors un raisonnement similaire & celui donné pour le degré 2 montre que z/ =
2+ (X — )2’ 4+ (8 — y)y" € DL(V) et que n(z,y, z) = n(a’,y, 2).

Montrons maintenant équation 1.2 : soit u = (z,y, z) € Z!, et soit 2’ et z” associés &
x comme précédemment. Alors on montre par la méme méthode que u—a(z”) € Z1.
Soit u = (z,y,2) € Z2, et /, 2",y ,y" associés & z et y. Alors on montre encore que
u— B2, y",0) € Z2.

En degré 3 enfin, c’est une conséquence immédiate du lemme : tout = € Dy (V) s’écrit
r=1a+ (p—1)2" =2 4+ n(0,0,2").

Ceci acheve la preuve alternative de la premiere partie du Théoreme 1.3..

Remarquons toutefois que la preuve donnée plus haut, d’une part est plus naturelle,
et d’autre part permet d’obtenir des formules explicites. On I’a vu précédemment
dans cette section, et c’est encore 1'objet de la prochaine ot ’on donne les formules
explicites de cup-produit.

1.6 Cup-produit

1.6.1 Formule explicite pour le cup-produit

Dans [Her01], Herr donne des formules explicites pour le cup-produit en termes du
complexe qu’il associe a la représentation. Le théoréeme suivant donne les formules
que 'on obtient dans le cas métabélien :

Théoreme 1.4.
Soient V' et V' deux représentations Zy,-adiques de G, alors le cup-produit induit
les applications :

1. Pour (a) € HO(C’%%T(DL(V))) et (') € HO(C%%T(DL(V’))),
(@)U (d)=(a®d) e HO(C%%T(DL(V @ V")),
2. pour (2,y,2) € H'(Cprr (DL(V))) et () € HYCoprrr (DL(V'))),

(z,9,2)U(d) = (z@d,y®d,2@d) € H(Cp\ (DL(V @ V")),
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3. pour (a) € HY(Cypry +(DL(V))) et (2,4, 2") € HY(Cyp 7 (Dr(V"))),
(a)U (@, y,?)=(a@2 a2y ,a®?) € H(Cp(DL(V V"))

4. et pour (z,y,2) € HY(Cypr+(DL(V))) et (2',y,2") € HY(Cyprr (DL(V))),
(z,y,2) U (2',y,2") € H(C\pryr(DL(V @ V")) s%écrit :

(y@vr' —z@¢y , 2072 —z@ ¢ , 207Xy —y@ v +3,.)

ou

Yo = Z (TTYD é (Z) (r — D)z @k (r —1)" k).

n>1

1.6.2 Démonstration

La seule identité non triviale est la derniere. Nous allons utiliser la construction du
paragraphe précédent pour la montrer et donc supposer que V et V' sont des objets
de Mq pr—tor- Nous utiliserons ainsi les suites exactes

00—V —=Indg, (V)= V"—=0
et
0— FY(V) — F'(Indg, (V)) — FO(V") - FY(V) = 0

ainsi que la propriété du cup-produit da U b = d(a U b).

Plus précisément, on fixe (x,y,2) et (2/,/,2') comme dans I’énoncé. Alors il existe
un élément a € Dr(Indg, (V)) vérifiant a(a) = (z,y,2) et @ € (Indg, (V)/V)C%.
Alors (z,y,2) U (2/,y/,2') vaut

/

ala)U(2',y,2) = d@or,axy,a®) = fla®r,a®y,a® )
(v=De®a’) = (p-D(a®y),
(r—1Da®a’) - (¢—1)(a®?),
(P —Daey) - (y-8)a® )

On utilise 'identité formelle
(c—1)(a®b)=(c—1)a®@ob+a® (0 —1)b.
Le premier terme s’écrit

(y—1awz — (¢—1ax®y
= (y=-1axy'+ax(y—-1)2 —(¢p—1)a®y —a® (¢ — 1)y
= yey' +aa((y-Da' - (p-1y) -2y
= yoyu' —rey.

40



1.6. CUP-PRODUIT

Le second résulte d’un calcul similaire

(r=D(a®a) - (p-1(a®7)
= (r-la@md+ax (-1 —(p—1)a®@z —a®(p—1)7
@717 +a@ (-2 —(p—1)2) -z 7
= 2071 —z®7.

Explicitons enfin le calcul du troisiéme terme.
En itérant I’identité
(c—1)(a®@b)=(c —1)a®ob+a® (o —1)b,

on obtient par récurrence :

n

c-1)"aob) =S (")(o - 1)*a® "o — 1)"*b.
%)

On obtient tout d’abord :
(PX) —1Da@y = (X —1)a@ XNy a0 (X = 1)y = 620Xy +a® (v —0)2’
et

(v-Da®2=(r-1Da®y +a@(y-1)F =y@y2' +a® (y - 1)7.

Reste & calculer 6(a ® 2’). Pour cela on rappelle que

x) 1 x(7) )
= — 1 n—
5 T — 1 7; ( n >(T )
Ainsi
5((1 ® Z’) = <X(7> (7_ _ 1)n—1(a ® Z/)
n>1 n
n—1
- (x(v)) (n ; 1) (r = rao (e — 1)1k
n>1 " k=0
= a ® (52/ + <X(7)> nz:l (n — ].) (T - 1)k712 ® Tk‘(T o 1)n717k2,/
n k )
n>1 k=1
D’ou le résultat. 0
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1.7 Application de Kummer

Dans ce paragraphe, nous supposons que p est impair et A’ = A.
Le but est de calculer en termes du complexe de Herr ’application de Kummer

ki K* — HYK,Z,(1)).

Plus précisément, si
1 X
Fv) e (WIVIL)

nous allons calculer un triplet (z,y,2) € Z'(Cp~.-(AL(1))) correspondant & 'image
koO(F(Y)) de
O(F(Y))=F(r) e K.

Remarquons qu'il existe d € Z et G(Y) € (W[[Y]])” tels que
F(Y)=YIG(Y).

1

En fait G(Y) s’écrit comme le produit d’une racine p"~'—ieme de l'unité (qui ne

joue aucune role) et d’une série de 1+ (p) C W[[Y]].

Notons
a=0(F(Y)) e K*.
Choisissons
a=(ag,a1,...,0n,...) €EE

tel que ag = a. Alors 3

a ~

— cET

P
et donc )

@ A+

vd €A

et pour tout o € G, il existe Y, (o) € Z,, tel que
o) = ag¥=(?),
L’application o — £%2(@) est en fait un cocycle représentant k(). On a donc

o([a]) = [@)(1 + X)¥) ou k(a) = ¥ € HY(K,Z,(1)).

Par ailleurs, la série log % converge dans B,.;s et méme dans Filles, en effet
Ay € At et (%) =1.
Pour tout h € Gy,

(h—1)log F[(O;]/> = 1a(h)t ot t =log(1 + X).
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1.7. APPLICATION DE KUMMER

Définissons ~
(]
F(Y)

/t € Fil®Bpis.

On a alors

F(Y)P

o) <

alors

Choisissons by € A solution de

(p—1)by = —f(XY)-

Si Xy =¢p 1(X)= [E%] —letw= Xll € A alors
(p —w) (b1 X1) = —f(Y).
Or par réduction modulo p de cette identité, on obtient une équation de la forme
TP — T = —f(Y)

puis par approximations successives modulo p™, et du fait que E* est intégralement
clos, b1 X1 € A+t . Mais - - € Fil° Beris, en effet la série

i _ Z( )n-HWX B _ Z n+1wan !
X1

n>0 n>0

converge dans FillAms, et donc

1 t 1
€ Fi 1 Beris.
X, Xt
Ainsi
b —(bX)ieFﬂOB ;
1 — (V141 X cris:
De plus, (¢ — 1)by = (2 ) admet une solution by dans A, si bien que si I'on pose
fv) )«
SRNFAC RSN AS RNy
TTTTX T g o

et que l'on choisit une solution b € A de (¢ — 1)b =z, alors b € Fil°By4s.
Ainsi b+ b € Fil’ B et

(p—1)(b+b) = (=5 — ).

Et on a alors le lemme suivant :
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CHAPITRE 1. (¢, T')-MODULES ET COHOMOLOGIE

Lemme 1.5.
Les solutions de I'équation

—1 Y (e Y 1.3
(p= 1) = (; — 5 — ) (13)
dans Fil° B.,;s vivent dans Qp + Fil' B.,is et sont invariantes sous I'action de G,.

Preuve du Lemme : Considérons

alors I’équation 1.3 se ramene, en posant p' = tu, a

L4 ’
——=1)(x)=u 14
(£-1)w) (14)
or les suites (;ﬁn f(Y) et (_2)2 )" f(Y) convergent vers 0 dans Bes et
<(P>k < & > _(@Ex) e
p) \n+1)  (n+1)p
mais 3
k ptl X7
(I+X)" —1) = Z W= € p" Acris
1<r<pk
ainsi

@ k xXn Epk(n—l)A '
D n+ 1 nt 1 eris
k
@

. ’ ~ n
converge vers 0 uniformément en n dans Bgis. Il en va de méme de (5) ( ﬁﬂ) .

n
Ainsi on obtient une solution — ) -, (%) u de 1.4 dans (Fil®Bes)S" et donc une

solution de 1.3 dans (Fille-s)GL. Et le fait que
(FﬂOBcris)gozl = @p

conclut le lemme. O
Ainsib+b e (FﬂOBmS)GL, donc, pour tout h € Gy,

(A —=1)(=b) = (A = 1)b = ¢a(h).

On en conclut qu'il existe z € Az(1) unique et y € Az (1) unique modulo (y—1)Z,(1)
tels que k(a) est I'image dans H'(K,Z,(1)) du triplet

(2,y,2) € Z'(Copr,r (AL(1)))
ot z == —(% + 1) f(Y) ®e. En effet, on sait qu'il en existe un (2/, 3/, 2’), mais

' —xe(p—1)AL(1)
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1.7. APPLICATION DE KUMMER

ce qui montre I'existence, et z étant fixé, 'unicité modulo o(Z,) (ol « est la premiere
application du complexe de Herr Cy 5 (M), cf. la section 1.5).
On obtient le résultat plus précis :

Proposition 1.3.
Soit F(Y) € (W[[Y]][%])X Alors, I'image de F(m) par I'application de Kummer
correspond a la classe d’un triplet

<—f(Y) <)1(—|—;> ,y,z> ®e

avec y,z € W[[X,Y]]. Ce triplet est congru modulo XYW{[[X,Y]] a
<_f ) )

T T, O, YdlogF(Y)> ®e
oll djog représente la dérivée logarithmique.

Preuve : 1l s’agit de montrer les congruences.
Remarquons que

7<1®e> _ x(v)®e
X Y()X + x(v)(xz(v)—l)Xz + X3u(X)
I (x(v) -1
= (X - + Xv(X)) ®e

si bien que
(y— 1)z e XYWI[[X,Y]](1)

ol " est topologiquement nilpotent donc ¢ — 1 inversible. Ainsi, on a
y € Zy(1) + XYWI[X,Y]](1).
En outre, si 4 est un relevement dans G de v, on a encore
(F-Db®e) = va(?)
d’ou, par le 7i) du Théoréme 1.3. d’une part, et le Lemme 1.5. ci-dessus d’autre part,
F-Dl@e+b@e) =1va(F) + (7~ 1)(0®e) =y € Fil' Beris(1)

qui montre que
y € XYW[[X,Y]](1).

On proceéde de méme pour z :

I
>
>~.<
=
X
S
=
ll
<
~
™
=
=
o
o,
S
=

(rT=DfY) = (Y (A+X))-f(Y))
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CHAPITRE 1. (¢, T')-MODULES ET COHOMOLOGIE

on remarque de plus que
d % d
Y— o<t = Y—
(viv)e 5 =v (i)

(T =DfY) = X1~ ¢) (YdiogF(Y)) mod (XY)?

si bien que

et donc
(rT—Dz=(p—-1)YdieF(Y)®e) mod XYWI[X,Y]|(1)
qui montre que

2 € Ydigg F(Y) ® £ + Z,(1) + XYW[[X, Y])(1). (1.5)

Or, par ailleurs, si 7 est un relevement dans Gg de T,

~ FYQ+X
(T —=1)(b+b) = o(T) — log M/t +(T-1)pe Fil' Beris
F(Y)
si bien que
FYQ+X
z2=10a(T)+ (T —1)b € log (}g(;)))/t + Fil' Boris
qui combiné avec 1.5 fournit le résultat voulu. O
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Chapitre 2

Groupes Formels

Dans ce chapitre, on montre la formule explicite d’Abrashkin pour les groupes formels
(cf. [Abr97]), sans hypothése sur la présence de racines p-iemes de 1'unité dans le
corps de base. Pour cela, on calcule explicitement ’application de Kummer liée au
symbole de Hilbert d’un groupe formel en termes de son (p, I')-module, puis l'on
calcule le cup-produit avec I'application de Kummer usuelle et I'image de ce cup-
produit par I'isomorphisme de réciprocité, qui nous donne la formule recherchée.

2.1 Notations et rappels sur les groupes formels

On considére G un groupe formel connexe et lisse sur W = W(k), I'anneau des
vecteurs de Witt a coefficients dans le corps fini k. On note encore K le corps des
fractions de W et K une extension totalement ramifiée de K. Sous ces hypotheses, on
peut associer (cf. [Fon77]) & G une loi de groupe formel qui détermine G. Rappelons
de quoi il s’agit.

2.1.1 Loi de Groupe Formel

On fixe p un nombre premier impair et d > 0 deux entiers. On écrit X = (X1,..., Xy),
Y = (Yl,...,Yd) et Z = (le--de)-

Définition 2.1.
Une loi de groupe formel (commutatif) F de dimension d sur un anneau commutatif
R est la donnée d’un d-uplet de séries formelles

F(X,Y) = (Fi(X1,...,Xa,Y1,...,Ya)i<i<a € (R[[X, Y]]))?
vérifiant
1. F(X,0)

2. F(X,F(Y,Z))=F
3. F(X,Y)=F(Y,X

!
=
=
2
!
A
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CHAPITRE 2. GROUPES FORMELS

Pour une loi de groupe formel F donnée, il existe un d-uplet f € (R[[X]])? tel que
F(X, £(X)) = F(£(X),X) = 0

si bien que sur un domaine sur lequel F et f convergent (par exemple mﬁl{, si R est un
anneau local d’idéal maximal mp, complet pour la topologie mp-adique), F définit
une structure de groupe commutatif, d’élément neutre 0, 'inverse de x étant f(x).
On note alors la loi de groupe

x+ry =F(x,y).

Si G est une autre loi de groupe formel sur R de dimension d’, alors un morphisme de
F dans G est un d’-uplet de séries formelles h(X) € (R[[X]])¥ sans terme constant
tel que

h(F(X,Y)) = G(h(X),h(Y)).

Le morphisme h est un isomorphisme si d = d’ et s’il existe g(X) € (R[[X]])? sans

terme constant avec
hog(X)=goh(X)=X

ou de maniere équivalente si dh(0) € GL4(R). On dit que h est un isomorphisme
strict si on a la normalisation dh(0) = I, i.e., si pour tout 1 <1i < d, on ah;(X) = X;
mod deg 2.

Si R est une algebre sur Q, alors pour tout groupe formel F il existe un unique iso-
morphisme strict, noté logy de F sur la loi de groupe formel additive F, : (X,Y) —
X + Y. On lappelle le logarithme vectoriel de F.

Les applications coordonnées de logp forment une base des logarithmes de F, les
morphismes de F sur le groupe additif de R.

2.1.2 Périodes p-adiques

Reprenons les notations de la premiere partie avec donc K une extension finie de Q,

de corps résiduel k et Koy = W(k)[%] Fixons encore M € N.

Définition 2.2.
Si I'isogénie pidg : G — G est finie et plate au-dessus de W de degré p", on dit que
G est de hauteur finie et on appelle h la hauteur de G.

On note G un groupe formel sur W de dimension d et de hauteur h. On définit
G[p"] = ker(p"idg : G — G)
le sous-groupe formel des points de p"-torsion de G et on note

T(G) = lim GJp"|(K)

48
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le module de Tate de G. On suppose de plus que

autrement dit, on suppose que les points de pM-torsion de G vivent dans K.

Alors T(G) est un Z,-module libre de rang h et G[pM](K) = G[p™](K) est isomorphe
en tant que représentation de G a (Z/pMZ)".

L’espace des pseudo-logarithmes de G (sur Kj) est le quotient

{F e K[X]] | FX+¢Y) - F(X) = F(Y) € O, [X, Y]] © Qp} /O [[X]] @ Q.

On le note H'(G). C’est un Ko-espace vectoriel de dimension h. L’espace des loga-
rithmes de G est

QG) ={F € Ko[X]] | FX+¢ Y) = F(X) + F(Y)} .

C’est naturellement un sous-Kg-espace vectoriel de H'(G) de dimension d. De plus,
H'(G) admet la filtration

Fil'(HY(@)) = HY(G), Fil'(HY@)) =Q(G), Fi*>(H'(G)) = 0.
Muni de sa filtration, et du Frobenius :
¢ F(X) — F?(XP),

H'(G) est appelé le module de Dieudonné de G.
Dans [Fon77], Fontaine montre qu’il existe un accouplement

HY(G) x T(G) — B}

cris

décrit de maniere explicite par Colmez dans [Col92].
On peut le définir ainsi : soit F' € HY(G), et 0 = (05)s>0 € T(G) ; on choisit pour tout

s un relevement 65 € W(mg)? de o, i.e. vérifiant 6(65) = o, ; alors la suite p*F (o)
+

converge vers un élément fo dF de B, indépendant du choix des relevements o0 et

F'. De plus cet accouplement commute a 'action de Galois et de ¢ et respecte les
filtrations : si F' est un logarithme, alors fo dF € Fil' BT,

cris’
Cet accouplement nous permet d’identifier H!(G) et Homg, (T(G), Bl..) avec la
+

filtration induite par celle de B_ ... Pour travailler & un niveau entier, on introduit

un réseau de H'(G), le W-module

5:0(G) = Homg, (T(G), Acris)

st
la version contravariante du foncteur cristallin de la théorie de Fontaine. La filtration

muni de la filtration et du Frobenius ¢ induits par ceux de A.;s. Le foncteur D, .. e

est encore de longueur 1 et on note

DY(G) = D}.;5(G) = Homg, (T(G), Acris)

cris
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CHAPITRE 2. GROUPES FORMELS

et

cris

DYG) = Fil' D},;4(G) = Homg, (T(G), Fil' Ayis).

Alors DY(G) est un facteur direct de DY(G) de rang d. On fixe donc une base
{ly,...,13} de D'(G) que I'on complete en une base

{llv' : "ldamla s 7mh—d}
de DY(G).
Et, pour tout 1 <i <d, on a
So(lz) =®o lz € SO(FﬂlAcris)d C (pAcris)d

et ainsi, £(1;) € D%(G). De plus, [FonT77] et [FL82] montrent d’une part que ¢ est
topologiquement nilpotent sur D%(G) (car G est connexe) et d’autre part que le
module filtré D°(G) vérifie

D(G) = p(D°) + %Dl(G).

Et ainsi, si I'on définit ¢ ’endomorphisme de D° donné par

o) = P)vi<i<d, et
b
o(mi) = p(m)V1<i<h—d,

alors sa matrice £ € GLp,(W).
Si l'on note 1 =t(ly,...,1,) et m = “(my,...,my_,), alors

HURN 1
<w<m>> ‘ (m)

Ainsi, on peut écrire une décomposition en blocs

A B
-1 _

1= A%(l) + Bp(m) et m = C’%(l) + Dp(m).

de sorte que

Mais ¢ étant topologiquement nilpotent sur D°(G), on peut écrire

1:ZFuw, m:ZF’w
p u

u>1 u>1

ou
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et

F{=C, Fy=Dy(C), Fj=( [] ¢"D)e"1(0).
0<k<u—2

Définissons sur By, = W[[X]]®Q, l'opérateur ¢-semi-linéaire A par
A(wX") = p(w)XP"

| agit sur B{ép et on peut donc encore définir un opérateur Z,-linéaire

A=) F,A

u>1

sur B&p. La série formelle vectorielle

X)) =X+y

donne alors le logarithme vectoriel d’un groupe formel F'. Ce groupe admet le méme
systeme de Honda formel que G, et comme les systemes de Honda parametrent les
groupes formels a isomorphisme pres, on déduit que F est isomorphe a G(cf. [Fon77],
Chapitre 5). Du fait que 'on connait mieux la forme des logarithmes et des pseudo-
logarithmes de F' que de ceux de G, en particulier leur expression en fonction de A qui
donne de surcroit un controle des dénominateurs, nous allons dorénavant remplacer
I’étude de G par celle de F.

2.2 Rappels sur le groupe formel F

Pour cette section, le lecteur se réferera a [Abr97] dont on a essayé de prélever et
rappeler ’essentiel.

En premier lieu, décrivons le module de Dieudonné de F'.
On connait déja une base des logarithmes, les séries formelles coordonnées de la série
vectorielle

zA(X)_X+Z“mp(f).

m>1

On la complete en une base des pseudo-logarithmes en posant

max) =y r 200,
u>1

Soit 0 = (0s)s>0 € T(F). Pour tout s > 0, on choisit un relevement 6, € W (mg)¢ de
0s, avec donc 0(65) = 0s. Alors le lemme suivant dit que la suite p*idpos converge
dans W1(mg)? vers un élément j(o) indépendant du choix des relevements :
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Lemme 2.1.
1. La série l 4 définit un homomorphisme injectif continu de G g-modules

lA : F(W(m]:j)) - Agm’s ®Zp Qp'

De plus, la restriction de 14 & F(W(mg)) est a valeurs dans (Fil' Aes)%.
2. L’endomorphisme pidr de F(W (mg)) est topologiquement nilpotent.
3. L’application j : T(F) — W'(mg)? est bien définie et fournit un homomor-

phisme injectif continu de G-modules j : T(F) — F(W!(mg)).

Preuve : Le 1. est le Lemme 1.5.1 de [Abr97].
Le 2. provient du fait que la série correspondant a pidp s’écrit

pidpX = pX + degrés supérieurs.

Rappelons rapidement la preuve de 3. :
Pour tout s > 0,
e(psidpés) = 00 — 0

d’on p*idpo, € F(W!(mg)). Par ailleurs, pour tout s > 0,

pidposp1 =6, mod F(W'(mg))
d’ou

s+1: ~ — S ~ S: 1
p*Tidposiq = p’idrpos  mod pfidp (F(W (mE)))

Et 2. donne la convergence de la suite (p*idpos)s.
Le fait que la convergence soit assurée sans condition de compatibilité sur les rele-
vements donne l'indépendance de la limite par rapport au choix de ces relevements.
En effet, si (65)s>0 et (05)s>0 sont deux relevements de (o05)s>0, alors pour tout

relevement (67)s>p olt

N/ ~ N
Vs >0, 0 = 05 ou O,

on a encore la convergence de (p*idpo”)s, d’out I'identité des limites.
Le reste est immédiat. U

La composition du logarithme vectoriel [ 4 et de 'application j ainsi définie donne
une injection G g-équivariante que ’on notera encore 1 de T'(F') dans (FillAms)d.
Cette application vérifie donc pour tout o dans T'(F) :

1(0) = l4(lim p*idpos) = lim p®l4(0s).
Si Pon définit maintenant

m:ZF/w,

u>1 p
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1
alors fournit une base de D°(F) avec 1 base de D!(F). L’application ainsi
m

( A ) : F(W1 (ml:j,)) - Algris'

mA

définie

se factorise par

Cette application est ’accouplement des périodes. On rappelle (cf. [Abr97], Remark
1.7.5) que cette application prend ses valeurs dans A [[XP~1/p]]. Il s’agit aussi d’une
conséquence des calculs de Wach pour les représentations potentiellement cristallines
(cf. [Wac96]).

Nous fixons désormais une base (o', ..., 0") de T(F) ce qui nous permet d’introduire
la matrice des périodes

1Y) ... 1" A+ -1 A+ -1
V= i ny | € Ma(AT[[XP77/pl]) N G Ly (FracA™[[XP7 /p]]).
m(o') ... m(o")
Elle vérifie I’égalité
;2 0
v V=¢€v.
0 Ih_ayp
L’inverse de cette matrice est donc la matrice de passage de la base (o', ..., oh) dans

une base de
Dcms(T(F)) — (T(F) ®Zp Acris)GKO>

la version covariante du module cristallin de la théorie de Fontaine associé a T'(F).

Soit u € T(F) ® Acris, si 'on désigne par U le vecteur des coordonnées de y dans la
base (o!,...,0") V™! de D..;s(T(F)), alors on peut calculer les coordonnées de

On sait que

plg 0O 1% 0 pl; 0
V) = P Yy — gV
o) ( 0 Ihd) ( 0  Ip_ayp 0 Ipq

si bien que
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et les coordonnées de ¢(y) dans la base (o', ...,0")V~! sont donc
®
o SR b
0 Ihap
A*
Compte tenu de cela, le lemme suivant montre que S 7 agit comme le
h—d

Frobenius sur D.;s(T'(F)).

Lemme 2.2.
Soit A* =3, - Fup, alors :

Preuve : On calcule :

©"(la) «‘;* (L0)

AT (L4) + Bo(ma) = AZ(La) + Y ByF, -
p p u>1 p

car BoF), = F,+1 pour tout u > 1. Et puis :
0 _c?u " la) _
C;( A) + Do(ma) = 05( A) + ZDthuT =m

u>1

car DpF; = F,_ | pour tout u > 1. OJ
Abrashkin calcule de plus le conoyau de I'injection j (cf. [Abr97], Proposition 2.1.) :

Proposition 2.1.
(A* = p)la(F (W (mg))) = (A* — p)la(F(W'(mg))) et on a la suite exacte :

i L (5Dl .
0 T(F) FW (mg)) —— W (mg)* —0

Il montre encore (cf. [Abr97|, Lemme 1.6.2.)

Lemme 2.3.
F(mg) est uniquement p-divisible.

Cela permet d’obtenir une injection continue G g-équivariante
§ : F(mg) — F(W(mg))MA "Pa=0

définie ainsi : si z € F'(mg), alors par le lemme précédent, il existe pour tout s > 0
un unique z; € F(mg) tel que
p’idpzs = .
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Alors la suite (p°idp[zs])s converge vers un élément 6(x) de F(W (mg)).
De plus, A coincide sur les représentants de Teichmuller avec A*, car A coincide
alors avec ¢, ce qui montre le dernier point :

(A" = p)la(é(x)) = 0.

Pour finir, remarquons que

En effet, pour tout s > 0,

0(p*idplas]) = p*idpb([zs]) = 0([x]).

2.3 L’anneau G, et certains sous-anneaux.

2.3.1 Présentation des objets

On fixe e 'indice de ramification absolu de K.
Dans [Ber(2], Berger introduit pour s > r > 0 I'anneau Ay, , complété p-adique de
I’anneau

A+

p ysep/(p—1)
yrep/(p=1)’ P ’

On introduit alors, pour a > b > 0, I’anneau

- yee p
— AT o
o= 5[ |

qui pour a et b entiers admet la description

Glba] = ZanY" | an € At [1} ’ aevp(a,) +n >0 pourn <0 '
nez p bevy(a,) +n >0 pourn >0

Notons que I'écriture ) 7 an, Y™ d'un élément de Gjj ) n’est pas unique. L’anneau
Glb,q) est naturellement, pour a > a > 3 > b un sous-anneau de A(g,—1)/p.a(p—1)/p]-
On a méme les inclusions

App-1)/patp-1)/p] C ba] € ABp—1)/p.a(p—1)/p]"

On munit ainsi gy 4 de la topologie induite, qui est bien définie car les inclusions
A[Tlvsl] A[T2752]

pour 1 < 19 < s9 < 51 sont continues.
Cette topologie admet alors la base de voisinages de zéro

{{ Z an <Y;e>" + Z bn (%)n;an,bn € A+} —I—pkg[b,a]}
n>N n>N

N,keN
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De méme, pour a; > ag > by > by > 0 on a des injections continues

Glbr,a1) = Glbo,a)-

Et on note pour a > b > 0, Gjp 4/ le complété p-adique de Uasa Glb,q)- Il admet encore
pour a et b entiers la description :

. aevp(an,) +n >0 pour n > 0 et
G = § St Msan € A% 1] aevy(an) tm, — o
= bevp(an) +n >0 pour n < 0

Comme on a encore 'inclusion

U%a— U Ape-1/mat-1

a>a a>a,F>b

on munit G 4| de la topologie induite par la topologie p-adique du complété p-adique
de Ua>a7ﬁ>b A 3(p—1)/p,a(p—1)/p) Qul fournit la base de voisinages de zéro

yae\™ ~
{{ Z Qn <> jan € A+} +pkg[b,a[}
n>N p

On introduit encore pour b > 0,

Gbool = [ | Gpa) = AT H P ” cA

Yeb
a>b

N,keN

qui est pour b entier

Glbsoo] = Zanyn; an € AT, bevy(an) +n >0
n<0

Remarquons que le Frobenius

©g Z a, Y %" | Z anyben — Z (p(an)ypaen + Z w(an)ypben
n<0 n>0 n<0 n>0
définit un morphisme injectif de Gp o) (respectivement Gy o() dans Gy, pq) (respecti-

vement Gy pa[)-
On introduit pour a et b entiers le sous-anneau de Q[bﬂ} :

YCLB p
drna = W || 7]

> >
— Z anyn ; an c K07 aevp(an) + n = 0 pour n -~ 0
nez bevp(a,) +n >0 pourn <0
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et de méme Gy o[ le complété p-adique de (J,~, Gy, [p,a)- Il admet la description

aevp(ay,) +n >0 pour n > 0 et
Gy foal = { D_an¥" 5 an € Ko, acvplan) 1 2 oo,
nez bevp(an) +n >0 pour n < 0
Enfin, pour b > 0,
g = (\Grpa =W ||
Y,[b,oo[ . Y)[b7a‘} Yeb
a>b
n A+ 1
= ZanY;anEA —|,bevp(an) +n>0,.
p
neN

Ces anneaux ont été étudiés en particulier par Cherbonnier et Colmez dans [CC98].
Contrairement a la situation ci-dessus, I'écriture ) 7 a, Y™ d'un élément de Gy, 5 4
ou Gy q €st unique.

Comme il a été dit plus haut, les périodes des groupes formels sont & valeurs dans
I’anneau

AT (X /pl] = ATV /p]] = Glo -

Remarque On a
Glo,a) = AT[[Y/p]]
si bien que

Glb,a) = Y[0,a] + Ylb,oo]

On retrouve aussi quelques anneaux connus

AT = G
I3Lg - LJ QWKWP
b>0

2.3.2 Précisions topologiques

Lemme 2.4.

1. Les sommes finies

N Yea
{nz%a" < p

forment un sous-ensemble dense de Gy, 4). 1l en va donc de méme de la sous-

" P \". A+
) +bn<ﬁ) by € A ,NGN}

algébre

~ 1 N ea\ ™ n _
VA1) =[S () () e R ).

n=0 neN
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2. La topologie de Gy, 4 est moins forte que la topologie p-adique.
3. Gip,q) €st séparé et complet.

4. L’anneau Gy, 4 est local d’idéal maximal

Mip,a] = {Z n (Yp@a> + bn, (%)n;an,bn € A*} + W(mg)

n>1

et de corps résiduel k.
5. Tout élément de mp, ,) est topologiquement nilpotent.

6. Les puissances de I’idéal

Yea n D n ~ ~
1 . + e(a—b) A +
= E : n n jQn, by € A Y A
m[b7a] {n>1a < D ) + b (Y@b) an,b (S } +

forment une base de voisinages de 0 composée d’idéaux de Gy, ,)-

7. L’anneau Gy, 4| est local d’idéal maximal myp, o le complété p-adique de

U ™o

a>a

et de corps résiduel k.

8. Tout élément de my, 4| est topologiquement nilpotent.
Preuve : Introduisons la notation

G = o () S () st € A} g

n>N n>N

On rappelle alors quune base de voisinages de zéro dans G, ] est donnée par

{g[ﬁg +7"Gpa }N,keN '

Ceci montre les deux premiers points. Le fait que Gy, 4 est séparé provient de ce que
A Vest (cf. [Ber02]).

Pour ce qui est de la complétude de Gy, ), la suite du lemme montre que la topologie
est métrisable, mais on peut voir immédiatement & la forme des voisinages de zéro
que toute série dont le terme général tend vers 0 converge.

On va montrer les points 4., 5. et 6. simultanément : on montre que mp,,) est un

idéal, que tout élément de mp, ;) a une puissance appartenant a m[lb al et on explicite

1
[b,a]’

Ecrivons maintenant le produit de deux éléments de Gba)

r=Sa () ()

n<0 n>0

les puissances de m ce qui permet de conclure.
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- \Z
on dira que  est I'élément de Gy, 5 associé a la suite (an)nez € (A*) . Soit encore

y I'élément associé a une suite (by,)nez, alors

xyzzcn<Y;“)‘"+zcn (%)"

n<0 n>0

est associé a la suite

Z Ye(aib)k(ak_}nb—k + a—kbk—l-n) + Z akbn—k sin Z 0

— =0 (2.1)
Z Ye(a_b)k(akbn,k + an,kbk) + Z a_kbnik sin <0.
k>0 k=0
Ceci donne
co =Y Yebnlgp_, (2.2)
nel

et montre que myp, ;) est un idéal.

On suppose x € mp, . Par le calcul précédent, on définit pour tout & € N une suite
(Cn.k)nez telle que ¥ est ass?cié a (Cn k)nez. Dire qu'il existe un k tel que ke m[lb’a]
c’est dire que le reste ¢y, € ET de ¢ modulo p a une valuation supérieure ou égale
a a —b. Or par I'égalité 2.2,

vE(Co,k) > min(a — b, kvg(ap))

qui montre que z* € m[lbya] pour k assez grand.
On va maintenant montrer que mfb al est constitué d’éléments associés a des suites
(an)nez telles que

Vn € Z, vg(@n) > g y(n)

ou

gk o(n) = V’“WHNJ o b) = { (LkngJ (a—b) siln|<k

2 sinon
qui vérifie la relation de récurrence

g n—1)+a—-b si —k—1<n<0

Gap' () =1 ghy(n+1)+a—-b si0<n<k+1 (2.3)
0 sinon
ou encore
k .
gf, (n+1) sin<0
gep (m) =14 "4 _ . (2.4)
’ ga,b(n —1) sin>0

Remarquons aussi que gs , est paire et décroissante sur N.
b
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Soit donc z € mfb . associé a une suite (a,)pez vérifiant la relation de récurrence
précédente, y € m@a} associé & (by)nez et xy € mfbﬁ associé a (¢p)nez-

Les équations 2.1 montrent que 1’on a la relation pour n > 0 (le cas n < 0 produit le
méme calcul) :

(a—b)r+ gfvb(n +r), pourr >0,
(a —b)r + gsb(—'r), pour r > 0,
9, b(r), pour 0 <r <mn,

qui donne par parité puis décroissance de gg b

(a—b)r+ ggb(n +7), pourr >0,
vg(Cy) > inf ¢ gk (n—1)
gsb(n) +a—2>

(a—b)r +gky(n+7) = (a—1b) (”{

est strictement croissante en r et

(k:—|n4;r|+1)+J>

(a=b) +gap(n+1) = git' (n)
d’apres 2.3. De méme,

gap(n) +a—b>giit(n—1) > ghit(n)

et enfin, d’apres 2.4,
k k+1
gap(n—1) = gg" ().

Le minimum vaut donc bien gngl(n), ce qui permet de conclure sur la description
k K
de my, o1

Cette description permet de montrer 6., d’ou 'on déduit 5. et 4.
Enfin, 7. est une conséquence de 8., qu’il reste a montrer. Remarquons qu’un élément
T € myp, 4 s'écrit

T =+ PpIr1; To € Mo, T1 € Gppq|

pour un « > a. Il s’agit de montrer que

k. n .k
zoxry — 0.
P ot k,n—+o0
Quand k tend vers l'infini, ¢’est évident ; pour le cas de n, il faut remarquer que la
convergence de zjj vers 0 dans Gy, o] implique pour n assez grand I'appartenance de
xy A pNg[b@/] + Q[igo[ pour a > o/ > a qui permet de conclure. O
Le lemme suivant permet de lier les algebres G ,) aux anneaux de Fontaine.
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Lemme 2.5.
1. Q[O,p] s’injecte continuement dans Acp;s.

2. Les Frobenius ¢ de Acs et pg coincident sur g[ovp}.
3. Tout élément non nul de Gy,[o p) est inversible dans Gy, ,_1 p—1| ®z, Qp.
4. L’élément t/X converge dans Gjgp) et y est inversible.

Preuve : Pour le premier point, il s’agit de montrer que Y:Sn € A.ris pour tout n et

converge vers 0. Soit F; un polynéme d’Eisenstein de 7, ¢’est un polynéme de degré e

et E.(Y) engendre W!(E') si bien que Agpis est le complété p-adique de AJF[M}

n!
. . JR L pen . N .
et il est immédiat que an appartient a cet anneau et converge p-adiquement vers

0.

Le second point est une conséquence immédiate du premier.

- N
Soit maintenant = € Gy|g |, alors il existe une suite (an)nen € (A+ [ ]) telle que

1
p
T = E an Y™

neN
avec
Vn € N ; epvp(an) +n > 0.
Ainsi,
n
VneN; e(p—1)vp(an) +n > »
et pour z non nul, la quantité e(p — 1)v,(ay) + n tend vers +oo quand n — +o0,
elle atteint ainsi un minimum K un nombre fini de fois et on fixe ng le plus grand
entier pour lequel K = e(p — 1)vy(ap,) + no, si bien que

e(p—Dvp(an/an,) +n—np >0 sin <ng (2.5)
e(p— Dvp(an/any) +n—mnpg >0 sin>ng
et
n
Vn > ng ; e(p — Dvp(an/an,) +n —ng > b K

d’ou il vient que
lim inf e(p — 1)Up(an/ano) +n—ng
n—00 " — ng

1
Z )
p
qui combiné a 2.6 montre I'existence de 0 < A < 1 tel que
e(p — D)vp(an/any) +n —ng > A(n —nyp)
d’ou

p—1
e
1—A

Ceci montre que pour a = % >p—1,

vp(an/an,) +n —mng > 0.

a
iyn—no € m[oﬂ} .

a
n>ng 0
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L’inégalité 2.5 montre encore que

no—1 a
YT €My
n=0 Ano
et au final
a _
YT € mp g
g
n#no
Ainsi,

T=ap, Y (1+€); e €mpy_y g

est bien inversible dans Gy, [,_1 4 ®z, Qp C Gy [p—1,p-1] ©z, Qp-
Enfin, remarquons que

X:[5—1]+pv:Yep/(p_l)u+pv; u,v €At

si bien que
XPh=vePy 4+ W0 e AT

d’ou 'on déduit que pour s premier a p,

xP's—1 XP (s—=1) xp'-1
prs - s pr
P L yrpek pT:11 —k
— xp'(s-1) yrre P ug
k=0 p
P 1 el Bt
r Yyper p-1
- XP (s—1) pkuk
= P
ot les uy sont dans A*. Or
pr—1
>r
p—1 7
de sorte que pour tout n > 1,
X" n € Gy
et ’;%11 — 7 tend vers 400 avec r, ce qui montre que X"~ !/n tend p-adiquement vers
0 dans g[[)’p] et acheve la preuve du lemme. L]

2.4 Le symbole de Hilbert d’un groupe formel

2.4.1 L’accouplement associé au symbole de Hilbert

Dans ce paragraphe nous exprimons le symbole de Hilbert de F' en termes du com-
plexe de Herr attaché a F[pM].
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Rappelons que 'on définit le symbole de Hilbert d’un groupe formel comme un ac-
couplement :

K* x F(mg) — F[p"]
(a , B) = (o, B)rm = 1()(B1) —F B

ot o € F(mc,) vérifie pMidpp = Betr: K* — G est I'application de réciprocité
du corps de classes local.
En fait, on va s’intéresser a ’accouplement

F(mK) X GK — F[pM]
B, g9 — B9lrm=96—-Fh

ot a1 € F(mc,) vérifie pMidpB; = (. On a alors
(8, r(@)]rm = (o, B)r-
Introduisons
R(F) = {(z:)i>0 € F(mc,) tels que xg € F(mg) et (pidp)ziy1 = 2; Vi > 0}
alors le symbole de Hilbert se releve en un accouplement :

R(F) x Gg — T(F)
(z . g9 = («’Eag]R(F):(gﬂCz'—in)i

avec donc ((z, glr(r))m = (20, 9lF,m pour tout x = (x;) € R(F).
On peut voir cet accouplement comme 'application de connexion

F(mg) — H'(K,T(F))
dans la suite exacte longue associée a la suite exacte courte :
0 — T(F) — lim F(mc,) — F(mc,) — 0

ou les applications de transition dans la limite projective sont pidg et ou la derniere
fleche est la projection sur la premiére composante. L’anneau R(F') est alors simple-
ment I'image réciproque de F'(mg) par la surjection lim F'(mc,) — F(mc,).

Soit maintenant x € F(mg) tel que 6([z]) € F(mg). Alors pour tout g € G,
(9~ 1)6(z) € F(W (mg)) A" ~Pa=0 ~ T(F)

ou J est I'application définie & la fin du paragraphe 2.2. Le diagramme suivant est
commutatif
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F(W (mg) 0 PM=0 x G —— F(W(mg)) A —Pla=0

6><idT

F(mE)K x Gk J
indl
R(F) x Gx T(F)

ot 1(xz) = (O([p~%idp(x))])s et ou F(mg)x (respectivement F(W(mg))x) désigne
I'ensemble des x € F(mg) (respectivement F'(W (mg))) avec 0([z]) € K (respective-
ment f(x) € K)et ou le premier accouplement est simplement

(u,g) = (9 —F Du.

Fixons maintenant a € F(mg) et un relevement £ de o dans F(mg) qui vérifie donc

0(§) = a.

On a obtenu ’égalité
3(((€), glr(p)) = (9 —F 1)(8)

pour tout g € G.
Choisissons maintenant 5 € F(YW][Y]]) tel que

0(B) = a = 0(¢).
Alors pour tout h € G,
(h = 1)(6(8) —F B) = j((¢(&), hlr(r))-
De plus, §(¢) —p B € F(W'(mg)) donc
1A(0(&) —F B) € (Fil' Apis)?

et

mad(€) - 0) = 3 By £Ua0E) —r B))

u>1 p

h=n_ Posons alors

_ [ La(6(§) —F B) h
A‘<mﬂa@—pm>€Amy

Ce sont la les coordonnées d’un élément A de D.s(T(F)) ® Acris dans la base
(o',..., 0"V~ Et, pour tout h € G,

(h —r DA = (1(§), hlr(F)- (2.7)

converge dans A
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De fait, on peut voir 'accouplement ( , ]y comme une application
R(F) — H'(K,T(F)),
et en réduisant modulo p™,

R(F) — H'(K, F[p™]).

2.4.2 La matrice des périodes approchée

Nous allons maintenant calculer explicitement le symbole de Hilbert de F', i.e. 'image
de 1(¢) dans H'(K, F[pM]) qui coincide avec celle de .. Pour ce faire, il faut donner
un triplet du H'! du complexe de Herr de F[p™] calculant le cocycle correspondant
a 'image de ¢(&). Rappelons que si 'on écrit un tel triplet (z,y, z), alors le cocycle
associé sera

o Mol An—1

—1)(=b) + 4"
9= (g=D(=0) 9" —— =+ o

ol g ="7" et be F[pM] ® A est une solution de

(p—1)b=u=.

En particulier, I'image d'un h € G, par ce cocycle est (h — 1)(—b). Commencons
donc par trouver un b € T(F) ® A tel que

Vhe G, (h—1)b=—(u(¢), hlrer mod p™.

L’égalité 2.7 nous incite a construire b comme une approximation de —A. En fait,
nous allons construire = en approchant (¢ — 1)(—A\), qui a pour coordonnées dans la

base (o!,...,0")
p-1 (4 — DLa(B) ‘
0

En effet, le Lemme 2.2. montre que I'action du Frobenius ¢ sur la base (o', ...,0")
s’écrit dans la base (o!,..., 0" V7!

A*

w0,

0 Ipq
Du fait que (0! = (0})n, ..., 0") est la base fixée de T'(F), (0}, ..., 0%,) est une base
de F[pM] et on fixe encore 6%,,...,6%, éléments de F(YW[[Y]]) tels que pour tout

7’7
0(6%;) = o
On définit alors la matrice

Yy — pMiael,) .. pMia(ohy)
pMmaol,) ... pMma(ol)
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dont les coeflicients appartiennent & A..;s, et méme plus précisément a W[[%]] =
Glo,p- D’apres le Lemme 2.5., Vy est inversible dans Gy, 1, 1. On a de plus le
lemme suivant :

Lemme 2.6.

1. XV;1 est a coefficients dans Q[Om] + prlm[ L oo C g[ et donc
p—

p— 1P }
<PQ(XV171) € Glp/(p—1).0]-

. 1 N .
2. La matrice Vy,~ est a coefficients dans %g[l,pl et

M-1

-1 _ -1 p
Vi =V mod 7Yep/(p71)m[17p].

3. La partie principale V3(/_1) de Vy! est a coefficients p-entiers et sa dérivée
%Vi(/_l) est & coefficients dans pM A.

Preuve : On reprend la stratégie du paragraphe 3.4. de [Abr97]. Rappelons qu’Abra-
shkin y montre que

Pl e (E0ovwiy)+ S wyy || 22])

PMinaGy) € <YW[[YH+Y:W[[YHHY;H>hn

et

1(0") —p™ia(6h) € p“ (Ew(Y)W(mE)+WA+HWH>n

D p
m(o’) — pM'ma(6y,) € p“ <W(m~ A Hyep”>

Introduisons maintenant VP la matrice du groupe dual de F'. Elle vérifie la relation :

Yoy =1,

Et on peut alors écrire

WP Vy =t mod p" (EW(Y)W(mE) + R HYP]D

en particulier,

yer - [[yer
WP Yy =tI, mod pM <Y@W(mE)+ 5 At H 5 H)

Remarquons maintenant que, d’apres le lemme 2.5., ’élément ¢/ X converge dans
gfg ol si bien que comme

X =w[e'? - 1] = E,(Y)Y/P Ny v e g1

p— 1? [
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on a
VP Vy =t — pMu)
avec
Er(Y) yer 1 Y 1
s P
(VRS W(m]:]) + ?Q[O,p] - 7ye/(p—1)m[p%pp] + 7}) g[pfll,p] C Em[p%pp]
d’ont

1 1
V;l = Z (Z pM"u”> tVD S ;g[%,p]

neN

d’ou 'on déduit le premier point ; et méme

1 1 pM-t
VY = V HlOd m[p%lyp]
soit Mt
1 pr T
-1
VY € gg[()’p} + t 7m[p%17p].

Reprenons maintenant

et remarquons que comme E; est un polynoéme d’Eisenstein, E,(Y) et Y¢ sont asso-
ciés dans Gj; o[ ; au final, avec le calcul ci-dessus, on déduit que ¢ et yer/(t=1) gont
associés dans g[l,p]. Ainsi,

M—1

1
-1
VY € wg[l,p] + Wm@p}.

Yep/

Déduisons encore que Vé_l) est a coefficients p-entiers. Il s’agit de montrer qu’un
élément de la forme

n 1
= Z anY™ € Gy jp-1p-1] @z, @pm Wg[l,p}
neL

vérifie a,, € Z, pour tout n < 0. Mais cela signifie que

yer/(p—-1), — Z I T
neZ

ainsi, si vp(a,) < 1, on a I'inégalité
n+ep/(p—1) >ep
d’on

—2
n> P=2ep g
p—1
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et V§,_1) est a coeflicients p-entiers.
Pour le dernier point, on reprend l'argument du Lemme 4.5.4 de [Abr97]. On écrit

d -1 -1 d -1
A = ()

et comme les différentielles de [ 4 et m 4 sont a coefficients dans W, on a

vy e pMMuWIY])

ay
si bien que
diYVE(’_l) € Gy p-1,p-1] ®z, Qp ﬂ mgp,p}
et le méme argument que ci-dessus permet de conclure (on obtient I'inégalité n >
E=3er > ), =

Remarquons enfin que comme
A* d
e 1) 1a(X) e XW[[X]]%,

o (“‘; - 1) LA() € W (mg)",

si bien que

2.4.3 Calcul explicite du symbole de Hilbert

Nous en venons a la proposition qui donne explicitement le triplet recherché. L’ingré-
dient de base en est la Proposition 3.8 de [Abr97] qui permet de calculer la coordonnée
x du triplet et de montrer que y est nulle. Toutefois, pour obtenir z, il s’agit de pous-
ser les calculs d’Abrashkin & I’ordre supérieur. En effet, si I’on sait qu’il appartient a
W (mpg), on a besoin pour le calcul final de connaitre précisément sa valeur modulo

Rappelons le résultat d’Abrashkin que nous allons utiliser
Proposition 2.2. e
_ = — 1)
Soient U la partie principale de VS(, 2 <( p O) A(ﬁ)) etz =(o',...,0"MU. Alors

1. U e (W[ nA)
2. Sibe T(F)® A est une solution de (p — 1)b = & alors pour tout g € G,

(9—1b= (B(r),glrm  mod p A + W (mg).
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Le premier point provient de la Proposition 3.7 et le second de la Proposition 3.8 de
[Abro7].

Nous utiliserons ce résultat sous la forme précisée

Proposition 2.3.
Soit B € F(YWIY]]) et « = 0(B) = B(w) € F(mg). Posons

1 Oh)v(—l) <(“§‘: — 1)la(B)
’ 0

) € Dr(T(F))
alors il existe
2 € Di(T(F))NT(F) ® W(mg)

unique modulo p™ tel que le triplet (z,0, z) représente I'image de « par Iapplication
de Kummer F(my) — H'(K, F[pM]).
De plus, z est congru a

2.4.4 Démonstration

On utilise la Proposition 2.2., et on remarque que
T—2zeT(F)QYWI[Y]] C (¢—1)(T(F)YWI[Y]).
Ainsi, sib e T(F) ® A vérifie (¢ — 1)b = x, alors on a encore pour tout g € G,
(9= 1)b= (o, gl mod p™ A + W (mg).
Mais alors pour tout h € Gy,
(h—1)b= (a, hlpyr mod p T(F)

puisque (h —1)b € ker(p — 1) =T'(F).

On en déduit qu'il existe y, 2 € D (T(F)) uniques modulo p™ tels que le triplet
(z,y, z) représente I'image de a dans H'(K, F[pM]); en effet soit (z1,y1,21) un tel
triplet, et by € T(F) ® A une solution de (¢ — 1)b; = z; alors pour tout h € Gy,

(h—1)(by —b)=0 modpM,

donc, by —b € bL(F[pM])’

ce qui montre que

(@91 4+ (v =10 = b1), 21 + (7 = 1)(b - b1))

69



CHAPITRE 2. GROUPES FORMELS

représente la méme classe que (z1,y1,21) et, pour z fixé, que c’est le seul.
Déterminons y : si 4 est un relevement de ~ alors

(3 = 1(=b) +y = (. Arar = (7 = 1)(=b) mod p"' A + W (mg)

d’ot1, comme (¥ — 1)(=b) € T(F),
y e T(F)® W(mg)NT(F) = {0}.

De méme, si 7 est un relevement de 7 alors

(F = 1)(=b) + 2z = (o, Flpr = (7 — 1)(=b) mod p™ A + W (mp)
d’ott z € T(F) @ W(mg).
Ainsi z est un élément de T'(F) ® W (mg) vérifiant

(1—1z=(p—1)z

Cela détermine z de maniere unique puisque ¢ — 1 est injectif sur T'(F) @ W (mg).
Pour préciser z, nous avons besoin du lemme suivant :

Lemme 2.7.
1. La matrice XVX(;U est & coefficients dans A+ + pMA.

2. Pour tout U € W[[Y]], on a la congruence

(r— WS u = XYV&‘”% mod XW(mg) + pMA.

3. 1l existe u € my,/(,—1), tel que

_ i i, 0
Po(XVyh) = (pg(X)Vyte™ + pMu) [ 7
0 Ip_q

Preuve du lemme : La preuve de 1. est la méme que celle du d) de la Proposition
3.7 de [Abr97]. Ecrivons-la ainsi : on sait d'une part que Vﬁ(;l) donc aussi X Vx(fl)
est & coefficients p-entiers donc dans A et que U = X (Vy - V5(/_1)) est a coefficients

dans G ,—1| ® Qp. D’autre part, d’apres le Lemme 2.6.,
XVt € My (Gog) + 2™ G jp-1).x0) -

Remarquons que

1 p p
911/(p-1),000 = AT Hye/(pq)ﬂ = AT+ ye/(pq)g[l/(p—l),oo[

Ainsi 'on peut écrire
XV;l = Ml + M2 +pMM3
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avec M; a coefficients dans Gy, M2 dans A* et M; dans mgw@_l)m[ C A.
Alors
XV Mgy = M1 My —U

est & coefficients dans A NG 0p-1[® Qp = , comme souhaité.

Pour le 3., on commence par préciser (7 — 1)V3(/ ), pour cela on remarque que si
f(Y) est une série de W{{Y'}} N A,

Xy)n
-1y =3 T sy
n>1 )
Ainsi pour V}(,_l) :
e — xy e Y @ ey g (XY d
(T=DWy =XV > g vy

Il s’agit donc d’estimer la quantité (X;T) d‘;nv( b . Or, le Lemme 2.6. montre que

4y My gy

dy o

ot W e WI[Y]] et la partie principale de V;1WV;1 est entiere. Ainsi, d'une part

dY 2 dY?

et d’autre part on peut écrire

V( b EpMA

A" 1N Mk
dyn V; - Z P Wnk
k=1

ou les wy, ;, sont des sommes de termes de la forme
Vo Wi Vi ' W, Wi Vit
Y n,1Vy n,2---¥V¥nk )

ou les Wm € W[[Y]] sont des dérivées de /VI7
Rappelons que VY est a coefficients dans — (g[o,p] +pM~tm mp /(pfl),p})’ alors

—~ o —~ 1 1
-1 -1 -1 M—1
Vy WoiVy Waa. . . WopVy € My, (Xk+1 Glo.p) +P <Xk+1m[1/(p—1),p]>> :
Supposons 1 < k <n — 1. Comme

vp(nl) < [n/(p—1)] =,

il existe un u € Zj, tel que
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Comme p>2et k> 1,

(' —Mk)(p—1)<n—k—2 T e [
n Jp—1)<n ¢ Mk € D C G-

Ainsi,
Xy)r-t -
preEY) Wk € Mg ) + MM 1) -

Si maintenant £ = 1, on écrit

a1 —

-1 -1 1 -1

Wn,1 = Vy Ty WVy = (n— 1)V, W'V

et . )
XY)"~ Xyt~ Xxnr ~
XY n? pMwny = XY n) VWt = yrXP Yyt

est a coefficients dans myg ;) + pM *1m[1 /( comme précédemment.

p—1),p]
Pour k = n, il est immédiat que

—1%%7 —1%57 e -1
Wnp =0V Wi Vy Wiy . Wi Vy
ou pour tout 1 <i <n, W, ; = W, si bien que

Xy | )
XY i, € p"" % (Gog + 2" m/-1)p1) -

n!

Enfin, pour £ =n — 1, comme v,(n!) <n/(p—1) <n -1,

XYV ; B
( n!) M D, € Y™ (Glop + 2™ G000 1)) -

Le méme raisonnement que pour 1. montre alors que pour tout n > 2,

(XY)™ d»
n!  dYn

Vx(fl) € XW(mg) +pMA

d’ou
(r—1ViY e XW(mg) +pMA.
Le 2. se déduit donc de ce que
(r =W U = ((r = ) UV -
et de

d
(r—1U = XYd—g mod XW(mg).

Reprenons maintenant les calculs du Lemme 2.6. :

X
Xyt = 7(1,1 + pM =ty tyP
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avec up € mMy_1_ . Et comme VP est & coefficients dans Glop] C Acris Ol pg et ¢

p—1>

coincident, on a dans Gp,/(p—1)p|

pg (XVy') = wg (f) (In + p™ g (v1)) ¢g ('VP)

X i1, 0
= Yg <> (Ih +pMS0g(,U1)) P tng—l p d
t 0 Ip_g

X M M oy (g O
= g |+ | Un+p" pg(v1))In —pHv)ptVy € | P
t 0 Inha

el (i 0
_ SDQ(X) (Vylg 1 +va) p d
0 Ipa

ot ¥ = (pg(v1) — v — pMepg(v1)v) Vel
Précisons ces calculs :

1
v,U1 € Bm[l/(p—l),p]’
si bien que
1
pg(v1) € ];m[p/(p—l)vp]‘
Ainsi )
pMupg(vr) € P/ (o= 1))

et au final,

1
wg(v1) — v —pMeg(v1)v € /(1))
D’ol1, comme V;l € mg@p},

. 1
PV € ol o—1) ™o/ (- 1).)-

Comme enfin
g(X) € pX Gy

et
X e Y PNG 0 1) of

on déduit le résultat. O
En remarquant que

d\ _eX), d
et que
d [ 1a(B)
v <m A(8)) € Me/e-12]
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on calcule modulo p™ M/ (p—1),p] :
1 d [ 1a(B) _ pX) o d pla 0 14(B)
(vayldy( (ﬁ))) =5 Wy 1(% Ih_d>*”<m<ﬁ>>
(X)) , d[(1a(B)
= pYVylonf(%A(m)'
Ceci donne
) d [ 1la(B
(e (1)
(o (5] =05 ()
Ai
- 9‘7(p)yv 16; (51 ((ﬂ))> +pMu+ pg (XY (v&l)—v;l)% (;;‘j%))

avec u € My, /(p—1),p]- On écrit u = uy+ug avec uy € %’lg[o,p], donc pMu, € Xm[o’p]

et uy € My, /(p—1),00[- Par ailleurs, VX(;l) - V;l € Gjo,p ® Qp d’ou

_ d l
©og (XY (Vi(, b_ V;l) v (mﬁ(ﬁﬁ)))) € XG0, ® Qp.

On écrit encore

P(X) 1 d (A1aB)) (-1 d_[2-1a(B)
p Y dY(mA(ﬁ)> = dY(w(ﬂ))

p(X) d (A1)
i < ) VYldY(m (6))

p
o oft) A (5140)

1

ou les coefficients de XY (V; ! < p ) sont dans Xmyy ;) @ Qp, et
mA

X
ceux de <(P(p) > Vyldgl/ ( )> dans X m[op] +p g[p/(p—l),oo[) et

elle s’écrit donc My + My avec My dans Xm ] et My dans p MA
Au final, on peut écrire

d {1 d (4
(ot ) o ()
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pour un My € A. Ainsi, puisque X G, ® Qp N A = XA™T, on déduit que

1y d 1y d (47 . .
@ (XYV§, Vv (éﬁ((ﬁ ﬁ))>> =xyy ( f&t?) mod XAt +pMA

ce qui permet de prouver la proposition grace au calcul modulo X At 4 pM A

A
oo (i (1) = i (5700)
= (r—-1)z

et au fait que les équations (¢ —1)Z = a € X At + pMA admettent une solution
Z e XAt +pMA. O

2.5 Formule explicite

2.5.1 Enoncé du théoreme

Nous en venons a la démonstration du théoreme principal, la formule explicite pour
le symbole de Hilbert d’un groupe formel.

Théoréme 2.1.

Soit 3 € F(YW|[Y]]) et o € (W[[Y]][+])*. On note

a(Y )
a? (V)

L(a) = (1 - i) loga(Y) = ;log e W[[Y]).

Alors le symbole de Hilbert (a(m), B())ra est égal & :

1— 40 d (£
et (o oy (1157))

2.5.2 Démonstration

On utilise le fait que si n € H(K,Z/pMZ) et r(z) € G2 est 'image par 'isomor-
phisme de réciprocité de x € K alors

invg (Ox Un) = n(r(zx)).

D’apres la Proposition 1.3., da(r) correspond & un triplet(x,y, z) qui est congru
modulo XYW[[X,Y]] a

(— Sg) e — 8(;/) De, 0, YdiogS(Y) ® g> .

On calcule son cup-produit avec 'image

(:1:’, 0, z')
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dans HY(K, F[p™]) de () donnée par la Proposition 2.3. ot I'on rappelle que

=Y ((f - 0)M(ﬁ)>

et

1 d [ 1a(B) )
7 = = XYV 1 e ( (ﬁ)) mod XW (mg).

On obtient le triplet (a, b, c) ou
A1y
a=yvy! <( 0) Aw) € W(mg)

car y € XYWI[[X,Y]] d’apres la Proposition 1.3. et X YVi(;l) est a coefficients dans
W(mg) + pM A d’apres le Lemme 2.7.. De plus,

c=—yy7 +Z< )ZC’“ e (r - )" R € W(mg)

n>1
car y, 2,2 € W(mg). Enfin,
b=2®712 —2® @2

et
(&

@70 = (r = 1)(log(S(V))/t + ) 704" ( p

- >u<5>>) e

0
Or d’une part

(r = 1)(log(S(YV))/t + 1) = Ydiog F(Y) mod XYW[[X, Y]]

2= — 1)l
et d’autre part, d’apres le Lemme 2.7., 7 <V( 2 il )) est congru mo-
dulo XYWI[[X,Y]] a
A* A*
o (A 1)) 1 d (A= 1))
Vy < 0 + XYV v 0 .

Ainsi, comme X YVX(;I) est & coefficients dans W (mg) + p™ A,
A*
L 1)l
r@ra =YYSY <( P 0) ““(ﬁ)) diogS(Y) mod W(mp).

Enfin,
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et comme

P (—1) d [ 1a(p) )
2= XYV v (mA(ﬁ)> mod XW(mg),

on a la congruence

)y d

2@ = VsV —— ( La(B)

Y oy mA(ﬁ)) mod W (mg).

Au final, le triplet (a, b, c) est congru modulo W (mg) a :

(o ({04 s o (200 ) e S0 ) 020).

Le théoreme découle alors du lemme :

Lemme 2.8.
Soit C' = Cy .7 (AL(1)) le complexe calculant la cohomologie galoisienne de Z,(1).

1. Soit f(Y)=>",~0 %% € Mj,(A) la partie principale d’une série Vl(,_l)g(Y) avec

g(Y') a coefficients dans W[Y']]. Alors il existe un triplet (x1, z2,0) a coefficients
dans € W(mg) tel que

(z1,22 + f(Y) ®¢,0) € B(C).
Autrement dit son image dans H*(K, Z,(1)) est un cobord.
2. Soit (z,y,z) € Z*(C) avec z,y,z € W(mg)(1) alors

(z,y,2) € B*(C).

3. Soit w € W alors
(0,w®e,0) € Z*(C)

et son image par l'isomorphisme de réciprocité est Tryyz,, (w).

Preuve du Lemme : Posons

U e X)) e &R
Alors ] 1 1
(r=Dwn = 7 + 5 (0= Dy (2.8)
et
£ B x(v)e
7 (Y" (1+X)™— 1)) Y (14 X)X - 1)

- x5 ()
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Le développement limité

(V) (x(y) = 1)
2

5 =) % (r=1)+ (= 17g(r ~1)

ou g(T — 1) est une série entiere en 7 — 1 donne la relation
1
(v—Dw, ®e=g(r—1)(1 — 1)W (2.9)

D’apreés le lemme 2.7., (71— 1)VDU pour U € W[[Y]] est a coefficients dans W(mg).
La relation 2.8 montre alors

(r=1)> anw, = f(Y) mod W(mg)
n>0

et la relation 2.9 que

(v—=1) Z anwy, =0 mod W(mg)
n>0

ce qui montre que le cobord image du triplet (3°,,. anwn,0,0) dans H*(C) est de
la forme voulue, d’ou ’'on déduit 1.
Pour montrer 2. on doit résoudre pour z,y,z € W(mg)(1) le systeme

r = (y=—Du+(1—¢p)v
y = (t—Du+(1-pw
= (PO 1t (6

On considere pour cela v, w € W (mg)(1) les solutions de

x = (p—1w
y = (p=Duw

qui existent, et sont méme uniques car ¢ — 1 est bijectif sur W (mg)(1). Alors, en
combinant ces équations avec celles du systéme, on obtient

(p = D) = Do+ (6 = y)w) = =X = Da— (= 7)y = (p - 1=

Mais comme z et (7X(") — 1)v + (§ — v)w sont des éléments de W (mg)(1) ot (p — 1)
est injectif, on a bien I’égalité

2= (PO — 1o+ (3= yw;

(x,y, z) est donc un cobord, image de (0, v, w).
Enfin, pour le 3., on remarque que

(0,w®e,0) = (0,0,1®¢) U (w,0,0).
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Or (0,0,1 ® ¢) est d’apres la Proposition 1.3. I'image par I'application de Kummer
de 7 une uniformisante de K. (Pour le voir, il suffit de prendre F(Y) = Y.) Par
ailleurs (0, w ® €,0) correspond d’apres le Théoreme 1.3. du Chapitre I au caractere
1 de G défini de la maniére suivante : on choisit b € A tel que (¢ — 1)b = w, alors

Vg € G, n(g) = (1 — g)b.

On remarque que comme w € W, on peut choisir b € W™ et que I'image par
I’application de Kummer d’une uniformisante étant le Frobenius Frobg, 'image par
I'isomorphisme de réciprocité de (0, w ® €,0) est

(1 —Frobg)b=(1—p/®)b=1+ ¢+ +ox Huw = Tryy/z,w

ou fx = f(K/Qp), ce qui montre le lemme. O
Le théoreme se prouve alors en remarquant que, vu la congruence déja montrée,
le triplet (a,b,c) s’écrit comme somme d’un triplet (0,¢g(Y),0) ou g est la partie
strictement négative d’une série vectorielle en Y donc correspond a un cobord dans
H?*(K,Z/pMZ), d"un triplet & coefficients dans W (mg)(1), donc également un cobord
d’apres le lemme ci-dessus et enfin d’un triplet (0, w®e,0) o w est le terme constant
de la série vectorielle

1 [ (& = Dia(B) d (laB) N1, aY)P
YV, (( 0 ) diogr(Y') + % (mA(ﬁ)) 5 log a(Yp)>

donc le résidu de

A alY)P
o (57 o 5 (25) o)

Le seul terme ayant une contribution non nulle est donc le résidu, et cette contribu-

tion est, d’apres le lemme, donnée par la trace, ce qui acheve la preuve. [
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