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Introduction générale

LE sujet de ce travail est la modélisation, ’analyse et la simulation de problémes de
contact en mécanique des solides et des fluides. Du latin contactus signifiant "toucher",
"étre voisin", le contact est I’état de deux ou plusieurs corps qui se touchent. On commence
par introduire les équations modélisant le probléme de contact unilatéral avec frottement
en élasticité accompagnées d’un historique. Puis on fera un petit état de ’art relatif au
contact en mécanique des fluides. Du fait du grand nombre de recherches sur ce sujet
depuis de nombreuses décennies et de la disparité des théories, la revue bibliographique
ne se veut pas exhaustive.

Dans ce qui suit les lettres en gras (par exemple u,v) désignent les vecteurs, alors
que les lettres capitales (par exemple V K, ...) représentent des ensembles fonction-
nels concernant les champs de vecteurs. Comme d’habitude, on note par (L?(.))¢ et par
(H*(.))%, s € R,d = 1,2,3 les espaces de Lebesgue et Sobolev en dimension un, deux ou
trois (voir [3| pour la définition de (H*(.))%, s € R). La norme usuelle de (H*(D))? (norme
duale si s < 0) est notée par | - ||s.p et on garde la méme notation pour d =1, d = 2 ou
d = 3. Pour simplifier, la norme de (L*(D))? est notée par || - ||p pour d =1 ou d = 2.

1 Contact et frottement en mécanique des solides

Les phénoménes de contact impliquant des corps déformables abondent dans I'indus-
trie, notamment dans les structures mécaniques : ils sont variés, fortement non linéaires et
complexes. La problématique du contact est essentiellement de savoir comment réagissent
les structures lorsqu’elles subissent ces forces. Le caractére de ce contact peut jouer un role
fondamental dans le comportement de la structure : sa déformation, son mouvement...Les
problémes de contact étant non linéaires, la modélisation des phénomeénes de contact pose
des difficultés.

L’approximation numérique de problémes de contact avec frottement se produisant
en mécanique des structures est généralement traité avec la méthode des éléments finis
(voir [107, 112, 147, 160, 236]). En effet, elle est facile a implémenter en pratique et elle
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est aussi précise d'un point de vue théorique. Une étude détaillée de plusieurs méthodes
par éléments finis mixtes pour le probléme de contact sans ou avec frottement peut étre
trouvée dans [111, 112|. L’analyse numérique et la convergence ont été étudiées dans
[129, 205].

Il existe diverses formulations spécifiques de problémes de contact fournissant la base
pour une méthode d’analyse numérique. On va présenter dans un premier temps le pro-
bléme du contact avec frottement dans le cadre de I’élasticité linéaire. Aprés quelques
rappels sur le probléme d’élasticité, on introduira les conditions de contact puis de frot-
tement sur différentes lois.

1.1 Probléme de I’élasticité linéarisée

Nous nous limitons au cas d’un solide élastique frottant sur une surface rigide plane
immobile pour simplifier la présentation. L’introduction de géométries plus complexes fait
apparaitre des problémes délicats dans la détermination de la surface de contact.

Soit © C R? un domaine polygonal borné représentant la configuration de référence
d’un corps élastique. Les ensembles I'p, I'y et I'c forment une partition disjointe de la
frontiére réguliere 0€). Le corps est soumis & des forces volumiques , par exemple son
poids. Le champ de déplacement est connu sur la partie de mesure non nulle I'p. On
peut par exemple supposer que le solide est encastré sur I'p. La partie 'y est soumise a
une condition de Neumann. La partie restante I'c est la "zone de contact" avec ou sans
frottement entre le corps et une fondation rigide plane.

I

D

FN 0 I
I,

AN T

fondation

N

F1G. 1 — Description de 2

La loi de comportement de ’élasticité linéaire reliant le tenseur des contraintes o (u)
et le tenseur des déformations linéarisées €(u) = (Vu +'Vu)/2 est :

o(u) = Ae(u) (1)

Notons par u = (u;)1<i<2 le vecteur déplacement, a;jn;, les composantes du tenseur de
Hooke A du quatriéme ordre et par o = (0;;)1<i,j<2 le tenseur de contraintes tel que :

U ..
O'm‘(ll) = al’jhka—xka Za]uhuk € {172}7
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ot on adopte la convention de sommation des indices répétés. Les fonctions a;jn, € L>(€2)
représentent les propriétés élastiques du matériau. On suppose que A est symétrique :

Qijhk = Qjihk = Qpkij-
Un résultat important est l'inégalité de Korn :
Théoréme 0.1.1

Soit © un domaine régulier borné de R"™ de classe C'. Il existe une constante C' > 0
n

ne dépendant que de Q) telle que, pour toute fonction v € (H*(2))", on a :

[vl[ie<C (/Q(e(v)  e(v))dQ + !\VII?Z) 1/2

et : désigne le produit scalaire dans I'espace des tenseurs symétriques de second ordre.

Lorsque I'p est de mesure nulle, des difficultés supplémentaires apparaissent (voir
[175]). On supposera par la suite que I'p a une mesure superficielle non nulle. On a alors
le résultat suivant qui découle de l'inégalité de Korn.

Lemme 0.1.1

Soit € un domaine borné de R"™ de classe C'. Il existe une constante C > 0 ne
dépendant que de Q) telle que :

/Q (e(v) : (v))d2 > C|v2,

pour tout v dans Vo = {v € (H'(Q))" tel que v.=0 sur I'p} .

Ainsi la condition d’ellipticité de A a lieu : Ja > 0 tel que :

aijniijne > ol YV &5 = .

Pour simplifier, le corps est encastré sur I'p. Pour un probléme d’élasticité sans contact
ni frottement, le déplacement u : Q — R? du corps satisfait aux équations suivantes :

( divo(u)+f=0 dans (2,
o(u) = Ae(u) dans Q,
(2)
u=20 sur I'p,
{ o(un=g sur ['y,

ou f = (f1,f2) € (L*(Q))* représente la densité des forces volumiques (poids), g =
(91,92) € (L*(Tn))?* désigne les forces surfaciques imposées sur I'y, n = (ny,n,) est
la normale unitaire sortante de 2 sur 02, o : Q@ — Sy ou Sy désigne 'espace des
tenseurs symétriques du second ordre, le tenseur linéarisé des déformations e(u) et div
représente 'opérateur divergence des fonctions a valeurs vectorielles. La premiére équation
correspond a I’équation d’équilibre a laquelle on ajoute la relation de comportement et
les conditions de Dirichlet et Neumann.
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Afin d’introduire les équations sur la zone de contact, on choisit pour vecteur unitaire
tangentiel t = (—ngy, ny). Sur I'c, on décompose le déplacement et le vecteur de contraintes
en composantes normale et tangentielle comme suit :

u=un+ut et o(un=o,(u)n+ o (u)t.

Pour donner un sens a la décomposition précédente, on suppose que I'¢ est de régularité
C!. On suppose aussi qu'il n'y a pas de distance initiale entre le solide et la fondation
rigide sur I'¢.

Les relations d’interaction dans la direction normale sont associées au probléme de
contact unilatéral et celles dans la direction tangentielle au probléme de frottement. Pour
étudier l'interaction dans la direction normale, on s’intéresse d’abord au cas du contact
unilatéral sans frottement.

1.2 Conditions de contact

La littérature mathématique dédiée a I’étude des phénomeénes de contact est assez
récente. C’est en 1933 que Signorini pose le probléme général de I'équilibre d’un corps
élastique en contact sans frottement sur une fondation rigide. Les conditions de contact
unilatéral ont été formulées par Signorini [211] en 1959. I s’ensuit le travail de Fichera [94]
en 1964 ou le probléme de Signorini a été résolu en utilisant des arguments des inéqua-
tions variationnelles de type elliptique. Le probléme de contact unilatéral sans frottement
montre la non-linéarité sur le bord correspondant a la non-pénétration des matériaux sur
la zone de contact ce qui meéne a une inégalité variationnelle du premier ordre. Fichera
donne la preuve de l'existence et de la régularité d’une solution faible et discute le pro-
bléme de I'unicité. Dans [147], une synthése concernant le cas d’un solide déformable en
contact avec un socle rigide est présentée. Duvaut et Lions [86] présentent la formulation
variationnelle de plusieurs problémes de contact accompagnée des résultats d’existence et
d’unicité. Ciarlet et Necas (1984, 1987) ont aussi traité le cas sans frottement. La condition
de contact unilatéral est exprimée par la relation de complémentarité suivante :

u, <0, on(u) < 0, on(u) u, = 0. (3)

Cette condition exprime qu’en cas de contact c’est le corps qui se déforme et qu’il ne peut
y avoir d’'interpénétration entre le solide et la fondation. De plus, la réaction du support
sur le solide est dirigée vers I'intérieur du solide. Si le point est en contact alors u,, = 0 et
on(u) <0 et si le point quitte la fondation o,(u) = 0 et u, < 0, ce qui établit le graphe
de la loi de contact unilatéral. On voit sur ce graphe (Figure 2) la trés forte non-linéarité
de la loi.

L’absence des forces tangentielles de frottement est donnée par :

oi(u) =0.

Cette facon de voir le contact implique que la force de contact tangentielle est nulle
dans la zone de contact. On est dans le cas d’un glissement parfait. Néanmoins cette force
tangentielle est non nulle dans la plupart des contacts réels. On introduit alors des lois
complémentaires, les lois de frottement qui relient la composante tangentielle aux autres
variables du systéme.

4
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0[1 (u)

F1G. 2 — Graphique des conditions de contact

1.3 Conditions de frottement

Les premiers travaux sur le frottement ont été réalisés par Léonard de Vinci au début
du XV T “™M€ siscle. 11 donne ainsi la premiére valeur (0.25) du coefficient de proportion-
nalité entre la force de frottement et le poids du corps. La compréhension des mécanismes
entrant en jeu est restée trés lacunaire et il faut attendre deux siécles pour qu’Amontons
(1699) et Coulomb (1785) reprennent et développent les études de Léonard de Vinci en
énongant les premiéres lois de frottement. Historiquement, G. Amontons proposa une loi
de proportionnalité entre les composantes normale et tangentielle des contraintes. Cou-
lomb confirme les lois d’Amontons & partir d’expériences. On n’abordera pas ici les lois
de frottement dynamique développées par Euler grace a des expériences de solides glis-
sant sur un plan incliné. Les travaux de Bowden et Tabor [46, 226] font une synthése et
améliorent les résultats obtenus sur I’analyse du frottement.

Plusieurs lois de frottement existent. Nous allons énoncer quelques lois associées aux
phénomeénes de contact et de frottement dans le cadre d’un contact entre un corps défor-
mable et une fondation rigide. En considérant le frottement additionné au probléme de
contact, des non-linéarités supplémentaires doivent étre prises en compte. Enoncons tout
d’abord la plus simple.

Frottement de Tresca

La plus simple (en apparence) est la loi de Tresca. Dans [86], le frottement a été
rajouté aux problémes de contact et le probléme a été écrit sous forme d’un probléme
de minimisation de fonctionnelle quadratique dans le cas d’un frottement de Tresca. Les
conditions de frottement de Tresca [147] sont :

si up = 0, loy(u)| < s,

t
st up # 0, o(u) = —s—

ous € L>®(I'¢), s > 0 désigne le seuil de glissement fixe qui est supposé connu et qui ne
dépend pas de la contrainte normale. Le graphe de cette loi est tracé Figure 3. Le fait que
la contrainte normale n’apparaisse pas dans la limite de glissement limite I'utilisation de
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cette loi. Le probléme est plutot réservé aux applications ot la contrainte tangentielle est
connue sur le bord de frottement. Le probléme de contact avec le frottement de Tresca
admet une unique solution.

Oy (u)

Cn

F1G. 3 — Graphique de la loi de Tresca

Frottement de Coulomb

Pour décrire la dépendance du seuil s a l'intensité des efforts normaux, on utilise
une loi de Tresca dont le seuil s est proportionnel a I'effort normal. Il s’agit de la loi de
Coulomb. La loi a été développée au départ sur des modéles avec des solides rigides puis
ensuite sur des corps déformables avec notamment les travaux de Duvaut-Lions [84, 86|
sur les inégalités variationnelles. En notant u le coefficient de frottement qui dépend des
matériaux en présence (pu > 0), la condition de frottement de Coulomb est :

st up =0, o (u)] < —on(w)p, (4)

()

S0 uy # 0, o(u) = o, (u)pp—

Cette condition représente deux situations physiques qui sont l'adhérence quand u; = 0
et le glissement quand u; # 0. En effet, quand le multiple du module de la composante
normale est atteint, le corps peut glisser dans la direction de la composante tangentielle. Le
coefficient de frottement est le rapport maximal entre force tangentielle et force normale
au point de contact. Le lieu géométrique de I'extrémité du vecteur force de contact a la
forme d’un cone dont 'ouverture dépend du coefficient de frottement : il s’agit du cone
de Coulomb. L’enveloppe de ce cone est la surface de seuil de glissement.

Il existe plusieurs lois dérivées intégrant un coefficient de frottement p variable (par
exemple par rapport au déplacement tangentiel) mais je n’en parlerai pas ici.

Remarque 0.1.1

Quand p = 0, on obtient oy(u) = 0 sur I'c. Il s’agit du cas sans frottement.
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F1G. 4 — Graphique de la loi de Coulomb a gauche et céne de Coulomb & droite

Frottement avec déflection ou compliance normale

Ces lois ont été initiées par J.-T. Oden et J.-A.-C. Martins [173], [174] en 1985. IlIs
proposent une loi de frottement qui inclue une non-proportionnalité entre la force normale
et la force tangentielle de frottement et prend en compte I’écrasement normal entre le corps
et la fondation en se basant sur les études expérimentales de [227].

Dans cette sous-section, on considére un corps élastique qui occupe une région 2
de R™ (n = 2,3). Le corps est fixe sur une partie I'p du bord 9Q = I'p U I'¢, peut
entrer en contact avec la fondation réactive sur la partie I'c et est soumis a des forces
volumiques f € (L*(2))". Sur la surface de contact on utilise une condition de compliance
normale (voir [150], [151]). Le probléme de contact et frottement avec compliance normale
en élasto-statique est de trouver le champ de déplacement u satisfaisant les équations
(6)—(8) auxquelles on ajoute la relation de comportement :

divo(u)+f = 0 dansQ (6)
u = 0 surl'p. (7)

Alors les conditions de compliance normale avec frottement sur I'c sont :

on(0) = —cn (un) PV,
stou =0, |ox(u)] < er(un)i” (8)
si w0, ot<u>=—cT<un>TTf—t|

Ut

ou (.); deésigne la partie positive. Ainsi (u,); représente la pénétration du corps dans
la fondation. Les constantes my > 1, my > 1 ainsi que les coefficients de compliance
positifs cy et ¢p dans L>®(I'¢) désignent des paramétres d’interface caractérisant le com-
portement vis & vis du contact entre le corps et la fondation rigide. Les équations aux
dérivées partielles associées [210] présentent de nombreuses difficultés mathématiques qui
demeurent irrésolues.
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o, (u)

Un

F1G. 5 — Graphique des conditions de contact pour le modéle avec compliance normale

Remarque 0.1.2

Le cas my = myp correspond au modéle de frottement de Coulomb o1 le coefficient de

c
frottement vaut —
CN

2 Contact en mécanique des fluides

L’é¢tude du mouvement de solides rigides a I'intérieur d’un liquide est une des questions
importantes de la mécanique des fluides. Les premiéres contributions sur ce sujet sont dues
a des scientifiques céléebres comme Kirchhoff, Stokes, Lord Kevin ou Lamb.

L’effet de la présence d’une paroi sur le mouvement d’une sphére dans un fluide vis-
queux a été traité en 1961 par Brenner [49] et par Maude [176]. En 1974, Cox s’intéresse
dans [75] au cas de deux solides lisses de forme quelconque évoluant dans un fluide de
Stokes. Deux particules dans un fluide visqueux peuvent entrer en contact (voir [179]).
Ceci est di a la rugosité des particules. La force de lubrification s’exercant sur une sphére
rugueuse est celle qui s’exercerait sur une sphére lisse de méme rayon mais plus proche du
plan. Différentes études ont permis de comprendre les mécanismes évitant les collisions
dans les modéles simplifiés. Vasquez et Zuazua [228] ont montré qu'’il n’y avait pas de
collision entre les particules en temps fini pour un probléme en dimension 1, aprés avoir
prouvé l'existence et I'unicité des solutions fortes pour ce modéle. Hillairet a étudié le phé-
nomeéne de collisions asymptotiques en dimension 2 [131]. Starovoitov [214] a construit
des solutions faibles et prouve que 1'unicité disparait lorque les collisions apparaissent.

Hillairet [132] a démontré que si la particule et le plan sont lisses et si le fluide est de
Navier-Stokes, alors la distance entre la particule et le plan ne peut tendre vers 0 en temps
fini. L’absence de collision en temps fini pour les solutions fortes est diie a la régularité
des solutions. Hesla [118] a obtenu des résultats similaires. Physiquement cela s’explique
par le fait que, quand la particule se rapproche du plan, le fluide situé dans l'interstice
doit s’évacuer et la résistance du fluide crée alors une force qui pénalise le mouvement de
la particule. Il s’agit de la force de lubrification ou hydrodynamique. Elle est suffisante
pour éviter les collisions de particules. Cependant les distances interparticulaires peuvent
devenir trés petites (ordre du pm). Lors de simulations numeériques, 1’écoulement fluide
est en général mal résolu entre deux particules proches et donc la force de lubrification
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est mal estimée. A ces erreurs dues a la discrétisation en espace, s’ajoutent celles issues de
la discrétisation en temps. Ces erreurs provoquent des contacts numériques qui peuvent
stopper prématurément les calculs (de nombreux codes s’arrétent lorsque deux frontiéres
se rencontrent). Des raisons de robustesse numérique rendent alors indispensables le dé-
veloppement de techniques particuliéres permettant de gérer efficacement les contacts.

Les collisions présentent des difficultés dans les simulations numériques et différentes
stratégies ont été développées pour éviter les contacts. Dans [134], une méthode basée sur
des raffinements locaux du maillage et du pas de temps a été programmée. Toutefois, le
nombre de raffinements ainsi que la petitesse du pas de temps nécessaires pour éviter les
collisions ne sont pas connus a priori et la méthode peut donc présenter un cotit de calcul
important. Certains auteurs ont ajouté des forces répulsives a courte portée (voir [102] et
[197]). Dans [213], des forces élastiques répulsives sont appliquées lorsque les particules
commencent & se chevaucher. Une force de lubrification est intégrée a une méthode de
simulation basée sur des équations intégrales dans [93]. Dans [177], un algorithme de
minimisation est utilisé pour imposer une distance minimale entre les particules. Ces
méthodes assurent la stabilité numérique mais ne sont pas forcément en accord avec
la physique sous-jacente. Aline Lefebvre [162] a simulé des écoulements de particules
rigides dans un fluide newtonien en utilisant une méthode de pénalisation qui prend en
compte les collisions et la méthode des caractéristiques pour la discrétisation en temps.
Contrairement & [139] qui impose une distance minimale sur les particules voisines et qui
ne peut pas traiter des systémes denses, elle a implémenté le schéma décrit dans [178|
pour les collisions inélastiques & un grand nombre de particules. L’algorithme global de
projection des vitesses sur un espace de vitesses admissibles permet d’imposer une distance
minimale entre les particules et permet de gérer efficacement les cas denses en prenant en
compte globalement tous les contacts possibles.

Dans les simulations de situations d’évacuations d’urgence (o les personnes sont re-
présentées par des particules rigides), il y a différentes méthodes pour gérer le contact. Les
individus sont gérés a I’aide de forces de répulsion choisies trés singuliéres, ce qui impose
de fortes contraintes sur le pas de temps utilisé : il s’agit du modéle de forces sociales.
Moins coiiteux en temps de calcul, d’autres modéles (automates cellulaires ou graphes
orientés) reposent sur une discrétisation spatiale. Cependant ces derniers ne gérent pas
directement les contacts. Ainsi dans [230], les contacts entre les individus et les obstacles
sont gérés par la définition d’une distance positive entre ces derniers. Ainsi la vitesse réelle
est la projection de la vitesse souhaitée sur un ensemble de vitesses admissibles respectant
une contrainte de non-chevauchement.

La simulation numérique de contacts entre divers solides déformables reste, malgré
les nombreux travaux qu’elle a suscités, un probléme trés délicat en mécanique des mi-
lieux déformables. Un algorithme robuste de prise en compte des contraintes de non-
interpénétration entre solides déformables subissant de grandes déformations a été pro-
posé¢ dans [196]. Comme la méthode de formulation de type maitre-esclave (voir [159]) ne
peut s’appliquer au cas des auto-contacts, il s’est inspiré de la méthode NSCD introduite
dans [138|. Dans la derniére partie, pour éviter les contacts "numériques", on adapte ’al-
gorithme d’Olivier Pantz au cas dynamique des globules rouges et on ajoute une étape de
projection afin d’éliminer les intersections. A cet effet, des nouvelles contraintes imposant
une distance minimale ¢ entre les vesicules et/ou le bord du domaine sont ajoutées.
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3 Plan de la thése

La theése intitulée "Modélisation, analyse et simulation de problémes de contact en
mécanique des solides et des fluides" se compose de trois parties indépendantes.

La premiére partie plus théorique traite de problémes variationnels quasi-statiques
et de leurs comportements asymptotiques. De nombreux problémes traduisant des phé-
nomeénes non linéaires en mécanique et en physique sont formulés a l’aide d’inéquations
variationnelles. On rencontre de telles inéquations en étudiant les problémes d’obstacle,
les fluides de Bingham en visco-plasticité, les problémes de torsion en élasto-plasticité,
les problémes de contact ou de Signorini, ainsi que ceux munis de la loi de frottement
de Coulomb, etc. On s’intéresse alors au comportement asymptotique d’inégalités varia-
tionnelles quasi-statiques par rapport a ces paramétres physiques tel que le coefficient de
frottement ou le coefficient de compliance. On commence par étudier le probléme simpli-
fié¢ de frottement quasi-statique et par dualité convexe, on le reformule en un probléme
standard d’évolution. Ainsi a ’aide de méthodes bien connues, on peut étudier la stabilité
de la solution par rapport au coefficient de frottement. Enfin on élargit certains résultats
obtenus au modeéle quasi-statique de frottement avec compliance normale.

Dans la seconde partie, on s’intéresse au contréle de la qualité des calculs en mécanique
des solides. L’un des buts est de formuler et d’analyser le contact avec la méthode XFEM
(eXtended Finite Element Method). Ainsi dans un premier chapitre d’introduction, on
rappelle les différentes notions d’estimations d’erreur et on décrit la méthode XFEM clas-
sique et deux de ses variantes. Aprés ce chapitre introductif, on commence par étudier
et implémenter sous Getfem++ un estimateur a posteriori par résidu pour le probléme
de Laplace et pour le systéme de l'élasticité en dimension deux discrétisés par la mé-
thode XFEM. La définition d'un opérateur de quasi-interpolation nous permet d’obtenir
I’analyse a posteriori vérifiée par des résultats numériques. Afin d’élargir ces résultats au
cas du contact pour la méthode XFEM, on propose dans le Chapitre 3 des estimateurs
d’erreur par résidu pour les approximations par éléments finis des problémes de contact
avec frottement de Coulomb. On propose, étudie et implémente sous CAST3M deux es-
timateurs d’erreur associés a deux discrétisations par éléments finis. Un résultat récent
d’unicité de Renard dans [203| pour le probléme continu nous permet de réaliser I’analyse
de I'erreur a posteriori. Dans les deux cas, les estimations permettent d’obtenir des bornes
supérieure et inférieure de l'erreur de discrétisation et on compare les deux approches nu-
mériquement. Pour faciliter 'introduction du contact dans la méthode XFEM, on désire
utiliser une méthode permettant de contourner la condition inf-sup de Babuska-Brezzi : il
s’agit d'une méthode reposant sur celle de Barbosa et Hughes [23]. On 'applique d’abord
dans le Chapitre 4 au probléme de contact unilatéral avec frottement de Coulomb. On
justifie l'existence et 1'unicité du probléme discret et on met en exergue un estimateur
a posteriori. On achéve cette partie en adaptant les méthodes présentées précédemment
a une méthode de domaine fictif. On donne la formulation du contact avec la méthode
XFEM et on étudie la convergence de cette nouvelle méthode.

10
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La derniére partie concerne la simulation numérique en mécanique des fluides. Plus
particulierement, on s’intéresse a l'analyse et la simulation numérique sous FreeFem-+
des contacts pour les globules rouges en dimension 2 évoluant dans un fluide régi par
les équations de Navier-Stokes. On présente une méthode numérique pour résoudre le
systéme fluide/structure formé par les globules rouges et le fluide environnant en dimen-
sion 2. La méthode prend en compte trois aspects essentiels : le comportement méca-
nique des globules rouges, les interactions fluide/structure et les interactions de contacts
structures/structures. On rappelle alors la composition des globules qui leur procure une
géométrie particuliére ainsi que certaines propriétés leur permettant de traverser tous les
capillaires. On présente ensuite le modéle adopté dans les simulations décrivant la dyna-
mique des globules. Puis on décrit ’algorithme utilisé. Nous limitons notre étude au cas
bidimensionnel qui, bien que simplificateur, nous permet de reproduire une palette assez
importante d’observations expérimentales comme l'illustrent les simulations numériques
obtenues dans la derniére section.
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Premiére partie

Inéquations variationnelles
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Chapitre

Problémes variationnels quasi-statiques
et leurs comportements asymptotiques

DANS ce chapitre, on s’intéresse au comportement asymptotique de solutions d’inégali-
tés variationnelles quasi-statiques par rapport a des parameétres physiques comme le
coefficient de frottement ou le coefficient de compliance. On commence par étudier le pro-
bléme simplifié de frottement quasi-statique et par dualité convexe, on le reformule en un
probléme standard d’évolution. Ainsi on peut I’étudier & ’aide de méthodes bien connues.
Enfin on élargit certains résultats obtenus au modéle quasi-statique de frottement avec
compliance normale.
Ce travail a été effectué en collaboration avec Mihai Bostan et a abouti a la soumission
d’un article intitulé Some remarks on time-dependent variational problems and
their asymptotic behaviour [45].
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Chapitre 1. Problemes variationnels quasi-statiques et leurs comportements asymptotiques

1.1 Introduction

BEAUCOUP de problémes traduisant des phénomeénes non linéaires en mécanique et en
physique sont formulés a I’aide d’inéquations variationnelles. On rencontre de telles in-
équations en étudiant les problémes d’obstacle, les fluides de Bingham en visco-plasticité,
les probléemes de torsion en élasto-plasticité, les problémes de contact ou de Signorini,
ainsi que ceux munis de la loi de frottement de Coulomb, etc. La solution de ces pro-
blémes dépend de certains parameétres physiques, tel que le coefficient de frottement, de
torsion, ou de compliance. La question qui nous vient a I’esprit concerne le comportement
asymptotique de la solution par rapport a ces coefficients. Par exemple, on veut identifier
la limite des solutions u. lorsque le parameétre physique, que 'on note € > 0, devient trés

petit. Si € approche 0, alors u. tend vers u® = 1i{f(1) u.. Mais dans beaucoup de situations,
15

I’approximation u. ~ u" n’est pas satisfaisante. On a alors besoin d’écrire u. avec un
développement limité a 'ordre 1 :

0

u. = u’ + eu' + co(e).

En d’autres mots, on s’intéresse a la limite li{r(l) (ue — u®)/e.
3
Un modeéle simplifié pour le frottement fut introduit dans [100] (voir aussi [86], [101]).
Soit © C R™, n > 1 un ouvert borné avec un bord régulier et V' = H'(Q2) muni de la

norme |[v|| = { [, (|v(z)]* + [Vv[?) dQ}l/2 pour tout v € V. Pour tout € > 0, on considére
I'inégalité variationnelle :

u. €V : /Q{ug(v —u.) + Vu. - (Vo —Vu,)} dQ + 8/BQ{|U\ — |ue|} dT (1.1)

> /]—"(v—ua)dQ, YveV
Q

ot F € L*(Q). On peut écrire la forme linéaire continue v € V' — [, Fv d de la fagon
suivante v — fQ{Fv + VF - Vou} dQ pour tout élément F' € V. Ici € désigne un petit
paramétre correspondant au coefficient de frottement. En résumé, le probléme ci-dessus
peut étre reformulé de la maniére suivante : si (H,(+,-)) est un espace de Hilbert, on
cherche u. € H tel que :

a(us,v—u.) +ejv) —ej(us) > (F,v—u.), Vve H (1.2)

oua: H x H — R est une forme bilinéaire continue H-elliptique, j : H —] — 00, +00] est
une fonction propre, convexe, semi continue inférieurement sur H et F' € H. Pour tout
e > 0, le théoréme de Lions-Stampacchia assure que 'inégalité (1.2) (voir [100], [165]) est
bien posée.

On s’interroge sur le comportement asymptotique de la famille de solutions (u.):~q
pour € petit. Par exemple, on écrit le développement de u, ainsi :

u, = u’ +eu' + % + . (1.3)
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1.1. Introduction

Insérant cette expression dans (1.2) on aboutit & :
a(u’ +eut +..v—u’ —eul — ) +ej(v) —ej(u’ feut +..) > (Fo—u’ —eul —...) (1.4)
et passant a la limite quand ¢ \, 0, on obtient :
ue H o oalw’v—u) > (Fo—u), Voe H

qui est équivalent a :
u' € H : a(u’,v) = (F,v), Vv e H. (1.5)

Remarque 1.1.1

Le terme dominant de (1.3) résout le probleme elliptique (1.5).

L’évaluation du terme du premier ordre u' est obtenue en combinant (1.4) et (1.5) :
ca(u' + e + .. v —u’ —eut — ) +ej(v) —ej(u’ +eut +...) > 0.
En simplifiant par € et en remplacant v par u’ + v, on arrive a :
a(u' +eu® + .. e(v—u') —e®u? — )+ i’ +ev) — j(u +eut + P+ .) >0
qui est équivalent a :

J(u® +ev) — j(u + eul +2u? + ...)
5

> 0.

a(u +ev’ + . v —u' —eu? — )+

Puis en passant de nouveau a la limite lorsque ¢ ~\, 0, on aboutit a :
a(u',v —u') + (95 (u’),v —u') >0, Vv € H.

En notant A : H — H lopérateur linéaire associé a la forme bilinéaire a(-,-), 'inégalité
précédente signifie que u' appartient a I’ensemble convexe fermé¢ K = —A~195(u’). 11
n’est pas difficile de voir que u! est la solution du probléme variationnel suivant :

u' €K : alut,v—u')>0,VveK.

O !, ..., il nous faut vérifier la validité de

O =o(e), u. — u® —eu! = eo(e),

Maintenant que 'on a déterminé les termes u
I'expansion asymptotique (1.3), par exemple que u. — u
ete. De tels résultats ont été obtenus dans [42].

Dans ce chapitre, nous voulons améliorer ’analyse asymptotique pour les inégalités
variationnelles quasi-statiques associées a (1.1). On commence par 'étude du modéle
simplifié de frottement que ’on transforme en un probléme classique d’évolution. Pour ce
probléme, on établit plusieurs estimations uniformes qui faciliteront par la suite ’étude
de la limite du premier ordre. Enfin on élargit les précédentes estimations au modéle de
frottement avec compliance normale.
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Chapitre 1. Problemes variationnels quasi-statiques et leurs comportements asymptotiques

1.2 Comportement asymptotique du modéle simplifié
de frottement

Soient I'espace des fonctions continues C'(0,7;V) de [0,7T] dans V' et I'espace de So-
bolev W1P(R,; V) de R, dans V, c’est-a-dire I'espace de Banach de toutes les fonctions
u € LP(R,; V) dont le gradient au sens des distributions Vu appartient a LP(R.; V),
muni de la norme |jul|;, = |||, + ||Vul/,. La norme || - ||, est définie par :

1/p
([ )" <0 5 15p< s

ess sup ||u(t)||y < +oo si p=4o0.
teR+

WyP(R; V) est I'adhérence de CS°(R,; V) dans W'?(R,; V) et I'espace local correspon-
dant est notée W,oP(R; V).

On veut etudler le comportement asymptotique du modele simplifié de frottement :
trouver u. € W2P(R.; V) tel que

loc
u:(0) = ug
us(t) e V:

fQ{ue(t)(v - ue(t)) + Vua(t) : (VU - Vua(t))} dQl+e¢ fBQ{|U| - |u5|} dr’
> fQ{F(t)(U —u.(t)) + VF(t) - (Vo —=Vi(t)} dQ, Vo eV

(1.6)

ou F e Wh

loc

(R-H V) pour p 6]17 +OO]
Remarque 1.2.1

L’inclusion WHP(0,T;V) C C(0,T;V) permet d’avoir F,u. € C(0,T;V) pour tout
T > 0 et ainsi I'inégalité variationnelle de (1.6) a du sens pour tout t € R,.

La bonne définition de ces inégalités variationnelles quasi-statiques a été établie dans
[8], [9], [10], [107], [151]. L’existence est obtenue en utilisant une approximation par diffé-
rences finies avec un schéma d’Euler implicite. En prenant v = 0 et v = 24.(¢) dans (1.6),
on obtient que (1.6) est équivalente & :

uE(O)—uo u(t) eV, Vit e Ry
Jolue(t)i(t) + V. - Vi) d+ e [y |ie] dT = fQ{F () + VE(L) - Viie()} dO
Jo{us(t)v + Vue - Vol dQ +e [, [v] dl > [ {F(t)v + VF(t) Vol dQ, Vv eV.

En particulier la condition initiale u? doit satisfaire pour tout v € V,
/{u z) + Vaul - Vv}dQ+e/ |v(z \dF>/{FO v(z) + VEy - Vo} dQ. (1.7)
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1.2. Comportement asymptotique du modéle simplifié de frottement

1.2.1 Un probléme standard d’évolution

Il est possible de transformer le probléme quasi-statique (1.6) en un probléme standard
d’évolution. En effet, en conservant les notations A et j, le probléme (1.6) est équivalent
a:

.0
A (M) +0j(0.(t) 20, tEeR,
et aussi a

[ue(t), —-A (M)] €07, teR,. (1.8)

On suppose que la fonction j est paire, i.e.

D(j) = =D(j), j(v) = j(—v) pour tout v € D(j) = {v € Vij(u) £0}.  (1.9)
Remarque 1.2.2
C’est le cas du modéle (1.1).

Sous la condition (1.9), il est facile de voir que 0j est impaire : D(9j) = —D(0j) et
0j(—z) = —3dj(x) pour tout x € D(9j), i.e.

[z,y] € 0] si et seulement si [—x, —y] € 07.

C’est pourquoi (1.8) devient :

a0, (“0240Y] o,

Considérons maintenant la fonction conjuguée j* par dualité convexe
J*(w) = sup{(w, v) — j(v)}, we M.
veH
On sait que (voir [52]) j* est propre, convexe, semi continue inférieurement et
d5* = (97)~!. Ainsi on obtient :

[A (M) ,—ug(t)} € (9) = oj*

signifiant que wu. est solution du probléme d’évolution suivant :

du, o (us(t) —ud(t)

ue(t) — u®(t)

En introduisant la notation y.(¢) = , on déduit que le probléme quasi-statique

€
(1.6) peut étre écrit :
ud — uf
l0) == = (1.10)
dy. , du® '
— + 05 Ay.(t) > ——, teR,.
ey PO AY(t) 5 ———, tERy
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Chapitre 1. Problemes variationnels quasi-statiques et leurs comportements asymptotiques

La bonne définition de (1.10) provient de résultats standards sur les problémes d’évolu-
tion associés aux opérateurs maximaux monotones (voir [51]). On utilise le résultat connu
(extrait de [51] pp. 72), qui s’adapte facilement & notre cas, par ellipticité de 'opérateur
A

Théoréme 1.2.1 (Brezis)

Soit ¢ : H —] — 00, +00| une fonction propre, convexe, semi-continue inférieurement
sur un espace de Hilbert H et f € L*(0,T; H). Alors pour tout u® € D(p) = D(y)
le probléme de Cauchy

{ u(0) = u’
du

4 dp(u(t) > £(1), e [0,T]

a une unique solution forte uw € C(0,T; H) telle que :
i) poue LY0,T; H)
ii) ¢ o u est absolument continue sur [§,T] pour tout ¢ €]0,T|
d
i) \/%d—? e L*(0,T; H).
De plus, si u® € D(yp) alors
iv) ¢ o u est absolument continue sur [0, 7]

d
v) d—? e L2(0,T; H).

Pour le modéle simplifié de frottement, la fonction convexe est donnée par :

j(v) = /asz lv(z)| dT, v € V.

Comme j(v) > 0 = j(0) pour tout v € V,ona 0 € 95(0). On considére I’ensemble convexe
fermé non vide

Dy = 05(0) = {weV : /an |v(:c)|dFZ/Q{w(:c)v(:c)—l—Vw~Vv} dQ, VUEV}.

Notons que j est homogéne et on vérifie facilement que la fonction conjuguée j* est donnée
par :

. 0 siw € Dy

* o )
J (w)—{ +o0, siw €V \ Dy

et alors D(j*) = Dy. La fonction convexe j est une semi-norme bornée sur V. En effet,
par le théoréeme de trace, on a :

J(v) = ||v][Lr0) < CQ)|v|, Vv e V.
En particulier pour tout v € V'
9j(v) C 0j(0) c{w eV : [Ju|| < C(Q)}.
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1.2. Comportement asymptotique du modéle simplifié de frottement

Cela suggere que :
D(9j*) = D((95)™") = R(9j) = Upev 03 (v) = 95(0) = D,.

En appliquant le Théoréme 1.2.1 au modéle simplifié de frottement (avec A = Id), on
obtient :

Proposition 1.2.1

Pour tout F € WLRy;V), ¢ > 0 et sous la condition initiale u® telle que

u? — F(0

ue = F(0) € Dy, le probléme (1.6) a une unique solution u. € W*(Ry; V), qui
£

satistait :

T T
/ i (£)]|? dt < / IE@®)|? dt, ¥ T > 0. (1.11)
0 0

Démonstration: On justifie seulement ’estimation (1.11). En multipliant (1.10) par g., on
a aprés intégration sur [0,77] :

T T
[ ) = 5 0e0) = = (0.0
Avec I'hypothése 30 = M € Do = D(j*), on obtient j*(y-(0)) = 0 d’on

T T
a/uwmﬁﬁzj/wwww»a
0 0

impliquant que
T
[ (etw.ie0) - e at =0,
0

Notre estimation s’ensuit avec l'inégalité de Cauchy-Schwarz. |

Remarque 1.2.3

L’hypothése sur la condition initiale de la Proposition 1.2.1 coincide avec (1.7), car
Dy = —D,.

1.2.2 Estimations a priori

On établit plusieurs estimations uniformes par rapport au paramétre € > 0. Il est facile
de voir que (uc(t))z>o converge vers F'(t) dans V uniformément en temps. Comme on veut
déterminer le terme de premier ordre de 'expansion asymptotique (comme dans (1.3)),

u. — F
on a besoin d’estimer les oscillations 3, = — de u. autour de la fonction limite F'.
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Chapitre 1. Problemes variationnels quasi-statiques et leurs comportements asymptotiques

Proposition 1.2.2

. 1,p 0 Ug — F<O)
Soit Fe W ,P(Ry; V) et ul € V telle que =————= € D,. Alors on a
€
u, — F

€

< C(Q).
CRy3V)
ii) sup§'>0 ||u5||LP(O,T;V) S ||F||LP(0,T;V)7 VT >0.
En particulier si F' = 0 alors

Vi
?(ue—F)

i) sup..~

i) sup..,

L2(0,T3V)

Démonstration: i) Ici (-,-) correspond au produit scalaire standard sur V. En utilisant
(1.6), on aboutit a :

(ue(t) = F(t),v —uc(t)) + ej(v) —ej(te(t)) >0, Vv e V.

En choisissant v tel que v — 4. (t) = F(t) — uc(t), on obtient :

lus(t) = F@O)I? < eie(t) + F(t) = us(t)) — et (t))
< ej(F(t) — ue(t))
< eCQ)lus(t) — F(1)]|
ce qui donne
ue = F <CO(Q), Ve > 0.
¢ llo®uw)

ii) Pour presque tout t > 0 et h > 0, (1.6) écrite en ¢t + h avec v = 0 donne :
(ue(t 4+ h), i (t+h)) < (F(t+h),u(t+h)) —ej(i(t+ h)). (1.12)
Maintenant (1.6) en t avec v = . (t) + u.(t + h) méne a :
—(ue(t), e (t + h)) < =(F(t), e (t + h)) + ej(te(t) + ae(t + h)) — ej(ue(t).  (1.13)
En combinant (1.12) et (1.13) on arrive a :

(ue(t + h) —ue(t), u:(t + h)) (FE(t+h)— F(t),a:(t + h))

<
+ 5{j(u€(t) + us(t + h)) _j(us(t)) _j(ue(t + h))}
< (F(t+h) = F(t),ue(t + h))

car j est une semi-norme. On déduit que :

<u5(t + h})b — ug(t)’ue(wr h)> < HF(t+ h})b — F(t)'

[ae(t + h)

ce qui entraine en posant h \, 0
()| < || F(t)||, pour presque tout ¢ > 0
et c’est pourquoi

sup el Lo, 7:v) < IE ooy, ¥ T > 0.
e>
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1.2. Comportement asymptotique du modéle simplifié de frottement

iii) Supposons maintenant que F' = 0, et posons F(t) = F(0) 4+ tG, F(0),G € V. Par les
précédents calculs, on sait que :

lae (@)l < [F@)Il = |G, pour presque tout ¢ > 0
et ainsi les fonctions ¢t — wu.(t) et t — j(uc(t)) sont Lipschitz continues. En effet,
et 1) — (e ()] < Gt +B) — uelt)) < OO uclt + 1) — ueB)] < COIHIG].
Pour tout point différentiable ty de u. et j o ue, on aboutit a

dj d )
jgf) =ty = < ue’t t0> , V' q € 07 (uc(to)).

d
On écrit aussi aj(ug) = (07 (us(t)),u(t)). On commence par justifier le dernier point

de la Proposition 1.2.2 pour les solutions réguliéres (u.)c>o. Observons que (1.6) est
équivalent &
ue(t) — F(t) +edj(us(t)) 20, t € Ry. (1.14)

On prévoit de multiplier (1.14) par i, = . — F. Mais avant notons que
= (360) = (1)) = (@i (1)) e (1)) (1.15)

Regroupons (1.14) et (1.15) :

(ue(t) — F(0). i — F) 25 (j(ie) — 5(5)) =0

et on obtient

D net) ~ F(0), 1)~ P(0) + 2% (i) — 5(5)) = ie(t) ~ FO%. (116)

En posant v = F(t) dans (1.6), on déduit que :
—(ue(t) = F(8), () = F(@) — e {j(a(6) = j(F@) } >0, t € Ry
On considére la fonction positive b. : Ry — Ry définie par
be(t) = —(ue(t) = F(1), 0 (t) = F(1) — e {j(a () = j(P(1) ], t € Ry
et (1.16) devient
[ (8) = (6] + be(t) = 0, t € Ry
Soit T > 0, en intégrant sur [s, T] pour tout s € [0,7] :
T .
[ i) = E@IP e = bu(5) ~ b.(T) < ).

L’integration pour s € [0, 7] méne a :

//nus —F@))? dtds—//uue — B ds dt
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Chapitre 1. Problemes variationnels quasi-statiques et leurs comportements asymptotiques

ce qui donne :

T T T
[t - b < - [ 5 - FOIP ds— [ (i) - i@ ©) d
0 0 0

T
< = FOIF ¢ [ {itie) - 0}

1 .

T
< 5@ < [ (i) - i(E )} d. (117)
0

Pour estimer le dernier terme, prenons un élément quelconque ¢ de 8j(F) et notons que

T . T .
[ty -iEey de = [ (@ - F)
0 0

= (qus(T) = F(T)) — (g, u — F(0))
> —20(0)% (1.18)

comme ||g|| < C(§2) (car I'application J est Lipschitz continue de constante C'(2)) et
ue = Fllom, vy < C()e. Finalement en combinant (1.17) et (1.18), on déduit pour tout
T>0:

T . 5
/ tlie(t) — O de < 20(0)%
0

. 5
entrainant que [|v/# (e — F) /el 2@, 1) < \/;C(Q)
Le résultat général s’ensuit par des arguments standards de régularisation : par densité
des fonctions C° dans WP, on obtient en prenant u., € C et u. € whr .
IVE (e — F)/ellie@, vy < IVE (e —te,)/eliz®, vy + IV (e, — F)/ell 2@, vy

1 )
< C'= -C(Q
< =44 /50(9)

Le résultat découle lorsque n — +oo. |

1.2.3 Limite des fluctuations du premier ordre

En se basant sur les estimations précédentes, on déduit que li\n% u. = F dans C(R; V)
&€

et que ((ue — F')/€)e=0 est borné sur L>®(R,; V). C’est pourquoi on utilise la suite (g)y
convergeant vers 0 et une fonction y € L>®(R; V) telle que :

- F
Ye, 1= ’“T — y faiblement * dans L>°(R;V) et faiblement dans L _(R.;V).

Comme (v/f 9., )x est borné sur L2(R,; V), on peut supposer que v/t ., — \/t z faible-
ment dans L*(R; V). 1l est facile de voir que z coincide avec la distribution dérivée de y.
Pour tout ¢t € Ry, on introduit I'ensemble convexe fermé non vide K (t) = —0j(F(t)).
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1.2. Comportement asymptotique du modéle simplifié de frottement

Théoréme 1.2.2

Supposons que F(t) = Fy+tG avec Fy, G € V et que (u — Fy) /e € Dy. Alors la suite
(ex)r converge vers 0 et il existe un élément y € —0j(G) tel que :

e — F
klim Sa =7 _ y faiblement x dans L™(R,;V) et fortement dans L3 _(]0, 4+oc[; V).
—+00 Ek

Démonstration: Soit n € CL(]0,+00[;R) une fonction positive. En multipliant (1.6) par
n(t) on obtient :

Ug,, (t) - F(t) . . S0
A;(-zz——nv—%Aﬂ>m0dﬂﬁéj@hﬁwﬁzﬁgﬂ%AﬂM@hh (119)

Comme 7 a un support compact dans ]0, +o0c[, par la Proposition 1.2.2 on déduit :

{3(a=(t)) = 5(F)}n(t) dt‘ < C(Q)/Rllﬂs(t)—Flln(t) dt

R4

< CO)IVH(e = P)lli2g, v

\/?60( 2)*

tim [ e @)nte) de = [ (Epnce) .

eN\o0 Jr .

&

L2(R4;R)

Ui

7

IN

L2(Ry;R)

et on obtient la convergence

De la méme maniére, en combinant convergences faible et forte, on a :

/ (Yey, (8), 0 = e, ())1(E) dt = / (Yo, (1), 0 — F)n(t) dt
R R

+ +

+ AyamF—%wWMMt

— / (y(t),v — F)n(t) dt, lorsque k — 4o0.
R

+

En passant a la limite dans (1.19) lorsque k — +o00 on aboutit a :
{( (t),0 = F) +j(v) = j(F)}n(t) dt >0

pour toute fonction positive n € C’g(]O, +oo[; R) et par conséquent on a pour presque tout
t>0:

(y(t),v — F) +j(v) — j(F) >0, veV

ce qui signifie que y(t) € K pour presque tout ¢ > 0. Sachant que I’ensemble K ne dépend
pas de t, on a K = —0j(G). En prenant v un élément arbitraire de K, [F', —v] € 3Jj.
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Chapitre 1. Problemes variationnels quasi-statiques et leurs comportements asymptotiques

D’aprés (1.6) on sait que y., + 0j(te, (t)) 2 0 qui est équivalent & [, (t), —y., (t)] € 7.
C’est pourquoi avec la monotonie de dj on a :

(tiey () = F, —(ye, (t) —v)) > 0
et aprés multiplication par 5];177 >0, oun € C.(]0,+00[;R) et intégration sur R, on
déduit
/[R (9, (£), v = Yo, () (t) dt > 0.
n

Comme (Ye, )k, (Ve,, ). €st borné dans L2(supp(n); V), (aprés extraction éventuelle) on a
la convergence forte klim Ye, = y dans L?(supp(n); V). Finalement on déduit que :
——+00

[ G0 = wteym(o) i =0

n
ce qui implique :
y(t) € K : (y(t),v —y(t)) >0, pour presque tout t >0, Vv € K.

L’inégalité variationnelle précédente signifie que pour tout v € K la fonction

1
t— §Hy(t) — v||? est décroissante i.e.,

1
Sy +h) = vl* < Slly@) = vl ¢>0,h>0.

En prenant v = y(t) € K on a y(t + h) = y(t),t,h > 0 et ainsi y(-) est une fonction
constante. [ ]

En réalité on peut montrer que li{r(l) y-(t) = y fortement dans V' et uniformément pour
15

t € [0, +o0[, pour tout § > 0. La preuve repose sur le comportement asymptotique des
semi-groupes engendrés par les opérateurs maximaux monotones. En effet, par (1.10) on
sait que le modeéle simplifié de frottement (1.6) est équivalent a

dy, )
£ ;/t + 057 (y:(t)) > =G, t € Ry
u? — F
yg(O) = ETO € DQ.

t
On introduit la variable fixe s = — et la nouvelle inconnue z.(s) = y.(¢). On obtient alors
£

le probléme suivant :
dz.

— +05"(2:(s)) 2 —G,s e Ry
ds = "o o (1.20)
2(0) = =—2 = % e D,

£

Supposons que (z0).~ converge lorsque € \, 0 vers un élément 2° € Dy = Dy et considé-
rons z € C(Ry; V) l'unique solution forte de (1.20) correspondant & la condition initiale
2%, En utilisant la monotonie de 95*, on vérifie facilement que :

|ze(s) — z(s)]| < Hzg — zOH — 0 lorsque € \, 0
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et on peut ainsi écrire :

ly=(t) = yll < ll2=(t/e) — 2(t/)]| + lI2(t/e) —yll < ll22 = 2l + l|=(t/2) — v

Si on justifie le comportement asymptotique pour z, i.e. z converge pour de larges temps
vers y, alors on obtiendra que 1i{f(1) y-(t) = y fortement dans V' et uniformément pour
15

t € [d, 400[, pour tout § > 0.

Ceci est une conséquence directe de résultats connus concernant la théorie de la stabi-
lité des semi-groupes. Plus précisément on fait appel au théoréme de Baillon et au résultat
de comparaison de Bruck :

Théoréme 1.2.3 (Baillon)

Soit A : D(A) C H — H un opérateur maximal monotone et impair (i.e., D(A) =
—D(A) et A(—x) ={—y : y € Az}). On note par (S(t))i>0 le semi-groupe engendré
par —A. Alors A710 # () et pour tout x € D(A) il existe un élément y € A710 tel que :

i) tligrnooProjAAOS(t)x =y, fortement dans H.

1 t
ii) lim o(t)x =y, fortement dans H, ou o(t)x = = [ S(s)x ds,t > 0.
t—+o0 t 0

Théoréme 1.2.4 (Bruck)

Supposons que la fonction propre, convexe, semi-continue inférieurement
¢ : H —] — 00, +00] admette un minimum. Notons par (S(t))i>o le semi-groupe

engendré par —0p. Alors pour tout x € D(0¢) on a :

t
lim [|S(t)z — o(t)z] =0, on o(t)z % / S(s)x ds, t > 0.
0

t—-+o00

En se basant sur les résultats précédents, on obtient :
Théoréme 1.2.5
Supposons que F(t) = Fy+tG, avec Fy, G € V et que la famille (e (u2— Fp)) .0 C Do

converge lorsque € \, 0 vers un élément 2° € Dy = Dy. Si G € Dy alors il existe
y € —075(Q) tel que :

L ue(t) = (Fy +4G)
e\0 IS

=y, uniformément pour t € [d, +oo[, V& > 0.

Démonstration: Soit z I'unique solution de
d
d—z +95(2(s)) > -G, seR,
2(0) = 2% € Dy

qui est équivalent a

S

{ % + 0P (2(s)) 20, seRy
2(0) = 2Y € Dy
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ou ¢g(z) = j*(2) + (G, z). 1l est facile de voir que ¢ est paire (car j* est paire et
G e DOL). C’est pourquoi d¢g est impaire et on a (9pg) 10 = —35(G) # 0. On déduit
par le théoréme de Baillon et le résultat de comparaison de Bruck qu’il existe un minimum
y pour ¢, y € —07(G) tel que

s——+400 s——+00 s—400 §

1 S
lim Proj_sy2(s) = lim 2(s) = lim —/ z(T) dr = y.
0
Finalement on a :

lye(t) = yll < llee(t/e) = 2(t/e)ll + 2(t/e) = yll < |22 = 2°) + [|2(t/e) —yll — 0

quand ¢ \, 0, uniformément pour ¢ € [d, +00[, pour tout § > 0. [ |

1.3 Probléme de frottement quasi-statique avec com-
pliance normale

La plupart des résultats de la section précédente s’adaptent avec des changements
mineurs au probléme de frottement avec compliance normale. On prend donc le modéle
décrit dans 'introduction générale a la sous-section concernant le frottement avec com-
pliance normale 1.3, qui a été introduit en élasticité dans [173], [174]. L’ensemble des
déplacements admissibles :

V= {veH" ()" : v, =0}

est muni de la norme (H'(2))". On désigne par a(-,-) la forme bilinéaire standard en
élasticité linéaire

Ou,; Ovy,
a = : dQ = ik —=— —— dS2,
a(u,v) /Qa(u) g(v) /Qa]hkﬁxj .

oll € = (&;5)1<ij<n représente le tenseur des déformations linéarisé, i.e. :

6ui 8’&]'

Si I'p a une mesure superficielle positive, on sait que la forme bilineaire af(-,-) est V-
elliptique (voir Lemme 0.1.1)

a(v,v) za/Qi

2,7=1

8’02‘
aSL’j

2
dz > B||v[[iq. Vv e V.

Le probléme de frottement avec compliance normale méne a I'inégalité variationnelle sui-
vante (voir, par exemple, [150], [151])

ueV : au,v—u)+jy(u,v—u)+jr(u,v)—jr(uu) > Liv-u), YveV (121)
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ot la forme linéaire L est donné par L(v) = [,f-v dQ et

jN(U,V)Z/ CN(un)Tan dar, jT(uav):/ CT(un)TT|vt|dF'
T'e o]

jn correspond au travail virtuel de la contrainte normale et jr est la puissance virtuelle
des forces de frottement. Les fonctions jy et jr sont bien définies pour 1 < my, mr si
n=2, 1<mpy,mr <3sin=3. Ceci nous permet d’utiliser I'injection

HYQ) — LY(T¢) (1.22)

pour chaque ¢ € [1,+o00o[ si n = 2 et pour chaque ¢ € [1,4] si n = 3. Des calculs standards
utilisant des inégalités de Holder (voir [42] ou Annexe A) donnent pour une constante C'
dépendant de €2 :

(V) < Cllullf§ Ivile, Yu,v e (H'(Q)"
[r(w, vi) = jr(u, va)| < Clullfg v = vallie, Y u,vi, va € (H'(Q)"

v (s, v) = v (uz, V)| < Cllws = woflrg {{lull7g ™ + w7} Ivihe

et
jr(uy, v) = jr(ug, v)| < Clluy — w10 {|lw||7g™ - a4 Yivihe

pour tout uy,uy, v € (H'(Q2))".

Remarque 1.3.1

Pour u,v € V, les fonctions jn(u,.), jr(u,.) et jn(.,v),jr(., v) sont continues par
rapport a la topologie forte de V. o
De plus, les fonctions jy, jr sont fortement continues sur V x V :

kEIfm(jN,jT)(uka Vk) = (jNajT)(uv V)

pour chaque suite (uy, vi); convergeant fortement dans V x 'V vers (u,v).

Sous les conditions ci-dessus, il a été prouvé dans [150] que le probléme (1.21) posséde
des solutions. De plus, il y a des résultats d’unicité [122] pour des coefficients ¢y, cr
suffisamment petits. C’est pourquoi, pour € > 0 assez petit, le probléme associé aux
coefficients ecy, ecr est bien posé :

u. € V (uea A U—s) + 8jN<u€7 A U—s) + 5jT<u€7V) - 8.jT<u€7 uz—:) > L(V - uz—:)a

pour tout v € V. Le comportement asymptotique de cette inégalité variationnelle lorsque
e\, 0 a été étudié récemment dans [42]. On examine ici le probléme quasi-statique de
frottement avec compliance normale : trouver u, € W,'?(R,; V) telle que :

=(0) =
t)
(

A/_\

\../_
(), v
> (F(t

(1.23)

jo )

(1) + ey + Jr)(ue(t), v) — e(in + jr)(u:(1), 1 (1))
t

)’ u.(t)), VveV
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Chapitre 1. Problemes variationnels quasi-statiques et leurs comportements asymptotiques

ol (,) (resp. || - ||) désigne le produit scalaire usuel (resp. norme) sur (H'(Q))" et
F € WP(R,; V) pour tout p €]1,+00]. En prenant v = 0 et v = 21.(t) dans (1.23), on
déduit la forme équivalente :

u(t) €V i alu(t), i (h) + ein(ue(t), (b)) + ejr(u.(t), () = (F(t), 0.(t) (1.24)
et
a(u(t),v) + ejn(uc(t), v) + ejr(u(t),v) > (F(t),v), Vv e V. (1.25)

En particulier la condition initiale doit satisfaire :
a(u®,v) + ejn (0, v) + ejr(u®,v) > (F(0),v), Vv e V. (1.26)

Le fait que le probléme quasi-statique soit bien posé a été étudié dans [8, 9] pour les
conditions initiales satisfaisant (1.26). On établit maintenant des estimations uniformes
par rapport au paramétre e > 0. Observons que, si on note A : VoV I'opérateur linéaire
associé a la forme bilinéaire a(-, -), alors le probléme quasi-statique correspondant a e = 0
se réduit a :

uo(t) € V 1 a(ug(t),v) = (F(t),v), YveV
qui est équivalent & uy(t) = A~'F(t), pour t € R,.
Remarque 1.3.2

Si uy(0) = A~'F(0) € V satisfait uo(0),, < 0 sur T alors, pour tout & > 0, (1.26) est
vraie avec u? = uy(0)

Proposition 1.3.1
Soit F € W,'P(Ry; V) et (u®).so C V une famille bornée dans V telle que (1.26) soit

loc
vraie pour tout € > 0 (par exemple u? = uy(0) avec ug(0), < 0 sur I'¢). Alors on

obtient :

1) supgc.<y [[Uel poo o %) < +00, VT > 0.
u. —u

—~ 0 < +o0, VT > 0.
C(0,T;V)

iii) Pour tout T > 0, il existe er > 0 tel que :

ii) SUPp<e<1

2

su a ZF X7y-
0<5<p6T [0 6||LP(OTV) = ﬁ” ||LP(0,T,V)

Démonstration: i) Observons que jr > 0, on déduit de (1.24)

1d €

3010 + T e A < (), 0 (0) — (50, m.(0)

et par intégration par rapport au temps on a :

g

Ce)? <

?—‘

DN | =

~ 9 m
(1), 0.(0) < gl u) + = [ enl ) ar

+ (F(t),us(t))—(F(O),u?)—/o(F(S),us(S)) ds. (1.27)
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1.3. Probléme de frottement quasi-statique avec compliance normale

En utilisant la bornitude de (u?).~o C V et Iinjection (1.22) on obtient :

sup d(ug, ug) -+ sup \(F(O),ug)] < 40
e>0 e>0

sup/ cN(ugn)TN“ dl' < |len || o (re) Sup Hu?”?ﬁi&l(rc) < C'sup [[u?]|™ ! < 400
e>0 JT¢ e>0 e>0
et ainsi (1.27) implique en utilisant 'inégalité de Young :

g

21 1 to,
Sl < 0+ 23RO + 5510 + [ B ()l ds, 0<e <

pour toute constante indépendante de e, qui est équivalent &

1 5 2 1o 2 [t
31O < 5 (04 5IFI 1p) ) + 5 [ 1B o)l ds, te 0.7, 0 <e < 1.
En appliquant le lemme de Bellman (voir Annexe A), on obtient :

2 1, V2 g (T,
el oo o iy < /B <C+ BHFHC(O,T;V)> + B/o [F(s)l[ ds, VT >0

et ainsi supg..<; HuEHLOO(o,T;f/) < 400 pour tout T' > 0.
ii) On utilise maintenant (1.25). En prenant en compte que

In(ue(t),v) < Cllu@)[™VIvll, jr(ue(t),v) < Clluc (@)™ [|v]]

on déduit :

a (2OY) < o + oIV Y e V.

En utilisant la V ellipticité de @, on aboutit a :

Uz — Up

sup
0<e<1

C
=3\{s uc |7 5 u |t ) < .

€ C(0,T;V)

iii) Les arguments sont proches de ceux utilisés dans la Proposition 1.2.2 ii). On a d’aprés
(1.23) écrite avec t +het v=0:

a(u:(t+h),0.(t+h)) < (F(t+h),0:(t+h)) —e(n +jr)(u(t + h), 0. (t + h)). (1.28)
En utilisant maintenant (1.23) avec ¢ et v = 0.(t) + . (¢t + h), on aboutit a :

—&(ue(t), ﬁe(t + h)) < —(F(t), ﬁe(t + h)) + 6(J'N + jT)(us(t), ﬁs(t) + ﬁe(t + h))
— (N +Jr)(ue(t), 0 (). (1.29)

En combinant (1.28), (1.29) et les propriétés de semi-normes de jy, jr ainsi que la borne
locale uniforme de i), on arrive a :
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(u8 (t+h) _uE(t),ﬁE(t+h)>
< < Hh )ﬁe(t+h)>
4—%uN+nx (1), Gt + B)) = (i + ) (et + Bt (t + B)
. <(t+h) F(t),ﬁs(t+h)>

9
+ 2 Cue(®) = ue(t + )| { @™+ lue(t + R} [fac(t + h)|

9
+ 2 Cue(t) = ue(t + B[ {1 + fuet+ A"} ot + B

( txh) = ()m@+m>+C%WJHJw—%@NWk@+MWtewf

pour toute constante C' dépendante de T mais pas de €. En prenant h \, 0, on déduit
que :

Bllac@)I* < [IF@)] o (6)]l + Ce |[ae(8)]*, pour presque tout ¢ € [0,T]

et Pestimation iii) découle immédiatement avec e = 3/(2C). [

En se basant sur les estimations précédentes, on déduit que li{% u. = ug dans Cjoc (R, \7)
g

u. —u ~
et < < 0) est bornée dans L2 (R, ; V). Ainsi il existe une suite (), convergeant
€
e>0

vers 0 et une fonction w € L2 (Ry; V) telle que :

W, = Y "W W faiblement * dans L2 (Ry: V).

k L

Comme (u€)€>0 est bornée dans LY (R; \7), on peut supposer que ., — U faiblement
dans LI (R+,V) Malheureusement il n’est pas possible d’identifier le probléme limite
vérifié par la fonction w. Néanmoins on a un résultat partiel :

Proposition 1.3.2

Ug,

La limite faible x w = lim O dans L2 (R, ; V) satisfait

k——4oc0 Ek loc

Aw(t) + 0,(jn + jr)(ug(t), p(t)) 0, pour presque tout t > 0

ou 0,(jn + Jr)(up(t),-) désigne le sous-différentiel de la fonction convexe
v — (jn + Jr)(uo(t), v).

Démonstration: Posons 7 € C,(]0,+o0[;R) une fonction positive. En multipliant (1.25)
par 7, on obtient aprés intégration sur R :

/ a(we, (t),v)n(t) dt +/ (in + Jr)(ugy (), v)n(t) dt > 0, Vv e V. (1.30)
Ry R

+
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La convergence faible % klim we, = w dans LS (Ry; V) implique :
— 400

kgrfoo Rfl(wg,C (t),v)n(t) dt = /Rfl(w(t),v)n(t) dt. (1.31)

Par la Proposition 1.3.1, on sait que :
SI;P ||77u5kHC’(R+;\~/) <400, [In(ug, — uo)\|c(R+;v) < Cey

et ainsi, les propriétés de jy, jr ménent, lorsque k — 400, a :

/ (N +Jr) (0, (t), v)n(t) di — / (U~ +Jr)(uo(t), v)n(t) dt (1.32)
Ry Ry

= ¢ (0 [ue, (8) = wo ()| {{lue (O™ + [luo (&)™~ }Iv]| dt

+ O n®)ua(t) — @) {lae O~ + [[uo®™ vl dt — 0.

En combinant (1.30), (1.31), (1.32), on aboutit a l'inégalité :
/ a(w(t),v)n(t) dt + / (v + j7)(ug(t), v)n(t) dt >0, ¥Yv e V. (1.33)
R, R

Maintenant on projette de passer a la limite lorsque k — +oo dans (1.24). Pour toute
fonction positive n € C1(]0, +oo[;R), on a :

[ w0 ) -+ [ G+ )0t O dt =0 (13)
R, Ry
11 est facile de voir :

/ i(we (), e (£))(0)
R

+

_ /R a(we, (£), exWey () + 1o(£))n(t) dt

+

. / L we, (), wey (O)0(8) i+ / a(w, (£), o (O)n(t) dt

w24t R,
= e[ gwe (0w, ()" (0) i [ e, 0.0 (0)n(0) di

et alors

[ atwe, (0, e e — [ i), wo(0)nce) de
Ry

Ry
< el Iwa O O+ [ alwe, () = wio) o(o)n(0) d

Ry
— 0, quand k — +o0. (1.35)
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34

Afin de passer le second terme de (1.34) & la limite, on choisit 7" > 0 assez grand tel
que supp 7 C [0, 7] et on consideére la fonction convexe Jg : LP(0,T; V) — R définie par :

T ~
Jo(v) = /0 (N + jr)(uo(t),v(t)) dt, ¥ v € LP(0,T;V).

On vérifie facilement la continuité de Jo avec la Remarque 1.3.1. En particulier comme
i, n — on faiblement dans LP(0,7; V), par semi-continuité inférieure :

/ (Jn + gr)(uo(t), u(t))n(t) dt < lim iﬂf/R (v + 1) (o (t), Gey (t))n(t) dt.

Ry k—4o00 n

Par les propriétés de jn, jr et les estimations uniformes de (u, ); avec 0 < g < e7, on
a:

‘/R (v + Jr) (e, (), 0, (8))1(t) dt —/ (I + jr)(uo(t), e, (¢))n(t) dt

R4

< C . ()|, (8) = ao ()] {Iue, (O™~ + [[ag ()™~ }|e, (£)]] dt
+ C A () |lug, () = wo (B[] {[lug, (™7 + [[ag (&)™~ e, (£)]] dt
<cf +n(tm%an d
Ainsi
i | G ) e 0, 0)n(0) = [ G +) 00 G )00 ] =0
et alors :

/ (U +J7)(uo(t), uo(8))n(t) dt < lim inf /R (N + Jr)(ae (1), 0, (1))n(t) dt.  (1.36)

Ry k—4o00 n

En combinant (1.34), (1.35) et (1.36), on déduit :

/Rd(W(t),ilo(t))n(t) dt+/ (U +Jr)(uo(t), ao(£))n(t) dt <0

R4

En tenant compte de (1.33), I'inégalité suivante est vraie pour toute fonction positive

n € CH]0,+oo[;R) et veV

/R a(w(0), v =0 (£)n() di-+ [ (G -+ir) (o). )= (i +r) (o(0). o (1)) (e it > 01

Finalement on obtient pour presque tout t >0 :
a(w(t),v —uo(t)) + (Jn + jr)(uo(t), v) — (jn + jr)(ao(t), ao(t)) = 0.

et la conclusion suit.



1.4. Conclusion

1.4 Conclusion

On peut essayer de prolonger ces résultats au cas ot le terme de frottement ¢ s’annule
et le terme du contact normal ¢y reste inchangé (ou inversement). On peut également
voir ce qui se passe lorsqu’on prend le modeéle de frottement de Coulomb quasi-statique
dont I'existence d’une solution a été mise en évidence, si le coefficient de frottement est

suffisamment petit et régulier, dans [205] et [68].
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Deuxiéme partie

Controle de la qualité des calculs en
mécanique des solides
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"Quand nous n'avons pas une expression exacte pour une quantité,
nous la nommons sourde, parce qu'alors elle échappe,
comme un bruit sourd qu'on distingue mal."
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Chapitre

Introduction

DANS ce chapitre, nous détaillons les estimations d’erreur a priori et a posteriori et
présentons les trois principaux types d’estimateurs pour les problémes d’élasticité
linéaire. Nous détaillons également les procédures d’adaptation de maillage. Ensuite nous
décrivons la méthode des éléments finis étendus et deux variantes : méthode XFEM avec
une surface d’enrichissement et méthode XFEM avec une fonction cut-off.
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Chapitre 1. Introduction

1.1 Etude des différentes estimations d’erreur

Pour un probléme réel initial, on obtient différents modeéles mécaniques dépendant du
choix des caractéristiques du matériau, de la charge et de la géométrie de la structure.
Excepté dans des cas académiques, il est impossible de déterminer analytiquement la
solution exacte des problémes. Pratiquement on remplace alors le modéle mécanique par
un modeéle approché, généralement basé sur une méthode par éléments finis, dont on est
capable de déterminer la solution, approximation plus ou moins précise de la solution
exacte. Au cours de la simulation numérique d’un probléme physique on peut distinguer
plusieurs origines a l'erreur qui font que la solution obtenue est différente de la solution
exacte du probléme étudié. Les principales sources d’erreur pour un probléme statique
sont :

— la modélisation mathématique du probléme physique. La qualité de la solution dé-
pend du choix du modéle (choix de la loi de comportement, choix des caractéristiques
du matériau) qui peut négliger des phénomeénes physiques particuliers.

— la discrétisation spatiale du probléme : dans la méthode des éléments finis, les calculs
s’appuient sur un maillage (discrétisation spatiale) associé a la géométrie du domaine
dans lequel on désire effectuer la simulation. Leur précision dépend de la taille h
des éléments que 'on appelle le pas de discrétisation spatiale. Plus ces derniers sont
petits, plus les calculs sont précis et plus la simulation est fiable.

— la discrétisation fonctionnelle : on approche la forme de la solution en fixant une
forme paramétrique simple de la solution a ’aide de fonctions de base.

— la résolution numérique : erreurs d’intégration numérique liées au choix du schéma
d’intégration, erreurs d’arrondi...

Dans la suite, on ne s’intéressera qu’a l’erreur de discrétisation spatiale, qu’on notera e
et définie comme la différence entre la solution exacte u du probléme mathématique et
la solution éléments finis u;, du probléme discret. On cherchera a estimer au mieux l'er-
reur commise dans la triangulation de notre domaine. Pour cela, deux grandes méthodes
d’estimation d’erreur a priori et a posteriori ont été développées.

1.1.1 Estimation d’erreur a priori

L’estimation d’erreur a priori permet d’obtenir une borne supérieure de l'erreur a
partir des informations a priori sur la solution éléments finis (degré des fonctions d’inter-
polation, régularité de la solution), la géométrie du domaine (les éventuelles singularités)
et le maillage associé (la taille des éléments). L’objectif principal de cette estimation est la
prédiction du taux de convergence asymptotique de Uerreur éléments finis (|66, 225|)
a une constante pres :

[u —u, | < Ch%[Jul| + C(h, )
Le premier terme dépend de u et C(h,f) dépend de la différence entre la donnée f et son
approximation f;, et d’'une puissance de h de degré supérieurs a la précédente. o apparait
ainsi comme la pente de la droite log ||[u — uy|| en fonction de logh. Ces estimations ne
permettent pas de quantifier les erreurs sur la solution éléments finis car ils font intervenir
la solution exacte qui n’est généralement pas connue. On a alors défini un autre type
d’estimateur.
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1.1.2 Estimation d’erreur a posteriori
Définition et critére

On doit déterminer 'ordre d’erreur sans pour autant connaitre la solution exacte de
notre probléme. Il s’agit alors d’estimer lerreur exacte |[u — u,|| & 'aide d’une quantité
n(uy, d) calculable explicitement, dépendant de la solution éléments finis uy, et de données
d, que 'on appelle estimateur d’erreur a posteriori. En vue d’améliorer la discrétisation
dans les zones qui générent le plus d’erreur, il parait indispensable d’avoir une idée des
contributions & lerreur globale de chaque élément T, triangle de la triangulation (voir
Définition 2.2.1). Ainsi, I'estimateur a posteriori s’exprime comme somme d’estimateurs
locaux :

2

n(uy, d) = <Z nT(uh)2>

On détermine ainsi les éléments avec une erreur importante. Si ’estimateur local est grand,
on a donc beaucoup d’erreur autour de ce point donc on utilisera des petites mailles. Au
contraire si l'estimateur local est petit, on pourra utiliser des grandes mailles. Ainsi les
estimations a posteriori servent a effectuer des procédures d’adaptation de maillage que
I'on décrira par la suite afin d’optimiser le temps de calcul sur ordinateur.

Lorsqu’un estimateur est défini, il faut s’interroger sur les critéres et les moyens permet-
tant de juger des performances de cet estimateur. Le but de ces estimateurs est d’obtenir
des quantités globales et locales qui représentent au mieux la vraie erreur commise lors
de 'approximation par éléments finis.

Propriétés 1.1.1

— P1: L’estimateur doit avoir une borne supérieure globale qui soit entiérement
calculable a partir de la solution éléments finis :

la—wld<CY nr(un)?
T

en norme L? H' ou norme en énergie du déplacement (choix de normes imposé
par la forme bilinéaire). La constante C est une inconnue, différente pour chaque
probléme. Généralement, on ne la calcule pas en pratique.

— P2 : Il vérifie une borne inférieure locale :

nr(us)?* < C7 >, (R
T’ proche de T

— P3 : On regarde le rapport entre 'erreur estimée et 'erreur vraie : exactitude
asymptotique développée juste apreés.

— P4 : Lorsque Cp ne dépend pas des données, du maillage ou de la solution,
l'estimateur est dit robuste.
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Différents types d’estimateurs a posteriori

Les premiers travaux dans ce domaine datent de la fin des années 70. Ils ont fait I'objet
d’intenses efforts de recherche dans tous les domaines ot 1'on fait appel & la méthode des
éléments finis pour la simulation numérique des différents types de problémes. Les pre-
miers travaux de recherche sur ce sujet ont été consacrés principalement aux problémes
linéaires unidimensionnel et bidimensionnel. Depuis les estimations se sont enrichies grace
au développement de nouvelles approches, parmi lesquelles on peut distinguer principa-
lement les travaux de Babuska et Rheinboldt [17], qui utilisent les résidus des équations
d’équilibre pour construire les estimateurs d’erreur, ceux de Ladevéze [156, 157] qui ont
introduit la notion d’erreur en relation de comportement aussi appelée "flux équilibrés"
et utilisant des techniques de construction de champs statiquement admissibles, et les
travaux de Zienkiewicz et Zhu [242| qui ont proposé un estimateur d’erreur pour un pro-
bléme d’élasticité linéaire basé sur le calcul de I’écart entre la contrainte éléments finis et
une contrainte continue obtenue par une technique de lissage de type moindres carrés. De
nos jours, ces trois principales approches ont été largement étudiées et des améliorations
ont été proposées. Une revue des différents estimateurs d’erreur a posteriori peut étre
trouvée dans [4, 18, 106, 231, 232|. Détaillons ces classes d’estimateurs d’erreur dans le
cas linéaire a(u, v) = L(v) et I'idée générale de construction, chacun ayant ses spécificités
et ses avantages.

1. Estimateurs d’erreur en relation de comportement introduits par Ladevéze en 1975 :

On construit un couple admissible déplacement-contrainte (@, &) vérifiant les équa-
tions d’équilibre et les équations de liaison (conditions de Dirichlet et de Neumann).
Seule la relation de comportement n’est pas vérifice (si elle est vérifiée, il s’agit
de la solution exacte). Ainsi la qualité de la solution est évaluée en mesurant la
non vérification de cette loi et I'erreur en relation de comportement est définie par
nre = & — Ae(@). On choisit en général G = uy, puisque le déplacement éléments
finis est admissible. En revanche o, ne ’est pas donc on construit un champ de
contraintes vérifiant les équations d’équilibre et recherché comme un prolongement
de la solution éléments finis. L’estimateur d’erreur donne en théorie une surestima-
tion de l'erreur exacte du probléme notamment en élasticité.

Il a été mis en ceuvre en élasticité bidimensionnelle dans [157] et tridimensionnelle
dans [83]. Dans [155], 'estimateur d’erreur a été obtenu pour le probléeme d’élas-
toplasticité et de dynamique vibratoire en dimension 2. Des améliorations ont été
apportées par la résolution de problémes locaux dans [158].

2. Estimateurs en résidus d’équilibre introduits par Babuska et Rheinboldt en 1978 :

Le champ des contraintes éléments finis ne vérifie pas les équations d’équilibre. On
construit alors des résidus d’équilibre : R}(v) = L(v) — a(up, v).

On calcule une estimation d’erreur associée a chaque élément du maillage & partir du
calcul des résidus élémentaires des équations d’équilibre et du saut des contraintes
aux interfaces des éléments. Les résidus d’équilibre mesurent ainsi la non-vérification
des équations d’équilibre intérieure et la non vérification des conditions d’équilibre
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sur le bord ainsi que la discontinuité du vecteur contrainte au travers de 'interface.
Pour une interpolation linéaire, le terme décrivant le saut de contraintes est prépon-
dérant par rapport au terme du résidu d’équilibre [59].

Les premiers travaux réalisés dans ce domaine ont conduit a des estimateurs ex-
plicites car on obtient une estimation de la norme de l'erreur globale ou locale a
partir de la solution éléments finis et des données du probléme. En effet, Babuska
et Rheinboldt ont proposé un encadrement de l'erreur dans le cas d'un probléme
linéaire avec des maillages quasi-uniformes (voir Définition 2.2.2). Ils ont démontré
I'existence de deux constantes C et Cy indépendantes du maillage et de la solution
éléments finis et Cy > C7 > 0 telles que :

Cin < len|| < Can

Dans [16], les constantes dépendant de la nature du probléme étudié ont été cal-
culées. Les auteurs de [144] l'ont calculé dans le cadre de 1'élasticité linéaire en
1—v
24FEp
Poisson et p > 1 le degré d’interpolation de I’élément fini. Ces estimateurs sont
mathématiquement rigoureux. Ils vérifient les propriétés P1-P2. Mais en général la
propriété P1 n’est pas satisfaite au sens strict car on trouve la borne supérieure a
une constante inconnue pres.
Des méthodes dites implicites [4] par patch d’éléments ou par éléments ont alors
été développées et 'approximation de I'erreur est obtenue cette fois-ci aprés ré-
solution de problémes locaux liés a l'erreur. Sous la condition que des problémes
locaux de dimension infinie peuvent étre résolus exactement, ils satisfont théorique-
ment P1-P2-P3. Malheureusement ’approximation de ces problémes locaux a pour
conséquence la perte de la propriété P1 et un cotit de calcul élevé.
Ainsworth et Oden [4] ont amélioré I'estimateur résiduel par une technique dite de
résidu équilibré. Son principe consiste a calculer des forces de traction sur les faces
de chaque élément du maillage et qui sont en équilibre avec le résidu intérieur local.
Cette technique est théoriquement indépendante de la dimension de l'espace et de
la nature de l'interpolation.

contraintes planes : C' = ol E le module de Young, v le coefficient de

. Estimateurs d’erreur en contrainte introduits par Zienkiewicz et Zhu en 1987 :

Un des principaux défauts de la solution éléments finis est que le champ des
contraintes est discontinu & la traversée des interfaces entre les éléments. Dans
I’expression de 'estimateur résiduel, le terme décrivant le saut des contraintes est
prépondérant par rapport au terme du résidu d’équilibre pour une interpolation li-
néaire. L’erreur pouvant étre estimée uniquement par ces discontinuités, Zienkiewicz
et Zhu choisissent de construire une solution d’ordre supérieur a celui de la solution
éléments finis, espérant ainsi une meilleure approximation de la solution exacte du
probléme. Ainsi ils ont construit un champ de contraintes o, lissé & partir de la
solution éléments finis et continu aux interfaces entre éléments. Pour construire le
champ de contraintes continu, il faut connaitre les contraintes nodales. La valeur
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des contraintes aux noeuds est obtenue en minimisant au sens des moindres carrés
la distance entre le champ continu &, et le champ éléments finis o). L’estimateur
global est défini par ([, tr((6), — o) K~ (6, — o1)))"/%. 1l satisfait la propriété P3
mais violent systématiquement la propriété P1 au sens strict.

Zienkiewicz et Zhu ont proposé plus récemment une méthode de recouvrement glo-
bal et une méthode SPR [240, 243] (Superconvergent Patch Recovery) utilisant la
propriété de super-convergence aux points de Gauss mise en évidence par Barlow.
Cette méthode plus précise et moins cotiteuse calcule une expansion polyndmiale
des composantes du tenseur des contraintes éléments finis sur des patchs topolo-
giques, sous domaines du maillage centrés sur un nocud et contenant un ensemble
de points d’intégration. Zienkiewicz [241] et Oden [193] ont proposé d’autres tech-
niques d’amélioration dans le cadre des raffinements hiérarchiques p et h-p.

Remarque 1.1.1

Avec des modéles analytiques 1D et 2D et des éléments triangulaires linéaires et qua-
dratiques [239], les estimateurs résiduels et en contrainte sont équivalents.

On vient de présenter les grandes familles d’estimateurs couramment utilisées dans le
cadre de la méthode des éléments finis. De nombreux auteurs ont donné des estimations
pour les méthodes des éléments finis mixtes, volumes finis, Galerkin discontinu...

Efficacité d’un estimateur

Quand la solution exacte d’un probléme étudié est connue, la fiabilité des estimateurs

d’erreur est évaluée au moyen de son indice d’efficacité défini par : £ = ou 7 est
lenll1 o
un estimateur de l'erreur exacte globale ||e||; -

Au niveau de chaque élément T' du maillage, 'indice d’efficacité local est donné par :
nr

-~ leally 7

&r

ot nr et [|en||, ; sont ses contributions aux erreurs globales 1 et [lex]|; g

2 2
lealta =D llelli s, n* =D nF
T T

Un estimateur est dit efficace lorsque son indice d’efficacité et son inverse sont bornés
pour toute taille de maillage. Un estimateur est dit asymptotiquement exact lorsque son
indice d’efficacité tend vers 1 quand la taille h des éléments tend vers 0. Lorsque 'indice
est plus grand que 1, il y a surestimation et si l'indice est plus petit que 1, il y a sous-
estimation. Pour évaluer I'indice, la méthode la plus stire consiste a utiliser des problémes
test ou la solution exacte est connue analytiquement. Une autre technique largement
répandue consiste a prendre comme solution "exacte" une solution éléments finis obtenue
sur un maillage trés fin. Pour obtenir des résultats fiables, il est indispensable que ce
maillage soit nettement plus fin que le maillage sur lequel 'erreur est estimée. Dans les
résultats numériques, on compare souvent le taux de convergence de l'estimateur avec
celui de l'erreur vraie. L’égalité des taux de convergence est une condition nécessaire mais
pas suffisante pour obtenir un indice d’efficacité égal a 1.
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Dans une étude numérique, Babuska et al [15] ont montré que lefficacité de leur
type d’estimateur dépend fortement de la régularité de la solution, de la régularité des
¢éléments et de la topologie du maillage. L’exactitude asymptotique est en général basée
sur une super-convergence et n’a lieu que pour certaines topologies de maillage. Pour
des problémes d’élasticité avec des éléments triangulaires linéaires, les résultats montrent
que l'estimateur est moins performant et sous-estime considérablement l’erreur lorsque
I’angle minimal des triangles devient trop petit ou bien lorsque la solution présente des
singularités. Il est souhaitable de surestimer ’erreur afin de 'utiliser comme critére d’arrét
dans un processus adaptatif que nous allons décrire maintenant.

Adaptation et raffinement de maillage

On couple souvent les estimateurs d’erreur a posteriori avec une procédure d’adap-
tation de maillage [204] qui vise, par des modifications des paramétres de discrétisation,
a améliorer la précision de la solution éléments finis pour un moindre cott de calcul.
En pratique, il n’est pas possible de raffiner uniformément la taille des éléments autant
que nécessaire, pour des raisons évidentes de cotits de calculs. Toutefois il est possible
d’optimiser le maillage en raffinant seulement dans des zones prédéfinies (ou l'erreur est
susceptible d’étre plus importante qu’ailleurs) et en déraffinant en dehors de celle-ci : on
parle ainsi d’adaptation de maillage. Ce processus est dicté par des considérations liées,
d’une part, a la géométrie du domaine et d’autre part, a la physique du probléme étudié.

Les techniques d’adaptation de maillage reposent sur trois méthodes principales :

1. h-adaptation :

— méthode locale de h-raffinement |79, 144] : le maillage initial est raffiné en aug-
mentant le nombre de degrés de liberté. On subdivise (par exemple au milieu) les
éléments dans les zones ou la valeur locale de l'erreur est importante. On peut
également regrouper ceux ou 'erreur est la plus faible (diminution du degré de
liberté). Elle est bien adaptée pour capter les singularités.

— méthode globale de h remaillage : cette fois ci, on regénére complétement le
maillage. Elle permet ainsi d’uniformiser efficacement la distribution de 'erreur.
Coffignal I’a initialisé pour les problémes d’élasticité et de plasticité en dimension
deux.

2. r-adaptation :
Apparue en 1973, elle est fondée sur 'amélioration de la solution en optimisant la
position des noeuds dans le maillage sans en ajouter de nouveaux et sans en modifier
les connectivités. L’inconvénient majeur est que la précision de la solution calculée
est limitée par rapport au nombre de degrés de liberté disponibles.

3. p-adaptation |20, 223] :
On augmente le degré d’interpolation des éléments en conservant la topologie du
maillage. Ainsi le maillage modifi¢ contient autant d’éléments mais plus de degrés
de liberté. Un des avantages est que le maillage utilisé comporte peu d’éléments.
Par contre il est difficile de I'introduire avec des formulations mixtes ainsi que de
prévoir le degré d’interpolation a utiliser pour respecter une qualité donnée tout en
minimisant le cott de calcul.
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Les méthodes h et p peuvent étre combinées dans I'adaptation de maillage. Il s’agit alors
de la hp-adaptation [19, 224].

Le critére d’adaptation le plus simple est le raffinement uniforme. Tous les éléments du
maillage sont traités de la méme maniére. Mais on aboutit alors & un nombre de degrés de
liberté important. On 1'utilisera donc principalement pour obtenir la solution de référence
sur un maillage trés fin.

Les autres critéres de raffinement sont les suivants :

— une valeur seuil absolue : tous les éléments dont 'erreur est supérieure a la valeur

seuil seront modifiés. On I'adopte dans le Chapitre 2 comme suit :

¢ construction d'un maillage initial et calcul de la solution approchée

¢ calcul des estimateurs locaux afin d’obtenir une carte locale de 'erreur

© on fixe une tolérance § et on raffine tous les éléments T tels que ny > 6

On recommence a partir d’'un nouveau maillage tant qu’il reste des estimateurs
locaux supérieurs a 4.

— une valeur seuil relative : tous les éléments dont 'erreur est supérieure & un pour-

centage de la valeur maximale sont raffinés.

— une fraction d’éléments : un certain pourcentage dont ’erreur est la plus importante

seront modifiés.

Dans le but d’améliorer la qualité d’une solution approchée obtenue avec un maillage
relativement grossier, on décide d’appliquer dans le Chapitre 3 les techniques d’adaptation
de maillages développées en élasticité dans [73, 157|. Le but des procédures d’adaptation
est de garantir a 1'utilisateur un niveau de précision noté 7, avec un moindre cotit de
calcul. On utilise la h-adaptation dans laquelle la taille et la topologie des éléments sont
modifiées alors que le degré d’interpolation est conservé.

Définition 1.1.1

Un maillage T* est dit optimal par rapport a la mesure de 'erreur n* si (voir [155]) :

{ n* = o (1.1)

N minimal (N : nombre d’éléments (ou de degrés de liberté) dans T™)

Pour résoudre le probléme (1.1), la procédure suivante (voir Figure 1.1) est appliquée :
1. une premiére analyse est effectuée sur un maillage régulier uniforme 7},
2. l'erreur globale correspondante 7 et les contributions locales nr sont calculées,

3. les caractéristiques du maillage optimal 7} sont déterminées afin de minimaliser le
cotit de calcul par rapport a l'erreur globale,

4. on recommence ’analyse sur le nouveau maillage 7.

Le maillage optimal 7} est déterminé par le calcul du coefficient de modification de taille
rp sur chaque élément 7' du maillage Tj, : rr = hX/hp, out hy est la taille actuelle de
I'élément et h} représente la taille qui doit étre imposée aux éléments de T} situés dans
la zone de T afin d’assurer 'optimalité. Le calcul des coefficients r1 est basé sur la vitesse
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de convergence de 'erreur qui dépend du type d’élément utilisé mais aussi de la régularité
de la solution [73]. Ainsi pour calculer les coefficients r7, on utilise la technique détaillée
dans |74] qui prend automatiquement en compte les régions a fort gradient de contraintes.
Le maillage T} est généré a l'aide d’un mailleur capable de respecter la précision de la
carte de taille. Pour obtenir plus de précision, on répéte 'algorithme autant de fois qu’il
le faut pour atteindre une précision proche de la précision désirée 7y (voir [73]).

Probleme physique

Probleme continu

Probleme discret Nouveau
probleme discret

F1G. 1.1 — Algorithme d’adaptation
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1.2 Meéthode des éléments finis étendus : XFEM

La mécanique de la rupture suppose I'existence d’une ou plusieurs macro-fissures pré-
sentes dans le matériau de part et d’autre desquelles les déplacements, les déformations
et contraintes sont discontinus. Les fissures sont de nouvelles frontiéres internes. On ap-
pelle levres de la fissure les deux surfaces qui forment la nouvelle frontiére d’une fissure.
Les équations a résoudre pour obtenir les déplacements, déformations et contraintes en
tout point du solide fissuré sont les mémes que celles pour le solide non fissuré mais une
condition aux limites supplémentaires sur les nouvelles frontiéres internes est imposée. La
présence de fissures dans un corps est associée a :

— un champ de déplacement discontinu le long de la fissure

. : : 1 :
— un champ de contraintes présentant une singularité en — en pointe de fissure, r

\/;

La simulation numérique des problémes de fissuration est essentiellement basée sur
I'utilisation de la méthode des éléments finis. Malgré son cadre mathématique bien éta-
bli et maitrisé, son efficacité et sa puissance pour résoudre de nombreux problémes en
mécanique des solides, 'un des défauts de la méthode des éléments finis classique pour
les problémes de fissuration est la gestion des maillages. En effet celui-ci doit respecter
scrupuleusement la géométrie de la fissure : la fissure doit étre localisée sur les faces des
éléments du maillage et la pointe de fissure doit se situer sur un nceud du maillage afin
de modéliser la discontinuité. De plus, I'approximation du champ de déplacement solu-
tion est formulée a l'aide de fonctions polyndmiales. Mais ces fonctions polynomiales ne

désignant la distance a la pointe de fissure.

permettent pas d’obtenir la singularité en — du champ des contraintes en pointe de
r

fissure. La pointe de fissure doit étre maillée trés finement a cause du fort gradient de
contraintes ce qui augmente le nombre d’éléments et donc le temps de calcul de la solu-
tion. En effet, les éventuelles irrégularités de la géométrie de la structure aboutissent a
une solution analytique singuliére (qui a une valeur infinie des contraintes). Dans ce cas,
le maillage doit étre suffisamment raffiné prés des surfaces irréguliéres afin d’obtenir une
approximation acceptable. Comme les frontiéres internes changent d’une analyse a ’autre,
cette opération de maillage doit étre recommencée & chaque étape, au moins dans une
zone entourant la formation de nouvelles frontiéres. Cette opération peut étre cotiteuse en
temps de calcul. Finalement, la disparité de la géométrie des éléments finis sur l'interface
peut poser probléme pour 'application des lois de contact et de frottement.

Hormis la méthode des éléments finis, il y a d’autres approches possibles : la premiére,
initiée par Ortiz, Leroy et Needleman [194|, consiste & introduire des fonctions d’approxi-
mation discontinues au sein des éléments, la seconde basée sur une discrétisation nodale
consiste & batir Iapproximation sur un ensemble de points (méthode "meshless" [32]).
Celle-ci peut incorporer des modes discontinus afin de modéliser la présence de fissures et
la propagation des fissures sans remaillage est alors possible. Mais elles requiérent un ef-
fort numérique plus important (au niveau du temps CPU) que les méthodes basées sur un
maillage. L'imposition de condition aux limites reste aussi problématique. Une troisiéme
approche est la méthode XFEM (méthode des éléments finis étendus) apparue récemment
et que 'on a choisi d’analyser.
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Cette derniére a été introduite en 1999 dans [182, 183] (dans le contexte de 1'¢lasticité
linéaire) afin d’éviter de remailler les domaines avec des fissures qui se propagent. Elle pro-
pose une simple extension de la méthode classique en autorisant un maillage indépendant
de la géométrie du probléme.

Elle se base sur la méthode des éléments finis avec un maillage normal sans tenir compte
de la géométrie de la fissure. Puis on remplace les éléments qui sont coupés par une fissure
par des éléments spéciaux possédant quelques degrés de liberté supplémentaires qui per-
mettent de représenter un champ de déplacement discontinu de part et d’autre de la fissure
(fonctions escaliers de type Heaviside) et de prendre en compte 1'aspect asymptotique du
champ des contraintes en pointe de fissure (comme dans la méthode d’enrichissement sin-
gulier introduite dans [218]). Cette stratégie permet d’utiliser un maillage indépendant de
la géométrie de la fissure et 'ajout des champs asymptotiques en bout de fissure améliore
la précision en mécanique de la rupture élastique. L’enrichissement reste valable quelle
que soit la dimension du probléme et quel que soit le type des éléments utilisés.

Moés, Dolbow et Belytschko présentent la méthode & 2 dimensions en 1999 et Moés,
Belytschko, Moran, Sukumar [219] celle en 3 dimensions en 2000 pour les fissures statiques.
La thése de Dolbow [81] a mené & de nombreuses publications : Gravouil, Sukumar, Moran,
Béchet, Minnebo, Burgardt ont continué par la suite, améliorant les performances de la
méthode XFEM et explorant ses capacités. Elle a été développée sur une grande variété de
problémes : fissuration, plaques, plasticité, mécanique quantique, mécanique stochastique,

fluide...

1.2.1 Description de la méthode

Les premiéres méthodes d’approximation de problémes faisant intervenir des fonctions
singuliéres (Singular Function Method) ont été introduites pour les problémes ot le bord
du domaine contient des points singuliers [218]. Amara, Destuynder et Djaoua |7, 80| ont
considéré le probléme d’élasticité linéaire en dimension 2 avec une fissure et ont étudié
I'ajout de deux singularités en fond de fissure. Belytschko et Black [31] ont commencé a
incorporer les champs asymptotiques dans ’approximation du déplacement. Puis Moés
et al ont introduit la fonction Heaviside dans ’approximation enrichie du déplacement
et la méthode XFEM est née. L’idée principale de la méthode des éléments finis étendus
consiste a enrichir la base de la méthode classique des éléments finis par :

— des fonctions singuliéres sur la pointe de fissure afin de représenter I'aspect asymp-
totique du champ des contraintes en bout de fissure. Cela permet une représentation
fidéle des phénomeénes physiques ayant lieu en fond de fissure.

— des fonctions discontinues localisées le long de la fissure pour prendre en compte la
discontinuité du champ de déplacement autour de la fissure. Elle prend en compte
la géométrie de la fissure.

L’approximation éléments finis classiques est rappelée : v, = E azY, ol a, sont les de-

Z‘ENh
grés de liberté de déplacement au noeud x et NV}, est 'ensemble des nceuds du maillage. On

note par v, les fonctions de base d’élément fini classique P; au noceud x € N}, satisfaisant
Y (2') = 644, pour tout 2’ € Nj,.

ol



Chapitre 1. Introduction

L’approximation enrichie s’écrit :

4
Vh = {Vh - (C(Q))2 vy = Z a/xrﬁbx + Z be,le)ac + Z ZCJ?ZE??Z)J? azabazacxi S R2}

zeN} zeNH zeN} =1

Le premier terme est le terme classique continu. Le second terme correspond & ’enrichisse-
ment avec la fonction Heaviside. N est I'ensemble des noeuds enrichis par la fonction H
(voir Définition 2.2.3, ces nceuds sont encerclés sur la Figure 1.2). Les b, sont les degrés de
liberté enrichis. D’une part, les fonctions discontinues le long de la fissure sont construites
en utilisant une fonction de type Heaviside H qui est égale a 1 d’'un coté de la fissure
(que 'on a prolongé par une extension plane : voir Figure 2.4) et —1 de autre coté. Les
neeuds dont le support de la fonction de base est entiérement traversé par la fissure sont
enrichis par une fonction de type Heaviside :

Hz)=4+1 si(z—a").n > 0, et —1 ailleurs,

ou z* désigne la pointe de la fissure et n est une normale a la fissure.

Triangles totalement enrichis

triangle en pointe de fissure

Triangles partiellement enrichis

¢ Noeuds enrichis par la fonction Heaviside

® Noeuds enrichis par les fonctions singulieres

F1G. 1.2 — Nceuds enrichis par la fonction Heaviside et par les fonctions singulieres

D’autre part, 'approximation du champ de déplacement est enrichie avec des fonctions
basées sur les développements asymptotiques du champ de déplacement en mécanique de
la rupture élastique linéaire. Pour un matériau homogéne isotrope, les solutions sont :
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1.2. Meéthode des éléments finis étendus : XFEM

— mode I dit mode d’ouverture traduisant la discontinuité normale

1 [ cosg (6 — cos @)
“Iziﬂ/g(l""’/) 0 :

sin 3 (0 — cosd)

— mode II dit mode de cisaillement plan traduisant la discontinuité tangentielle ou
glissement plan

1 /7 sin€(5+2+cos¢9)

-]l a
ur =g 27T( +v)

cosg (2—0 —cos0)

ou v désigne le coefficient de Poisson, E le module de Young, la constante de Kolosov
0 = 3—4v dans le probléme d’élasticité plane et (r, @) correspond aux coordonnées polaires
par rapport a la pointe de fissure (voir Figure 1.3 et [163]).

pointe de
fissure

F1G. 1.3 — Coordonnées polaires par rapport a la pointe de fissure

ﬁ
2 u

F1G. 1.4 — A gauche : mode I. A droite : mode II.
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Chapitre 1. Introduction

La base permettant de décrire ces champs comporte quatre fonctions en coordonnées
polaires : /1 cos(0/2),/r cos(0/2) cos @, \/rsin(0/2),/rsin(6/2) cosf. On choisit la base
équivalente et les fonctions singuliéres sont alors construites en utilisant les quatre fonc-
tions singulieres de base :

Fi = /rsin(0/2),
Fy, = +/rcos(0/2),
F3 = +/rsinfsin(6/2),
Fy = \/rsinfcos(0/2).

Ces fonctions sont les solutions de Westergaard. Seule la premiére fonction est disconti-
nue au travers de la fissure entre —m et 7. Ces fonctions sont dites singuliéres car leurs
dérivées sont singulieres en r = 0. N} est 'ensemble des noeuds enrichis par les fonctions
singuliéres, c’est-a-dire ’ensemble des éléments contenant la pointe de fissure (ces noeuds
sont entourés d’un carré dans la Figure 1.2) et F; € C%(Q — z*).

F1 F2
0.5
0.4 06 0.7
0.3 03
0.4 0.6
0.2 0.2
02 EEEEICERIRERRIEERcE 0.5
0.1 i 0.1
0 0 0 04
-0.1 -0.1
-0.2 0.3
-0.2 -0.2
-0.4 0.2
-03 -03
0.1
-0.4 -06
-0.5 -0.5 & 0
-05 0 0.5 ~05 0 05
F3 F4
0.5 05
0.55
05
0.4 0.4
05
B 04
03 0.45 03
03
.. 0.4 . EmmEamas]

0.2 0.2 02
0.1 i 035 01 o1
0 0.3 o o

Esigisg 0.25 EEsRi el et
-0.1 -0.1 -0.1
0.2
-0.2 -0.2 02
0.15
-03
-0.3 FEE
0.1
-0.4

F1G. 1.5 — Graphique des fonctions singuliéres
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1.2. Meéthode des éléments finis étendus : XFEM

Pour chaque composante du déplacement, on a donc ajouté un degré de liberté pour
chaque nceud de N et quatre degrés pour chaque nceud de NI, Bien que réduisant
I'erreur et bien qu’on utilise un espace enrichi, le taux de convergence est le méme que
celui de la méthode classique des éléments finis. Il est égal a 0.5 pour des éléments P, P,
et P3 (voir [154]). Une des raisons est que la surface enrichie par les fonctions singuliéres
devient de plus en plus petite lorsque le parameétre h tend vers 0. On va décrire maintenant
une variante permettant d’améliorer la vitesse de convergence.

1.2.2 Méthode XFEM avec une surface d’enrichissement fixe

Dans cette variante, on ne limite plus la zone d’enrichissement par les fonctions singu-
liéres & une seule couche d’éléments et on 1’élargit & une zone de taille fixe, indépendante
du raffinement de maillage (i.e. le paramétre h). Les auteurs de [25] montrent qu’une zone
d’enrichissement fixe permet d’obtenir une vitesse de convergence presque optimale et
[154] teste les taux de convergence pour les formulations polynémiales d’ordre supérieur.
L’espace enrichi introduit par [25, 154] est défini par :

4
Vh = {Vh € (C(Q))2 vy = Z a/acwx + Z ba:H,le)m + Z ZC$ZF’Z77Z)$ axabmacmi € RQ}

zeN, zeNH zeNE =1

ot N est 'ensemble des noeuds contenus dans la boule B(z*, R) (voir Figure 1.6). Cette
variante réduit ’erreur par rapport & XFEM classique et améliore la vitesse de convergence
d’ordre h pour la norme H' (voir Figure 1.8). Mais XFEM avec une surface d’enrichis-
sement fixe est une stratégie cotiteuse car un nombre important de degrés de liberté est
enrichi par les fonctions singuliéres. Le conditionnement du systéme linéaire associé est
dégradé par rapport a la méthode XFEM.

m Noeuds enrichis par les fonctions singulieres

F1G. 1.6 — Zone d’enrichissement fixe

On présente alors une variante avec un meilleur conditionnement.
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1.2.3 Méthode XFEM avec une fonction cut-off

La méthode XFEM avec une fonction cut-off consiste a introduire un enrichissement
singulier globalisé au voisinage du fond de la fissure via une fonction de localisation. En
1973, Strang et Fix [218] ont introduit une méthode d’enrichissement non régulier en
utilisant une fonction cut-off pour un maillage dépendant de la géométrie du domaine.
L’espace des éléments finis est défini par :

4

VvV, = {Vh c(CO))Y?: vy, = Z g, + Z b, H, —|—XZCiFi

2N zeN T i=1

= Vp,r+ XVhs2 Qg,by,¢ € RQ}

ot Y € C?() est une fonction cut-off définie comme suit. On se donne 0 < ro < 7 et en
notant r la distance jusqu’a la pointe de fissure, on a :

1 sir < rg,
X(r)y=4¢ pe(0,1) sirg<r<ry, (1.2)
0 sir>ry.
1
0.9
1 08

0.8 10.7

0.6 10.6

04 i ‘ r 105
| \

|
| | 4
02 f ““ | 1 \“ 0.4

0.3

0.2

0 0.1

axe desy -05 -05 axe des x

Fi1G. 1.7 — Exemple de fonction cut-off exponentielle pour rqg = 0.01 et r; = 0.49

La fonction cut-off x a été introduite dans [61, 63] afin d’améliorer les performances
en terme de convergence de la méthode originale introduite dans [183|. La méthode avec
fonction cut-off réduit le cotit de calcul et conserve la convergence optimale. De plus, le
conditionnement du systéme est grandement amélioré. La Figure 1.8 montre les vitesses
de convergence pour la méthode classique des éléments finis, pour la méthode XFEM
avec surface d’enrichissement fixe et pour XFEM avec fonction cut-off pour la norme
H'. La méthode avec cut-off et la méthode avec surface d’enrichissement fixe ont des
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1.2. Meéthode des éléments finis étendus : XFEM

taux de convergence trés proches mais les valeurs de 'erreur sont plus importantes pour
la fonction cut-off. Cependant la fonction cut-off réduit significativement les cotits de
calcul (voir Tableau 1.1). Le Tableau 1.1 et la Figure 1.8 ont été obtenus pour une fissure
rectiligne sur un carré en mode I d’ouverture.

Nombre d’éléments sur [0,1] 40 60 80
FEM 3402 | 7502 | 13202

XFEM avec surface d’enrichissement | 4962 | 11014 | 19578

XFEM avec cut-off 3410 | 7510 | 13210

TAB. 1.1 — Nombre de degrés de liberté en fonction des méthodes

aloars b .| =—&— Without anrichment, slops = —0.50086 |
—#— ¥FEM (Enrichment radius = 0.2), slope = -1.0252
—d— Cutoff, slops = —-0.96356
20.9715% -
o
o lodesee -
2
L
E
- D.24285%% -
T
2.62144% |-
1310727 M

23 45 42 55 53 G5 G5 a5 T2
Mumber of cells in each diraction

Fic. 1.8 — Norme H! de lerreur en fonction du nombre d’éléments sur le bord du carré
en mode I [60]

D’autres variantes de la méthode XFEM (raccord intégral, spider XFEM, base réduite)
ont été développées dans [60].
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Chapitre

Estimateurs a posteriori pour la
méthode XFEM

DANS ce chapitre, on propose, analyse et implémente un estimateur a posteriori par
résidu pour le probléme de Laplace et pour le systéme de 1’élasticité en dimension
deux d’espace approximés par la méthode des éléments finis étendus (XFEM). La méthode
XFEM permet d’améliorer les calculs éléments finis sur les domaines fissurés en utilisant
des maillages sur le domaine non fissuré et en ajoutant des fonctions de base de type
Heaviside et des fonctions singuliéres afin de prendre en compte la géométrie de la fissure
et la singularité en pointe de fissure. Les résultats numériques sont réalisés sous la librairie
éléments finis Getfem++.

Ce travail a abouti a un article paru dans ESAIM proceedings intitulé A posteriori
error analysis for Poisson’s equation approximated by XFEM [125] et un article
soumis intitulé A residual error estimator for the XFEM approximation of the
elasticity problem[126].
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2.1. Les problemes de Laplace et de [’élasticité sur un domaine fissuré

PRES de nombreux travaux numériques développés dans divers contextes en mécanique,
le premier résultat de convergence avec une estimation a priori a été récemment
obtenu pour la méthode XFEM dans [61, 63| : dans I'analyse de la convergence, une
difficulté consiste a évaluer 'erreur locale sur les éléments coupés par la fissure en utilisant
des opérateurs de prolongement adaptés et des estimations d’erreur spécifiques. Dans
[61], les auteurs obtiennent une estimation d’erreur d’ordre h (h désigne le paramétre de
discrétisation) sous la régularité H*™ de la partie réguliére de la solution en gardant en
téte que la solution est seulement de régularité H3/2~¢ pour tout e positif. Un travail
récent [63] prouve une estimation d’erreur optimale d’ordre h sous une régularité H? de
la partie réguliére.

Des travaux numériques remarquables ont été réalisés sur les estimateurs d’erreur a
posteriori. Une technique simple de recouvrement et son estimateur associé pour la mé-
thode XFEM a été proposé dans [41], [40](par la méthode de recouvrement global étendu
XGR), [39](par la méthode des moindres carrés mobiles étendue XMLS) et [207](par la mé-
thode SPR avec polynomes conjoints). Ces estimations d’erreur basées sur le recouvrement
améliorent la technique de recouvrement par patch superconvergent (SPR) introduite par
Zienkiewicz et Zhu. Dans ce chapitre, on propose et on analyse un estimateur d’erreur
de type résidu (voir [17], [231]) pour les problémes de Laplace et de 1'élasticité linéaire
discrétisés par la méthode XFEM. Comme les maillages ne coincident pas avec le domaine
fissuré, on a besoin d’introduire et d’étudier un nouvel opérateur de quasi-interpolation
(voir par exemple [35, 65, 67, 119, 208, 217| pour des opérateurs de quasi-interpolation va-
riés). L’utilisation de ce nouvel opérateur nous permet de réaliser une premiére analyse a
posteriori de 'erreur et d’obtenir une borne supérieure de l'erreur de discrétisation. Dans
la derniére section, on présente plusieurs résultats numériques, réalisés avec la librairie
¢léments finis Getfem++ ([99]). Les expériences numériques montrent que 'estimateur
d’erreur et 'erreur de discrétisation admettent des taux de convergence similaires lorsque
le paramétre de discrétisation tend vers zéro.

Dans la suite, le symbole | - | désigne soit la norme euclidienne de R?, soit la longueur
d’un segment, soit 'aire d’'un plan. Finalement la notation a < b signifie qu’il existe une
constante positive C' indépendante de a et b (et de la taille du maillage) telle que a < C'b.
La notation a ~ b signifie que a < b et b < a simultanément.

2.1 Les problémes de Laplace et de 1’élasticité sur un
domaine fissuré

Soit  un domaine borné de R? possédant une fissure, avec un bord polygonal 92
ou I'r C 00 désigne la fissure (la fissure ['r est constituée de deux segments distincts
ayant le méme emplacement). On fixe une "partition" de 0 de trois ensembles ouverts
disjoints I'p, I'y et I'x ot on considére des conditions homogénes de Dirichlet (sur I'p)
et des conditions homogenes de Neumann (sur I'y UT'g). Des conditions homogénes sont
choisies pour simplifier les notations et ’extension & des conditions non-homogénes peut
étre faite sans aucune difficulté. On suppose que 9Q = I'p UL y UT . On suppose de plus
que les mesures de I'p et I'p sont positives.
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Fia. 2.1 — La géométrie du domaine fissuré 2

Dans ce chapitre, on effectue ’analyse sur deux problémes : I’équation de Laplace (ou
probléme de Poisson) et le probléme de l'élasticité (voir Introduction générale pour les
caractéristiques). Le probléme de Poisson se résume par : pour f € L*(Q) soit u € H'(Q)
la solution variationnelle de

—Au = f dans(,

U =0 surl'p,

o (2.1)
— =0 surI'yUTE,

on

ot Ju/0n désigne la dérivée normale de u sur le bord.
Le probleme d’élasticité est : pour £ € (L*(2))? soit u € (H'(Q2))? le champ de
déplacement solution variationnelle de

—divo(u) =f dans Q,
o(u) = Ae(u) dans (), (2.2)
u = sur I'p,
o(u)n =0 sur 'y UT'p,
Soit d = 1 pour le probléme de Poisson et d = 2 pour 'élasticité et
V={veHQ)" :v=0surTp}.
La formulation variationelle de (2.1) est 'unique solution u de
uelV, /Vu-Vde:/fde, YoeV. (2.3)
Q Q

Détaillons la pour ’élasticité. En multipliant par v € V la premiére équation de (2.2)
et en intégrant sur €2, on aboutit a :

—/diva(u)-de:/f-de
Q Q
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En utilisant la formule de Green, on obtient :

/Qa(u):e(v)dQ:/Qf-de—i—/aQa(u)n~vdF

Alors en prenant en compte les conditions au bord, la solution variationnelle de (2.2) est
I'unique solution u de

ucVv, / v)d§) = /f~de, Vv eV, (2.4)
Q

ol les notations - et : désignent les produits scalaires dans R? et dans 1’espace des tenseurs
symétriques de second ordre dans R?. Ces problémes (2 3) et (2. 4) S écrivent en définissant
la forme bilinéaire a(u v) = [oVu-VodQou a(u,v) = [,o( (v) d2 et la forme
linéaire continue L(v) = [, f-v dQ

u €V, a(u,v) = L(v) pour tout v € V.

Ce probléme équivaut au probléme de minimisation de I’énergie : J(v) = %a(v, v) — f(v)
sur V. Dans [84], I'existence et l'unicité de la solution de ce probléme ont été montrées
pour f € (L*(Q))2.

La solution u des problémes de Laplace et d’élasticité peut étre écrite comme la
somme d’une partie réguliére u, et d'une partie singuliére u,. Pour ’équation de Laplace,
us = Kr'/?sin(0/2) et pour le probléme d’élasticité u, = Kyu; + Kuyp o K, K et Kpg
sont les facteurs d’intensité des contraintes (voir par exemple [163]) et les fonctions uy et
uyr sont définies en coordonnées polaires comme suit dans le cas d’une fissure horizontale
pour = :

0
A (¢ | 985
= ————/ — bcosd 2.
W= mragVar | o | latbeost), (2:5)
S —
2
i 0( + 2+ cos0)
S — (C COS
ujg :i L 2 . (2.6)
w(BA+2¢) V 27 0

cos 5 (2 —c—cosb)

Dans la définition précédente, r désigne la distance a la pointe de fissure, A et ¢ sont
les coefficients de Lamé et

2 TG A

:2 _— p— _— .
=t T r2c T atc

Notons que la composante normale (respectivement tangentielle) de u; (respectivement
uy;) est discontinue sur la fissure (i.e. pour § = 7). On peut vérifier que pour tout € > 0,
les fonctions u; et u;; appartiennent a H2 () (voir par exemple [103, 104]).

63



Chapitre 2. Estimateurs a posteriori pour la méthode XFEM

Remarque 2.1.1

En 1957, Irwin a introduit la notion de facteur d’intensité des contraintes comme
un parameétre caractéristique des champs en pointe de fissure. Les facteurs d’inten-
sité des contraintes Kj et Kj; caractérisent l'intensité de la singularité du champ
des contraintes a la pointe et sont proportionnels a la discontinuité du champ de
déplacement des lévres de la fissure pour chaque mode élémentaire. Ils contiennent
I'information sur la géométrie de la fissure et la nature des sollicitations.

2.2 Discrétisation des problémes de Laplace et de I’élas-
ticité avec la méthode XFEM

On approche les problémes (2.1) et (2.2) par la méthode XFEM avec une fonction
cut-off introduite dans le chapitre précédent (voir sous-section 1.2.3). On considére une
famille réguliére de triangulations 7j,,h > 0 sur le domaine non-fissuré constituée de
triangles fermés T tels que Q = Uper, T (voir [50, 54, 66]).

Définition 2.2.1

Th,h > 0 est une famille réguliére de triangulations de ) avec des triangles, au sens
usuel que :
— pour tout h, Q est 'union des éléments de Tj,.
— pour tout h, I'intersection de deux éléments distincts de T}, est soit vide, soit un
sommet, soit un coté entier.
— le quotient hy/pr du diamétre hy d’un élément T de T), par le diamétre pr de
son cercle inscrit est inférieur ou égal a une constante o qui ne dépend ni de T

ni de h.

Définition 2.2.2

Une famille de maillages T, h > 0 est dite quasi-uniforme si et seulement si elle est
réguliére et s’il existe une constante ¢ > 0 indépendante de h telle que :

VTETh, hr > ch

Pour T' € T},, on rappelle que hp est le diametre de T et h = maxyer, hyr. La régularité
du maillage implique en particulier que, pour tout coté E, de T on a hgy = |E| ~ hr.
Comme les triangles de T}, ne coincident pas avec la géométrie de la fissure, on définit
la famille d’éléments généralisés Gy, h > 0 contenant les éléments suivants : (voir Figure
2.2):

— les triangles de T' € T}, dont l'intérieur n’est pas coupé par I'g,

— les triangles et quadrangles obtenus lorque la fissure partage un triangle de T} en

deux parties,

— le triangle fissuré contenant la pointe de fissure.

Cela implique que 2 = Ugeg, G et Ugeg, G° C Q ot G° désigne le plus grand ensemble
ouvert contenu dans G.
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2.2. Discrétisation des probléemes de Laplace et de [’élasticité avec la méthode XFEM

Triangle contenant le bout de fissure

Fissure

Triangle ayant une intersection vide avec la fissure

Triangles et quadrangles

F1G. 2.2 — Eléments généralisés

Définition 2.2.3

Soit N}, I'ensemble des nceuds de la triangulation Tj,. On dit qu’un noeud x € N, est
enrichi si le patch entourant x : w, = Urger, T est partagé en deux sous-ensembles
(au moins) par la fissure et on note par N;¥ C N, I'ensemble des nceuds enrichis.
On dit qu’un triangle est enrichi (respectivement partiellement enrichi) si trois nceuds
(respectivement un ou deux nceuds) sont enrichis (voir Figure 1.2).

On note par h, le diamétre du patch w,. Si T' € T}, on note par wy 'union de tous
les éléments de Tj, ayant une intersection non vide avec 7. De méme pour un coté F
d'un triangle de T}, on désigne par wg 'union de tous les éléments de 7} ayant une
intersection non vide avec E (voir Figure 2.3). Soit NP = A}, NTp (les noeuds extrémes
de I'p appartiennent a N;P).

Soit Ej, l'ensemble des cotés de I'élément de G, (les cotés sont supposés étre relati-
vement ouverts). Soit Ei" = {E € E;, : E C Q} 'ensemble des cotés intérieurs de Gy,
E&t = E, \ Ei™. On note par EYY ={F € E;,: ECTy}, Ef ={E € E,: ECTp} l'en-
semble des cotés extérieurs inclus dans la partie du bord ot on impose des conditions de
Neumann. Pour un élément généralisé G € G}, (respectivement élément standard 7' € Tj,),
on note par Eg l'ensemble des cotés de G (respectivement par Er 'ensemble des cotés
de T) et d’apres les notations précédentes, on pose Eft = FEq N E™ EN = Eqg N EY,
El = E¢NEF. Pour un coté E d’un élément généralisé G, on introduit ng g = (ng,n,) le
vecteur normal unitaire sortant de G par rapport a E. De plus, pour chaque coté E € Eimt
on fixe un des deux vecteurs normaux et on le note par ng. Le saut d'une fonction scalaire
ou vectorielle v a travers un coté £ € Fj, au point y € E est défini par

[o(y)], = { lim, o+ v(y + ang) —v(y — ang) VE € Ej"t
B v(y) VE € Bt
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0 o

F1G. 2.3 — Patch pour un coté a droite et patch pour un triangle & gauche

L’approximation du probléme de Poisson (2.3) se lit : trouver u, telle que

up, € Vi, / Vuy, - Vo, dS2 = / f’l}h dQ, Yo, € Vi, (27)
Q Q
ol
Vi, = {Uh eC():v, = Z gty + Z by Hip, + cxr'/? sin(6/2)
zeN}, zeNH

= Unyr + XVh,s, Qg bxa ceE R} cV (28)

On rappelle la définition de V, pour I’élasticité :

4

VvV, = {Vh c(CO))Y?: vy, = Z az Y, + Z b, H, +XZC@'F}

2N, reNH i=1

= Vur + XVh,s,  Qg, ba:a ¢ € R2}
Le probléme discret issu de (2.4) consiste a trouver u, telle que

u, € Vy, / O'(llh) : €(Vh) dQ) = / f-v,dQ, Vv, eV, (29)
Q Q

En utilisant le théoréme de Lax-Milgram, on déduit que les problemes (2.7) et (2.9)
admettent une solution unique.
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2.3 Opérateur de quasi-interpolation

Dans cette section, on introduit un opérateur de quasi-interpolation qui sera utilisé
dans ’analyse a posteriori dans la prochaine section.

2.3.1 Définition

On utilise un opérateur de quasi-interpolation 7, (voir par exemple [35, 65, 67, 119,
208, 217| pour des opérateurs variés). Au noeud z, la valeur de la quasi-interpolation est
souvent une "moyenne" de la fonction sur le patch w, autour de x. Pour simplifier la
discussion suivante, on suppose que les extrémités de la fissure appartenant a 0 ne sont
pas soumises aux conditions de Dirichlet. On commence alors par construire l'opérateur
de quasi-interpolation 7, dans le cas scalaire pour I’équation de Laplace : on pose

X={veH'(Q):v=0surI'p}.

et
X, = {vh €CQ) o= bt Y PBoHtw 0B € R} C X,
zeN, $EN}{{
et on définit
Th - X — Xh.

Remarque 2.3.1

X, n’englobe aucune fonction singuliére de la pointe de fissure.

La premiére idée serait d’utiliser un de ces opérateurs sur le maillage régulier 7j,. Une
telle approche contient des termes comme |[u — up||1 o, (00t T € T},) et malheureusement
ni u ni uy, n'appartient & H'(Q) (donc u — uy n'appartient pas en général & H'(wr)) a
cause de la discontinuité a travers la fissure.

Le seconde idée est de définir 7,v (avec v € H'(Q)) séparément de chaque coté de la
fissure. Si on divise €2 en et £ le long de la fissure et de son extension rectiligne (voir
Figure 2.4), on définit d’abord m,v sur £y (resp. 23) en utilisant uniquement les valeurs
de v sur € (resp. Q). Cela consiste a définir m,v sur chaque élément généralisé G € Gj,.
Cette approche meéne a des difficultés techniques car les éléments de (G, sont parfois des
quadrangles.

Par conséquent, on choisit une approche qui consiste & déterminer 7,v séparément de
chaque coté de la fissure en définissant m,v,,G € G, et en utilisant les valeurs de v de
chaque coté de la fissure. On doit alors utiliser des opérateurs de prolongement. Comme
on 'a déja mentionné, on divise €2 en )y et {2y a I'aide de l'extension rectiligne de la
fissure (voir Figure 2.4). Soit v € H'(2) avec v = v, € H' (1) et vy = v)o, € H'(Qy).
On définit une extension o; de v; définie sur Q (voir [3, 92]) telle que

101l < llorllne, < flvllie (2.10)

et une extension ¥, (définie sur Q) de vy telle que
12]l10 S llv2lln0. < vl (2.11)
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F1G. 2.4 — Décomposition du domaine en utilisant une extension rectiligne de la fissure

Pour tout v € H'(2), on définit 7,v comme 'unique élément de X}, tel que

TR = Z (V)N + Z Be(V)HA,. (2.12)

TEN}, zeNH

satisfaisant les conditions suivantes :

e Etape 1 : Définition de 7,v aux noeuds N, de la triangulation 7j,.

i : Neeuds non enrichis : Siz € Nj, \ WP est tel que w, ne soit pas coupé par la fissure
(i.e. pas partagé en plusieurs parties) alors

() = 1/wxv(y)dy.

‘Wm‘

On obtient par 'inégalité de Cauchy Schwarz :

[mro(@)] S lwel ™20 llw, ~ B 0 lle, < B 0], + V0L,

Les trois nceuds du triangle contenant la pointe de fissure font partie de cette section.
i : Neeuds enrichis : Six € Ny \NP, x € Q, £ = 1,2, est tel que w, soit coupé par
la fissure alors on pose

() = — /wx@g(y)dy.

|wx |
Ainsi on déduit

mao(2)] S |wal ™2 1Tellu, ~ by Telle, < Bz Bl + 11V,

Notons que si x appartient a la fissure et (ii) est vérifié alors il y a deux valeurs pour
mpo(zx) @ P'une correspondant a muv(z) sur € et Pautre correspondant a m,v(z) sur €.
On verra a I'étape 2 la détermination de 7, dans ce cas.
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iii :Neeuds de Dirichlet : Siz € NP, notons ', = w, NT'p (on rappelle que [pNT'p =0
pour simplifier) et on pose :

1
Ca| Jr,

T (x) v(y)dr.

Par une inégalité de trace mise a 1’échelle (voir par exemple [103, 113]) :
Wlle < hg P lollr + k| Volly, Yo € HY(T),VT € T),,VE € Er, (2.13)
on déduit

mo(@)] S [Tal 2 l0lle, ~ b2 olle, S eV (2 olle, + B2V, )

S
S he vlle, + VYo,

e Etape 2 : Définition de m,v sur 2.

Avec les expressions nodales précédentes, on définit par interpolation linéaire la fonc-
tion m,v sur chaque triangle sauf ceux coupés par la fissure.

Remarque 2.3.2

Un triangle peut étre totalement enrichi (i.e. ces trois noeuds sont enrichis) et ne pas
étre coupé par la fissure.

Si le triangle est coupé par la fissure alors il est soit enrichi (trois noeuds enrichis) ou
partiellement enrichi (un ou deux noeuds enrichis)(voir Figure 1.2). La définition pour les
triangles coupés par la fissure est donnée ci-dessous.

On considére en premier lieu un triangle totalement enrichi 7" avec par exemple x; € )

et Ty, x5 € Q. Pour déterminer (7,0)q .y, o1 écrit :

Ao = o [ aw (2.14)

‘Wm‘

pour T = 1, T, 3. Alors T}v est défini par interpolation linéaire sur T et mpv est défini
sur 7' N ; comme la restriction de ﬁ}Lv aTnQ.

De méme on définit (m,v)q, ., par la restriction sur T'N Qy de 7Zv définie pour
T = T1,To, T3 par :

o) = — / Baly) dy. (2.15)

|ws |
Une construction similaire est accomplie pour les triangles partiellement enrichis : si
un nceud x n’est pas enrichi alors on calcule la valeur de 7,v(x) au nceud et s'il est enrichi,

on calcule les deux quantités (2.14) et (2.15) correspondant & 0; et ¥y en ce nceud.
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Remarque 2.3.3

2

De la construction précédente de mpv et I'expression (2.12), on voit que :
o, (v) = mo(z)  siz e N, \ N

Siz e N,z € Qy et en notant £ = 3 — k, on obtient :

(V) + o (v) y)dy, et ag(v) = Ga(v)

J:| |w9€|
D’ou
H(z)

2|w,|

() = 57 / W) L) dy, et Bulv) = /@k<y>—m<y>>dy.

3.2 Stabilité

Maintenant on considére les propriétés de stabilité de notre opérateur sur les éléments

généralisés :
Lemme 2.3.1

Pour tout v € H'(Q) et tout T € T}, on a :
(i) Si aucun neceud de T n’est enrichi (ainsi la fissure ne partage pas T') alors :

lmnvllr S lvllor + 2zl Vllor,
(ii) Si les trois neeuds de T sont enrichis, alors pour { =1 et { = 2, on obtient :
Imnvllroe, S [odler + he IVl

(iii) Si un (ou deux nceuds) de T est enrichi et si wy est coupé par la fissure (T C €,
pour{=1oul=2)ona:
lmnvllz S 0ellwr + Ao IV O|or

~Y

(iv) Si un (ou deux neceuds) de T' est enrichi et si wr contient la pointe de fissure alors
pour{=1oul=2 ona:

Imnollzne, S 0dlor + [[0llor + bl Voellor + bl V|-

Remarque 2.3.4
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Par régularité du maillage, il existe un nombre fini indépendant du maillage de triangles
satisfaisant (iv) : plus précisément cet ensemble est contenu dans wr- ou T* est le
triangle contenant la pointe de fissure (voir Figure 2.5). Quelques triangles de cet
ensemble sont coupés par la fissure et les autres non.




2.3. Opérateur de quasi-interpolation

type ii

. type i

o Noeuds enrichis

type iv

type iii

F1G. 2.5 — Les différentes configurations du Lemme 2.3.1

Démonstration: (i). Si aucun des nceuds n’est enrichi alors pour chacun des trois nceuds
de T, ona:

v ()] S B Hlvllw, + 1V,

En écrivant mpv = Y cpmpv(2)1, sur T et en utilisant le fait que |||l ~ hp ~ hy, le
résultat découle.

(ii). Prenons par exemple ¢ = 1. En notant que pour chacun des trois nceuds de T,
on a

Fav(@)] < he 101w, + 1Vl

et en se servant de la méme estimation que dans (i), on aboutit au résultat. Le méme
résultat est valable lorsque ¢ = 2.

(iii) et (iv). Ces estimations sont obtenues comme les précédentes. [

Maintenant on considére les propriétés de stabilité de 7, sur les cotés des éléments
généralisés non localisés sur la fissure.
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Lemme 2.3.2

Pour tout v € H'(Q) et tout coté E d’un triangle T € Ty, on a :
(i) Si les deux extrémités de E ne sont pas enrichies :

Imvle S g0l + 1 V0lo,
(ii) Si les deux extrémités de E sont enrichies alors pour ¢ =1 ou { = 2, on obtient :
—1/2 ~ /21w~
Imivllzna, S he'liellos + 1 Ve,

(iii) Si seulement une des extrémités de E est enrichie et si wg est coupé par la fissure
(ainsi E C Qy pour £ =1 oul=2), on a:

—1/2 ~ 1/2 ~
lmwvlle S hiloellos + hi 21V los

(iv) Si seulement une des extrémités de E est enrichie et si wg contient la pointe de
fissure alors pour ¢ =1 ou ¢ = 2, on obtient :

—1/2 ~ —1/2 1/2 ~ 1/2
Imnvllzna, S Pe lelos + b2 10llos + h 1 VOellwp + BRIV lwp.

Remarque 2.3.5

Il y a un nombre fini indépendant du maillage de cotés satisfaisant (iv). Plus précisé-

ment tous ces cOtés ont une extrémité appartenant au triangle contenant le bout de
la fissure.

—— Fissure

—  Aretes de typei

Aretes de type ii

__ Aretes de typeiii

Aretes de type iv

° Noeuds enrichis

F1G. 2.6 — Les différentes configurations du Lemme 2.3.2
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Démonstration: (i). Pour les deux extrémités de E, on a :

mhv(@)] S et vllw, + 1V,

En écrivant mpv = Y p mav (), et en utilisant |[¢,|| g ~ h%z, hg < hg, on aboutit au

résultat.

(ii). On suppose d’abord que E appartient & €. Alors E Ny = E et pour les deux
sommets de F, on déduit :

7ho(@)] S ha Bellw, + 1V,

L’estimation est obtenue comme pour (i). Si E est coupée par la fissure, la discussion est
la méme avec ENQy = Ey.
(iii) et (iv). Directe (voir (i) et (ii)). |

Maintenant on étudie la stabilité de I'opérateur de quasi-interpolation 7, sur la fissure.
On note par F, C Ej l'ensemble des cotés vivant sur la fissure (ces cotés correspondent
aux cotés des éléments généralisés sur la fissure).

Lemme 2.3.3

Pour tout v € H'(Q) et tout coté F € Fy,, on a :
(i) Si FF C T € Ty, ou T est totalement enrichi alors pour ¢ =1 et { = 2, on obtient :

12, —1~ 12w~
|n0)io e S AR 1Bellor + P Vel
(ii)) Si F C T € Ty, ou T est partiellement enrichi, alors pour { =1 et { =2, on a :
12, —1~ 1/2 |~ 1/2, - 1/2
[(m)io e S iRz 9ellor + R IV + BB [Vl + B[V llar,

(iii) Si I C T € Ty, avec la pointe de fissure contenue dans T, (alors (myv) ), = (Thv)|q,
sur '), on a :
1/2; - 1/2
Imielle S bR ollor + B[V 0llor-

~

Démonstration: (i), (ii) et (iii). On considére un co6té F' = (a,b) et on fixe { =1 ou £ = 2.
Sur F', on a
(Thv) o, = (Th0) g, (a)tha + (ThV)|q, (D)1,
ou Y, et 1, sont les fonctions de base des cOtés en a et b. Soit T' = x1x0x3 € T} le

triangle contenant F'. Comme (Whv)‘ﬂe est construit comme la restriction de l'extension

affine sur T, alors (mv)),, (a) et (ﬂhv)bl (b) sont des combinaisons convexes de 7 v(z;)
et de mpv(z;) dépendant du fait que z; soit enrichi ou non. On obtient soit :

Thv(i)l S ha 0ellen, + V0w,

soit
[mho(@)| S hitollw,, + V0]lw,, -

Les résultats (i), (ii) et (iii) proviennent de ||[¢q||r ~ |[¥pl|F ~ h};/Q. [ |
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® Noeuds enrichis
Aretes de type i

Aretes de type ii

—  Aretes de type iii

Fissure

F1G. 2.7 — Les différentes configurations du Lemme 2.3.3

2.3.3 Estimations d’erreur

On considére désormais les estimations locales de Ierreur en norme 2.

Lemme 2.3.4
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Pour tout v € H'(Q) et tout T € T}, on a :
(i) Si aucun des neceuds de T n’est enrichi alors

lo =mnvlle S hel|Vollwr,
(ii) Si les trois noeuds de T sont enrichis alors pour { =1 ou{ =2, on a :

v —mhvllrne, S hrll Ve,

(iii) Si un (ou deux nceuds) de T sont enrichis et si wr est coupé par le fissure (alors
T CQypourl{=10ul=2) ona:

Y

v =7l S el Vg,

(iv) Si un (ou deux neceuds) de T' est enrichi et si wr contient la pointe de fissure alors
pour £ =1 ou { =2, on obtient :

HU — 7ThUHTmQZ S hry/— 1n(hT) (HV@”Q + HVUHQ) .



2.3. Opérateur de quasi-interpolation

Démonstration: En supposant que les fonctions constantes sont prolongées de 'autre coté
de la fissure par les mémes fonctions constantes, m;, préserve les fonctions constantes.
Ainsi, pour tout v € H'(f2) et toute fonction constante c¢(z) = ¢ on écrit :

v—Tp =v —c —7p(v —¢).
(i) Dans ce cas
lo = mnollr < flv = clop +lmv =)z < hrlIVollwr,

en utilisant le Lemme 2.3.1(i) et en choisissant ¢ = |wp| ™! fwT v(x)dz avec hy ~ hy,,.
En effet,

o =clor = i [ ©(0) - v@)dsll,

IN

o]t / I(0(@ + ah) — () ||up de

< forl [ [0l de
wr
= [IVollorlalhor
(ii) On écrit, pour toute fonction constante c :

10 = cllwgy + ITh (v — ) lTne,
19¢ — cllwy + PV Oelwr
hr ||V 0|y

[ = mhvllTng,

AR IANYAN

ot ¢ = |wr|™! [ #(z)dx et on conclut comme pour (i) en utilisant le Lemme 2.3.1(ii).

wr
(iii) Comme pour les cas précédents.
(iv) Cette estimation est obtenue en utilisant le Lemme 2.3.1(iv) et en choisissant

c=|wp|™! Joop Ve(z)d -

100 = cllor + Imn(v = ¢)llrne,

100 = Cllwr + [1v = clloy + P VOllwr + hrl[Vollw,
100 = Vllwr + hrlIVOellwr + hr([Vollwy-

[o = mhollrg,

AR ZANYAN

De plus, en notant 1x la fonction indicatrice de I’ensemble X, on a

100 = vllor = (2 = 0)lurllo
< o= vlialllerl, 2,
1-2
S by Y _UHL‘I(Q)
1,1-2
S @2hy "oe =l
1,1-2 .
S @hy "IV =v)lle
11-2
S azhy (Ve + [Volle)
ol 2 < g < oo et I'inégalité de Sobolev [|wl|zq(q) < Cq'? w10 a été utilisée, voir [95].
_2
Par minimisation de la fonction f(x) = x%th . on choisit ¢ = —In(h7) et on obtient
finalement l’estimation. |
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Lemme 2.3.5

Pour tout v € H'(Q) et tout cété E d’un triangle T € T}, on a :
() Si deux des extrémités de E ne sont pas enrichies :

o —molle S 2Vl

Y

(ii) Si deux des extrémités de E sont enrichies alors pour { =1 ou{ =2, on a :

1/2 ~
o= mollgna, S e IVodlos,

~

(iii) Si seulement un des deux sommets de E est enrichi et si wg est coupé par la
fissure (ainsi E C Qy pour { =1 oul =2), on a :

1/2 ~
v = molle S hg 2 Vel los:

(iv) Si seulement une des extrémités de E est enrichie et si wg contient la pointe de
fissure alors pour { =1 ouf =2, 0n a :

o =m0l pea, S b V=) (Ve + [ Voll).

Démonstration: (i) Comme 7, préserve les fonctions constantes, on a pour tout v € H'(f)
et toute fonction constante c¢(z) = ¢ : v — v = v — ¢ — (v — ¢). Ainsi par 'inégalité
de trace mise a I’échelle (2.13) et le Lemme 2.3.2(i), on obtient

—-1/2 1/2
lo =molle < o —clle + Im@=alle S b5l = cllog + b1 V0llog,

et on choisit ¢ = |wg| ™! wa v(x)dx avec hg ~ hy,.

(ii, ili) Comme dans le cas précédent avec ¢ = |wg|™! [

wp V(@) d.

(iv) L’estimation est obtenue en utilisant le Lemme 2.3.2(iv) et en choisissant
c=lwg|™! wa O¢(x)dz. On effectue les mémes calculs que dans le Lemme 2.3.4(iv) :

v =m0 gra, [0 = clle + lmn(v — )l pra,
—1/2 ~ —1/2 1/2 ~ 1/2
21150 = cllow + B2 10 = ellup + R 21V oelop + B 1V 0]lwp
—1/2 1~ 1/2 ~ 1/2
150 = vllws + hp 1Vl + g V0]l

2/~ (he) (|V3la + | Vollo).

AR ZANRZA

Le prochain lemme consiste a estimer l’erreur commise par l'opérateur moyenné sur

les cOtés des éléments généralisés localisés sur la fissure. L’ensemble de ces cotés est noté
Ey,.
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Lemme 2.3.6

Pour tout v € H'(Q) et tout coté F € Fy,, on a :
(i) Si F C T €T, ouT est totalement enrichi, alors pour { =1 et { =2, on a :

1/2 ~
I0 = m0)a lr S 1Vl

~Y

(ii)) Si F C T € T, ou T est partiellement enrichi, alors pour { =1 et { =2, on a :

| = 7)o lr S e *V=Tn(hr) (Vo + [ Vollo),

(iii) Si FF C T € Ty ou la pointe de fissure se situe dans l'intérieur de T, (alors
(Thv) g, = (TRV)|,, sur F), on a :

1/2
hi2 V0|

Y

V16, = mnvllF S

Démonstration: (i) Comme 7, préserve les fonctions constantes, on obtient pour tout
v € HY(Q) et toute fonction constante c¢(x) = ¢ : v — mv = v — ¢ — (v — ¢). Par
I'inégalité de trace mise a I’échelle généralisée (voir [103, 113]) :

—-1/2 1/2
lwllr S bz lhollr + i * Vol
et le Lemme 2.3.3, on obtient

(v = 7o), lr - < [0 = ellp + [lmn(ve = ¢)||
—1/2 ~ 1/2 1o~ 1/2, —1) - 1/2 1~
< ey Pl = ellr + hal* 19 ellz + bR e = el + 23[90 .
D’oil la conclusion avec ¢ = |wrp|™? fwT O¢(z)dz. La preuve de (ii) et (iii) est la méme que

précédemment. |

Ayant défini et analysé 'opérateur de quasi-interpolation 7, : X — X, dans le cas
scalaire, I’extension au cas vectoriel est immédiat en définissant

v V=XxX— X, xX,

tel que pour tout v = (v1,v2) € X x X on ait wjv = (mv1, T,v2). Bien sir les estimations
d’erreur des Lemmes 2.3.4, 2.3.5 et 2.3.6 sont encore valables pour mj.

2.4 Estimations d’erreur

2.4.1 Estimations a priori

Une estimation d’erreur a priori quasi optimale a été montrée [61, 62] : les auteurs
ont obtenu une convergence d’ordre h sous la régularité (H*™(Q))? pour u — yu,. Plus
récemment, une estimation d’erreur a priori optimale a été obtenue dans [63] pour la
méthode XFEM avec une fonction cut-off y, pour d=1oud=2:
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Théoréme 2.4.1

Soient u la solution de (2.3) (respectivement (2.4)) et uy, solution de (2.7) (respecti-
vement (2.9)). Sous la régularité (H*(Q))? pour u — xus, on a :

[ = unllro S hllu = xus|l20.

Ceux-ci ont également montré une estimation a priori pour la méthode XFEM avec surface
d’enrichissement :
Théoréme 2.4.2

Soient u solution de (2.3) (respectivement 2.4) telle que u — u, € (H?(2))? et uy
solution de (2.7) (respectivement 2.9). L’estimation suivante a lieu pour R un rayon
fixe indépendant du paramétre de maillage :

[ = unllo S Plllv = wsllao + llusllie + llusll20 e, 7/2)-

Notons qu’en utilisant une méthode classique par éléments finis, on obtient un taux
de convergence de seulement h'/27¢ car u appartient a (H%/275(2))2.

De plus, I'influence du rayon de la fonction cut-off a été comparée sur plusieurs si-
tuations dans la Figure 2.8. Le taux de convergence est faiblement modifié et le niveau
d’erreur est influencé par la zone de transition de ’enrichissement. Ceci est dii & la norme
H? de la fonction cut-off. Pour les résultats numériques, on choisira donc ry = 0.01 et
r = 0.49.

Cutoff comparison

ooaFiss b e _.IB_Cutniilr1=n.nl1.rn=n.4a.slupg=-|:|.~32?34 -
,=0.49, slope = -0.21035

- —m— Cutoffr =0.15,1,=0.49, slope = -0.822322

w . Cutoffr,=0.01,r,=0.39, slope = -0.21051

104858% [ e —— Cutofir =0.1r =04, slope = -0.82352 [

—— Cutoffr =0.05,1

H1 ralativea armor

S2dz2estw o

262144% o

40 4G 50 56 &0 [ S TG &0
Mumber of cells in each direction

F1G. 2.8 — Influence du rayon de la fonction cut-off pour le mode T [60]
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2.4.2 Estimations a posteriori
Définition de l’estimateur par résidu

En écrivant up, = up, + xups comme dans (2.8) et (2.9), le résidu exact par élément
est défini par :

R = f+ Aup = f 4 Axuns) = f 4 cA(xr'/?sin(6/2))  pour le probléme de Poisson

Re =f+dive(u,) =f +divo(yu,s) pour 'élasticité
sur chaque élément généralise G € Gj. Comme A(r'/%sin(0/2)) = 0 (respectivement
divo(u,,) = 0), on déduit que lexpression A(xr'/?sin(6/2)) (respectivement
div o(yuy)) disparait sauf sur les éléments (éloignés de la pointe de fissure) ayant une
intersection non vide avec 'anneau o y varie entre 0 et 1.

Définition 2.4.1 (Estimateur d’erreur résiduel pour le probléme de Laplace)

Soit G € Gy, et T € T}, le triangle contenant G. Les estimateurs d’erreur locaux et
global sont définis par

me = hrC(hr)||f + Alxuns)lla,

1/2
e = hl/QD(hT) Z 1[0un /o] 5|5 ;
E€ESMUENUE
1/2
N = (77%0+772G , 7)—(277@> '
GGGh

ot C(hr) = \/—In(hr) pour les éléments du cas (iv) du Lemme 2.3.4, sinon C'(hr) =1
et D(hy) = v/—1In(hr) pour les éléments du cas (iv) du Lemme 2.3.5 ou du cas (ii)
du Lemme 2.3.6, sinon D(hr) = 1.

Définition 2.4.2 (Estimateur d’erreur résiduel pour le probléme d’élasticité)

Soit G € Gy, et T € Ty, un triangle contenant GG. Les estimateurs résiduels locaux et
global sont définis par :

1/2
1/2
e = hil*D(hr) > eyl |
EcESUENUEL
1/2
Nna = (771G+772G ; 77_<Z 770) ;
GeGy,

ou C(hr) = \/—In(hr) pour les éléments du cas (iv) du Lemme 2.3.4, sinon C(hr) = 1
et D(hr) = /—In(hr) pour les éléments du cas (iv) du Lemme 2.3.5 ou du cas (ii)
du Lemme 2.3.6, sinon D(hr) = 1.
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Remarque 2.4.1

On obtient le résidu exact par élément ||f + div o (xuss)|l¢ qui mesure la non vérifi-
cation de I'équation d’équilibre intérieure :

for (unsigned ii=0; ii < pail—>nb_points_on_convex(); +4+4ii) {

base small vector res = sol f(pail—>point(ii));

ctx1.set xref(pail—>point (ii));

pf1—>interp01at1on7hess(ctxl coeffl , hessl ,dim_type(qdim));

for (size type i = 0; i < N; ++i)

for (size_ type j = 0; j < N; ++j)

res[i] += (lambda + zeta) * hessl(j, ixN+j) + zeta * hessl (i, jxN+j);

ERR|[cv] +=radiusxradiusxctxl.J()*pail—>coeff(ii)*ctxl.J()*pail—>coeff(ii)*gmm::
vect_norm2_sqr(res);

ot 'on a utilisé I'expression suivante pour ’équation d’équilibre pour 1 =1,2 :

A+ Q) i(dlvu)+CAuz+fz—0

)

D’autre part on a le terme de résidu de bord ||[o(w,)n] ||% : sil vaut [o(uy)ng],,
VE € EZ il mesure la discontinuité du vecteur contraintes dans la direction ng a

Dinterface entre deux éléments :

for (short type f1=0; fl < mesh.structure of convex (cv)—>nb_faces(); ++f1) {
if (gmm::abs(mmls(mesh.trans of convex (cv)—>convex ref()—>points_ of face(fl)[0])) < 1E-7
* radius) continue
for (unsigned ii=0; ii < pail—>nb_points on_face(fl); +4+4ii) {

ctxl.set_xref(pail—>point_on_face(fl1, ii));

gmm:: mult(ctx1l.B(), pgtl—>normals()[fl], up);

scalar_type norm = gmm::vect_norm2(up);

up /= norm;

scalar_type coefficient = pail—>coeff on_face (fl, ii) x ctx1.J()* norm;
pfl—>interpolation grad(ctxl, coeffl , gradl, dim_type(qdim));
gmm::copy (gradl, E); gmm::add(gmm:: transposed (gradl), E);
gmm::scale(E, 0.5);

scalar type trace = gmm::mat _ trace(E);

gmm:: copy (gmm:: identity matrix (), SI1);

gmm:: scale (S1, lambda x trace);

gmm: :add(gmm:: scaled (E, 2xmu), S1);

ctx2.set xref(xref2);

pf2—>interpolation grad(ctx2, coeff2, grad2, dim_type(qdim));
gmm:: copy(grad2, E); gmm::add(gmm:: transposed (grad2), E);
gmm:: scale (E, 0.5);

trace = gmm:: mat_trace(E);

gmm:: copy (gmm:: identity matrix (), S2);

gmm:: scale (S2, lambda * trace);

gmm::add(gmm:: scaled (E, 2xmu), S2);

gmm:: mult(S1, up, jump);

gmm::mult add(S2, gmm:: scaled (up, —1.0), jump);

ERR[cv] 4=radiusxcoefficient*coefficientxgmm: :vect_norm2_sqr(jump) ;

et s'il vaut o(uy)n,VE € EY U EE, il mesure la non vérification des conditions
d’équilibre sur le bord.

for (unsigned ii=0; ii < pai_crack—>nb_points(); ++ii) {
ctxl.set xref(pai_ crack—>point (ii));
mmls. grad (pai_crack—>point (ii), gradls);
gradls /= gmm::vect norm2(gradls);
gmm::mult(ctx1 .B(), gradls, up);
scalar type norm = gmm::vect norm2(up);
up /= norm;
scalar_type coefficient = pai_crack—>coeff (ii)xctxl.J();

for (scalar_type e = —1.0; e < 2.0; e += 2.0)
base node ptref = pai_ crack—>point(ii) + e *x 1.0E—7 * gradls;
if (pgtl—>convex ref()—>is_in(ptref) > 0.) continue;
ctx1.set xref(ptref);
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pfl—>interpolation grad(ctxl, coeffl , gradl, dim_type(qdim));
gmm:: copy(gradl, E); gmm::add(gmm:: transposed (gradl), E);

gmm:: scale(E, 0.5);

scalar type trace = gmm::mat_trace(E);

gmm:: copy (gmm::identity matrix (), S1);

gmm:: scale (S1, lambda * trace);

gmm::add(gmm:: scaled (E, 2xmu), S1);

gmm:: mult(S1, up, jump);

ERR[cv] +=radiusxcoefficientxcoefficient+gmm::vect_norm2_sqr(jump);

Dans ces derniers programmes, on a utilisé la loi de Hooke définie en (2.29) ainsi que
les transformations des calculs d’intégration et de dérivation par rapport a I’élément
de référence.

Remarque 2.4.2

La présence des termes en In(hr) dans 'estimateur est valable que pour un nombre fini
(indépendant du maillage) d’éléments proche de la pointe de fissure. D’un point de vue
numérique, ces termes en In(hy) sont négligeables. Dans le cas de la méthode standard
des éléments finis avec le maillage coincidant avec la fissure, on a G, =T}, et G =T
(évidemment la méthode XFEM n’est pas une généralisation de la méthode standard
par éléments finis pour les maillages non coincidants avec la fissure). Dans le cas des
maillages coincidant avec la fissure, on voit que les termes en In(hy) disparaissent (i.e.,
C(hr) = D(hy) = 1) et on retrouve I'estimateur résiduel classique (voir par exemple

[36, 231)).

Borne supérieure

Théoréme 2.4.3

Soit u € V' la solution de (2.3) (respectivement (2.4)) et soit uy € V}, la solution de
(2.7) (respectivement (2.9)). Alors

luv = unllro < n-

Démonstration: e Démarrons la preuve pour le probléme de Poisson :
En notant 'erreur :

e =1u—Up,

on a, d’aprés (2.3) et (2.7) :
Vel = [ Vu-V—uw) - [ Vo Via—w)
Q Q

= /Qf(u—uh)—/gvuh'v(u_“h)
— /Qf(u—vh)—/QVuh-V(u—vh), Yoy, € V.

En partageant les intégrales sur chaque élément généralisé G € G et en écrivant
Up = Upr + XUp,s, ON aboutit &
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82

Vel = 3 [ ru=w)

GeGy
- Z /vuhr‘ (u—wp) Z /quhs -V(u—wp)
GeGy, GEeGy,

= Z/f+Aths) w—vp) = Y. / [Oun,r/OnE] 5 (u — vn)
GEG EeEznt

- Z /%uh(u—vh) Vup, € Vi, (2.16)
EcENUEF "

ot l'on a utilisé la formule de Green sur chaque élément généralisé (remarquons que bien
que le triangle contenant la pointe de fissure ait un bord non Lipschitz, on peut le diviser
en deux parties en utilisant I’extension rectiligne de la fissure et utiliser séparément la
formule de Green sur chaque partie, voir Annexe B pour une autre preuve) et le fait que
Aup, = 0 sur G et [0(xup,s)/On], = 0 pour tout E € E/™.
A cette étape, on fixe le choix de v,. On pose
vp = up + mp(u — up).

On consideére (2.16) : avec le choix figurant ci-dessus, on peut estimer chaque terme de
droite de 'expression précédente. L’inégalité de Cauchy-Schwarz entraine

> [ MG < 30 17+ Abunlellu = ol
GeGy, GeGy
Il reste alors & estimer ||u — vp||¢ pour tout élément généralisé G. Soit T € T}, le triangle
contenant G. En utilisant le Lemme 2.3.4, on obtient pour les triangles considérés dans
les cas (1)—(iii) :
lu—wvnlle = lle = mnella S hrlVellw (2.17)
ou

lu = vnlle = lle = mellc < hrl[Velwr, (2.18)

ol € est une extension de 'erreur le long de la fissure (voir (2.10), (2.11)). Si T" appartient
a l'ensemble fini des triangles du cas (iv) du Lemme 2.3.4, on a

lu = vnllc = lle = mnellc S hrv/—=In(hr) ([Vela + [IVella) - (2.19)

Ainsi, dépendant des cas (i)—(iv) du Lemme 2.3.4 et en utilisant les estimations (2.17)-
(2.19), on peut écrire :

3 / (f + AQquna) (u — o)

GeGy
1/2 1/2
< > BN+ Alcuns) & > (IVeéllor + Vellwr)?
GeGy,,cas(i)—(1it) GeGy,,cas(i)—(1it)
1/2 1/2
+ > hi(=In(hr))[|f + Alcuns) & > (IVélla + [[Vella)?
GeGp,cas(iv) GeGp,cas(iv)

S nliVella. (2.20)
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Maintenant on s’occupe de I'estimation des termes restants : comme précédemment on
applique l'inégalité de Cauchy-Schwarz d’ou

SN ACTWEY RUEESEID DR I VR

BeE;™ E€ENUEF
= - > / [Oup, /On] (e — The)
EcENUE™UEF B
< > [[Oun/On] gl Elle — mrel k- (2:21)
EeENUE™UEF

En utilisant les Lemmes 2.3.5(i,ii,iii) et 2.3.6(i,iii) et en notant 7' € T}, un triangle conte-
nant F, on obtient

1/2 ~
le = mhelle S hi? (1Vellwr + | Vellor) (2.22)

Si E appartient au nombre fini de triangles étudiés dans le Lemme 2.3.5(iv) ou dans le
Lemme 2.3.6(ii), on a

le = mhelle S hy*V/=T(hr) (| Véllo + [Vello) (2.23)

En regroupant les estimations (2.22), (2.23), (2.21) et (2.20), on termine la preuve.

e Pour la preuve pour le probléme d’élasticité, on procéde comme suit :
on a, d’aprés (2.4), (2.9) et I'inégalité de Korn :

lelPa < /Q o(u) : e(u—up) — /Q o(wy) : e(u - uy)
= /Qf.(u—uh)—/ﬂa(uh):s(u—uh)
= /Qf.(u_vh)—/ﬂo(uh) re(u—vy), Vv, €V

En découpant les intégrales sur chaque élément généralisé G € Gj et en écrivant
u;, = Uy, + XUy, on aboutit a :

lelfe s 3 /G £ (u—va)

Geay,
_ Ggh/Go(uh,r) ce(u—vwvy) — G;}L /GU(th’S) ce(u—wvyp)
= G;}l /G(f +divo(xups)) - (u—vp) — EEZEZM /E [o(upr)ne]y - (0= vy)
— o(up)n-(u—vy), Vv, €Vy, (2.24)
EGEhZNEJEf/E " ' " "

ol on a utilisé la formule de Green sur chaque élément généralisé avec diveo(uy,) =0
sur G et [o(xup,s)ng], = 0 pour tout E € Ej™.
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On pose vj, = up+7y,(u—uy). On considére (2.24) et pour le premier terme, I'inégalité
de Cauchy-Schwarz entraine :

3 /G (dive(xun,) (w—vi) < 3 [f+divota)|alu—vile.

GeGy, GeGy,

En procédant comme pour le probléme de Poisson, suivant les cas (i)—(iv) du Lemme
2.3.4 on peut écrire :

> [ divotoun) - (v

GeGy,
1/2 1/2
S > B7lIf + diveo(xun)lIE > leller + lleflier)’
GeGy,,cas(i)—(1it) GeGy,,cas(i)—(iit)
1/2 1/2
+ > hi(=In(hr))|If + div o (xun,) & > (lelhe + llellie)?
GeGp,cas(iv) GeGp,cas(iv)
S nllellie- (2.25)

L’application de I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour les termes restants méne a

- > [E[[a(uh,r)nE]]E-(u—vh)— > /Eo'(uh)n-(u—vh)

BeE;™ E€ENUEF
- = Y[ el e - me)
EcENUE™UEF B
< > o (un)n] gl elle — mhells. (2.26)
EcENUE™UEF

En utilisant les Lemmes 2.3.5(i,ii,iii) et 2.3.6(i,iii) puis en notant par 7' € T}, un triangle
contenant F, on obtient

* 1/2 ~
le = mhelle < he (1elliwr + llelliw,) - (2.27)

Si E appartient a l’ensemble fini des triangles du Lemme 2.3.5(iv) ou du Lemme 2.3.6(ii),
on déduit

* 1/2 -
le — mhelle S hyl>/=In (hr) (|8]le + llellis) (2.28)

Par les estimations (2.27) et (2.28) avec (2.26) et (2.25), on achéve la preuve du théoréme. W
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2.5 Résultats numériques

Dans cette section, on implémente I'estimateur par résidu pour le systéme de 1’élasticité
de la Définition 2.4.2 sur trois exemples en utilisant la librairie éléments finis Getfem-++
(voir [99]). On suppose que le corps Q est homogene isotrope tel que la loi de Hooke
o(v) = Ae(v) soit donnée par :

o(v) = Mr(e(v))I + 2¢e(v) (2.29)

ou I représente la matrice identité, tr est 'opérateur trace, A > 0 et ( > 0 sont les
coefficients de Lamé.

2.5.1 Le mode I d’ouverture

On commence par un cas-test simple : simplicité de la géométrie, de la position et de
la forme de la fissure qui modélise un probléme dont on connait la solution analytique
afin de pouvoir calculer la véritable erreur de discrétisation. On définit alors le domaine
Q = (0, 1)% illustré dans la Figure 2.9 avec la fissure (0,0.5) x {0.5} et I'y = 0. Dans ce cas
le maillage coincide avec la fissure donc 7), = Gj. On impose des conditions de Dirichlet
sur le bord I'p.

getfem :: mesh region border faces;
getfem :: outer faces of mesh(mesh, border faces);
for (getfem:: mr visitor i(border faces); !i.finished (); ++i) {
mesh . region (DIRICHLET BOUNDARY NUM).add(i.cv(), i.f());}

Les coeflicients de Lamé valent ¢ = 150 et A = 200. La fonction cut-off x définie en
(1.2) est choisie polynomiale de degré cing avec 9 = 0.01 et r; = 0.49 et elle est définie
par :

(T) o —6r5+15(r0 +rp)rd —10(7"8 +4ror, +r%)r3+30mr1 (ro+r1 )7"2 —307"%7"87“—}—7"8’ (rg —5r1 7"0+107"%)
X - (7’1 _r0)5

sirg <r <.
La géométrie de la fissure est définie par deux level sets de fonctions &, et (. On a
alors (voir [216]) :

H(z) = sign(&n(z)), 7=/ + ¢ et 0= arctan%.

h

base small_vector ls_function(const base node P, int option) {
scalar _type x = P[0], y = P[1];
base small_ vector res(2);
switch (option) {
case 0: //definition de la fissure pour les premier et second exemples

res [0] = y—0.5;
res[1] = x-—0.5;
break ;
case 1://definition de la fissure pour le troisieme exemple
res[0] = (2.« x —y — 0.5) / sqrt(5);
res[1] = (7./8. — (x + 2.xy)) / sqrt(5);
break;
default: assert (0);

return res;

}

Remarque 2.5.1

Cette technique peut étre étendue a des fissures plus compliquées.
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F1G. 2.9 — Premier exemple : le corps fissuré

Raffinement uniforme

Le domaine est discrétisé a l'aide d'une famille de maillages triangulaires uniformes.
Par la suite, on note Np le nombre d’éléments du maillage sur un co6té du carré unitaire
(0,1)?. Comme on utilise des maillages uniformes, le paramétre Np mesure la taille du
maillage. La solution exacte u = u; est connue (donnée par (2.5)). Ainsi on peut évaluer
la norme ||u — uy||1.0 et par conséquent l'indice d’efficacité qui est égal a n/|ju — uy|
(voir Tableau 2.1).

1,0

Np 8 16 32 48 64 80 96 112 128

n (x1072) 7.48248 | 4.34222 | 2.46972 | 1.74772 | 1.35644 | 1.10928 | 0.938618 | 0.813512 | 0.717829

u—uyli0 6.99878 | 4.39294 2.4652 1.71217 | 1.31164 | 1.06293 | 0.893545 | 0.770712 | 0.677583
I,
(x107%)

Indice 106.91 98.84 100.18 102.07 103.41 104.36 105.04 105.55 105.93
d’efficacité

TAB. 2.1 — Valeurs de l'estimateur n, de la norme [[u — uyl[1.o et des indices d’efficacité
pour le premier exemple

On procéde ici a des raffinements uniformes successifs afin d’étudier I’évolution de
Ierreur globale et de l'estimateur en fonction de la taille des mailles h et d’en déduire
leur comportement asymptotique. L’étude de la convergence de ’erreur estimée permettra
de vérifier notre estimateur. En effet, si la convergence de 'erreur estimée est la méme
que l'erreur vraie alors I'estimateur est utilisable comme critére de raffinement. La Figure
2.10 représente le taux de convergence de 7 et |[u — uylj1,o du Tableau 2.1. L’estimateur
d’erreur 1 admet une vitesse de convergence semblable & celle de la norme ||ju — uyl1,o et
lorsque le parameétre de discrétisation converge vers zéro, on obtient une convergence en
h (sans oublier une constante).
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PP IS N A P S PP NP A SN PR P T A
-i)| —#%— estimateur, pente=-0.8923
-+ | —+— norme h1, pente=-0.93296 ||

erreurs

10° 10" 10° 10°

Nombre d’elements sur un cote du carre

F1G. 2.10 — Convergence de l'estimateur n et de la norme d’erreur |[u — u,||1.0

La majeure partie de l'erreur pour 7 se localise & proximité de la pointe de fissure
(0.5,0.5) (voir Figure 2.11).

Raffinement avec un seuil

Maintenant on raffine a l'aide d’une procédure adaptative. Le critére pour raffiner le
maillage est défini par : on choisit un seuil et ’élément G est raffiné lorsque ng est plus
important que le seuil. Le raffinement de maillage est stoppé dés que ng est plus petit
que le seuil pour tout G. On démarre avec un maillage initial uniforme. En choisissant
un seuil valant 1075 ou 1075 et une fonction cut-off exponentielle x(r) = exp (—2075r%)
dans €2, on aboutit aux maillages figurant sur la Figure 2.12. En prenant une fonction
polynomiale x de degré cinq définie précedemment, on obtient les maillages affichés dans la
Figure 2.13. Finalement les valeurs de I'estimateur d’erreur n obtenues a chaque maillage
intermédiaire avec un seuil égal a 1075 sont reportés dans le Tableau 2.2 (pour la fonction
cut-off exponentielle) et dans le Tableau 2.3 (pour la fonction cut-off polynémiale de degré
cing). Dans cet exemple, les différentes fonctions cut-off ménent a des maillages raffinés
différents avec une réduction de 'erreur satisfaisante dans les deux cas.
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Degrés de
liberté 730 1106 1472 1500 1526

n (x1072) || 4.45143 | 2.94918 | 2.07349 | 1.91532 | 1.82311

TAB. 2.2 — Valeurs de I'estimateur 1 pour une fonction cut-off exponentielle y

Degrés de
liberté 730 1666 1714 1734 1740

n (x1072) || 4.34222 | 2.30949 | 2.04415 | 1.93209 | 1.90008

TAB. 2.3 — Valeurs de l'estimateur n pour une fonction cut-off polynoémiale y de degré
cinq

2.5.2 Le mode II de cisaillement

Raffinement uniforme

On choisit la méme géométrie et les mémes caractéristiques matériau que pour 'exemple
précédent. Maintenant la solution exacte u = uy; est donnée par (2.6). Dans le Tableau
2.4, on reporte les contributions de 7, [[u — |10 et les indices d’efficacité pour une
famille de maillages triangulaires uniformes.

Np 8 16 32 48 64 80 96 112 128

n (x1072) 8.65243 | 4.64238 | 2.44897 1.6639 1.26226 | 1.01857 | 0.855114 | 0.73785 | 0.649653

lu —upll1,0 9.24249 | 5.68551 | 3.14573 | 2.17081 | 1.65698 | 1.33966 1.12436 0.968637 | 0.850816
(x10™%)

Indices 93.62 81.65 77.85 76.64 76.17 76.03 76.05 76.17 76.35
d’efficacité

TAB. 2.4 — Valeurs de l'estimateur 7, de la norme |[u — uy||1 o et des indices d’efficacité
pour le second exemple.

On reporte les taux de convergence de l'estimateur 7 et ||u — uyl/1,o dans la Figure
2.14. Les conclusions sont les mémes que pour le premier exemple : 'estimateur et la
norme H*' de lerreur sont d’ordre h lorsque h — 0. De plus, la majeure partie de 'erreur
pour 7 est encore localisée a proximité de la pointe de fissure (0.5,0.5) (voir Figure 2.15).
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10_ T T T T T S P . ... ... LI ... .. ]
Lo N 11| —— estimateur, pente=-0.95802|]
LR T —+— norme h1, pente=-0.94445 ||

erreurs

10 SN AN
10 10" 10 10
Nombre d’elements sur un cote du carre

2 3

F1G. 2.14 — Convergence de l'estimateur n et de la norme d’erreur |[u — up||1.0

F1G. 2.15 — Carte de l'estimateur d’erreur local ng avec Np = 16 (a gauche) et Np = 80
(a droite)

90



2.5. Résultats numériques

Raffinement avec un seuil

Le critere de raffinement est le méme que précédemment. Les maillages initial et finaux
utilisant une fonction cut-off exponentielle pour deux seuils différents sont illustrés Figure
2.16. La Figure 2.17 représente également ces maillages lorsque la fonction polynoémiale de
degré cinq est utilisée. Finalement les valeurs de ’estimateur d’erreur 1 obtenues a chaque
maillage intermédiaire pour un seuil égal & 107% sont reportées dans le Tableau 2.5 (pour
la fonction cut-off exponentielle) et dans le Tableau 2.6 (pour la fonction polynémiale de
degré cinq).

% NN NN
e AN
Ho e

F1G. 2.16 — Cas de la fonction cut-off exponentielle x : maillage initial (& gauche), maillage

N

final pour un seuil valant 107 (au milieu) et maillage final pour un seuil égal 4 107¢ (a
droite)

7 NPT AP NG

S SESNE

e
RKZPRK KK

F1G. 2.17 — Cas de la fonction cut-off polynémiale x de degré cinq : maillage initial (&
gauche), maillage final avec un seuil égal & 107° (au milieu) et maillage final pour un seuil
valant 107% (a droite)
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Degrés de
liberté 730 1146 1782 1808 1850 1880

n (x1072) || 5.50767 | 3.87577 | 2.45115 | 2.26363 | 2.08548 | 2.07013

TAB. 2.5 — Valeurs de I'estimateur 1 pour une fonction cut-off exponentielle y

Degrés de
liberté 730 1668 1848 1874 1944

n (x1072) || 4.64238 | 2.97789 | 2.49811 | 2.32357 | 2.08207

TAB. 2.6 — Valeurs de 'estimateur n pour la fonction polynomiale y de degré cinq

2.5.3 L’exemple du domaine en forme de L

Dans un troisiéme exemple, on considére un corps en forme de L fissuré (correspon-
dant aux trois quarts du carré (0, 1)?) représenté sur la Figure 2.18. La pointe de fissure
se situe au point (0.375,0.25). Ici le maillage ne coincide plus avec la fissure. On pose
I'p =(0,0.5) x {1} et 'y ailleurs. Une densité de forces surfaciques F=(0,-1) est appli-
quée sur I'yy = (0,1) x {0} € 'y et N désigne le nombre d’éléments du maillage sur
FD-

getfem :: mesh region border faces;
getfem :: outer faces of mesh(mesh, border faces);
for (getfem:: mr visitor i(border faces); !i.finished (); ++
base _node un = mesh.normal of face of convex(i.cv(), i.f
un /= gmm::vect norm2(un);
if (gmm::abs(un[N-1]-1.0) < 1.0E-7) {
base node pt = gmm::mean value(mesh.points of face of convex(i.cv
0, i.£0));
if (pt[N—1] > 0.9) mesh.region (DIRICHLET BOUNDARY NUM) .add(i.cv ()
, 1.£0));

else if (gmm::abs(un[N—-1]+1.0) < 1.0E-7)

mesh . region (NEUMANN BOUNDARY NUMI) .add(i.cv(), i.f());
else

mesh . region (NEUMANN BOUNDARY NUM2).add(i.cv(), i.f());
break;

i)

Les caractéristiques matériau et la fonction cut-off sont les mémes que pour les exemples
précédents.
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2.5. Résultats numériques

F1G. 2.18 — Troisiéme exemple : le corps fissuré

Raffinement uniforme

Dans cet exemple, on ne dispose pas de solution exacte. C’est pourquoi seulement
les valeurs de l’estimateur 7 figurent dans le Tableau 2.7 pour une famille uniforme de
maillages triangulaires.

n (x1072) || 28.1005 | 15.7341 | 8.323 | 5.69931 | 4.34828 | 3.52219 | 2.96384

TAB. 2.7 — Valeurs de 'estimateur 7 pour le troisiéme exemple

On peut voir sur la Figure 2.19 que la vitesse de convergence de 'estimateur est proche
de 1 et qu’elle est similaire a celles obtenues dans les deux exemples précédents.

La majeure partie de I'erreur pour l'estimateur 7 se localise vers la pointe de fissure
(0.375,0.25) (voir Figure 2.20).

Raffinement a 1’aide d’un seuil

En utilisant le méme critére de raffinement que dans les exemples précédents, on ob-
tient le maillage initial et les deux maillages finaux avec une fonction cut-off exponentielle
dans la Figure 2.21. Ces maillages sont représentés pour une fonction cut-off polynomiale
de degré cinq dans la Figure 2.22. Finalement les valeurs de I’estimateur d’erreur 7 obte-
nues a chaque maillage intermédiaire pour un seuil de 1075 sont reportées dans le Tableau
2.8 (pour la fonction cut-off exponentielle) et dans le Tableau 2.9 (pour la fonction cut-off
polynomiale de degré cinq).
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TAB. 2.9 — Valeurs de 'estimateur n pour une fonction cut-off polynomiale y de degré

cing

94

10

107

erreur

-2

—*%— eta, pente = —0.9319d

10
10

Fia. 2.19 — Convergence de l'estimateur n

10

10

Degrés de
liberté 1740 2978 3242 3296 3316
n 0.195918 | 0.131541 | 0.113071 | 0.105575 | 0.103496

TAB. 2.8 — Valeurs de 'estimateur n pour une fonction cut-off exponentielle y

Degrés de
liberté 1740 3156 3244 3312 3326
n 0.157341 | 0.117158 | 0.108942 | 0.103859 | 0.102766




2.5. Résultats numériques

F1G. 2.20 — Carte de lestimateur d’erreur local ng avec N = 8 (a gauche) et N = 48 (a
droite)

F1G. 2.21 — Cas de la fonction cut-off exponentielle x : maillage initial (& gauche), maillage
final pour un seuil valant 2 x 10™* (au milieu) et maillage final pour un seuil égal a 10~°
(a droite)

F1G. 2.22 — Cas de la fonction cut-off polynéomiale x de degré cinq : maillage initial (&
gauche), maillage final pour un seuil valant 2 x 10~* (au milieu) et maillage final pour un
seuil égal a 4 x 1075 (a droite)
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Chapitre 2. Estimateurs a posteriori pour la méthode XFEM

2.6 Conclusion

On propose, étudie et implémente sous Getfem-++ un estimateur a posteriori par résidu
pour le probléme de Poisson et le probleme d’élasticité approché par la méthode XFEM.
L’estimateur est une généralisation de celui existant dans le cadre de la méthode classique
par éléments finis avec des maillages standards. Une borne supérieure de I'erreur H' est
obtenue aprés définition d’un nouvel opérateur de quasi-interpolation et les simulations
numériques montrent que I'estimateur et la norme de 'erreur H' admettent des vitesses
de convergence similaires.

Notre but est de formuler et d’étudier le contact (et éventuellement le frottement) avec
la méthode XFEM. Dans le prochain chapitre, on va commencer par analyser le probléme
de contact unilatéral avec frottement de Coulomb approché par la méthode classique des
éléments finis.
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Chapitre

Estimateurs a posteriori pour le

probléme de Signorini avec frottement
de Coulomb

E chapitre traite des estimateurs d’erreur par résidu pour les approximations par élé-
ments finis des problémes de contact avec frottement de Coulomb. Un résultat récent
d’unicité de Renard dans [203]| pour le probléme continu nous permet de réaliser analyse
de I'erreur a posteriori. On propose, étudie et implémente deux estimateurs d’erreur asso-
ciés a deux discrétisations par éléments finis. Dans les deux cas, les estimations permettent
d’obtenir des bornes supérieure et inférieure de I'erreur de discrétisation.

L’article Residual error estimators for Coulomb friction [124] accepté dans
SIAM Journal on Numerical Analysis et un proceeding intitulé A residual type error
estimate for the static Coulomb friction problem with unilateral contact traitent
de ce sujet.
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LE probléme de contact unilatéral sans frottement présente une non-linéarité sur le bord
correspondant a la non-pénétration des matériaux sur la zone de contact qui meéne
a une inégalité variationnelle du premier ordre. Pour ce modéle, la méthode basée sur
les résidus a été considérée et étudiée dans [58, 108, 237| par une approche pénalisée et
dans [38] en utilisant la technique de mesure d’erreur développée dans [27]. Plus récem-
ment, 'analyse sans terme de pénalisation a été achevée dans [127], et dans [128] pour
I'approximation par éléments finis mixtes correspondante (voir aussi [30]). De plus, le
concept d’erreur en relation de comportement a permis d’élaborer un estimateur d’erreur
dans |71, 72, 234, 235] pour le probléme du contact et I'estimation d’erreur a posteriori
pour la méthode des éléments frontiéres a été étudiée dans [171, 172]. Plus généralement,
on mentionne que l'analyse de 'erreur par résidu pour les inégalités variationnelles méne
a des difficultés techniques importantes quel que soit le modéle. Notons aussi qu’un im-
portant travail a été réalisé pour les problémes d’obstacle dans lequel I'inégalité a lieu sur
tout le domaine (voir |2, 5, 47, 48, 65, 90, 133, 140, 152, 167, 189, 190, 222, 229|). D’autres
analyses a posteriori contenant des inégalités liées a la plasticité ont été considérées dans
[57, 201, 202, 220] et pour le probléme du fluide de Bingham dans [221].

Plusieurs estimations d’erreur a posteriori ont été effectuées pour le modéle avec frot-
tement de Coulomb : erreur pour la relation de comportement dans [69, 169] aussi bien
qu’un estimateur heuristique par résidu pour la discrétisation par la méthode des éléments
frontiéres dans [89]. Le modéle plus simple de frottement de Tresca est traité dans [43]
(voir aussi [44] pour I’étude d’un probléme similaire ou les estimateurs par résidu sont
analysés). Notons que ce dernier modéle est gouverné par une inégalité variationnelle du
second ordre (voir [13]). Finalement une analyse a posteriori est traitée pour le modéle
de frottement avec compliance normale dans [161].

Notre but est de s’occuper de I'analyse de I'erreur a posteriori du modéle de frotte-
ment de Coulomb et d’obtenir une estimation avec des bornes supérieure et inférieure
par rapport a 'erreur de discrétisation. Dans la premiére section, on définit le probléme
continu de contact unilatéral avec frottement en élasticité linéaire en rappelant les résul-
tats d’existence et d’unicité et on écrit le probléme en utilisant une formulation mixte ou
les inconnues sont le champ de déplacement et les pressions de contact frottant sur la zone
de contact. Ensuite on choisit une discrétisation classique a ’aide d’éléments finis continus
de degré un et de multiplicateurs continus affines par morceaux sur la zone de contact. La
section 3 concerne I'étude de 'estimateur d’erreur découlant de cette discrétisation. Grace
au résultat d’unicité de Renard, on obtient une borne supérieure de l'erreur. Les bornes
inférieures sont aussi démontrées. Dans la partie suivante, on s’intéresse a un nouvel es-
timateur provenant d’une autre discrétisation. Cette seconde approche a deux propriétés
intéressantes par rapport au premier estimateur : il contient moins de termes provenant
du contact-frottement et ces termes ont une expression plus simple. De plus, I'analyse
de l'erreur méne a des meilleures bornes. On termine par des résultats numériques et la
comparaison des deux approches.
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3.1 Le probléme de contact avec frottement de Cou-
lomb en élasticité

3.1.1 Le probléme continu

On considére dans ce qui suit le modéle le plus simple : élasticité linéaire, petites
déformations et frottement de Coulomb présenté dans le chapitre Introduction générale.
On reprend les équations de ’élasticité (2) munies des équations de contact (3) et des
conditions de frottement de Coulomb (4-5). Le contact est supposé étre frottant et les
zones d’adhérence, glissement et séparation ne sont pas connues a l’avance mais on suppose
que la zone finale de contact aprés déformation est incluse dans I'c.

La formulation faible de (2)—(5) utilise les espaces de Hilbert

V= {V € (HI(Q))2 : v=0sur FD}, W, = {U"|FC veV}h W, = {Ut|rc :v eV
et leur espaces duaux topologiques V', W/ W/ munis des normes usuelles. Comme '
est une ligne droite, on a H/?(T'¢) C W,, C H'*(I'¢) (resp. HY/*(¢) € W, € HY2(D¢))
qui implique W/ c H~Y2(T'¢) (resp. W/ € H~Y2(I'¢)). Classiquement, HY2(T'¢) est
I'espace des restrictions sur I'c des traces sur 92 des fonctions dans H*(Q2), et H~/%(T¢)
est 'espace dual de H 010/ 2(T'¢) qui est I'espace des restrictions sur I'¢ des fonctions dans
H'Y2(09) nulles & I'extérieur de I'c. Pour une présentation détaillée des opérateurs et des

espaces de trace, on se référe a [164] et [3].
On introduit le cone convexe de multiplicateurs sur I'c : M(uA,) = M, x M;(uA,) ot

Mn:{l/EWT/L, v >0 sur FC},
et, pour tout g € M,
M(g) = {V €W/, —g<v<gsur Fc}-

Les conditions d’inégalité incorporées dans les définitions de M,, et M;(g) sont a prendre
au sens dual.
On adopte les notations suivantes :

a(u,v) = / o(u):e(v) dQ, b, v) = Wns vn)wr w, + (Ve V) wr wr,s
Q

L(v) = /f-de+/ g-vdl,
Q Iy

pour u et v dans V et v = (v,,14) dans W), x W/. Dans ces définitions, les notations
- et : représentent les produits scalaires canoniques dans R? et S, respectivement et la
notation (., )y . représente le crochet de dualité entre W, et W,,. On écrit par la suite
des termes sous formes d’intégrale a la place des crochets de dualité.

La formulation mixte du probléme de contact unilatéral avec frottement de Coulomb
(2)—(5) consiste a trouver u € V et A € M(u\,) tels que (voir [129, 203])

{ a(u,v) + b\, v) = L(v), Vv eV,

(3.1)
b(v — A,u) <0, Vv = (Un,1r) € M(puAy,).
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3.1. Le probléme de contact avec frottement de Coulomb en élasticité

Remarque 3.1.1

Cette formulation faible peut étre écrite d’'un maniére différente : trouver (u, \,, \;) €
V x M, x W] tel que A\, € My(uX,) et (3.1) aient lieu.

Propriétés 3.1.1
Si (u, \n, A¢) est solution de (3.1), alors \,, = —o,(u) et \y = —o(u).

Démonstration: On a d’aprés la premiére équation de (3.1) :

/U(u):s(v)dQ:/f-de+/ g-vdF—/ AnUp dI' — Arvy dD
Q Q I'n Ic lc

En utilisant la formule de Green, on obtient :

/Q (f+div o (u))-vdQ+ / (g—o(w)n)-vdl— /

(An+an(u))vndr—/ (A+o¢(u))vdl = 0
1N, e

Te

En choisissant v = 0 sur 012, la premiére intégrale est nulle. Puis en prenant v = 0 sur
I'c, on retrouve que g = o(u)n sur I'y. Finalement en identifiant les deux derniéres
intégrales, on obtient que A, = —o,(u) et Ay = —oy(u). |

L’espace W,, est muni de la norme

||w||Wn - vEV:vnlzr%vf sur T'c ||V||17Q’

et de fagon similaire pour ||.||w,. L'espace dual de W;, x W; est muni de la norme

vl bl w)
V|_ip.= sup ,
2to wewv\for W10

Vv = (vp, 1) € W), x W)L

Une autre formulation faible classique du probléme (2)-(5) est linégalité
quasi-variationnelle :

Propriétés 3.1.2

Trouver u telle que
uck, a(u,v—u) — ,u/ on(u)(Jog] = |ug])dl' > L(v —u), Vv eK, (3.2)
Pe

ot K désigne le cone convexe fermé des déplacements admissibles satisfaisant les condi-
tions de non-interpénétration :

K={veV: uv,<0surl¢}.

Démonstration: La formulation variationnelle en déplacement du probléme s’écrit
YveK:

/Qa(u):s(v—u)dQ:/Qf-(v—u)dQ—k/FNg-(v—u)dP+/ o(u)n(v—u)dl

T'e
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Chapitre 3. Estimateurs a posteriori pour le contact frottant

Avec les notations précédentes et la décomposition en composantes normale et tangen-
tielle, on obtient :

a(u,v—u):L(v—u)—i—/

[ o ) i+ / oy () (vr — ) dT

o]

Pour le terme en composante normale, en utilisant le fait que o,(u) < 0 et que la relation
de complémentarité annule la deuxiéme partie de 'intégrale, on a :

a(u,v —u) > L(v —u) +/F or(u)(vy — uy) dl

Maintenant étudions le signe de f : I'c — R définie par :
f=wlon()] (jve] = [ue]) + o¢(a)(vr — ue). Soit € I'e
— supposons que w(x) = 0 alors f(z) = p|op(0)| |ve] + or(w)vy >0
car vy < [ug] et [oy(u)] < —poy(u) = pfon(u)]
— supposons que u(x) # 0 alors :

Ut
f(@) = —pon(u) v + pon(u) fu] + uan(u)mvt — pop () |
U
= o) el + o (@) e 2 0
t

A

car |A] = p|om(w)] [ve] = 0 (u) [vr]
Ainsi Vo € T'¢, f(x) > 0 d’ou fl“c f(z) dI' > 0 ce qui donne :

a(u,v—u) + (x) dT" > L(v — u) +/ or(u)(vy — uy) dI.
I'c o]

On obtient le résultat aprés simplification. |

Remarque 3.1.2

La fonctionnelle j(.,.) donnée formellement par

V) = —p / 0 ()] AT

traduit le frottement de Coulomb.

Remarque 3.1.3

Pour le probléme avec frottement de Tresca, la fonctionnelle j(.) continue convexe est

donnée par
i) = [ suar
le

K={veV: uv,<0surl¢}.

et
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3.1. Le probléeme de contact avec frottement de Coulomb en élasticité

3.1.2 Reésultats d’existence et d’unicité

Lorsque le frottement est omis (¢ = 0), la condition (4-5) est réduite a o,(u) = 0 et
le probléme de contact sans frottement admet une unique solution selon [94] et d’aprés
le théoréme de Stampacchia (voir [149]). L’étude mathématique du probléme avec frotte-
ment de Coulomb présente des difficultés considérables. Pendant longtemps, on ne savait
pas si ce probléme avait une solution. Le premier résultat d’existence d’une solution de
(3.2) a été établi dans les années 80 pour des petits coefficients de frottement dans [187]
et les bornes assurant 'existence ont été améliorées dans [137], [143] et [87]. Dans [88],
I'existence est statuée pour p < /3 —4rv/(2—2v) ou 0 < v < 1/2 désigne le coefficient de
Poisson. Quand le frottement est présent, des solutions multiples aux équations décrivant
le contact peuvent exister et la description du mouvement des corps en contact devient
extrémement complexe. Dans [120, 121], quelques solutions multiples du probléme (2)—(5)
sont exhibées pour des domaines triangulaires ou quadrangulaires. Ces solutions multiples
proviennent soit d’un ensemble infini de solutions au niveau du glissement soit de deux
configurations isolées (adhérence et séparation). Notons que ces exemples de non-unicité
sont valides pour des coefficients de frottement assez grands (i.e. > /(1 —v)/v) et des
déplacements tangentiels avec un signe constant sur I'c. Pour le moment, il semble qu’au-
cune solution multiple n’ait été détectée pour un coefficient de frottement arbitrairement
petit dans le cas continu, bien que de tels résultats existent pour les approximations par
éléments finis dans [114], mais pour une géométrie variable. Plus récemment, un résultat
d’unicité a été obtenu dans [203] : des cas sont définis pour lesquels il est possible d’affirmer
I'unicité de la solution du probléme de frottement de Coulomb. Plus précisément, si une
solution "réguliére" existe (i.e. la transition est réguliére lorsque la direction de glissement
change) et si le coefficient de frottement est suffisamment petit alors la solution est la seule.

On introduit maintenant 1’espace des multiplicateurs M des fonctions ¢ définies sur
I'c tel que la norme équivalente suivante soit finie :

§-vellw,

Jeflar = sup 1o-telwe
Sek Tl
v #0

Comme I'¢ est supposé rectiligne, M contient pour tout € > 0 I'espace H'/?*¢(I'¢) (voir
[180] pour une discussion compléte sur la théorie des multiplicateurs dans une paire d’es-
paces de Hilbert).

Le résultat d’unicité est donné en supposant que A\, = pM,&, avec & € M. 1l est facile
de voir que cela implique || < 1 sur le support de A,. Plus précisément, cela implique
que & € Diry(uy) sur le support de \,, ou Dir(.) est le sous-différentiel de I’application
convexe z; — |zy|. Cela signifie qu’il est possible de supposer que & € Diry(u;) sur T'c.

Proposition 3.1.1

Soit (u,A) une solution du probléme (3.1) telle que N\, = pA\§, avec £ € M,
¢ € Diry(uy) sur T et p < Col|€|l5; ott Co > 0 est indépendante de €. Alors (u, X) est
I'unique solution du probléme (3.1).
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Démonstration : voir [203] |

Dans un espace bidimensionnel (d = 2), le cas £ = 1 correspond a une direction de
glissement homogeéne et le résultat précédent est complémentaire aux résultats de non-
unicité obtenus dans [120, 121]. Les multiplicateurs £ varient de —1 & +1 chaque fois que
le signe du déplacement tangentiel passe du négatif au positif. L’ensemble M ne contient
aucun multiplicateur ayant une singularité du premier ordre. Le déplacement tangentiel
de la solution u ne peut pas passer d'une valeur négative a une valeur positive en passant
par zéro en un seul point de I'¢.

FiG. 3.1 — Exemple de déplacement tangentiel u; et de multiplicateur £ correspondant
pour d = 2 [203]

Remarque 3.1.4

La loi de frottement "non locale" de Coulomb régularisant les contraintes normales a
été introduite dans [85] et ce procédé de régularisation a permis d’obtenir I'existence
pour tous les coefficients de frottement et 'unicité pour des coefficients de frottement

petits [77, 147].

3.2 Discrétisation par éléments finis

On approxime le probléme continu a I’aide d’une méthode par éléments finis standard.
En effet, on fixe une famille réguliére de maillages T}, h > 0, faite de triangles fermés (voir
Définition 2.2.1). Pour T € T},, on définit hy le diamétre de T' et h = maxgper, hy. La
régularité du maillage entraine en particulier que pour tout coté £ de T', on a hg = |E| ~
hr. Soit Ej, (resp. Nj) l'ensemble des cotés (resp. nceuds) de la triangulation et posons
Ei™ ={E € E, : E C Q} I'ensemble des cotés intérieurs de T}, (les cotés sont supposés
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étre relativement ouverts). On désigne par EYY = {E € Ej, : E C 'y} l'ensemble des
cotés appartenant au bord de Neumann, et EY = {E € Ej, : E C I'c} désigne I'ensemble
des cotés extérieurs inclus dans la zone de contact. Soit N,f) =N,NTp (notons que les
noeuds extrémes de T'p appartiennent a NP). Pour un élément 7', on désigne par Er
'ensemble des cotés de T et d’aprés les notations précédentes, on pose Eit = Ep N B
EN = ErNEYN, ES = Er N ES. Pour tout coté intérieur E, on fixe un des deux vecteurs
normaux unitaires et on le note ng. Le saut d’une fonction vectorielle v & travers un coté
E € E™ au point y € E est défini par :
[VIp(y) = lim v(y +anp) = v(y —ang), VE € E".

Notons que le signe de [v], dépend de l'orientation de ng. Finalement on introduit les
patchs : en notant x un nceud, E un coté et T' un élément, on pose w, = Ugraery?,
Wi = UpoeryWe €6 wr = UlpaeryWs. L’espace des éléments finis utilisé dans €2 est alors
défini par :

vV, = {Vh € (C(ﬁ))z VT e Ty, Vh|T € (]Pl(T))z, Vh|FD = 0} .

On rappelle que la zone de contact est pour simplifier un segment de droite. L’extension de
la zone de contact & une ligne brisée peut étre effectuée sans difficulté supplémentaire (voir
par exemple [128]). Afin d’exprimer les contraintes de contact a 1’aide de multiplicateurs
de Lagrange, on introduit 'image de V), par 'opérateur de trace normal sur ['¢ :

Wy, = {I/h € C(T¢) : 3v, € Vy, telle que vy, - n = v, sur ' },

ul coincide avec 'image de V ar 'opérateur de trace tangentiel sur I'c. Le choix de
h C
e e Wy, ermet de définir les cone vexes fermé 1v :
I'espace W}, nous permet de définir les cones con s fermés suivants

My, = {z/hGWh: / vpp dI' > 0, Vi, GWhathO}
Te
et pour g € My, :

Mht(g) = {Vh c Wh .

/ Vhwh dF’ < / gi/}h dF, vwh c Wh,i/}h >0 } .
T'o T'o

Remarque 3.2.1

Les fonctions de M, ne sont pas nécessairement positives. De méme, les fonctions de
My (g) ne satisfont pas partout |v,| < g.

La formulation discrétisée du probléme de contact avec frottement de Coulomb est de

trouver uy, € Vi, et Ay € My, (udnn) = Mpp X My (pup,) satisfaisant :
{ a(uh, Vh) + b(Ah,Vh) = L(Vh), Vv, € Vi, ( )
3.3

b(vn — Ap,up) <0, Vv, = (Vhn, Vnt) € Mp(pdnn).

On sait que le probléeme discrétisé par éléments finis associé au probléme statique de
frottement de Coulomb admet toujours une solution [111, 112] et que cette solution est
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unique si le coefficient de frottement est assez petit. En effet, la référence [69] établit en
utilisant un argument de point fixe que le probléme (3.3) admet au moins une solution et
que la solution est unique lorsque p < C(h), (C(h) ~ h'/?). Malheureusement la borne
assurant I'unicité s’annule quand on raffine le maillage, voir par exemple, [112]. Un résultat
de convergence de solutions discrétes vers une solution du probléme continu est démontré
dans [111]. Les résultats obtenus pour 1'unicité prouvent que la taille des mailles influe de
maniére négligeable sur les conditions d’unicité. Hild montre sur un exemple trés simple
(un élément fini) que le probléme discret peut admettre une, plusieurs ou une infinité de
solutions et que le nombre de solutions décroit dans certains cas lorsque le coefficient de
frottement augmente.

Le résultat suivant donne explicitement les conditions discrétes de contact avec frot-
tement de (3.3) :

Proposition 3.2.1

Soit (up, Ap) une solution de (3.3). On suppose que dim(W},) = p et on pose
V., 1 < i < p les fonctions de base de W), sur I'c. La matrice de masse d’ordre
p M = (myj)i<ij<p sur I est définie par m;; = ch Vg, s, Soient Uy et Ur les
vecteurs ayant pour composantes les valeurs nodales de uy,, et up; respectivement et
soient Ly et Lt les vecteurs de composantes respectives les valeurs nodales de Ay, et
Ant- Alors les conditions discrétes de contact frottant de (3.3) sont les suivantes; pour
tout 1 <i<p:

(MLy); >0, (Un)i <0, (MLy)i(Un); =0,
|(MLz)i| < p(MLy)i,
(ML7);(Ur); > 0.
Démonstration: voir [69] |

Opérateur de quasi-interpolation

On considére I'opérateur de quasi-interpolation 7, : pour tout v € L'(€), on définit

mpv comme 'unique élément de Vj, = {v, € C(Q) : VT € T}, vp|r € P1(T), vp|r, = 0}
tel que :

e 3 (L[ )

J:ENh\NhD

ou pour tout & € Ny, 1, est la fonction de base standard de V}, satisfaisant ¢, (z") = 0 4,
pour tout z’ € Nj,. On pourrait considérer d’autres opérateurs de quasi-interpolation
comme ceux figurant dans [65] ou dans [67].
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Cet opérateur 7, posséde des propriétés d’approximation locale :

Propriétés 3.2.1

Les estimations suivantes ont lieu ([232]) : pour tout v € H'(Q) s’annulant sur I'p, on
a:
lv = mpollr S hel|VU||op, VT € Th,

et
lo = molle S b *IV0lluy, VE € Ey.

Comme on s’intéresse a des fonctions & valeurs vectorielles, on définit ’opérateur vectoriel
(que I'on note encore m;, pour simplifier) dont les composantes sont définies ci-dessus. Donc

on a :
Lemme 3.2.1

Pour toute fonction v € H}(Q)" (fermeture de C2°(Q) dans H'(12)),

\v—mpv|r < Cihr||Viiws, VT € Ty, (3.4)
Iv—mvile < Cohi?|Ivliw,,VE € Ej.

Les constantes C et Cy sont difficiles a évaluer et dépendent du paramétre de régularité
o (voir Définition 2.2.1). En particulier m,v € V), pour tout v € L*(Q)".

3.3 Estimations d’erreur

3.3.1 Estimations a priori

L’analyse a priori de l'erreur de (3.3) reste un probléme ouvert. Une estimation d’erreur
est obtenue dans [129] pour une approximation légérement différente des conditions de
contact et frottement (voir aussi [111] pour un résultat de convergence) :

Théoréme 3.3.1

Soit (u, A) la solution du probléme continu (3.1) telle que Ay = p\,&, avec £ € M,
¢ € Diry(uy) sur Te et pu < C;Col|€|l5/- La constante Cy est celle de la Proposition
3.1.1 et C;, désigne la constante indépendante de h intervenant dans la condition inf-
sup de Babuska-Brezzi. Supposons que u € (H%“(Q))2 avec € > 0. Soit (up, Ap) une
solution du probléme discret (3.3). Alors il existe une constante C' > 0 indépendante
de h et u telle que :

1
o —wpllr0+ [A = Aull_1 p. < Ch2|[uflz,cq

Quand le frottement est absent, un nombre important d’analyses a priori de I'erreur ont
été effectuées (voir par exemple [33, 135]). Dans [70], des estimations d’erreur a priori ont
été obtenues par la méthode des éléments finis mixtes pour le probléme sans frottement
et les taux de convergence des différentes méthodes ont été comparés numériquement.
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Laborde et Hild ont obtenu des estimations a priori pour la méthode des éléments finis
quadratiques [123]. Ainsi ils améliorent la précision des calculs par rapport aux éléments
linéaires lorsque la régularité du probléme le permet [148, 185]. Remarquons que méme
dans le cas sans frottement, la preuve de Iestimation d’ordre h avec la norme (H'($))?
sous la régularité (H?(€2))? reste un probléme ouvert.

3.3.2 Définition de ’estimateur d’erreur par résidu 7

Le résidu de I’équation d’équilibre (2) est défini par dive (uy) + f = f sur 7. Comme
d’habitude, cette quantité peut étre remplacée par une approximation polynomiale
fr € (Px(T))? et la différence f — f7 est traitée comme une oscillation des données. Un
choix classique est de prendre fy = [ f(z) /|T'|. De méme, g est approchée par la quantité
notée gp définie pour tout F € EY.

Définition 3.3.1

L’estimateur résiduel global n) et les contributions locales ny sont définis par :

1/2 ] 1/2
n = (Z n%) : nT=<Zm2T> ,
i=1

TeTy
mr = hT||fT||T,
1/2
1/2
mr o= h* D Weaw)lE]
EeEMUEN
1/2
nsr = hi || Ann + on(r)|l7are,
mr = il A + o(w) | e
1/2
Nsr = (/ _)\hn—l—uhn) 5
TN
Ner = H)\hanTch,
1/2
S ( [ vl =)ol + | <Ahtuht>_) ,
TN TN
nsr = ”(‘)‘ht‘_ﬂ)‘thr)JrHTﬂch

ol les notations , et _ désignent respectivement les parties positives et négatives ;
Je.n(uy) désigne le saut de contrainte de u, dans la direction normale, i.e.,

oy = { el e @
Les termes local et global d’oscillation de données sont définis par :
1/2 1/
S GO ETREED o PR S O SN D
T'Cwr ECEXN TET,
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On voit qu’il y a huit contributions pour chaque estimateur local nr. Il y a deux
contributions classiques pour tous les éléments dont aucun cété n’appartient a I'c : mip
le résidu d’équilibre et nor le terme de saut intérieur et sur le bord de Neumann. Les
¢éléments restants sur la zone de contact ont six termes supplémentaires. Les termes nsr
et nyr représentent la déviation des forces de traction de ’équilibre dans I’approximation
par éléments finis mixtes, les termes nsp et ngr (respectivement 7,1 et ngr) représentent
la non vérification des lois de contact unilatéral (3) (respectivement des conditions de
frottement (4-5)).

3.3.3 Borne supérieure

On donne maintenant une borne supérieure de I'erreur de discrétisation. Dans le théo-
réme suivant, on suppose que la solution du probléme continu satisfait le critére d unicité
de [203].

Théoréme 3.3.2

Soit (u, A) la solution du probléme (3.1) telle que Ay = p\,&, avec £ € M, & € Diry(uy)
sur I'c et ul|&]|ar suffisamment petit. Soit (un, Ap) une solution du probléme discret
(3.3). Alors

lu = wllio + A=Al re S0 +C

Démonstration: Pour simplifier la notation, on pose e, = u — uy. Soit vy, € V3 ; de la
V-ellipticité de af(.,.) et des équations d’équilibre de (3.1) et (3.3), on obtient :

leulfao S alu—upu—wy)
= a(u—upu—vp)+a(u—uy vy, —uy)
= Lu—vp) —bAu—vy) —alup,u—vy) +bAp — A, vy —up).

En intégrant par parties sur chaque triangle T', en utilisant la définition de Jg ,(uy,) dans
(3.6) et les conditions complémentaires ch Al = ch AnUpn = 0, on aboutit & :

lealZa < /Qf-<u—vh>+E€§;N/E<g—gE>-<u—vh>

+b(Ah, Vh) + b(A, Uh) - / )‘htuht — / )\tut
T'c T'c

- > /E(U(uh)n)‘(U—Vh)— > /EJEm(uh)-(u—vh).

EcEY EeEi™uEly

En partageant les intégrales sur I'c en composantes normale et tangentielle, on peut

écrire :
HeuHiQ S / AnUhn + / AhnUn + / ()\t - )‘ht)(uht — ut) +/ f- (11 — Vh)
e e e Q
- Y st @t Y e v

EcE"MUEY EcEY

109



Chapitre 3. Estimateurs a posteriori pour le contact frottant

110

+ > /E()\hn + 00 (W) (Opn — tn) + Y /E(Aht + or(up)) (vne — )

EeEf¢ EeEf¢
= Anthn + [ Apntun + / (Ae = Ane) (une — )
e e e
+I+ 1T+ 1IT4+1V 4+ V. (3.8)
On a besoin d’estimer chaque terme & droite dans I'inégalité. Pour cela, on choisit

vV = uy + 7Th(11 — uh) (3.9)

ou 7y, est 'opérateur de quasi-interpolation défini dans le Lemme 3.2.1.

On commence par le terme I. De la définition de vy, et (3.4), on en tire :

[u—=villr = lew — mheullr S hrlleulltwr

pour chaque triangle T'. Cette estimation couplée avec l'inégalité de Cauchy-Schwarz
implique que :

1S D Ifllrhrlealliwr

TETh
SO0 IEIFRR)Y2Y - lleullf )
TeTh TeTh
SO0 IEIFR) (Y lleullf )
TeTh TeTh
(D I = £l 7h3) (Y lleullf )
TETh TeTh
S O i) Pllealla + () 1) lleulla
TeTh TeTh
S (4 Olleullio. (3.10)

On considére maintenant les termes intérieurs et sur le bord de Neumann dans (3.8) :
comme précédemment 'application de I'inégalité de Cauchy-Schwarz méne & :

< Y en(an)lslla—vale.

EcEi™MUEl
En utilisant 'expression (3.9) et l'estimation (3.5), on obtient
1/2
lu=ville = llew=meulls < i’ leallis

En insérant cette estimation dans la précédente, on déduit que :

11 s O Y Wealw)lzhe) () lleallf )

EcEnUEN TeTy,
< O ) Pleulhe
TeTy
S nlleullso- (3.11)
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De plus
[LI1] < (lleullr,o- (3.12)
Les deux termes restants sont traités de la méme maniére que les précédents. Ainsi
IV + V] S nlleulle- (3.13)

Notons que up, < 0 sur I'¢, donc
e

et il reste a estimer deux termes dans (3.8). En utilisant la condition discréte complé-
mentaire ch Antnn = 0, on a :

Ahnlln = Ahn(un - uhn) = / (Ahn—I— - )‘hn—)(un - uhn)
T'c T'c Te

< - / )\thruhn - / )‘hn* (un - uh”)
I'c T'e
< 772 - / )\hnf (un - uhn)
o]

Le dernier terme dans ’expression précédente est estimé a I’aide des inégalités de Cauchy-
Schwarz et de Young :

VI < S Pnclelun —wnalle < 3 (auun unall} + o I HE)

E€Ey] E€Eyf]

pour tout a > 0. Un théoréme standard de trace implique que :

1 n?
VI < aflun —wnnlfe + = Y PunE < ollenlfo + (3.16)
EeEf
Les estimations (3.15) et (3.16) donnent
2 2 1
Mt % alleali o+ 7 (14 12 ) (3.17)
T'e «

pour tout o > 0.

On estime maintenant le terme de frottement :

/ ()\ht_)\t)(ut_uht) = / ()\ht ,U)\hnf Ut—uht +/ M)\hnf )\t)(ut_uht)
I'c le

le

= / (Ant = HARRE) (ur — upe +/ P Ahn — An)&(ur — upe)
T'e o]
(3.18)
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ou & € M, ¢ € Diry(u), \e = uAp€. Le second terme de (3.18) est majoré comme suit :

pliElarllue = wnellwe [[An = Annlwy

/F 1 — An) (g — up)

<
S pllglarllo = unlliollA = Anll_s p,,
S oplléllvla = uplle(la —upllie +1+ ¢).

Dans la derniére inégalité, on a utilisé (3.23). On déduit de I'inégalité de Young :

pll€]llar

S (At aulelvlealio+ =3 = (0" + ) (3.19)

/ i — )€ty — une)
Te

pour tout « positif.

De plus, le premier terme de (3.18) est traité comme suit :
/ (At — BARRE) (U — Unt)
Pe

= / )\htut_/ M)\hn+fut+/ ﬂ)‘hn+§uht+/ M)\hnf(ut—uht)—/ AhtUht
FC FC FC FC FC‘

= / ()‘htut_ﬂ)\hn+|ut|)+/ M>\hn+§uht+/ P —E (Ut — Upg) —/ Ahtht
FC FC FC FC

< /(|>\ht|—ﬂ>\hn+)+|ut|+/ (MAhn+|uht|_)‘htuht)+/ U — |t — Upe]
T'c I'c Pe
< / (el = 1) et — ] + / (el = 10 )l
I'c T'e
4 / (s ] — Dot el + / 1t — une] + / (Ponel [tme] — Aneie)
T'e Te Lo
< fu =l Ol el — mhms)+ lre + A llre)
+ / [(1Ane] = ) fanel = (el = e leanel] + 2 / et
I'c Pe
S lu=uplluall( A = pAwns)+lIve + pllAnn—lIre)

[l = )l + [ ) (3:20
T'e o]
De (3.19) et (3.20), on obtient pour tout o > 0 :

/F Mt = A (e —upe) S (a+ (L4 a)plléllm) llealli

plléllar + 2+ 1 4 42

+ 2cy

(P +¢%).  (3.21)
En regroupant les estimations (3.10), (3.11), (3.12), (3.13), (3.14), (3.17) et (3.21)

avec « suffisamment petit dans (3.8), et en utilisant I'inégalité de Young, on déduit que :
si w|€|lar est suffisamment petit alors

[u—upll10 Sn+¢ (3.22)
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On cherche maintenant une borne supérieure pour l'erreur de discrétisation A — Ay,
correspondant aux multiplicateurs. Soient v € V et vj, € V. Des équations d’équilibre
de (3.1) et (3.3), on déduit :

A= An,v) = bAV—=vy) = b(An, v — Vi) + DA = Ap, Vi)
= L(v—vp)—alu,v—vy) —bAp,v—vy)+alu, —u,vy)

= L(v—-vp) —ala—up,v)—aluy,v—vy) —bAp,v—vp).

Une intégration par parties sur chaque élément T aboutit & :

bA— A, v) = /Qf-(v—vh)—a(u—uh,v)— > /EJEm(uh)-(v—vh)

EcE™UEY
_ Egg /E()\hn + on(un))(vn — Van) — Egg /E()\ht + oe(up)) (ve — vpt)
- (8 —gr) (v — V).

En choisissant v, = m,v oll 7, est 'opérateur de quasi-interpolation défini au Lemme
3.2.1 et en accomplissant un calcul similaire & (3.10), (3.11), (3.12) et (3.13), on déduit
que :

bA = A, V)| S (Ila —upllro + 7+ QlIviie

pour tout v € V. Par conséquent :

IA=AnllZ1p, Sla—wlhio+n+C (3.23)

2

Le résultat en découle en regroupant les deux estimations (3.22) et (3.23). |

3.3.4 Borne inférieure

On rappelle quelques outils au préalable tels que les inégalités inverses [231] et les
fonctions bulles :
Proposition 3.3.1 (Fonctions bulles)

Les coordonnées barycentriques de x dans le triangle T sont notées Br(x), Bra(x) et
Brs(x) . On définit la fonction bulle 0 < by < 1 associée au triangle T' par :

b — 4 2T0rabrabrs  sur T,
o0 sur Q\ T.

Soit E un coté entre Ty et T,. On note By, 1 et Br, 2 les fonctions de base associées aux
extrémités du coté. La fonction bulle 0 < bg < 1 associée au coté E est définie par :

by — 481, 1P, 2 surTi,i=1,2,
0 sur Q\ (Ty UTy).

Cette définition peut s’étendre aux cotés du bord.
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Proposition 3.3.2 (Inégalités inverses)

Soit r un entier positif. Pour tout polynéme v de P,(T)

1/2
clvllr < by |lr < vl

[vbr|l1.r < chz'||v]lr

Pour tout polynéme v de P,(F)
1/2
cllvlle < lob*lls < o]z

En définissant Ly opérateur de relévement des polynémes de P,(E) s’annulant sur
OF en des polynémes sur T s’annulant sur 0T\ E, on a pour tout triangle T' possédant
E comme coté :

|Lr@belr < chif” ol

ILer(0)be|ir < chi?hit|v]e

Les constantes dépendent encore du paramétre de régularité o mais sont plus faciles
a évaluer.

Remarque 3.3.1

Les inégalités inverses se démontrent par passage a l'élément de référence, grace a
I’équivalence des normes sur un espace de dimension finie.

Théoréme 3.3.3

Soient (uy, Ap) une solution du probléme discret (3.3) et n = n(uy, Ay) Pestimateur
correspondant. Soit (u,\) une solution du probléeme (3.1) telle que A € (L*(T'¢))>.
Pour tous les éléments T', les bornes inférieures locales suivantes ont lieu :

mr S lla—wllir +Cr, (3.24)
mr S llu—wlliwr + 7 (3.25)

Pour tous les éléments T possédant un coté sur I'c (i.e. TNI'¢ = E), les bornes locales
inférieures sont obtenues :

e SELPIA = Nalle + lu = wyllir + Gr, =34, (3.26)
nir <21+ ) (1A= Aull + [l = will 5 + 1A = Ml 1}
1/2 1/2 .
Hlu—wlZIA). =57 (3.27)
mr < (L+ )| = Anllg, 1=6,8. (3.28)

Démonstration: On précise que I'on ne suppose pas que la solution du probléme continu
est unique. Bien stir, notre résultat reste valide lorsque (u, A) est I'unique solution donnée
par la Proposition 3.1.1. Notons également que la solution du probléme discret n’est pas
supposée unique.
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3.3. Estimations d’erreur

Les estimations de 117 et nor dans (3.24) et (3.25) sont standard ([231]). En effet,
Ifr[l7 = [ldive (up) + fr[l7
Or, par I'élasticité linéaire, une inégalité inverse et I'inégalité de Korn :
|dive(uy) + |2 < /Ta(u —uy) : e(br(dive(uy) + f1))
- /T(f — f7)(bp(dive (uy) + fr))
- [ &~ ge)br(divatu) + 1)
N
S (hptlla =l + [|f = frll7) br (dive (up) + fr)|7
ou by désigne la fonction bulle sur E (nulle sur I'y). Ainsi
Idive(uy) +frllr S hp'lla—wplir + |1 — frr

D’ou

hr|lfr(r lu—wpll1,7 + hr|f —fr|r

S
S lu—wllr + o

D’ou le résultat pour 7. Pour nor, on distingue le cas des cotés intérieurs et des cotés ap-
partenant au bord de Neumann. De plus, on sait qu’en utilisant wg = bpLg r[o(up)ng] g,
pour E € EI

llo(nelple S (g e —unliws + If = frlles + Y lldive(a) + frl0) |we |,
T'Cwg

D’oit en utilisant le résultat pour 7; et une inégalité inverse
1/2 <
hg loe(m)nelgle < llo—upllhe, +Cr

D’autre part, en utilisant wgp = bpLgr(o(uy)n — gg), pour tout £ € EF}V, on
obtient :

lo(u)n —gele S (hg la—upliw, + £ —frle, + g —gele
+ > ldive(uy) + frlr)lws |,

T'Cwg
D’ou
1/2 <
hpg“lle(upn —gelle < llu—upliw, +{r

On estime & présent nsp. En écrivant wgp = wg,n+wpst sur E € Eg et en choisissant
wpn = Apn + on(up))bg et wge = 0 pour I'élément T’ contenant FE (ici on fait un petit
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abus de notation afin de simplifier) et wgr = 0 dans Q \ 7. Ainsi
in -+ nlwdly ~ [ o+ onlan)g
E

= b(Ah,WE) +/TU(Uh) : E(WE)

b we) ~ [ ota=w)ietws) + [ o) ews)
T T
= b(An— A, wg)+ L(wg) — / o(u—uy) :e(wg)
T
S IA=Xllelwelle + Iflrlwellr + o —unllirwelyr.
Une inégalité inverse et 'estimation (3.24) impliquent
h 1A = Aulle + [ = willur + e £l

W2 N + o)l <
S RPN = Nlle + lu — willur + Cr

Cette estimation donne la borne de n3r dans (3.26). L’estimation pour nsr dans (3.26)
est obtenue comme précédemment en choisissant wg, = 0 et wpr = (A\pt + or(up))bg.

On considére maintenant nsp. Si E € Eg , soit ' C FE la partie du cdté on
Ahn = Apns. Donc

/_)‘hn-‘,-uhn = /_Ahnuhn
E F
- /()\hn_)‘n)(un_uhn)_/ )\hnun_/ )‘nuhn
F F

F
= /(Ahn_)‘n)(un_uhn)_/()\hn_)\n)un_/ An(uhn_un)
F F F
A = Anllellu—wl[e + A = Aullellulle + [[u—up| el £

IN

La derniére estimation donne la borne de 157 dans (3.27) en prenant la racine carrée.

L’estimation de mngr dans (3.28) est évidente. Comme X, > 0, on a
0 < Mn— < |\ — Appl sur T Ainsi

[An—llE < A = Amnlle < A = AnllE.

Puis on estime nyp. Si E € Eg, soit ' C FE la partie du co6té ou
—([Anel = #Ann+) = (IAne| = pApn+) - Donce

/(|>\ht| — PARng)—une| + / (Anttine)—
E E
= / (= Ant| + pArng) [une| + / (Anttne)—
F E
= [+l + [ Guw—+ [ -l (329
F E F
Le premier terme de (3.29) est estimé comme suit en utilisant (4-5) :

- / (el — ) uanel
F
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3.4. Une seconde discrétisation par éléments finis

S / (el = el = 1O — M) (st — )
a

— = 3l = et = Al = [ (] = )] =
< (4w A= Anllellu—urle + A = Allellalle + [[a—unl|2]|A]2) -
Le second terme de (3.29) est borné en remarquant que A\yu; > 0 sur I'c. Donc

0 < (Antupe)— < A — Aprtop|
= | Ae(ue — une) + (A — Apg) (une — we) + (Ae — Ape)ug|-

Ainsi

/ (Antunt)— <A = Apllglla = wpllg + A = Mullgllullg + [[u—up | 2| A ]| £
E

Le troisiéme terme de (3.29) méne (en utilisant 1’estimation de ngr) a :

[ nctuned < [ 1t = el + [ el < pIA= Ml (= s+ )
Ainsi la borne de n7p est prouvée. On termine par I'estimation de ngp. On a
0 < (IMnel = dnnt )+ = (Antl = pAnn — A=)+ < (Mne| — 1 wn) +-
Comme |N\¢| — u\, < 0, on obtient
(IAnt] = BAnn)+ < [ Ane] = (Al = An + pdn| < [Ant = Ae + 1 Ann — An|
Ainsi

(el = A )+ llE < NIAe = AnellE + pllAn — Annlle < (14 @)X — Aill 5.

Remarque 3.3.2

Supposons que u € (H%(Q))? (donc A € (H2(I'¢))?), et que lestimation d’erreur a
priori optimale ait lieu (cette question est entiérement ouverte et la présente remarque
est simplement destinée & illustrer notre résultat) et on définit :

1/2
= (Y k), 1<i<s

Alors on aurait m; < h,1 < i < 4; nm; S AY4 5 =57 n
n g h1/4.

< hY?21 = 6,8. Donc

~Y

3.4 Une seconde discrétisation par éléments finis

Le but de cette section est de considérer une discrétisation par éléments finis des
conditions de contact et de frottement qui permet d’obtenir un estimateur d’erreur plus
simple. Plus précisément on utilise une formule de quadrature différente pour les conditions
de contact frottant (voir [147] pour les premiéres idées).
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Chapitre 3. Estimateurs a posteriori pour le contact frottant

3.4.1 Description

Pour tout v = (vp,, vpe) € Wi, X Wy, et vy, € V), on définit la forme bilinéaire c(., .)
telle que

c(vh, vi) =/ (Ln(Vnnnn) + In(vhevne)) dT
Te

ou I, est 'opérateur classique d’interpolation de Lagrange affine par morceaux aux nceuds
de T¢. Soit K, = {vh € Wi : vy, >0} le cone convexe fermé des fonctions positives de
Wh. Pour g € Ky, on pose Kp(g) ={vn € Wi 2 |wn| < g}

Ensuite, on considére le probléme suivant :
trouver uy € Vy, et (S\hn, S\ht) =X € Kh(uj\;m) = K, X Kht(uj\;m) satisfaisant :

a(ﬁh, Vh) + C(S\h, Vh) = L(Vh), Vv, € Vh,
(3.30)

c(vh — An, ) <0, Yuh = (U, Unt) € Kn ().

Les conditions de contact avec frottement discrétes incorporées dans l'inégalité de (3.30)
sont les suivantes :
Proposition 3.4.1

Soit (1, A) une solution de (3.30). Supposons dim(W,) = p et soient th,,, 1 <i < p
les fonctions de base de W;, sur I'c. Soient Ux et Ur les vecteurs de composantes
les valeurs nodales de 1y, et ty; respectivement et soient Ly et Ly les vecteurs de
composantes respectives les valeurs nodales de S\hn et S\ht. Alors les conditions discrétes
de contact frottant de (3.30) sont les suivantes pour tout 1 <i <p :

(Ln)i >0, (Un)i <0, (Ln)i(Un); =0, (3.31)
I(Lr)il < w(Lw)i, (3.32)

i (Lr)il < p(ly)i = (Ur); =0, (3.33)

(Lr)i(Ur); > 0. (3.34)

Démonstration: De A, € Ky, on a immédiatement la premiére condition de (3.31). La
condition

/ In((Vhn — Awn)ing) AU <0, YWhn € Kpn
o]
est équivalente a :
/ In(vpntipg,) dU <0, Yuyp, € Ky, et / Ih(j\/mﬂ/m) dl' = 0. (3.35)
T'c Te
En choisissant dans U'inégalité de (3.35), v, = 95, et en écrivant

/ Tn(ths,ipn) T = G (1) / o, dT,
Te

Te

on aboutit & la seconde inégalité de (3.31).
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3.4. Une seconde discrétisation par éléments finis

L’égalité ch Ih(xhnﬂhn) ar = Y0, S\hn(xz)ahn(:cl) ch Yy, dI' = 0 implique
(Ln)i(Un)i =0, 1 <i <p. ) )
L’inégalité (3.32) provient directement de Apy € Kpi(Mpy,). Comme

[ e =S dr < 0, o € Kig(hnn) (3.36)
Pe

on choisit vp; dans (3.36) comme suit : vy = ,uS\hn au neeud z; et vy = S\ht aux p — 1
autres noeuds. On obtient

/F Ih((Vht — S\ht)ﬂht)dr = (,uj\hn(mz) — S\ht(xi))ﬁht(mi) . ’l/)xidr S 0. (3.37)

Similairement, on prend vy, = —,uj\;m au noeud z; et vpy = App aux p — 1 autres nceuds.
On obtient

/F Ih((Vht — S\ht)ﬁht)dl“ = (_,U/S\hn(xi) — S\ht(xi))aht(xi) . wxidr S 0. (3.38)

En regroupant (3.37) et (3.38), on déduit (3.33).
Il reste a prouver (3.34). On définit v4; dans (3.36) comme suit : vy = %S\ht au noeud
z; et vy = S\ht aux p — 1 autres nceuds. Ainsi

- 1- )
/ In((Vne — Ane)tigg) AU = _5)‘ht(xi)uht(xi) g, dI' < 0.
I'c Pe

D’ou l'inégalité (3.34). |

3.4.2 Etude de l'existence et de 'unicité de la solution
Proposition 3.4.2

Pour tout u positif, le probléeme (3.30) admet au moins une solution.

Démonstration: Soit g > 0 donné. On introduit le probléme de frottement P(gn,) avec
un seuil donné pugp, ot grn € Kpp.
Il consiste a trouver u; € Vj, et (th,j\ht) = A € Kn(pgnn) = Kpn X Kpe(16nn)
satisfaisant :

a(ﬁh,vh) + C(j\h,Vh) = L(Vh), Vv, € Vh,
P(gnn) . ] (3.39)
c(vp — Ap,ap) <0, Yy = (Vhn, Vit) € Kn(Udhn)-

Le probléme (3.39) est équivalent a trouver un point selle (ﬁh75\hn75\ht) = (ﬁh,j\h) €
Vi, x Ky (1gnn) verifiant

L(ay,v1) < LA, An) < L(V, Ap), Vv, € Vi, Yy, € Ky (1gnn),

ou

Ih(”hn”hn) dar —|—/ Ih(”htvht) dl’ — L(Vh).
T'e

1
L(vy,vp) = §a(vh,vh) +/

le
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En utilisant des arguments standards de problémes de point selle comme dans [112]
(Theoréme 3.9, p.339), on déduit qu’il existe un tel point selle. La stricte convexité de
a(.,.) implique que le premier argument 4y est unique. En supposant que le second
argument n’est pas unique, 1’égalité (3.39) implique :

0(5\; - :\i,vh) =0, Vvp € Vy.

.- .. 71 <2 -
La définition de W}, nous permet de choisir v, = A;, — A}, sur I'c. D’aprés la définition de
o . 1 22 )
c(.,.), on aboutit & la conclusion que A;, — A;, = 0. Par conséquent, le second argument

A, est unique et (3.39) admet une unique solution. Le lemme suivant est une conséquence
directe de la définition des problémes (3.30) et (3.39).

Lemme 3.4.1
Les solutions du probléme discret de contact avec frottement (3.30) sont les solutions
de P(Ap,) ot Apy, est un point fixe de ®p. La fonction ®y, est définie comme suit :
Py Knp — Kip
Ghn > Ahns

on (Tip, Ap) est la solution de P(§pn).

Pour établir I'existence d’un point fixe de ®5, on utilise le théoréme de Brouwer.

Etape 1. Tout d’abord, on prouve que I'application ®; est continue.

On pose V), = {vh € V1 vpy =0 sur '} . De la définition de Wy, il est facile de vérifier
que la définition de ||.||_1 , donnée par :
27

/ Ih(VUhn) dI’
— Yo}
I s, = sup

vaev,  valie

)

est une norme sur Wj. Soient (ﬁh,j\hn,j\ht) et (T, Aun, Ane) les solutions de P(gp,) et
P(Ghy) respectivement. D’une part, on a :

a(ﬁh,vh)+/ In(Mnnvs) AU = L(vy), Vvy, € Vi,
Te

a(u_h,vh)+/ In(Mnvin) AU = L(v), Vv, € Vy

T'e

En soustrayant les égalités précédentes et en utilisant la continuité de la forme bilinéaire
a(.,.), on a

/ (M — Mn)Vnn) dU = a(@; — G, vi) S G, — Wllielvallie  Yvi € V.
Te

Ainsi nous avons une premiére estimation

(BYMD v EUANE |- F (3.40)
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D’autre part, (3.30) donne :

a(ﬁh,vh)—l—/ Ih(j\hn?)hn)dr-i-/ Ih(j\htvht)dl“ = L(Vh), Vvh GVh, (3.41)

I'c T'e

a(u_h,vh)—i—/ Ih()\hn?)hn)dr-i-/ Ih()\_htvht)dl“ = L(Vh), Vv € V. (3.42)
T'c Te

En choisissant v, = 0, — uy, dans (3.41) et v = uy, — 0y, dans (3.42), on obtient par
addition :

i, =0, =) = [ (o = V) G — ) T
C
" /F I((V = Ane) g — W) AT (3.43)
C
Notons que 'inégalité dans (3.39) est équivalente aux deux conditions suivantes :
/F Ih((”hn — S‘hn)ahn) dl’ < 0, Vupn € Kpn, (344)
C

/F In((Vhe — Ane)iie) dT <0, Vune € Kpe(1ghn)- (3.45)
C

D’apres la définition de Kjp,,, on peut choisir vy, = 0 et vy, = 25\hn dans (3.44) ce qui
aboutit & :

/ Ih(S\}mﬂ}m) dl’' =0 et / Ih(”hnﬂhn) dI’ <0, Yuhn € Kpn,
I'c T'e
duquel on déduit que :
[ (G = S, — ) < 0
e
Ainsi (3.43) devient :

lan — w20 < / In((Var — ) (iine — 7)) T (3.46)

T'e

De la définition de Kpt(ugnn), on a

[ iGorm) dr < [ g(Su| il dr < [ Byt o) ar
e T'e T

C

Une expression similaire peut étre obtenue en intégrant le terme I, (Ap@in: ). De plus (3.45)
donne

—/ In(Angiing) dT < —/ It (vpetipe) dI°
T'c Ie

p
= — Z Ve ()Tt (i) | P, AU, Vg tel que [vpe| < pgnn.
i=1 e
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Si uht(xz)
nt(2i) =

~ [ G ar < 1S ) i) / o d == [ Ty i) ar
I'c

i=1 Tc

> 0, on prend vp(wi) = pdnn(x;) et si dp(r;) < 0, on choisit
—Hghn (2

i). Ceci méne a la borne suivante :

Puis on obtient un résultat similaire en intégrant le terme Ij,(A:27z). Finalement, (3.46)
devient

um—mm)suAJM%r@mwm—mmw
C

SM/JM%ﬁ%WWF%MW
Fc

= MZ| (Ghn = Gan) (@3)] [(Uhe — Une) (@3))| g Yy, dI
i=1 c

N

AN

(Z\ Ghn — Gn) () ) (Z\ (Tht — e ( wz)\>

S rCM)Ghn = Ganll -1 [0 = anl[1,0, (3.47)

ou l’équivalence des normes en dimension finie a été utilisée ainsi que le théoréme de
trace. La combinaison de (3.47) et (3.40) implique qu’il existe une constante C'(h) telle
que

Hj\hn - )‘—hnH—%,h S Mc(h)thn - %H_%,h- (348)
Ainsi @), est continue.

FEtape 2. Soit (ay, Nns S\ht) la solution de P(gpy,). En prenant vj, = u;, dans (3.39) on a

a(ty, ay) +/F I (M i) df+/F In(Mntipe) dU = L(iiy,). (3.49)
C

C
Sachant que :

/ In(Annfinn) dT =0 et / In(Antiing) dT > 0,
I'c Pe

on déduit de (3.49), de la V-ellipticité de af(.,.) et de la continuité de L(.) :
i S altn,an) < L) S a0

On déduit alors que ||ay||1,0 est borné. Par ailleurs

a(ﬁh,vh) + / Ih(j\hnvhn) dl' = L(Vh), Vv, € Vh,
Te
meéne a
/ In(Awntnn) dU S [[tnlliollvallie + [vellhe,  Vva € Vi
NG}
C’est pourquoi || P (gnn)||_ 1h= = [ Ml 1h S Slapl,e +1 S 1, pour tout gpy, € Mpy,. La
bornitude et la continuité de Dy, prouvent qu’il existe au moins une solution au probléme

discret de contact avec frottement de Coulomb d’aprés le théoréme de point fixe de
Brouwer.



3.5. Un second estimateur

Proposition 3.4.3

La solution du probléme (3.30) est unique lorsque 1 C'(h) < 1.

Démonstration: De (3.48), on obtient un résultat d’unicité dépendant de la taille de
maillage lorsque p C'(h) < 1. Il y a donc unicité lorsque p est suffisamment petit (ou
le terme "petit" dépend du paramétre de discrétisation).

Une étude plus détaillée montrerait que le critére d’unicité disparait lorsque h tend
vers 0 (i.e., limy_o C(h) = +00). |

3.5 Un second estimateur

3.5.1 Définition de I’estimateur par résidu associé & la seconde
discrétisation

Comme pour la premiére discrétisation, le résidu est défini par dive (ay,)+f = f sur 7.

La donnée f est approchée par fr € (P, (T))? et la différence f — fr est traitée comme une

oscillation de données. De méme g est approchée par une quantité plus simple notée gg
pour tout F € E}.

Définition 3.5.1

L’estimateur global par résidu 7 et les contributions locales nr sont définis par

1/2 6 1/2
o= (Z ﬁ%) | i = (Zﬁ%) ,
=1

TeTy

mr = hrlfr|r,
1/2

e o= b > e} ]

EeEMUEN
e = hal*| Ann + on (@) || 700
e = A+ o) ||l rore.

3 1/2
ﬁ5T = </ _)\hnﬂhn) )
TN

) ) 1/2
Ner = (/ (A nn [Tpe| — Ahtﬂht)) ,
TN

ou l'on rappelle que Jg () est le saut de contrainte de 1), dans la direction nor-
male défini par (3.6). Comme dans la section précédente, les termes local et global
d’oscillation des données (r et ¢ sont définis par (3.7).

Remarque 3.5.1

D’apres les définitions précédentes, on a 17 = m7. On remarque I'absence de termes
semblables a ng et ng pour 7 car Ay, > 0 et |Api| < pApn-
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3.5.2 Borne supérieure

Comme pour I’énoncé du Théoréme 2.4.3, on a besoin de supposer que la solution du
probléme continu satisfait le critére d’unicité de [203| afin d’obtenir la borne supérieure
de 'erreur de discrétisation.

Théoréme 3.5.1

Soit (u, A) la solution du probléme (3.1) telle que \y = p\, &, avec & € M, & € Diry(uy)
sur T et pu)|€]| s est suffisamment petit. Soit (11, Ap,) une solution du probléme discret
(3.30). Alors

lu = dll0+ 1A = Xl 1 pe ST+

Démonstration: On adopte les notations suivantes pour le terme de l'erreur dans le dé-
placement : €, = u — 1y,. Comme dans le Théoréme 2.4.3, on obtient pour tout v;, € Vy,

leulZa < /Q fra-v)— 3 /E T (i) - (u— vy)

E€E"™UE}Y
+ (g—ge) (u—va)
+ Egg /E()\hn + 0 (1)) (Vpp — un) + Eg}? /E()\ht + o (an)) (vpe — uy)

+/F (I (A (Ohn = hn)) = M (V. = i)
+£ ([h(j\ht(vht — ’leht)) - 5\ht(vht - ﬁht))
+/I‘ (S‘hn — ) (Up — Up) + /I‘ (5‘/” = At) (e — )

= I+II+III+IV+V+VI+VII+VIII
+/ (Mt = Ae) (we — iin).- (3.50)
T'e

Comme pour le Théoréme 2.4.3, on prend vy, de la forme (3.9). Ainsi
1]+ [11] + 11| + 1V | + 7] 5 @+ Olleull e (3.51)

Maintenant on estime les deux termes de (3.50) avec 'opérateur d’interpolation en utili-
sant une estimation d’erreur d’intégration numérique : la formule du trapéze :

) -

/Fc <Ih(5\hn(7fhéu)n) - 5\hn(7Théu)n>

= Z /E(Ih(xhn(ﬂhéu)n)—S\hn(ﬁhéu)n>

EcEY

A

> bl (A (Théu)n)”|

EcEY
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< D BN ((mhéa)n)|
EcEY

Y BN el (mhéwn) [l

EcEf

3/21X ~
ST RN el el
EeEg

3/2,X ~
ST RN E 8l ey
EeEf

3/2 g ~ -
= 3 O+ on(@n)) | Elleullw;
E€EY

1/2% ~ 5
< Z hE/ [An + on (@) Ell€ull1,wr
EeEf¢
S illeallie; (3.52)

IN

N

N

ou T est ’élément contenant E. Ci-dessus, on a utilisé I'inégalité de Cauchy-Schwarz, la
stabilité H! de 7, prouvée au Lemme 3.1 de [65] (ou [231]) et I'inégalité de trace sur un
élément (|231]). D’une maniére similaire, on obtient :

VI > 1A+ ou@n) sl8allier < llealio. (3.53)
EeEf

Remarquons que up, < 0 et S‘hn > 0 sur I'g, on a ch thun < 0, ch A, = 0 et
ch Aty < 0. Par conséquent, on obtient :

VIII < / —NnGipn < 7. (3.54)
Te

Il reste a estimer un terme dans (3.50) : celui provenant de 'approximation du frottement.
Comme dans (3.18) et (3.19), on obtient

/ (Mnt = Ae) (e — iing)
o]

= / (At — 1Ann€) (ug — Tipe) + / 1 Ann — An)€(uy — ing) (3.55)
NG}

o]

ou & € M, & € Diry(ug), \p = pAp&, et

pll€ ]l ar

oy (77 + %) (3.56)

< (A +a)ulléllalleaia +

/F 1R — An)E (g — in)

pour tout « positif. Le premier terme de (3.55) est écrit comme suit :

/n(xm-—uxmixur—ﬂm) = 5\htut—-/ Mxmﬁﬂt+¥/ [N E g — AntTing
FC FC FC FC FC

= / (S\htut - ,U'S‘hn ’Ut\) + / (,U'S‘hngaht - 5\htﬁht)
T'c T'c
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Chapitre 3. Estimateurs a posteriori pour le contact frottant

< / (Nl = B hn) e +/ (= Mtfing + i [Tne])
T'e o]

<0
< 72 (3.57)

Par (3.56) et (3.57), on obtient pour tout « positif :

plillar + 20

o (%) (3.58)

/ (it — M)t — iine) < (1+ @)pllEl e 1BulZ +
T'e

En regroupant les estimations (3.51), (3.52), (3.53), (3.54) et (3.58) dans (3.50) et en
utilisant I'inégalité de Young, on aboutit & la conclusion que si p|/£]|as est suffisamment
petit (voir aussi (3.22)) :

[u—tpll1,0 S7+C (3.59)

Maintenant on cherche la borne supérieure de ’erreur de discrétisation A — Ap, corres-
pondant aux multiplicateurs. Soient v € V et v;, € Vj. Des équations d’équilibre (3.1)
et (3.30) on déduit :

BA = Ap,v) = AV —vy) = (A, v —vz) + (A, V) + b(Ap, Vi)
= L(v—vp)—a(u,v—vy) —bAp,v—vy)+a(ty—u,vyp)
+¢(Xns Vi) = b(An, va) )
= L(v—vp)—alu—uy,v)—a(ay,v—vy) —bAp,v—vp)
+¢(An, Vi) = b(An, Va).

Une intégration par parties sur chaque élément T méne a :

A=Ay 5

Q

fo(v—vy)—alu—ipv)— > /EJEm(ﬁh) (v —vp)

EcE™UEY
- > /(S\hn+0n(ﬁh))(vn_vhn)_ > /(S\ht+0t(ﬁh))(vt_vht)
EcEY E EeEf E

+/r (In(MnVhn) — NanVnn) +/F (In(Nnevnt) — MutVne)
C

+ 3 [E-gn) -

EcE)
En choisissant v, = 7, v comme pour la preuve du Théoréme 2.4.3, on obtient
IX=Anll -1 pe S o= Bnlle +7 + ¢ (3.60)

Les deux estimations (3.59) et (3.60) achévent la démonstration.
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3.5. Un second estimateur

3.5.3 Borne inférieure
Théoréme 3.5.2

Soit (1, Ap,) une solution du probléme discret (3.30) et soit 7j = 7j(i,, ) I'estimateur
correspondant. Soit (u, X) une solution du probléme (3.1) telle que A € (L*(T¢))?.
Pour tout élément T, les bornes inférieures locales suivantes ont lieu :

mr S lu— e + G,
or S |la—sll1w, + (1

Pour tout élément T' ayant une coté dans I'c (i.e., TNI'c = E), les estimations locales
inférieures suivantes ont lieu :

dir < RN = Anllg + |u— Wllur + G, =34,

-~ ~1/2 ~ 1/2
e S iy el (3.61)
or S (ufjsr + ﬁ4T)1/2”1~1hHi/721- (3.62)

Démonstration: Comme pour le Théoréme 3.3.3, on a besoin d’estimer 737, 47, 57 €t

fler- Les estimations de 717 et 7oy sont standard. De plus, les bornes de 737, 47 sont
obtenues comme dans le Théoréme 3.3.3. Ainsi on considére 7s7. Si E € ES, on a d’aprés
la formule d’intégration du trapéze, une inégalité inverse et 'inégalité de trace :

/ _)\hnahn
E

/ (I N @ipn) — M @i )
E

A (M)

SN

Wl N | 21|, |2

Wl (A + 0 (@0)) || 2|, |

VAR ZANR AN

1/2 ~ -~
1 i || 2

nar|[an |17

/AR ANR AN

La derniére estimation implique (3.61) en prenant la racine carrée.

Finalement on considere 7jgr. D’aprés la Proposition 3.4.1 on a pour tout nceud w;
de T« (uAnnltine — Aneiine) (i) = ((nAnn — [Mne])lne])(2:) = 0. Soit E € ES; il est
facile de voir que 4y est soit d'un signe constant sur E (i.e., négatif ou positif) soit
Upe(1)Une(r2) < 0 (o 1 et xo sont les extrémités de E) et @y, admet un zéro unique
noté m dans E.

On commence par considérer le second cas : on note By = (xz1,m) et Ey = (m,x2)
et on suppose sans perte de généralité que up; > 0 sur Fy et 4p; < 0 sur Es. On désigne
par J, Popérateur d’interpolation de Lagrange affine par morceaux sur E aux points
1, m, 9. Comme (,uj\;m|ﬂht| — S\htﬂht)(m) = 0 et en utilisant les mémes arguments que
pour 757, on obtient :
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/ (BN | Tnt| — Mntiine)

E

= / (ATt — Aptiing) + / (=X nniing — Nniing)
E1 E2

= /E ((Nj\hnﬂht — Mutting) = Jn (U Nn Ging — S\htaht)>
1

+/ ((_ﬂj‘hnﬂht — Nnting) — Jn (= nniing — j\htﬂht)>
Es

S W | wnting = Mgiing)” |, |+ Wi | (=i = Aneting)" |, |
< B (uAnnting)” Pk hE| (At ) ||
S h3EN|5‘;mﬂ;zt| + h3E|5‘;Ltﬂ;zt
< hQENH)‘zanEHﬂ;thE+h2EH)‘;LtHEHﬂ;1tHE~
= h%ul!(thn + o)) || Bl 2 + h%H()\ht + ot(an))' | e ll@h )| &
S hepl M + on(@) | ElUh | + el A + oc(an) || 2@, | 2
1/2 ~ ~ -
S 2 (witsr + fiar) iy |
S (pisr + Nar) || Qn |17

Ainsi découle (3.62) en prenant la racine carrée. Le premier cas (up; est soit négative ou
positive sur E) se montre directement comme précédemment. |

Remarque 3.5.2

En supposant que u € (H%(Q))? (ainsi X € (Hz(I'¢))?), et que les estimations
optimales a priori ont lieu (comme pour la premiére approximation, cette question
est entiérement ouverte et le seul but de cette remarque est d’essayer d’illustrer notre

résultat) on définit :
1/2
= (Y )" 1<i<e
TeTy

Ainsi on peut vérifier que 7; S h,1 <i<4; n; ShY2 j=5,6. Donc ij < h'/2,

Remarque 3.5.3
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En supposant que u € (H%(Q))? (ainsi A € (H2(I'¢))?) et 1 < q < oo, ijsp peut étre
bornée de la maniére suivante ([128], Remarque 5.7) :

/ Ny = / (In(Mhnfinn) — M)
E E

< RE Mntnn)"| S B M| = BB Nyl 11

< Bl N (@nn — ) |22y + Bl N || 21

S WM e (@ — @) e + hQEH)\IhnHLq—Ef(E) [y, | Lo(re)

< hENwn + 00 (W) || £l (@nn — @) |2 + BE/all(Ann + Un(ﬁh))/HLq%l(E)HﬁHm
5 -2 5

S hel| A+ o0 (@) Bl (@nn — @) ||+ Bphs® Vall (e + 00 (@) | 2ll02.0



3.6. Résultats numeériques

hy) ?73THun — U1, + hev/—=In(he)fsr||Ql| 20

Pour ngr, on a I’estimation suivante :

/(Nj\hn [Tt — 5\htfbht)
FE
W (U Annting)" E |+ B (Anetine)” |E|
h%ﬂ|)‘hnuht| + I |>\;Lta;1t 3
Wl Mg || 21 () + Rl Mg |21 )
s tl| M (it — ﬂt)'||L1(E) + Wl At || 22 ()

Fhp [ N (e — @)l 11 m) + W Xy @ 11

YA VAN

IN

S Byl Nl ol (Gne — @)’ ||E+h ulIX, IILq—zI(E)IIﬁQHLq(rc)
W el el (@ne — @) |5 + Wl Nl oy il @llzae)

S Nt A + 0 (@)l 2| (@ne — @)’ HE+h ful!(hhm%n(uh)) HLq—ql(E [afl.0
Wl ne + 02(@n)) || (@ne — @) |5 + P/l ne + o0 (@)l 2, g [0lz0

< gl A+ o (@) L2l @ — @)l + k.2 /gl G + on<ﬁh>>’||E||u||z,Q
- q—2 -
thel| A+ (@) sll (@ne — @) |2+ hah2" @l e + o0 (@) || 2]18l2.0
< B2 (witsr + ur) e — ell1p + b/ —In(he) (wisr + far) |20

On a choisi ¢ = —In(hg) (par minimisation d’une fonctionnelle) ot hg est supposé
suffisamment petit et on a utilisé le fait que pour tout réel p € [1,00] :

IVllzowe) < CVBIVIg2rey, Vv € HY*(Te)

On a alors 7; < h,1 < i < 4; n; S —In(h)Y*R*4 j = 5,6. Donc on a I'estimation

i < (= In(h)) VR34,

3.6 Résultats numériques

Dans cette section, on s’occupe de 'implémentation numérique sous CAST3M des esti-
mateurs par résidu issus des deux discrétisations par éléments finis. L’information donnée
par les estimateurs d’erreur est couplée avec une procédure d’adaptation de maillage
décrite au Chapitre 1. Dans ce qui suit, on suppose que les corps sont des matériaux
homogeénes isotropes et suivent la loi de Hooke (1) donnée par :

Ev (u)

e(u

(1—=2v)(1+v)

ou [ représente la matrice identité, tr est I'opérateur trace, E et v désignent le module
de Young et le coefficient de Poisson, respectivement avec £ > 0 et 0 < v < 1/2.

o(u) = tr(e(u))! +

1+v
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Chapitre 3. Estimateurs a posteriori pour le contact frottant

Notre but principal est de discuter les résultats théoriques en calculant les différentes
contributions des estimateurs 7 et 7 et leurs ordres de convergence lorsque h tend vers
zéro. En particulier on s’intéresse aux termes suivants (ot on adopte les notations des
remarques 3.3.2 et 3.5.2) :

1/2 1/2
= (Y ) 1<i<s = (Y %) 1<i<e.
TeT), TeT,

Dans ce type de probléme, la gestion du contact occupe une proportion importante du
temps de calcul. On note également les contributions au contact avec frottement :

8 1/2 6 1/2
ne = (Z n?) , iic = (Z ﬁ?) :
=3 =3

Dans la suite, on désigne par N¢, le nombre d’éléments du maillage sur I'c. Dans le cas de
maillages uniformes, ce paramétre mesure la taille du maillage. De plus, on suppose que
le coefficient de frottement p et la taille du maillage h sont tels que les deux problémes
discrets (3.3) et (3.30) admettent des solutions uniques (up, Ap) et (@in, Ap). En prenant
vy, = 0, dans (3.3) et v, = uy, dans (3.30) puis par différence, on vérifie que u, = qy, et

que par conséquent c(Ay, vy) = b(Ap, vi), Vv, € V, ce qui implique que 1y = 7.

3.6.1 Un premier exemple avec glissement et séparation

On considére le domaine 2 = (0, 1) x (0, 1) avec les caractéristiques matériaux £ = 10°
et v = 0.3. Le corps est fixé sur I'p = {0} x (0, 1),

rigl = bloq depl 13;
tabl . ’BLOCAGES MECANIQUES’ = rigl et rigls ;

il est initialement en contact avec I'c = {1} x (0, 1)

rig2 = impo 'MAIL’ 11 (inve 1ls);

mafl = impf rig2;

modfrl = modl mafl frottement coulomb;

matfrl = matr modfrl mu mul;

tabl . ’CARACTERISTIQUES’ = (matl et matls et matfrl);
tabl . 'MODELE’ = (modl et modls et modfrl);

tabl . 'CONTACT — rig2;

tabl . ’FROTTEMENT’ = mafl;

et aucune force n’est appliquée sur I'y = (0,1) x ({0} U {1}). Le corps € est soumis
a la force verticale uniforme f = (0, f3) avec fo = —76518 et le coefficient de frottement
p vaut 0.2. On utilise des maillages en croisillons (i.e. le corps est partagé en carrés
identiques, eux mémes partagés en quatre triangles semblables). La Figure 3.2 représente
les configurations initiale et déformée avec N = 32.
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3.6. Résultats numeériques

XX
XD

F1G. 3.2 — Premier exemple. Configurations initiale et déformée avec u = 0.2 et N = 32.

On observe que tous les nceuds de I'¢ ont un déplacement tangentiel négatif et que I'¢
est divisé en deux parties : une partie supérieure ol le corps reste en contact avec I'axe

x =1 (noeuds glissants) et une partie inférieure de I'c ot il se sépare de 'axe a partir du
point (1,0.65) (Figure 3.3).

zone de contact

nul tiplicateurs
0.2 0.4 0.6 0.8 1

0
-0.02]

80000+

- 0. 04] %hn

60000}

- 0. 06]

-0. 08
o4 40000}

-0. 12f

-0. 14] 20000
-0. 1@///111/
-0. 18]

depl acenent s

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
zone de contact

F1G. 3.3 — Premier exemple. A gauche : déplacementNS norn}al et tangentiel (tpy, Upe) sSur
[c. A droite : multiplicateurs normal et tangentiel (Ap,, —Ap;) sur T'e.

Dans le Tableau 3.1, on reporte les taux de convergence en faisant la moyenne des
taux entre No = 2 et No = 64. Notons que le taux de convergence des termes n; =7 =

h(ZTGTh HfT||2T)1/2 ~ h vaut 1.

131
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Taux de
Erreurs || No =1 | Noe =2 | No=4 | Noc =8 | No =16 | No =32 | N¢o =64 || convergence
N = T2 71943 89950 72476 48412 29533 17687 12504 0.57
73 32980 21134 6826.6 2366.7 960.54 565.63 322.29 1.21
N3 11092 8681.4 | 4165.7 1868.4 778.11 391.41 223.87 1.06
N4 30028 15319 6299.3 2594.8 1012.5 457.45 244.01 1.19
N4 29379 14325 6079.3 2542.3 997.58 448.78 239.20 1.18
75 13.674 8.1415 3.0994 1.5381 0.50073 0.21377 | 0.036429 1.56
75 14.503 3.9747 | 3.1219 | 0.77988 | 0.42660 0.13956 | 0.039897 1.33
76 12680 11242 1599.8 1945.9 416.70 385.61 79.730 1.43
M6 0 0 0 0 0 0 0 -
7 12.121 13.619 4.8373 4.6372 1.8200 1.4717 0.54418 0.93
78 2535.9 2248.4 | 319.95 389.18 83.339 77.122 15.946 1.43

TAB. 3.1 — Contributions de 7 et 77 pour le premier exemple.

Pour programmer la plupart des estimateurs, on a utilisé la formule d’intégration :

/abf: Gl (f<a>+f<b>+4f (“2”)))

Voici I'exemple sur 7, :

SI ( NBC EGA coad) ;
pinl = arei poin 1 ;
pin2 = arei poin 2 ;
SI (coor 2 pinl EGA 0) ;
SI (coor 2 pin2 EGA 0) ;

SIG1 = REDU SIG ( ELEM 1 ELC2 ) ;

SXY = (EXTR SIG1 SMXY 1 1 1);

lamG = EXTR prlytan scal (POIN 1 PARE) ;
lamD = EXTR prlytan scal (POIN 2 PARE) ;
sautg = sxyHamG ;

sautd = sxyHamD ;

valg = sautg*x2;
valm = ((sautg + sautd)=*x2)/4.;
vald = sautd *x*2;

ead = diam * (msur/6.) x (valg + vald + (4.xvalm));
ad = ad+ead ;

FINSI ;
FINSI ;
FINSI ;

Des calculs on observe que tous les termes 7); et 7; convergent vers zéro lorsque h tend
vers zéro et que 1, = 79 est évidemment le terme convergeant le plus lentement vers zéro.
La partie principale de l'erreur dans 7 et 7 se localise prés des points singuliers (0,0) et
(0,1). Les termes d’erreur pour lesquels 1'analyse optimale de I’erreur n’est pas disponible
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3.6. Résultats numeériques

(i-e. 15,76, 17, M8, 75, s ) convergent plus rapidement que les autres excepté 7;. Notons que
Mg = 0 car up; < 0 et puAp, = —Ap sur I'e. L'erreur 75 est localisée sur I’élément proche du
point de séparation alors que 75, 76, N7, Ng sont situées sur I'¢, sur la zone de séparation.

On note par (a(u — uy,,u — uy))*/? la norme en énergie de 'erreur de discrétisation
qui est équivalente & la norme (H'(£2))? de Perreur. On reporte, dans le Tableau 3.2, les
1/2 n
(a(u—up,u—uy))?

valeurs de 7, 7, (a(u—up, u—uy))"/* et les indices d’efficacité & =

U
(a(u —up,u —uy))/?
on prend alors pour solution de référence la solution approchée correspondant au maillage
le plus fin (ici No = 64).

et & = Comme on ne connait pas la solution exacte u du probléme,

| [ » | 4 [Jeu-uwu-—w)”] ¢ [ ¢ |
Ne =2 | 94360 | 91496 38492 245 | 2.38
Ne =4 || 73087 | 72850 25384 2.88 | 2.87
Ne =8 | 48580 | 48515 16283 2.98 | 2.98
Ne =16 || 29569 | 29560 10627 2.78 | 2.78
Ne =32 | 17706 | 17697 6795.3 2.60 | 2.60

TAB. 3.2 — Estimateurs, erreur exacte et indices d’efficacité.

On voit les taux de convergence de 7, 7 et (a(u — u,,u — uy))?

(échelle log-log). Les courbes de 7 et 7 sont confondues.

sur la Figure 3.4

exemple 1
T

10

—%— eta, pente= —-0.61334
—&— eta2, pente = -0.60417
—6— norme h1, pente = -0.62601

10 |

10

10° 10 10°
nombre d’elements dans chaque direction

FIG. 3.4 — Premier exemple. Taux de convergence de 7, 7j et (a(u — uy, u — uy))"/2.
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On couple l'estimateur d’erreur avec la procédure adaptative décrite dans la section
1.1.2:

#%% construction de la carte des diametressxx

NELEM = NBEL s1
diamE = MANU CHAM MOD2 POSI GRAVITE 'CERR’ 1 1 0. ;
% boucle sur les elements

REPETER ALGO5 NELEM ;
IELE = &ALGO5 ;

ELT = ELEM IELE sl ;
SUEL = CONT ELT ;

ARE1 = ELEM 1 SUEL ;

ARE2 = ELEM 2 SUEL ;

ARE3 = ELEM 3 SUEL ;

Mdl = MESU ARE1l ;

Md2 = MESU ARE2 ;

Md3 = MESU ARE3 ;

toto = prog mdl md2 md3 ; xliste de mdl md2 md3
diam = maxi toto ;

m01l = MANU CHAM MOD2 POSI GRAVITE 'CERR’ IELE 1 diam ;
diamE = diamE + mO0l ;

fin algob5 ;

TITRE ’Carte des diametres ° 3

trac diamE mod2 ;

*%%x construction du maillage optimise xx*x*
hetoileE = cerg * somepsE ;

hetoileE = (hetoileE)*x0.5 ;
hetoileE = (hetoileE)x*x(—1) ;
hetoileE = hetoileE x diamE ;
hetoileE = hetoileE * (eta =* coeffreduction);

hetoileE = chan chpo mod2 hetoileE ;
TITRE ’Carte de taille ’ ;
trac hetoileE sl 3

sk ok K oK K ok oK ok ok ok sk ok o ok ok ok ok R K ok ok ok sk ok oK ok ok ok ok K K oK oK ok ok K K ok ok ok K
NNNEL1 = nbel 11 ;

ELT = ELEM 1 11 ;

pi = elt poin initial ;

pf elt poin final ;
hi = redu hetoileE pi ;
hi = maxi hi ;

hf = redu hetoileE pf ;
hf = maxi hf ;

rll = D pi pf ’DINI’ hi ’'DFIN’ hf ;

REPETER ALGO6 (NNNEL1-1) ;
*

IELE = &ALGO6+1

ELT = ELEM IELE 11 ;

pi = elt poin initial ;

pf elt poin final ;
hi = redu hetoileE pi ;
hi = maxi hi ;
hf = redu hetoileE pf ;
hf = maxi hf ;
dd = D pi pf ’DINI’ hi ’DFIN’ hf ; *droite avec densite associee aux points initial et final
rll = rll et dd ;
FIN ALGO6 ;
11 = rl1

s*memes boucles sur les autres bords
sxxtrace du maillage actualise*x*x*
nbbre = NBNO S1

NBDOF = 2xnbbre ;

list nbdof ;

contl = 11 et 12 et 13 et 14 3

sl = surf hetoileE contl plan ;

On obtient une famille de maillages adaptés qui sont raffinés prés des singularités
(0,0) et (0,1) (voir Figure 3.5). On observe aussi que la différence entre les valeurs de 7
et n n’est pas significative lorsqu’on raffine et on note que les contributions du contact
ne (respectivement 7)) sont dominées par s, 14 (respectivement 73, 74 ), les autres termes
étant petits (cette observation est aussi valable pour les exemples 2 et 3). Notons N le
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3.6. Résultats numeériques

nombre d’inconnues, on observe que les estimateurs 7 et 7, calculés sur les maillages adap-
tés générés, se comporte comme N~ ® et que les contributions du contact se comportent
approximativement comme N °8. La Figure 3.5 montre 7] et 7o comme fonctions de N.
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Fic. 3.5 — Premier exemple. A gauche : maillage adapté. A droite : Convergence de
I’estimateur 7 et de la contribution du contact frottant 7o avec le raffinement adaptatif.

3.6.2 Un second exemple avec adhérence, glissement et sépara-
tion

On étudie maintenant un exemple ot aucun terme 7; et 7; ne s’annule (¢ > 2), ou les
trois différentes zones caractérisant le frottement (adhérence, glissement et séparation)
sont présentes et des singularités de coin ne sont pas présentes contrairement a l’exemple
précédent. On considere la géometrie Q = (0,2) x (0,1) et on adopte des conditions de
symeétrie (i.e. u, = 0,04(u) = 0) sur I's = {1} x (0,1). On effectue les calculs sur le carré
Q=(0,1) x (0,1). On pose I'c = (0,1) x {0} et Ty = ((0,1) x {1}) U ({0} x (0,1)). Un
coefficient de Poisson de v = 0.2, un module de Young de F = 10* et un coefficient de
frottement p = 0.5 sont choisis. Une densité de forces surfaciques F d’amplitude 1.N.m =2
orientée vers U'intérieur du corps €2 est appliqué sur {0} x (0.5,1) et (0.5,1) x {1}. Une
telle configuration correspond au cas K-elliptique (voir [112|, Théoréme 6.3). La Figure
3.6 représente les configurations initiale et aprés déformation du corps. La déformation
est amplifiée par un facteur 2000. Le bord I'c présente également une partie en contact
et une séparation a partir du point de transition (0.26,0). De plus, la partie en contact
est divisée en une partie glissante (& gauche) et une partie adhérente (a droite) avec un
point de séparation proche de (0.47,0) (voir Figure 3.7).
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F1G. 3.6 — Second exemple. Configurations initiale et déformée avec p = 0.5 et No = 32.

zone de contact nul tiplicateurs

o 0.2 0.4 0.6 0.8 1
- 2e- 6] _ " 0.8,
thn tht
- 4e- 67
0. 6
- 6e- 67
0. 4
- 8e- 67
- le- 5 0. 2|
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

depl acenent s

zone de contact

F1G. 3.7 — Second exemple. A gauche : déplacement§ norn1a1 et tangentiel (p,, Up;) sur
[Cc. A droite : multiplicateurs normal et tangentiel (Ap,, —Ap;) sur T'e.

Il est facile de vérifier que les conditions de symétrie sur I'c ménent a des termes
d’erreur supplémentaires semblables a ceux de 74 et 74 et on ajoute ces termes a 1y = 1y :

SI ( NBC EGA coa2) ;
pinl = arei poin 1 ;
pin2 = arei poin 2 ;
SI (coor 1 pinl EGA 1) ;
SI (coor 1 pin2 EGA 1) ;

SIG1 = REDU SIG ( ELEM 1 ELC2 )
SXY = (EXTR SIG1 SMXY 1 1 1);

5

VSX = 0. SXY ;
VSY = SXY 0. ;
VSGN = ( VSX PSCA NORI ) ( VSY PSCA NORI );

ea2 = ((norm VSGN) *x%2) x MSUR * diam ;
a2 = a2 + ea2 ;
FINSI ;
FINSI ;
FINSI ;
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De plus on an; = 1; = 0. Les résultats concernant 7 et 7 sont reportés dans le Tableau
3.3 ot les taux de convergence sont moyennés entre No = 2 et No = 128.

Erreurs Taux de
x10° Ne=2| Noc=4| Noc=8| No=16 | No =32 | No =64 | Nc =128 || convergence

N = T2 87774 53444 32022 18577 10449 5740.85 3109.85 0.80
73 16925 | 5164.72 | 2111.32 | 857.613 359.365 113.333 43.3032 1.44
M3 10176 | 4448.27 | 1665.89 | 642.493 256.814 93.1164 35.8664 1.36
n 17166 | 7553.27 | 3860.54 | 1818.65 848.092 388.834 184.881 1.09
i 9237.09 | 5292.69 | 2825.89 | 1376.62 631.021 278.175 127.115 1.03
M5 39.1890 | 6.22418 | 3.65335 | 3.48613 2.18880 | 0.873704 | 0.113440 1.41
5 52.2094 | 24.4419 | 9.21759 | 2.94782 | 0.220389 | 0.544605 | 0.197534 1.34
M6 8624.25 | 1500.79 | 228.240 | 505.892 647.810 226.079 8.07287 1.68
M6 34.2719 | 16.9743 | 6.48435 | 1.95881 | 0.607762 | 0.212090 | 0.0769817 1.47
N7 33.4342 | 19.1663 | 9.98284 | 7.51870 6.30249 3.09423 0.494072 1.01
78 4157.91 | 780.210 | 509.431 | 501.907 | 323.932 113.182 9.04330 1.47

TAB. 3.3 — Contributions de n et  pour le second exemple.

On observe que les erreurs n et 7 sont principalement localisées prés des singularités
(0,0.5) et (0.5, 1) et aussi prés du point de transition entre le contact et la séparation. L’er-
reur prés du point de transition entre adhérence et glissement est plus petite. Comme dans
I’exemple précédent, ny = 7, est le terme principal de I'estimateur avec le plus petit taux
de convergence (mais meilleur que précédemment) et les termes d’erreur pour lesquels au-
cun résultat de convergence optimale n’est disponible (i.e. 95,76, 77, 11, 715, Tl6) convergent
avec un meilleur taux que le taux théorique. La particularité dans cet exemple est que
beaucoup de termes (en particulier 1) convergent vers 0 avec un taux de convergence non
uniforme.

1/2

Comme pour le premier exemple, les valeurs de n, 7, (a(u — up,u — uy))"/? et les

n ot é _ n
(a(u—up,u—uy))/? (a(u —up,u—uy))/?
le Tableau 3.4. Comme on ne connait pas la solution exacte u du probléme, on prend
alors pour solution de référence la solution approchée correspondant au maillage le plus
fin (ici No = 128).

indices d’efficacité & =

figurent dans

| R 7 | (au—uw,u—w)?| ¢ | ¢ |
N =2 | 0.91526 | 0.88843 0.26068 3.51 | 3.41
Ne =4 || 0.54248 | 0.53889 0.15376 3.53 | 3.50
Ne =8 | 0.32328 | 0.32190 0.088040 3.67 | 3.66
Ne =16 || 0.18699 | 0.18639 0.04863 3.84 | 3.83
Ne =32 || 0.10514 | 0.10471 0.02576 4.08 | 4.06
Ne =64 || 0.05760 | 0.05748 0.0122 4.72 | 4.71

TAB. 3.4 — Estimateurs, erreur exacte et indices d’efficacité.
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Chapitre 3. Estimateurs a posteriori pour le contact frottant

On voit les taux de convergence de 7, 7j et (a(u — uy,u — uy,))*/? sur la Figure 3.8
(échelle log-log) o les courbes pour les deux estimateurs sont encore confondues.

o exemple 2

10 T

—%— eta, pente = —-0.79546

—&— eta2, pente = -0.78941

—©— norme h1l, pente = -0.87644
10 1
10_2 0 ‘ 1 2

10 10 10

nombre d’elements dans chaque direction

FIG. 3.8 — Second exemple. Taux de convergence de 7, 7 et (a(u — uy, u — uy))*2.

On applique la procédure d’adaptation décrite au Chapitre 1 et on reporte le maillage
initial et deux maillages raffinés dans la Figure 3.9. Comme précédemment, en utilisant le
raffinement, l'erreur décroit avec un taux de N =% et elle décroit un peu plus rapidement
qu’avec le raffinement uniforme (proche de N=%4° voir Figure 3.10). La Figure 3.10 montre
également la convergence de la contribution du contact 7jc et on observe que 7j¢ /7 ~ N2
qui s’annule lorsque N — o0. Les résultats sont similaires lorsqu’on considére n au lieu
de 7.

T

R ANV VY

]
RRRORAAAN A 5
N <[ K7 £
AN s SAE
AVAY 0504 A AV &
CERERERERR et
S RKINLIERRRERS Lol
A R RREREREERY
BRSNS SIS SR RRNRRRRRISRAREAS
SO AR A A AR REAORK R
RESAK SOOEEA KA SRR IRy &
el YAVAVAAVAYAVAYNI SN g KRR S K5
SOOI OSIAAA SRS R X R K
SRR % D ORHEIR SRR R
RO ORI N e
AV aTa S eV vAVAAAYS AN e AN
\VAVAVAVAVAY S g, yAVAN ‘ KRR SASERK
SRS ey
VAVAVAS VAV RN LRI SN
VAV, % SSANNAANAAWAN L S s
AN VAVAVAYAVAN R ety

F1G. 3.9 — Second exemple. Maillages initial (& gauche) et raffinés
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esc{,i nmat eur
erreur

1e+05 1e+05%_

500007

10000+ __ estinmteur

erreur

pente = -0.5 1000y pente = -0.7
100004 contri butg’ on au

cont act rottant

5000 uni f or me

™ adapt €| 100t

100 1000 10000 100 1000 10000
degres de liberte degres de liberte

F1G. 3.10 — Second exemple. A gauche : Convergence de I'estimateur 7 avec des raffine-
ments uniforme et adapté. A droite : Convergence de 'estimateur 7 et de sa contribution
Nl au contact frottant avec un raffinement adapté.

3.6.3 Troisiéme exemple : un cas avec peu de frottement ; com-
paraison avec un exemple de la littérature

Finalement on considére un exemple de la littérature (voir [234]) qui est quelque peu
plus régulier que les précédents. En effet on considere la géométrie ) = (0,1) x (0,1) avec
des conditions de symétrie sur I's = {0.5} x (0,1) et on calcule les solutions sur Q =
(0,0.5) x (0,1). On pose I'c = (0,0.5) x {0}, I'y = ((0,0.5) x {1}) U({0} x (0,1)), v =0.3
et £ = 10%. Une densité de forces surfaciques dirigées vers intérieur F(x,y) = —2?(1—x)?
(respectivement F(z,y) = 2y%(1 — y)?) est appliquée sur (0,0.5) x {1} (respectivement

{0} x(0,1)) ;

x1

coor 1 13 ;

yl = coor 2 14 ;

xx1l = x1 * x1 % (1-x1) * (1-x1) ;
yyl =yl % yl « (1-yl) % (1-yl) * 2 ;
efl = press mass modl xx1 ;

ef2 = press mass modl yyl ;

ef = efl et ef2 ;

On choisit un petit coefficient de frottement p = 0.1 sachant que I'’exemple numérique
de [234] est sans frottement. La Figure 3.11 représente les configurations initiale et défor-
mée du corps (avec No = 64). Le bord I'¢ présente un point de transition entre le contact
et la séparation proche de (0.08,0). A cause du petit frottement, on observe que le dernier
¢lément du contact prés de (0.5,0) est collé a la fondation. La Figure 3.12 montre les
déplacements et les forces sur I'¢.
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Chapitre 3. Estimateurs a posteriori pour le contact frottant

F1a. 3.11 — Troisiéme exemple. A gauche : configurations initiale et déformée avec p = 0.1.
A droite : Zoom prés de la zone de séparation.

zone de contact mul tiplicateurs
o 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
- 5e- 8
— =~ 0. 04+
thn tht
le- 7
0. 03+
2e- T 0.02
0. 01+
- 3e- 71
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
depl acenent s zone de contact

FIG. 3.12 — Troisiéme exemple. A gauche : déplacements normal et tangentiel (e, —n)
sur I'c. A droite : multiplicateurs normal et tangentiel (A, Ap¢) sur I'c.

La procédure adaptative est résumée dans les Figures 3.13 et 3.14. Le maillage initial et
les deux maillages raffinés apparaissent dans la Figure 3.13. Les maillages raffinés sont plus
uniformes que dans les exemples précédents et contiennent plus de petits éléments prés du
bord (mis & part ou il y a symétrie). Notons que le taux d’erreur est optimal (comme N ~0%)
pour les maillages uniformes et que la contribution au contact frottant dans ’estimateur
se comporte approximativement comme N8 voir Figure 3.14. Ces résultats obtenus
pour un petit coefficient de frottement présentent beaucoup de similitudes par rapport a
ceux obtenus dans le cas sans frottement (voir Figures 3.15 et 3.16).
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Chapitre 3. Estimateurs a posteriori pour le contact frottant

Mesh at level 6 Mesh at level 9 Mesh at level 12

F1G. 3.15 — Maillages raffinés au niveau 6, 9 et 12 [234].

error reduction error reduction
e il
---O(h)
——adaptiva
10 - - Oh)
] g
@ @
- -
8 L
10 . _. 10*
10' 10° 10 10' 1 10 10 10’

# elamants #alemants

F1G. 3.16 — A gauche : Convergence de l'estimateur [234] avec un raffinement uniforme
et adapté. A droite : Convergence de l'estimateur [234] et de sa contribution au contact

avec un raffinement adapté.
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3.7 Conclusion et perspectives

Dans ce chapitre on propose, analyse et implémente deux estimateurs d’erreur par
résidu 7 et 1 correspondant & deux discrétisations par éléments finis du probléme statique
de frottement de Coulomb en utilisant le résultat d’unicité partiel de [203]. On obtient
des bornes supérieure et inférieure pour 'erreur de discrétisation. Des définitions et des
estimations théoriques, on observe que 7 est plus simple & définir et méne & de meilleures
bornes. On tire des expériences numériques que tous les termes de n et 77 pour lesquels
aucun résultat théorique optimal n’a été prouvé se comportent mieux que théoriquement.
On a ainsi élargi le résultat obtenu par Hild et Nicaise [128| pour le probléme de Signorini
au probléeme de contact avec frottement de Coulomb.

Une des perspectives possibles est d’obtenir un résultat d’unicité pour le probléme
quasi-statique en adaptant les techniques de [203| et de traiter 'analyse a posteriori (les
résultats d’existence ont été obtenus dans [11, 206] pour les problémes quasi-statiques de
méme type que le probléme statique traité dans ce chapitre).

Pour l'instant, désirant étudier le contact pour la méthode XFEM, on se propose
de formuler et d’analyser une méthode par éléments finis mixte stabilisée appliquée au
probléme de contact frottant. Elle nous permettra notamment de contourner la condition
inf-sup de Babuska-Brezzi.
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Chapitre

Estimateurs a posteriori pour une
méthode par éléments finis mixte
stabilisée appliquée au probléme de
contact frottant

N s’intéresse dans ce chapitre & une méthode par éléments finis mixte ne nécessitant pas
de condition inf-sup de Babuska-Brezzi : il s’agit d’'une méthode de type Barbosa et
Hughes que I'on généralise au probléme de contact unilatéral avec frottement de Coulomb.
On justifie l'existence et I'unicité du probléme discret et on met en exergue un estimateur
a posteriori.
Le début de ce chapitre a abouti & un article paru dans Mathematical Modelling of
Natural Phenomena intitulé A stabilized Lagrange multiplier method for the finite
element approximation of frictional contact problems in elastostatics [168].
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Chapitre 4. Estimateurs a posteriori stabilisé

POUR le modéle de contact unilatéral sans frottement, on dispose de nombreuses mé-
thodes par éléments finis faisant intervenir des multiplicateurs de Lagrange [29, 33, 70|,
des éléments finis quadratiques [28, 123] ou un Lagrangien augmenté [64]. En fait, toutes
les méthodes citées ci-dessus ont besoin d’'une condition inf-sup (voir [14, 53, 54|) et seul
un choix judicieusement approprié des espaces éléments finis fournira des approximations
convergentes. Les deux conditions clé qui assurent le succés de la convergence sont la
coercivité vérifiée par la forme bilinéaire associée a l'opérateur d’élasticité et la condi-
tion inf-sup ou de Babuska-Brezzi dont I'influence a été étudiée dans [14]. Cette seconde
condition joue un role important dans les problémes de minimisation sous contraintes qui
peuvent étre reformulés comme des problémes de point-selle par la méthode des multipli-
cateurs de Lagrange. La condition inf-sup s’exprime de la maniére suivante :

b(A
36 > 0, inf sup (A, vi)
AneMy (i) vaeVa [ Anll—1/2,00 [[Vhll10

> [

ot Vy, et My, (Apy,) sont les espaces des champs de déplacement et de contrainte normale
discrétisés et 3 est une constante strictement positive indépendante de la taille du maillage.

Dans ce chapitre, on considére une méthode par éléments finis mixte (dont les formula~
tions font intervenir des multiplicateurs de Lagrange en tant qu’inconnues) qui ne requiert
pas de condition inf-sup. De telles méthodes qui assurent la stabilité des multiplicateurs
en ajoutant des termes supplémentaires dans la formulation faible ont été introduites par
Hughes et Brooks en 1987. Hughes, Franca et Balestra [136] les ont développées pour
le probléeme de Stokes et elles ont été analysées dans [21, 22|. Le gros avantage de ces
méthodes comparées aux classiques dans [14] est que les espaces d’éléments finis pour les
variables primales et duales peuvent étre choisis indépendamment. Dans les méthodes de
pénalisation, la pénétration entre deux bords se touchant est introduite et la force nor-
male de contact est reli¢e & la pénétration par un paramétre de pénalisation (|6, 195]). De
plus, contrairement aux techniques de pénalisation, pour la méthode des multiplicateurs
de Lagrange, la stabilité est améliorée sans compromettre la consistance de la méthode.
Plus tard, la connection entre la méthode stabilisée de Barbosa et Hughes [21, 22] et celle
antérieure de Nitsche [188] a été réalisée dans [215]. Les études de [21, 22| ont été géné-
ralisées & un systéme d’inégalités variationnelles dans 23] (pour les problémes de type
Signorini entre autres). Cette méthode a aussi été étendue aux problémes d’interface sur
les maillages non conformes dans [26, 110] et plus récemment pour le probléme de contact
bilatéral (voir [116]).

Mon but dans ce chapitre est d’étendre le travail d’Hild et Renard dans [130] au
modeéle plus général de contact avec frottement de Coulomb. Dans une premiére section,
on propose une extension du concept "Barbosa-Hughes-Nitsche’s" au probléme de contact
avec frottement et on étudie les propriétés d’existence et d’unicité du probléme discret.
Ensuite on s’intéresse aux estimateurs d’erreur a posteriori.
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4.1 Discrétisation par une méthode stabilisée a 1’aide
de multiplicateurs de Lagrange

Le probléme continu ainsi que les résultats d’existence et d’unicité sont les mémes que
dans le chapitre précédent (voir section 3.1)

4.1.1 Probléme discret

Soit V;, € V une famille d’espaces de dimension finie indexés par h > 0 et soit une
famille réguliere T}, (voir [50, 54, 66]) de triangulations du domaine Q. Pour T" € T}, soit
hr le diameétre de T' et h = maxrer, hr. On choisit des fonctions standard continues et
affines par morceaux, i.e. :

Vi, ={v, € (C())*: Vapp € (P(T))*NT € Ty,,vy =0 sur I'p} .

Puis, on pose xy, ..., 7y des points distincts appartenant a I'c: (notons que I’on ne suppose
pas que ces noeuds coincident avec des nceuds de la triangulation 7). Ces nceuds forment
une famille monodimensionnelle de maillages de ['c notée 7y et on définit
H = maxg<j<ny_1 |9Cz‘+1 - $z|

Afin d’exprimer les contraintes du contact en utilisant des multiplicateurs de Lagrange
sur la zone de contact, on introduit 'espace Wy de dimension finie approximant W, et
wi

Wy = {I/H GLQ(Fc) v GPQ(]I‘Z,I‘Z_HD,VOSZSN—I}

|24 1

Le choix pour 'espace Wy nous permet de définir les cones convexes fermés suivants :
MHn:{VHGWHZ VHZO}
et, pour g € My, :
My (g) = {VH eWy: vyl <y }

Le probléme discret consiste a trouver u, € Vy, et Ay = (Agn, Ag) € My (pAg,) =
Mpgn x My (pAgy) telles que

a(up, vy) + b(Ag, vy) + ch Y(=Amn — on(ug))on(vy)dl
+ch Y(=Age — o(ap))o(vy)dl = L(vy,), Vv € Vp,
(4.1)
b(vy — Ag,uy) + frc YWHn — M) (= Agn — on(uy))dl
+ch Y(war — M) (—Age — oe(uy,))dl <0, Y (Varn, vie) € Mu(pXmm),

ou 7 est constante sur chaque élément 1" et v = yohr ol 79 > 0 est indépendante de h.

Remarque 4.1.1

La particularité de (4.1) est la présence des termes de stabilisation incluant .
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des

La méthode est consistante au sens que Ay, et —o, () (resp. Agy et —oy(uy)) sont
approximations de A\, = —o,(u) (resp. Ay = —oy(u)) et le terme de stabilisation addi-
tionnel converge vers la solution du probléme continu. Bien str le terme de stabilisation
modifie la solution discréte. En effet, cela renforce la correspondance entre Ay, et —o, (uy)

(resp. Apy et —oy(uy)).

4.1.2 FEtude de 'existence et de 1’unicité de la solution
Remarque 4.1.2

Lorsque y=0, en utilisant un théoréme de point fixe, la référence [69] établit I'existence

d’une solution et 'unicité lorsque p < C(h) (C(h) ~ h3).

Proposition 4.1.1

Pour tout coefficient u positif et pour 7, suffisamment petit, le probléme (4.1) admet

au moins une solution.

Démonstration: Soit x> 0 fixé. On introduit le probléme de frottement P(gg,) avec un
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seuil fixé g, o ggn € Mpp,. Cela consiste a trouver uy, € Vi, et Ay € My (ugmn) =
My, X My (pugrm) satisfaisant :

a(up, vi) + b(Ag, vi) + frc Y(=Ain — on(up))on(vi)dl
+frc ’7(_>\Ht — Ut(uh))dt(vh)dr = L(Vh), Vvh € Vh,

bwu — Amsup) + [, YWHn = Aan) (= Abn — on(uy))dT
+Joo Ywat = Ame)(=Ame — o¢(up))dl <0, Yvg € My (ugmn)-
(4.2)
Le probléme (4.2) est équivalent a trouver un point-selle (up, Agrn, Agt) = (up, Ag) €
Vi, x My (pgmy) vérifiant

P(an)

Ly(up,vy) < Ly(up, Ag) < Ly(Vh, AH), Vv, € Vi, Yoy € My (ugmn),

ou
1
Ly(Vh,vH) = §G(Vh,Vh)—L(Vh)+b(VH,Vh)
1 1
——/ Y(vEn + O'n(Vh))QdP — —/ y(vee + O't(Vh))QdF.
2 T'e 2 T'e

Remarque 4.1.3

L’avantage de cette formulation est que la fonction L. est réguliére par rapport aux
deux variables.

Soit E un coté (d'un triangle) sur I'c et soit 7' € T}, un élément contenant E. Sans
perte de généralité, on peut supposer que I'c est un segment de droite paralléle & I'axe
des abscisses et on écrit v = (v, v,). Par conséquent, on déduit pour tout v;, € Vy, :

‘E’1/2
lon(vi)lle = Hayy(Vh)HE:’T‘—l/QHUyy(Vh)HT

—1/2 —1/2
~ b P loyy Vi)l ~ hp oy (vi)



4.1. Discrétisation par une méthode stabilisée a l’aide de multiplicateurs de Lagrange

Soit hr, la fonction égale a X et indépendante de . Par sommation sur les cotés
o

E C T'¢, on obtient
1/2
2o (vi) IR, < Clloy(vi)li3 < CllvallZq. (4.3)

On obtient la méme inégalité avec oy(vy,). Ainsi par l'inégalité de Korn et (4.3), lorsque
o est suffisamment petit, il existe C' > 0 tel que pour tout vy € Vy, :

a(Vi,va) — /F +(on(vp))2dT - /F Ao (vi)2dT > Cllval2.. (4.4)

C

En utilisant des arguments classiques sur les points-selles d’Haslinger, Hlavacek et
Necas ([112], p.338), on déduit qu’il existe un tel point-selle. En effet, l'existence d’une
solution au probléme (4.2) lorsque 7y est suffisamment petit provient du fait que :

— V5, et My (ugmn) sont deux ensembles convexes fermés non vides,

— L,(.,.) est continue sur Vy, x W2,

~ L(vh,.) (resp. L,(.,vH)) est strictement concave (resp. strictement convexe) pour

tout vy, € Vj, (resp. pour tout vy € My (ugmn)),

— en prenant vy = 0 et par (4.4) avec 7y suffisamment petit, on obtient

C
Ly (vp,0) > EHVhH%,Q = LIy velly g
qui tend vers 'infini lorsque ||vy||; o — o0. Ainsi

lim L (vy,0) = 400

VREV R, ||VhI1,0—00

— en choisissant v, = 0 on aboutit &

lirnl , L,0,vm)
VueMp (pgun), |7V ullo,ro—o0

= —1/2/ w3, dl — 1/2/ Y3 dl = —oo0.
T'e o]

La stricte convexité de af(.,.) entraine que le premier argument uy est unique.
De plus, on suppose que le second argument n’est pas unique. L’inégalité de (4.2) nous
permet d’écrire en choisissant vy, = )\%{n et vy = )\fqt,

/ (N3 — Abp i dT + / V(N3 — Abp) (<A — 0 ())dT
I'c T'e

+/ (Mt — M) une dT + / YN — M) (= Az — ow(uy))dl < 0
T'c o]
et en choisissant vy, = )\}{n et vy = )\}{t,

/ (Abpn — N2y Y T + / (Al — A2 ) (A2 — 0 ()T
T'e Te

+/1‘ (A}{t - )‘%It)uht dr' + /F 7()\11% - )‘%It)(—)‘%{t - Ut(uh))dF <0
C C

Par addition on obtient —|y'/2(\};, — Mr)llE, = Y2 (A, — Air)llE. = 0 et on arrive
a la conclusion que )\}{n = )\%{n, )\}{t = )‘%{t' Par conséquent, le second argument Ap est
unique et (4.2) admet une solution unique.
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La définition suivante est une conséquence directe de la définition des problémes (4.1)
et (4.2).

Lemme 4.1.1

Les solutions du probléme discret de contact et frottement de Coulomb (4.1) sont les
solutions de P(\gy) ot Ay, est un point fixe de ® g définie comme suit :

¢y : My, — Mpyy,
9dHn +—— )\Hn

ot (up, Apr) est la solution de P(gpy).

Pour établir 'existence d’un point fixe de @7, on utilise le théoréme du point fixe de
Brouwer.

Etape 1. On prouve que 'application ® g est continue.

Soit (up, AMprn, Aie) et (Wh, Aprn, Amr¢) les solutions de (P(gmy)) et (P(Gan)) respecti-
vement. D’une part, on a :

_ ~2
V2 Netn = Xem) IR = /F Yy AL —2 /F YAHnArndl + / YA dl
C

c Pe

En utilisant (4.2) et vy = Agy¢, on obtient ¥ vy, € My,

/ (Vitm — Astn)tundl + / (Wit — tta)(— At — 0w ()T < 0
T'c Te

IN

/ ()\Hn - I/Hn)uhndF + / W(VHn - AHn)Jn(uh)dF
Te

/ YA dl
o] o]

e}

et

Te T'c e
o]
En prenant vy, = Agy, dans (4.5) et vy, = Ay, dans (4.6) et (4.3), on déduit :
||r71/2()‘Hn - AHn)H%‘C < / ()\Hn - AHn)uhn dl’ + / ’Y(AHn - )\Hn)o-n(uh)dr
e

T'e

+ / (Nim = Asgn )i T + / Y (Nm — Nin)orm () dT
I'c Pe

e —1/2 —1/2 _
< V2O — Xaa)llreve 2 he? whn — ) e
~— 1/2 1/2 _
VY2 N tzn = ) Ieee 2182 (0 (un) — 00(@)) lIre
S Y2 = X)lleero P lun = Thllo

Y2t = N mee’ o — T le
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4.1. Discrétisation par une méthode stabilisée a l’aide de multiplicateurs de Lagrange

Ainsi on obtient la premiére estimation

1/2

V2N = Men)llee S (g )

+7% )llun =l (4.7)

D’autre part, on déduit de (4.2) Vv, € Vy,

a(up, vy) + AHnUhp dI’ +/ Y(=An — on(ag))op(vy)dl
I'e T'e

+ /FC )\Htvht dl’ + /FC 7(—)\Ht — O't(uh))O't(Vh)dF = L(Vh) (4.8)
et

@)+ [ Km0+ [ (X = au(@i))an(vi)ar
To To

+ /FC )\—Htvht dl' + /FC ’)’(—)\—Ht - O't(u_h))O't(Vh)dF = L(Vh) (4.9)

En choisissant vy, = up, — uy, dans (4.8) et v, = W, — uy, dans (4.9), on obtient par
addition :

a(up — Uy, u, —Tp)

_ / (Nitm = Abtn) (. — i) T+ / (Nt = Aare) (e — ) T
I'c T'e
+/ 'Y()\Hn - )\Hn - Un(uh) + Un(u_h))an(u_h - uh)dr
Te

AR = A = ou(an) + 4o (5 — )T (4.10)
Te
Notons que 'inégalité dans (4.2) est équivalente aux deux conditions suivantes :

/ (VHn - )\Hn)uhn dr +/ 7(_)\Hn - Un(uh))(VHn - )\Hn)dr < 0,
T'e

T'e
Vv, € My, (4.11)
/ (VH: — AEt)upe dT + / Y(=Amt — ot(up))(VEE — AEe)dD <0,
T'e o]
Vv € MHt(M.an)- (4.12)

D’aprés la définition de My, on peut prendre vg, = 0 et vy, = 2Ag, dans (4.11) qui
donne VYvg, € My,

/ AHnUhn AT +/ 'y(—)\Hn — O'n(uh)))\HndF =0
o]

Pe

/ VHnUhn df-i-/ Y(=AEn — on(up))vaedl <0.
T'o r'e
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On déduit alors que :

- / AinUpn dT + / YAHROR(uy)dl = — / ¥, dT,
I'c I'c Te

/ Nimtn T — / N mon(Wh)dT < / AT
I'c I'c T'e

De méme on a :

_ / Nt dT + / Xm0 (W)dT = — / N 2dT
Te T'c | ¥e]

Mot U= [ (@)L < [ XA
I'c I'c T'e

En notant « la constante d’ellipticité de la forme bilinéaire af(.,.), (4.10) devient
— —2 —
alu, — T g < —/ YA Hn dP+2/ fy)\Hn)\HndF—/ Y%, dT
I'c T'e
4 aou(@r - wdr+ [ (= ) — 75) d
T'c o]

+ / (N = Aatt — o0 + o0 () )y (T — )T

C

-

_ / Y (Natm = At T + 50| 2o (wp, — ) 2,

C

—

+ / (%t = Aaze) (unt — Ti77) T

—
Q

+/ ")/ )\Ht )\Ht — O't(U.h) + O't(U.h))O't(u_h — uh)dF
Te

IN

Crollun — WillZ o + /F (Vite — Asre) (e — ig) dT
C

[ A = A o) + (T~ w413
T'e

En combinant (4.12) et (4.3), Yvr: € Mui(pugmn) et Yo € My (ugmn) -

/ (At — Ame) (une — Ung) dU + / YAt — At — o(ap) + o1(Wy))or (W, — up)dl
T'e o]

— [ Swwedr+ [ v~ [ X+ ouug)dr
T'o T'o T'o

_ / st (Ve + 00 (T + 2 /
Te

YA sdl + / Yoy (T — uy)2dT
Fe

o]

- AHtupe dI' + / YAmto(up)dl — Al dU + / YA o (@ )dl
T'c T'c I'c T'c

S/ AHttpy dF+/ AHtUpg dI’ —/ it At + oy (ay,))dl
o o o

—/ ’Y)\Ht()\—Iﬂ‘f‘Ut(u_h))dP-i-Q/ ’)’)\—m)\thP-i-’Yo“hllﬂfUt(uh —m) |t
e e
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4.1. Discrétisation par une méthode stabilisée a l’aide de multiplicateurs de Lagrange

—/ Virgupe dl —|—/ vt Age + or(up))dl —/ WA%{tdI‘
T'c I'c Ie

- p— _ —
—/ VHtUht dI' + / Yt Ame + oc(Uy))dl — / YAme dT
FC‘ FC FC

< - / Vet — Yt — oo () )T — / (T — N1t — oy () )T
T'e Te

+/ At (Tng — 7>\—Ht — o (ay))dl + >\—Ht(uht — YAt — yoi(uy))dl
I'c T'e

— [ 2GR = APdr + ol — il (4.14)
el

Pour évaluer la derniére inégalité, on commence par introduire les matrices M; =
(mlij)i<ij<p, Ma = (m2ij)1<i<pi<j<q, Mz = (m3ij)i<i<pa<j<r sur Io définies par :

mly; = / Gipjdl’, m2i; = / Pipidl, m3i; = [ dixydl
NG} NG} e
ol ¢; et x; sont les fonctions de base sur Vh|FC .n et 1; sont les fonctions de base sur
Wy
Soient Up, Ur, Ar, A, Y7, 37, G, GN les vecteurs ayant pour composantes les valeurs
des éléments de upt, Ung, Aty At 0¢(Ug), 0t (Qr), gn €t Gay respectivement. De la défi-
nition de Mg¢(1gmn), on obtient VN € RP tel que |N;| < u(Gn)iy1 <i<p

—/ vit(unt — Y e — Yo (up))dl
T'e

= —/F S v oD uni(@i)d; — Y kel — Y yor(up)(x;)x;)dl
=1 =1

C =1 Jj=1

P
= - Z Ni(MyUr)i — v(MaAr)i — v(M3Xr);).
=1
Il est facile de construire un vecteur N minimisant la somme :
si (MlUT)z — ’y(MQAT)Z — ’y(MgET)Z Z O, on choisit NZ = M(GN)Z et
si (MlUT)z — ’y(MQAT)Z — ’y(MgET)Z < O, on choisit NZ = —,U,(GN)Z‘
et on aboutit & la borne suivante :

p
—/ vir(une — YA e — o1 (up))dl = = > p(GN )il (MyUz)i = v(MaAr)i — v(MsSr)4l.
e i=1

Une expression similaire peut étre obtenue en intégrant le  terme
_ch Uae(Unt — YA — yoi(@y))dL. De plus par la définition de Mgy (1gmy), on a :

M-

@
Il
—_

/F Mat(Unt — YAHe — yor(Ug))dl = (A7)i(MyUr); — v(MaAr); — y(M3Xr);)

M-

-
Il
—

|(A7)i|[(MyUr)i — v(MaAr); — y(M3¥r )]

W(GN)i|(MUr); — v(MaAr); — v(M3Zr);|

M@

=
—_
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Puis en intégrant le terme ch At (ups — YA g — voi(uy,))dl. Finalement, (4.14) méne
avec l'inégalité de Holder a :

AN

N

N

N

/ (Amt — Ame) (une — Upg) dU + / YAmt — A — o(ay) + o (Tn)) o (W, — up)dl
T'c Te

1> (Gy —Gy)i

=1
(|(M\Ur)i = y(MaAr)i — y(MsXr)i| — [(MyUr)i — v(MaAr)i — v(M3Sr)s)
+Callan ~ il o~ [ (R — Ao

Te
p

nYy (Gn = Gn)i

i—1
(M1 Ur); — y(MaAr); — y(M3Xr); — (MyUr); + v(MaAr); + v(Ms3r)4

T Crollun — Wl — / (Rt — Age)2dT

Te

<Z(GN Gn) >2<<ZM1 (Ur — Ur)) )2 <Z'7M2AT—AT))>

=

i=1

p 2 L
+ <Z(7M3(ET - ET))@) ) + Crollun — 4T 0 — /F Y(Att = Ame) 2d0
=1 le}

pl|Gn — G lre (|Ur — Ur|lre 0ty + Y[ AT — Ar|lre pt, + V|27 — Z7|IRP0M5)
T+ Crollun — W0 — / (Nitt = Ao

Te

Les notations ||.||re et ||.||re,1s, représentent des normes sur RP. Par conséquent, il existe
des constantes dépendant de h telles que :

N

AN

/ (Amt — Amre) (une — Upg) dU + / YAmt — A — o(ag) + o (Tn)) o (W, — up)dl
T'c Te

Collup — 530 — / YA re — Ae)*dl

Pe
+uC1 (M) V2 (grra — i) It || une — Thtllre
+uCo ()0l (g5rm — Gm) v |7 2N ere — Aare) e

+1Cs()0ly 2 (98 — Gm) re Il (o0 (un) — o0 (WR)) I
Crollan — W2 o — IV ere — Aare) 1B,

+1Ca(h)(1 +70) 17" (g8n — T Ire l[un — rll1 e
+uCo (M0 172 (g5 — i) IIre 172Nt — Mt lIre

ot le théoréme de trace et (4.3) ont été utilisés.



4.1. Discrétisation par une méthode stabilisée a l’aide de multiplicateurs de Lagrange

De plus, en utilisant 'inégalité de Young, on obtient pour tout 5 > 0 :

/ (it = Aare) (une — Wnr) dT + / Yut = Ae — oe(Wp) + 01(W)) oy (Wy — up)dl
T'c Te

Crollun — 3 o — V2Nt — Mo) B + BEAECs (W) VY2 (9110 — Tom) IR
1 - 1 o

+@H’Yl/2()\m —Am)lf + @Huh i

+B12C6(h) (1 +70)* 7" * (911 — Tim) IR

Collun = Wllf o + BuAGCs () |y * (91 — i) e

N

AN

1 —
+Bu*Cs(h) (1 +70)* [V (grn — Fin) Ipe + @Huh — i (4.15)
De (4.15) et (4.13) découle :

. V(1 +7)%Cs(h) +12C5(h)
_ <
lup —rlle S T, o7

La combinaison de (4.16) et (4.7) entraine que

Y2(g11n — gim) Ire (4.16)

Y2 (X — Nn) lIre
< Iu(%l/Q n 70—1/2) V(1 +)2Cs(h) +12C5(h)
~ V1-=2%

Iy

”71/2(9Hn - ng)HFc (4-17)

Ainsi @y est continue.

FEtape 2. Soit (up, Apn, Ame) la solution de (P(gmy)). En prenant v, = vy dans (4.2) on
a:

a(up,up) + / AHnUWhy, dI +/ Y(=A#n — on(up))op(uy)dl
I'c T'c
+/ )\Htuht dar +/ 'y(—)\Ht — at(uh))at(uh)df = L(uh).
T'e T'e
D’apres
/ AHnUpy dI' + / '7(_)‘Hn - Jn(uh)))‘HndF =0
Ie Ie
et
/ AU dI +/ Y(=Am: — o¢(up)) Agedl > 0,
T'c T'c
on déduit :
a(up,up) + / YA, dl — / yon(uy)?dl +/ YA, dIl — / yoi(up)?dT < L(uy,).
T'c T'c T'c Te

Par (4.4) et la continuité de L(.) :

CllunlZ g < a(up,up) — /

o (up) 2T — / o (un)2dT < L(up) < C'funllr o
Pe

T'e
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Ainsi, on a

Cl
unll1,0 < Yok

A d’autres égards,

Rl = [ il = [ N d0 = [ Aot
C C

Te
/2’ 1/2

1 1/2
2 X anliveo 2 unlle + 102X llre s g 2o (wn) e

1/2 1/2
v Arallee o Il + 172X aralivene  unle

Cela implique

_ _ C’
IV Aralive S (o 7% + 0" lunlhe £ 00 + %) 5

Finalement
||71/2¢H(9Hn)”rc 5 1, Vaun € Mpn,

La bornitude de ®f associée & la continuité de &y prouve qu’il existe au moins une
solution au probléme discret de contact et frottement de Coulomb d’aprés le théoréme
du point fixe de Brouwer. |

Proposition 4.1.2

Lorsque p et 7o sont suffisamment petits, le probléme (4.1) admet une solution unique.

Démonstration: De (4.17), on déduit le résultat d’unicité dépendant de la taille du maillage
12 172,V (1 +10)%Cs(h) +15C5(h)
lorsque Cu(vy' ™+, ") N

unicité lorsque p et g sont suffisamment petits. |

< 1. Ce résultat signifie qu’il y a

Remarque 4.1.4

Lorsque p = 0, il y a existence et unicité de la solution si vy, est suffisamment petit.

4.2 Estimateurs d’erreur a posteriori

4.2.1 Définition de I’estimateur par résidu

Comme dans le chapitre précédent, on définit le résidu de 1'équation d’équilibre (2)
divo(uy,)+f = f sur 7. On note également I’élément résiduel approché fr € (P(7'))%. Un
choix classique est de prendre fr = [ f(z) /|T'|. Pour f € (H'(Q))?, |f —fr||r < he|/f]l1r
est négligeable par rapport a 'estimateur 7 défini juste aprés. De méme g est approché
par la quantité calculable gg pour tout E € E}.
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Définition 4.2.1

Les estimateurs résiduels global et locaux sont définis par :

1/2 9 1/2
n = (Zn%) 777T:<Z771‘2T> ,
=1

TeTh
mr = hrlfr|r,
1/2
1/2
nr = b Y Weatw)lE |
EcEUEN
1/2
1/2
mr = bl (D P+ on(w)llE |
EeES
1/2
nr = h* [ D0 Dme+om)llE |
EeES
1/2
s = (/ >\Hn+uhn—) 5
TN
1/2
Ner = Z ||)‘Hn—||?5 )
EeEf
1/2
mr o= | D lumilip |
EeEg
1/2
nsr = </ (|)\Ht\—,LL)\Hn+)|Uht\+/ ()\Htuht>> :
VARING] TN ¢
nor = (| Awel — A ng )+ | rere

ot les notations vy et v_ désignent les parties positive et négative de v; Jg,(uy)
désigne le saut de contrainte de u;, dans la direction normale, i.e.

Jpn(uy) = { ﬂaifligilnf]]g;\f;jé? (4.18)
Les termes d’approximation locaux et global sont définis par :
1/2 1/
o= (18 3 I mliorne 3l wlh] <= (X
T'Cuwr ECEXN TETy,
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4.2.2 Borne supérieure

Proposition 4.2.1

On suppose que la solution (u, A) du probléme (3.1) est telle que A\, = pA&, avec
€€ M, ¢ € Diry(uy) sur U'e et p||€||a suffisamment petit. Soit 7, suffisamment petit.
Alors une solution (uy, Ay) du probléme (4.1) satisfait I'estimation suivante :

[u—wllio + A=Al -12re. S n+C

Démonstration : On note le terme d’erreur de déplacement par :
ey =Uu— uy.

Soit vy, € Vy,. De la V-ellipticité de a(.,.) et des équations d’équilibre (3.1) et (4.1), on
obtient :

leullfo < a(u—upu—up)
= a(u—up,u—vp) +a(u—up vy, —up)
= L(u — Vh) — b(}\, u— Vh) — a(uh, u— Vh) — b(}\ — }\H, Vp — uh)

+ /F Y Ohitn + 0 (Un))on(vh — up) + /F Ot + o (un))ou (vh — up).

C

En intégrant par parties sur chaque triangle T', en utilisant la définition de Jg ,(up)
(4.18) et la condition complémentaire [ A,u, = 0, on aboutit a :

lealto £ [ f-a-vi+ ¥ [ E-ge) (@-va

EcEY
—{—b(}\H, vy — uh) + b(A, uh) - Aty
T'e
-3 [emmaov) - Y [ e @)
EEE}? E EeE}iLntuE}jl\r E

+ /Fc YA mn + on(up))on(vy — up) + /F Y(Ame + or(ap))oi (v, —uap).

C

En décomposant les intégrales sur I'c en composantes normale et tangentielle, cela donne :

lealZe < /F At + /F Mt (it — upn) + /F (e = Aazo) (une — ue) + / £ (u—vp)
C C C

Q
" E% [ &) (a=vi) - EEZEN JRZECORCESTS
+ E%,;hc /E()\Hn + op(up))(vpn — up) + EEE:}? /E()\Ht + or(up))(vpe — ur)

+ /Fc Y Amn + on(up))on(vy —up) + /F Y(Ame + or(ap))or(vi, —uap).

C
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5 AnUhy + / )\Hn(un - uhn) + / ()‘t - )‘Ht)(uht - ut)
FC FC FC

+I+ 1T+ 11T+ 1V 4V

+ /Fc Y Amn + on(up))on(vy —up) + /F

C

Y(Amt + or(un))o (v — up)

(4.19)

On estime maintenant chaque terme de droite. On procéde comme dans le chapitre pré-

cédent en choisissant :

vy, =up + mp(u—uy)

ou 7y, est 'opérateur de quasi-interpolation défini au Lemme 3.2.1.

Les termes I & V sont bornés, comme au chapitre précédent, par :

T+ I+ TIT+1V +V < (4 lleallo-

(4.20)

On estime le terme de stabilisation en se servant de (4.3) et de la stabilité H! de 7y, :

IN

<

<

/F 'YO‘Hn + Un(uh))Un(Vh — uh)
Z /EW(AHn‘FUn(Uh))O'n(ﬂ'h(eu))

EcE},

> [ bt + on(wn i o (e
EeEL E

1/2
Yo | Y helXan + on(us)llE [mn(ew)l1,0
EcE},
1/2
Yo | Y helXam + on(us)llE eull1,0
EcE},
7077HeuH1,Q-

En procédant de la méme maniére et en utilisant 747, on obtient :

/ (it + o2 (un))oe (Vi — 1) < vonlleallLe:
o]

Ensuite

/ )\Hn(un - Uhn)

T'e

B / (Ain+ — Amn—)(un — upp)
T'c

IN

IN

)\HnJruhn - AHn— (un - uhn)
o] T'e

/ )\Hn—i—uhnf - / )‘Hn-l—uthr - / )\Hn— (un - uhn)-
T'c T'c T'c

(4.21)

(4.22)

(4.23)
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Le terme suivant est estimée a 'aide des inégalités de Cauchy-Schwarz et Young :

= ) / Aen (Un — Uny)

>\an (un - uhn)

te pepg’E
E€EY
2 1 2
< > (allun = upalf + 1o Am-lE ),
E€ES

pour tout v > 0. Un théoréme de trace standard implique 'existence de C' > 0 telle que :

1
)\an(un - uhn) < aHun - uhn”%‘c + E Z ||>\an”?5
Te BeES
2 772
< C —_—. 4.24
< Coleulfo+ - (1.21)

Le dernier terme provenant du contact est borné par :

/ )‘nuhn S / )\n(uthr - uhnf) + / )‘Hn—uhn+
el el el

)\nuhn—f— + / (>\Hn+ - AHn)uhn-i-
T'c T'c

IN

IN

/ ()\n - )\Hn)uhn—f— + >\Hn+uhn+
I'c T'e

< / Mt tnns + [Mtn = Al ltnns v,
Pe

< / Attntihns + | As = A1/ thns [1ro (4.25)
o]

En regroupant les estimations (4.23), (4.24) et (4.25) et en utilisant 'inégalité de
Young, on aboutit a

)\Hn(un - uhn) + AnUhn
I'c T'e

N

2
Ui
/ AHntUhn— + @HeuH%,Q + 1o + 1 Am = Ml—1/2re lunntllire
I'c a
< 2 1 2 2 L 2
S (1) Falleallio +alxg = Ay o+ gl e

1
$ o (1457 ) +allealia + aldu = A, o (4.26)

pour tout o > 0.
Pour le terme correspondant au frottement, en procédant comme dans le chapitre
précédent, on obtient pour tout « positif :

/F(Am—/\t)(w—wu:) < (a+ @+ a)ulElm) lealin

Ellas + 200+ 1 4 p?




4.2. Estimateurs d’erreur a posteriori

En regroupant les estimations (4.20), (4.21), (4.22), (4.26) et (4.27) avec « et g
suffisamment petits dans (4.19) et en utilisant (4.29), on aboutit & la conclusion que si
w||€]|ar est suffisamment petit :

[u—uplli0Sn+<. (4.28)

On cherche maintenant une borne pour 'erreur de discrétisation A—Ap correspondant
aux multiplicateurs. Soient v € V et v;, € Vj,. Des équations d’équilibre (3.1) et (4.1),
on tire :

b(A - }\H,V) = b(A,V - Vh) - b(AH,V - Vh) + b(}\ — }\H,Vh)
= L(v—vp)—a(w,v—vp) = bAn, v —vz) + a(up —u,vy)

+ [ AN = o) + [ (A = o )onva)
= L(v—vp)—alua—uy,v)—aluy,v—vy) —bAg,v—vy)
)

+ / V(= Attn — o (UA))on (V1) + / A=At — oy(u))or(va).

Une intégration par parties sur chaque élément T méne a :

b(A—Ag,v) = /Qf-(v—vh)—a(u—uh,v)

— Z /JEnuh (v —wvp) Z/g gr) - (v —va)

EeEzntuEN EEEN
- Z / )\Hn + on uh)) vhn Z / )\Ht + o uh )(vt - Uht)
EEEC EEEC
[ A = onan)oni) + [ X = or(un)or(wi).
T'e Te

En procédant comme pour le début de la preuve et en posant v;, = m,Vv, on arrive a :

b = Am, V)| S (n+ ¢+ [u—upll10)[v]ie

pour tout v € V. Par conséquent
[A=Amll 1. S0+ ¢+ lu—us0 (4.29)

Le regroupement des estimations (4.28) et (4.29) achéve la preuve. |
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Chapitre 4. Estimateurs a posteriori stabilisé

4.2.3 Borne inférieure
Théoréme 4.2.1

Soient (up, Ag) une solution du probléme discret (4.1) et n = n(up, Ay) Pestimateur
correspondant. Soit (u, X) une solution du probléme (3.1) telle que A € (L*(T¢))?.
Pour tous les éléments T', les bornes inférieures locales suivantes ont lieu :

mr S lu—wr + G,
r S lla— 1w, +(r

Pour tous les éléments T possédant un coté sur I'c (i.e. TNI'¢ = E), les bornes locales
inférieures sont obtenues :

nir SPYPIA = Aplle + lu— wpllir + Cr, 0= 3,4,

mir <201+ ) (I = Al + = il + A = Asrl2 ]}
1/2 1/2 .
= wl2IA), =58, (4.30)
mr <(L+p)||A=Aulle, =69,
tr < JJus — e + 'l = ullz + b u e (431)

Démonstration: On précise que I'on ne suppose pas que la solution du probléme continu
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est unique. Bien stir, notre résultat reste valide lorsque (u, A) est I'unique solution donnée
par la Proposition 3.1.1. Notons également que la solution du probléme discret n’est pas
supposée unique.

La preuve de ces estimations inférieures est la méme que pour le premier estimateur du
chapitre précédent exceptée pour les bornes de nsp et 77p. On montre (4.30). Si E € qu ,
soit F' C FE' la partie du coté ou up, = up,—. Donc comme u,, < 0 et fF Aty =0 :

/)\Hn—l—uhn :/ )\Hn+uhn:/()\Hn+)\Hn—)uhn
E F F

= /()\Hn - )\n)(uhn _un) +/ AHnun +/ Anuhn +/ )‘anuhn
F F F F

- / ()\Hn - )‘n)(uhn - un) + / ()\Hn - )‘n)un + / )‘n(uhn - un) + / )\Hn— (uhn - un)
F F F

F
IA=Agllellu—wlle+ A= Axlellule + o - vz + v -l £ An-| £

IN

En utilisant la borne inférieure de ngr, on aboutit au résultat. On termine par I’estimation
de n7r dans (4.31). Comme u, <0, on a 0 < uppy < |upy — uy| sur Do, Ainsi

[unntllE < lunn = unlle < [lup —af 5.

Cependant on veut estimer |[up,+|/1,5. Lorsque up,+ > 0 sur E par une inégalité inverse
et I'inégalité précédente, on obtient :

[t lE < Bg unns|le < hgtllu, — 5.



4.8. Conclusion

Pour up,+ > 0 sur E, sa dérivée appartient & Fy. Par prolongement de la constante
strictement positive, on obtient :

[ |2 < B unalle < hg'lan — s + hg'als.

Donc
i ll1e < llun —ulle + it un — ulle + b ulle. -

L’amélioration de la borne de n;7 est un probléme ouvert. On ne sait pas trouver la norme
de ||t ||lz. 11 faudrait plutdt obtenir les estimateurs avec la norme |[7/2(X — Ag)||re.
On peut cependant voir I'efficacité de I'estimateur dans des résultats numériques.

4.3 Conclusion

On a adapté la technique de stabilisation de Barbosa-Hughes au probléme d’élasticité
avec contact et frottement de Coulomb. On a obtenu un résultat d’existence et d’unicité.
On a donné des estimateurs d’erreur théoriques pour ce modéle. Cependant la borne
inférieure reste un probléme ouvert ainsi que les estimateurs a posteriori avec la norme
17Y2(X = Ai)||r. pour 'erreur de discrétisation correspondant aux multiplicateurs.

La caractéristique de la méthode de stabilisation de Barbosa-Hughes est de contour-
ner la condition inf-sup de Babuska-Brezzi. Les avantages de la méthode de stabilisation
peuvent étre exploités lorsque la condition inf-sup de Babuska-Brezzi est difficile ou im-
possible a obtenir. C’est pourquoi on va adapter cette technique a la méthode XFEM en
suivant les idées de [113].
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Chapitre

Estimations a priori pour la méthode
XFEM avec contact

AFIN de justifier la formulation du contact avec la méthode XFEM et d’étudier la conver-

gence de la méthode, on choisit de combiner I'approche XFEM avec la formulation
stabilisée de Barbosa-Hughes présentée au chapitre précédent pour obtenir une méthode
de domaine fictif [113].

Sommaire
5.1 Le problémecontinu ...................... 166
5.2 Discrétisation par une méthode stabilisée a ’aide de mul-
tiplicateurs de Lagrange . . ... .. ... ... ....... 172
5.2.1 Probléme discret . . . . . ... ... L 172
5.2.2 Etude de la convergence . . . . . . .. ... 175
53 Conclusion . ... ... ... ... i e oo e 182
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Chapitre 5. Estimations a priori pour la méthode XFEM avec contact

EU de travaux ont été effectués sur le traitement du contact dans le cadre de la méthode
XFEM. Les problémes de contact font partie des problemes difficiles a résoudre. En
effet, les discontinuités proviennent des conditions de contact sous forme d’inéquations.
Des études récentes (|97, 98, 184|) ont pris en compte les conditions de contact et/ou de
frottement dans la méthode XFEM. Pour la méthode des éléments finis étendus, deux
principales méthodes sont employées pour formuler les problémes de contact : 'approche
par pénalisation et la méthode des multiplicateurs de Lagrange. Dans la premiére, la pé-
nétration entre deux corps en contact est autorisée et la force normale de contact est liée
a la pénétration par un terme de pénalisation ([195]). Dolbow et al ont donné une for-
mulation pénalisée du contact frottant en dimension deux. Dans [145], le contact frottant
avec XFEM est explicité ainsi qu’un algorithme [146] et la formulation par pénalisation
est donnée en plasticité. Concernant les multiplicateurs de Lagrange, les forces de contact
sont prises en tant qu’inconnues primaires et la condition de pénétration est respectée
(|96, 212]). Géniaut [97]| a choisi un cadre proche du Lagrangien augmenté en utilisant
une formulation hybride continue [34] adaptée a la méthode XFEM. Les méthodes de
contact classiques, celles basées sur des multiplicateurs de Lagrange ont été adaptées
avec un certain succes au cadre XFEM sur des cas bidimensionnels. Cependant le choix
des espaces de discrétisation des déplacements et des pressions de contact respectant la
condition inf-sup conduit a des oscillations des pressions de contact.

On choisit alors de combiner I'approche XFEM avec la formulation stabilisée de
Barbosa-Hughes pour obtenir une méthode de domaine fictif [113]. L’ajout de degrés
de liberté supplémentaires dus aux multiplicateurs de Lagrange n’est pas problématique
car ces multiplicateurs sont restreints a la zone fissurée.

Dans une premiére section, on énonce les nouvelles formulations du contact sur la
fissure et on donne le probléme continu. On met en exergue le fait que la contrainte
normale n’a pas de partie singuliére. Dans la section suivante, on approche le probléme
continu par la méthode de Barbosa-Hughes combinée avec la méthode de domaine fictif
introduite dans [113]. On démontre un résultat de convergence pour terminer.

5.1 Le probléme continu

On reprend les équations de l'élasticité (2). A l'état initial, le corps est supposé
étre en contact sur la fissure I'c et on suppose que la zone finale de contact aprés
déformation est incluse dans I'c. Dans le cadre d’un contact entre les faces de la fis-
sure, on se ramene a un contact entre deux corps en utilisant I'c, et I'c_ pour repré-
senter chaque face de la fissure (voir Figure 5.1). Dans la configuration initiale, on a
I'c =T¢c, =T¢_. On définit n* = —n~ la normale sortante unitaire sur I'c,.. On obtient
alors o (u) = (o,f (u)nt)-n et o, (u) = (0, (w)n~)-n~. Ainsi le principe d’action-réaction
s’exprime o,(u) = o, (u) = o, (u). Les équations de contact (3) sont alors remplacées
par :

[u,] <0, of(u) =0, (u) =0,(u) < 0, o,(u) - [u,] =0 (5.1)

n

ou [u,] désigne le saut du déplacement normal a travers la fissure T'c, c’est-a-dire
[u,] =u"-nT+u” -n” = (ut —u")-nT avec ut et u” représentant les déplacements
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5.1. Le probléeme continu

de chaque coté de la fissure. La premiére inégalité représente la non interpénétration de
deux corps puis la seconde donne les efforts normaux en compression auxquels on ajoute
la relation de complémentarité.

L’absence des forces tangentielles de frottement est donnée par :

o/ (u) =0, (u)=0 (5.2)
olt les contraintes tangentielles sont définies par o (u) = o(u)nt — of(u)nt et
o, (u) =0c(u)n™ —o, (u)n".

Mo
M

FiG. 5.1 — La géométrie du domaine fissuré (2

La formulation faible de (2)—(5.1)—(5.2) utilise I'espace de Hilbert
V= {V € (HI(Q))2 : v=0sur FD}
et le cone convexe de multiplicateurs sur I'c :

Mt = {y e H#(Te): (nv) 11, >0 pour tout ¢ € H3(T¢), s >0 p.p. sur FC},

11
2727
ot la notation (.,.)_1 1 représente le crochet de dualité entre H2(T¢) et H2(T¢)
2'9>
On adopte les notations suivantes :

a(u,v) = /Q o(w):e(v)d  b,v) = (o)1 1

227
L(v) = /f-de+/ g-vdl,
Q Iy

pour tout u et v dans V et v dans H _%(Fc). Dans ces définitions, les notations - et
. représentent les produits scalaires dans R? et S, respectivement. Pour simplifier les
notations, on écrit par la suite des termes sous formes d’intégrale & la place des crochets
de dualité.
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Chapitre 5. Estimations a priori pour la méthode XFEM avec contact

La formulation mixte du probléme de contact sans frottement (2)—(5.1)—(5.2) consiste

a trouver u € Vet A € M™ tels que
a(u,v) +b(A\,v) = L(v), Vvev,
(5.3)
b(v — A\,u) <0, Vve M.

Le probléme (5.3) est équivalent a trouver (u, \) € V x M™* vérifiant
Lluv) < L(wN) < L(v,)\), WeV, weM,
ou L(.,.) est le Lagrangien classique défini par :

L(v,v) = %a(v, v) — L(v) + b(v, v).

Une autre formulation faible classique du probleme (2)—(5.1)—(5.2) est 'inégalité va-
riationnelle :
Propriétés 5.1.1

Trouver u telle que
ucK, a(u,v—u) > L(v—u), YwekK, (5.4)

ot K désigne le cone convexe fermé des déplacements admissibles satisfaisant les condi-
tions de non-interpénétration :

K={veV: [v]<0surTc}.

Démonstration: La formulation variationnelle en déplacement du probléme s’écrit
VveK:

/Qa(u):s(v—u)dQ:/Qf-(v—u)dQ+/FNg-(v—u)dF+/FCU(u)n(v—u)dF

Avec les notations précédentes et la décomposition en composantes normale et tangen-
tielle, on obtient :

a(u,v—u):L(v—u)+/

. on(u)(vy — uy) dU° —i—/ or(u)(vy — uy) dU°

o]

Pour le terme en composante normale, on décompose suivant I'cy et I'c_ et le terme
tangentiel s’annule par ’absence de frottement :

a(u,v—u) = L(v—u or(u) (v -nt—ut-nT o, (u)(v, n —u, n
(v = L+ | ol it s [ (e ) dn
Comme o, (u) = o,f (u) = 0, (u), on obtient :

a(u,v—u)=L(v—u)+ /Fc on(u)([vn] = [un]) dT

L’utilisation de la relation de complémentarité et du fait que o, (u) < 0 donne le résultat. W
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5.1. Le probléeme continu

L’existence et I'unicité de (u, \) solution de (5.3) a été prouvée dans [112]. De plus, la
solution u de (5.3) est également 1'unique solution du probléme (5.4) et A = —o,(u).

On adopte les mémes notations que

comme la somme d’une partie réguliére u, et d'une partie singuliére ug

dans le Chapitre 2 et on décompose la solution u
tu = u, + xUug

avec u, € (H2(Q))% et u, € (H277(Q))2 o x est la fonction cut-off décrite au Chapitre

1. Cette décomposition est unique.
Lemme 5.1.1

le probléme sans frottement et \ =

Démonstration: On calcule la partie si

La contrainte normale ne présente pas de partie singuliére sur la zone de contact pour

Ar.

nguliére de la contrainte dans un voisinage de la

pointe de fissure ou le contact a lieu. On restreint I’étude & une zone ou le contact
se produit sur la fissure. Ainsi on peut utiliser des outils classiques pour calculer le

déplacement asymptotique.

En utilisant le lemme div-rot, on réécrit les composantes du vecteur contraintes & ’aide

de la fonction d’Airy ¢ :
Oz = —82¢
Trxr — ay27

En élasticité isotrope bidimensionnelle

Oyy =

& &
Ox?’ 0xdy’
, la loi de Hooke est donnée par (2.29) ; Ainsi :

O-:By = O-ym =

Oz = (A4 2Q)€ze + Aeyy
Jyy = ()‘ + 2<)€yy + )‘Emm
Oy = C(€xy + €ya) = 2Ceqy
Donc
_1 9%
Cay ‘v = 2¢ 0x0y
0%y 0% 1
w = (042058 5% worg
1 0% 0%¢
p— _—_— _— 2 -
WS TR0 (Aazﬂ (A +20) ax?)
Alors on obtient :
Py _ 1 (, '
oxdy  2¢ \ 0x20y>
0era 1 0*¢ 0*¢
oy [“ T2y a:c?@y?}
%€y 1 0*¢ 0*¢
9x2  —  AC(A+0) [A3m28y2 -+ 20@}
La relation de compatibilité méne a :
%€ 826yy B 626333/ B
Oy? Ox? oxdy
RV (T
AN+ Q) [0z Oyt 0x20y?
— AZ=0
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Chapitre 5. Estimations a priori pour la méthode XFEM avec contact

dont la solution générale en coordonnées polaires est une combinaison linéaire des termes

élémentaires suivants :

¥t cos(s — 1)8, T cos(s + 1)6,

Soit e, = (cos ,sinf) et ey =

9o a¢ I d¢p  0¢

¥ sin(s — 1),

L sin(s 4 1)6.

(—sinf, cos f). En coordonnées polaires, on a :

o¢

5 = 95 C 0+a—ysm€ et%—%(—rsinﬁ)—i—a—yrcose
Do = 220,00, 100,
De plus, 0zgi + 0ayj = ;;f ggy B (g—j - % ) - 63 (Vo AK) out (i, j, k) est
un triddre direct et o, + 0y = 5 (g—j - % > - —83 (Vo AK).
(e, eq, k) est un triedre direct et V) A k est indépendant de z,

Comme %er = ey et %eg = —e,, on en déduit :
1 0
Orr€r + 0rg€9 = 90 (qu AN k)
_ ¢ ¢
- 7«39<a k*‘%Mk)
(120 106\ (100 1%
— \r2o02 " ror r290 1 000r
et
0
orger + ogoey = —E(qu Nk)
_ (Lo 1N . ¢
— \r200 rogor) " a2
TR T ror YT 9 7T 1290 T rovor
De plus,
ou ou
= 2 z s
Oxx (A + C) By
8uy Ouy
ou; Ou
Oay = C((éay+eya) =C¢ ( By 3—;/)
Bu Ouyg 1 Ou, 1 1 1 Juy
et Vu = e+ ——e€eyg+ ——e + ureg —Uupe, + ——eg ol u, et uy sont les com-
or r 00 r r 00
posantes radiale et angulalre du deplacement. Donc
)\ (9ue
= 2 —
o A+ C) ( 50 >
A+ 2C 8u@> Bur
Opp =
or
= ¢ % lﬁur 1
o = or r 00 1o
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5.1. Le probléeme continu

Par conséquent,

2
T
0%¢ )\—|—2C 8ua ou,
o < ) A or
10¢ 1 0% Oug 10u, 1
200 rooor <<W+; 20 —;“0>
Grisvard [105] a donné le déplacement correspondant en coordonnés polaires avec
p=1+-— 2
)\+C

u, = 7r°(asin(s+1)0 +bcos(s+ 1)8 + c(p — s)sin(s — 1)0 — d(p — s) cos(s — 1)0)
ug = r°(acos(s+1)0 —bsin(s+ 1) — c(p+ s)cos(s —1)8 — d(p + s) sin(s — 1))
(5.5)

ou a,b,c,d sont des constantes. La méthode des éléments finis P; n’approche pas les
termes de cette forme qui ne sont pas au moins dans H2(£2). Il nous faut donc déterminer
les termes pour lesquels la partie réelle de s vérifie 0 < Re(s) < 1.

Les conditions au bord traduisant le contact sans frottement sur la fissure pour 6§ = 7w
s’expriment comme suit :

ug(r,m) — ug(r, —m)
0'.99(7“,7'(') —0'.99(7“, )
ore(r,m) = ope(r,—m) = 0.

0,
0,

La premiére égalité traduit le contact : le saut du déplacement normal s’annule car il ne
peut y avoir ouverture et la derniére ligne exprime ’absence de frottement.
En traduisant ces conditions avec les expressions (5.5), on obtient :

ug(r,m) —ug(r,—m) = 2r®(=bsin(s+ 1)m — d(p + s)sin(s — 1))
= 2r°(bsin(sm) 4+ d(p + s) sin(sm))
org(r,m) = (r*"H(2ascos(s + 1)m — 2bssin(s 4+ 1) — 2¢s% cos(s — 1)

—2ds? sin(s — 1))
= 20r* Y —ascos(sm) + bssin(sm) + cs® cos(sm) 4 ds? sin(s))
org(r,—m) = 2(r*!(—ascos(sm) — bssin(sm) + cs® cos(sm) — ds* sin(s7))
age(r,m) — oge(r,—m) = r* 1 (A(2assin(s + 1)m + 2¢(p — 5)ssin(s — 1))
+(A +2¢)(—2assin(s + 1)7 + 2cs(p + s — 2) sin(s — 1)7))
= " (dXes(p — 1)sin(s — 1) + 2((—2assin(s + )7
+2cs(p + s — 2)sin(s — 1)m))
= " !(—4Cassin(s + 1) + desC(s + 1) sin(s — 1)7)
= r3*1(4Cas sin(sm) — 4esC(s + 1) sin(sm))

Le déterminant du systéme est égal a :

0 1 —cos(sm) —cos(sm)
. 1. _ 1 0 sin(sw)  —sin(s7)
_ S s—1 s—1 _\2
D = 2r°sin(sm)4¢sr®™ " sin(sm)(2¢r® "s) 0 —s—1 scos(st) scos(sm)
p+s 0 ssin(sw) —ssin(sm)
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Chapitre 5. Estimations a priori pour la méthode XFEM avec contact

5.2 Discrétisation par une méthode stabilisée a 1’aide

= 64¢353r1 73 psin® (1s) cos(s7)

D = 0 aboutit & sin®(7s) cos(sw) = 0 dont I'unique solution vérifiant 0 < Re(s) < 1 est

1
5= —.
2

1
Pour s = —, on obtient :
-1/2 3
o opp(r,m) —ope(r,—m) =0<=1r"""%(2(a —3c() =0 <= a = ¢

1
° u@(r,ﬂ)—u@(r,—ﬂ):O;}erﬂ <b+d<p+§>> =0<=d=b=0

d
o o(r,m) =0<=b= —5

ce qui signifie qu'un seul mode singulier est présent. Pour ce mode singulier, on a égale-
ment : ogg(r, ) = ogp(r, —m) = 0. En effet,

ogo(r,m) = T*I/Q(—)\c(p—l)—i-Cc(?)—p))
e 2 S _
ReaE ST

Cette propriété correspond & une conditions de Neumann classique sur les lévres de la
fissure. Par conséquent il n’y a pas de mode singulier supplémentaire que le mode de
cisaillement classique et la composante normale des contraintes n’est pas singuliére sur
les lévres de fissure. On obtient alors A = \,.

de multiplicateurs de Lagrange

5.2.1 Probléme discret

On approche le probléme par la méthode XFEM avec fonction cut-off présentée dans
le Chapitre 1 et on adapte la technique de stabilisation de Barbosa-Hughes introduite
dans le Chapitre 3. Soit une famille réguliére quasi-uniforme (voir Définition 2.2.2) T}, de
triangulations du domaine 2. Pour T" € T}, soit hy le diamétre de T" et h = maxyey, hy.
Cette triangulation ne prend pas en compte la fissure et les noeuds et arétes des triangles
ne coincident pas avec la fissure dans le cas général. On rappelle la définition de V, pour

la méthode XFEM avec fonction cut-off :
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Vh = {Vh € (C(Q))2 ‘U = Z amwx + Z b:vHQ/}:v _'_XZCZE

€N, zeNH i=1

= Vhy+ XVhs Qg by, ¢ € RZ} cV



5.2. Discrétisation par une méthode stabilisée a ['aide de multiplicateurs de Lagrange

Soient zy, ..., 7y des points distincts appartenant & ' (notons que 1’on ne suppose pas que
ces neeuds coincident avec des noeuds de la triangulation 73). Ces noeuds forment une fa-
mille monodimensionnelle de maillages de T'¢ notée 7y et on définit
H = maXop<;<nN-1 \lﬂl - sz|

Le maillage 7y permet de définir un ensemble convexe fermé non vide M;; approximant
M

Ml—{’— = {VH - L2<Fc) Vg € PO(]:cl-,xiH[),VO <i<N-1,vg >0sur ¢ } ,

|, 1(

Le probléme discret consiste a trouver u;, € Vy, et Ay € M, tels que

a(uh, Vh) + b()\H,Vh) + / ’y(—)\H — Rh(uh))Rh(vh)dF = L(Vh), Vv € Vh,
le

(5.6)
b(VH — )\H, llh) -+ / ’y(I/H — )\H)(_)\H — Rh<llh))dF <0, Yvg € MJI;

T'e

ol v est constante sur chaque élément T' et v = vyhr. Ici 79 > 0 est indépendante de h et
H. Le symbole Rj désigne un opérateur de Vy, dans L?*(T'¢) qui approche la composante
normale du vecteur contraintes sur ['¢.

Le probléme (5.6) est équivalent a trouver (up, Ag) € Vj, x M}, vérifiant

,C,y(llh, l/H) < ,C,y(llh, >\H) < ,C,Y(Vh, )\H), \V/Vh € Vh, \V/I/H € MI—{’—,

ou L,(.,.) est le Lagrangien défini par :

1 1
L,(Vh,vg) = §G(Vh, vi) — L(vi) +b(ve, vi) — 5/ Y(vy + Rp(vy))*dl
o]

1
= L(vivn) =5 / Y(vir + Ru(va))*dr.
o]

Comme dans le Chapitre 2 a propos de la méthode XFEM, on partage 2 en €y et €2
en utilisant la fissure et son extension rectiligne (voir Figure 2.4). L’ensemble Q est vu
comme un domaine fictif de Q1 et Q. On utilise la méthode introduite dans [113] qui
permet de traiter facilement des conditions au bord complexes, en particulier lorsque les
bords sont indépendants du maillage.

On construit alors 'opérateur R, (voir [113]) qui permet d’obtenir une propriété de
stabilité avec une intersection arbitraire entre le maillage 7}, et le domaine §2; pour ¢ = 1, 2.
Soit 7 un petit rayon donné a priori (7 << 1). Pour chaque élément T € T} tel que
T NQ; # 0, on désigne par T" (voir Figure 5.2) :

— soit I'élément T lui-méme s'il existe une boule B(fr,7) C 77 (T N Q;) ot 77 est

une transformation affine réguliere de R? et T désigne 1'élément référence tel que
T = 77(T). T est alors un "bon élément".

— soit un élément voisin vérifiant la propriété précédente que ne posséde pas 1. Dans

ce cas, T" est un "mauvais élément".
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fissure, (@)

S

FI1G. 5.2 — Le choix de 7" : T est un "mauvais élément" pour €25, 7" est un "bon élément"
pour €2

Remarque 5.2.1

7 > 0 est suffisamment petit afin que T' existe toujours.

, 2~ < .71 N T.71 . . . .
L’opérateur R), est égal a o,,(v,”" ) olt v;,’~ vaut soit vy|r si 7" = T soit I'extension

naturelle de v | sur T'si T" # T.

Cet opérateur vérifie une propriété importante :

Lemme 5.2.1

On suppose qu'’il existe des constantes C; > 0 et Cy > 0 indépendantes de h et T' € Ty,
telles que [T NT| < Cihr et V77| zoor) < Cohr et ||Vrp! || sy < Cohy' alors

12 Ru(vi) |12, < ClIvall? o ¥¥i € Vi, b > 0.

Démonstration: Elle s’effectue en se rappelant que :
Sans perte de généralité, on peut supposer que I'c est un segment de droite paralléle a
'axe des abscisses et on écrit v = (vs, vy). Par conséquent, on déduit pour tout v, € Vy, :

1/2 1/2 T.T
2 Ra(vi)lZ. = Ihillonvi ™3,

1/2 1 1
= Loy (vi R, < ChrolVET 1B pg-

et en utilisant le Lemme suivant dont la démonstration figure dans [113] :

174



5.2. Discrétisation par une méthode stabilisée a ['aide de multiplicateurs de Lagrange

Lemme 5.2.2

Soit vy, définie sur T € Ty, par vi(z) = V(771 (z)) avec ¥ € Py (R?).
Alors il existe une constante C' > 0 indépendante de h et T telle que :

/ vidl < Chpt / vid
TenT 0;NT

Ainsi par I'inégalité de Korn et le Lemme 5.2.1, lorsque g est suffisamment petit, il existe

C > 0 tel que pour tout v, € Vy, :

(Vs Vi) — / A(Ru(va))2dT = Cllvil o
Pe

5.2.2 Etude de la convergence

Définissons pour tout v € (H'(2))? et tout v € L?(T'¢) les normes suivantes :

IvIl = a(v,v)"/2,

v ) = (VIR + 922, ) 2.

Pour étudier la convergence de ’erreur, on commence par définir au préalable un opérateur
d’interpolation adapté IIj, (voir [62]) sur les différentes catégories de triangles (voir Figure

1.2).

Définition 5.2.1
L’opérateur 11, satisfait :

[lyu = I,u, + xus pour un triangle non enrichi par la fonction Heaviside H

Iu = Ipu,; + xu
Iu = Ihﬁr2+xus

pour un triangle totalement enrichi par la fonction H sur €,

pour un triangle totalement enrichi par la fonction H sur )y

ou I, désigne l'opérateur d’interpolation de Lagrange classique associé a la méthode
par éléments finis et 0,; est I'extension de u, de €; a  pour ¢+ = 1,2 telle que

[ill20 S farloll2.

Remarque 5.2.2
Cette fonction d’interpolation pour XFEM est unique sur le domaine (2.
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En utilisant les résultats de [63], on a :

Proposition 5.2.1

e Pour un triangle totalement enrichi par la fonction H et op = th;l
|lu — Hpullirne, S hror||Qyl|2r
e Pour un triangle contenant la pointe de fissure et T* =T\ I'¢ :
[u—Tlpufly 7 S hr([8rl2,B00e) + [Tr2l2,B0,07))
e Pour un triangle partiellement enrichi :
|u = TLullyr S he(J812,80,200) + [Tr2|2,B(0,200))
e Pour un triangle non enrichi :

|lu—Ipu|17r S hrorllu — xusllar

La proposition suivante donne une estimation de I’erreur pour ’approximation obtenue
(5.6).
Proposition 5.2.2
On suppose que A € HY/%(T¢) et u, € H*(Q).

Soit (u, A) la solution du probléme (5.3). Soit 7o suffisamment petit et soit (wp, Ag)
une solution de probléme discret (5.6). On a alors I'estimation suivante :

N —w A =2l S hlu— ywllaa + B2 HY A,
+HY (32,0 + A 20 ).

Démonstration: On a

Ja— w2+ 2= A 2 = la—ug?+ / wdr—2/ YA dl+ / (Mg )2
I'c I

c le

De (5.3) et (5.6), on déduit :

/ AAZD < / yAvdl + / (A — 1) [uy,]dl — / (v — A)AdD
I I'c Tc Tc

= / 'y)\udf—i-/ (A — dF+/ (v (w)dl', YveM?",
T'c T'c e

/ ’y()\H)QdP < / ’y)\HVHdF + / ()\H — VH)[uhn]dF + / ’y(VH — )\H)Rh(uh)df,
T'e T'c NG} Lo

Vg€ ME
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Cela donne

V2= Am)lIE,

/ ’Y(V - AH))\dF + / ’Y(VH - A)AHdI“
Pe

T'e

+/FC (A — 1) [u]dT + /FC (Ar — va)[upn]dl

[ A= New@d + [ 9m = ) R(un)dr
T'c Te

/ (st — v)[un)T + / (st — \)(on(u) — Ry(uy))dl
o]

Te

+/ (A = v )([unn] = v(Am + Rp(uy)))dl
T'e

—i—/r (A — A)([unn) — [un))dl, Vv € M, Vvg € M .(5.7)

D’aprés (5.6) on obtient pour tout vj, € Vy, :

Jlu — |

En additionnant (5.7) et

a(u—up,u —uy)

a(u—up,u—vp) +alu—uy, vy, —uy)

a(u—up,u—vp) + /F (A — N ([vpn] — [upn))dD

+/ ")/(—)\H — Rh(uh))Rh(vh — uh)dF. (5.8)
Te

5.8), on déduit que :

ll(a—up, A= Ap)| < a(u—uh,u—vh)—i—/r (A — A)([vnn] — [un])dl

[ = )fuar
+/F (A = vi) ([unn] — ¥(Amt + Ry, (wy)))dl
+/r Y(Amg = A)(on(u) = Ry(vy))dl

+/ Y(=A = Rp(ap))Rp(v, — up)dl (5.9)
e

pour tout vy, € V,, v € MT et vy € ME Le dernier terme de I'inégalité précédente est
estimé comme suit, en utilisant le Lemme 5.2.1 et en rappelant que A = —oy,(u) :

/F 'y(—)\ — Rh(uh))Rh(vh — uh)dP

< Iy (o) —

N

IZANRYAN

Ry, (up))llrevo’ 1022 (Bu(vi — ) Ire

20" = wnll (I772(@n(@) = Ru(va)live + 56’1012 (Ru(vi = wn)) e )
Yollvh = unl® + |2 (on(w) — Ra(vi))|f, par linégalité de Young
Yollw = wp|? + ol — vi||* + |72 (0 () = Ru(vi)) IR - (5.10)
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En combinant (5.9) et (5.10), on obtient :

1w = up, A = Ap) |2
=gl = vall + 172 = )l Iy~ ([wnn] = [wa))lIre
HIV 2O = Am)lre 172 (00 (w) = Ba(vi))Ire

" /F O =)+ /F O ) =+ B o))

A

0w = wl® +yollw = val? + [17"/?(0n(w) = Bp(va)) I,

En utilisant I'inégalité de Young, on aboutit a la conclusion que lorsque 7g est suffisam-
ment petit :

JICERIPEPYSIs

S

i (=il + 17 (on(0) = Bu(va)lfe + Iy (ona] = ) )

b inf /F O )l /F O v ] =90+ Rh(uh)))dr] .

veM+ VHGMg

On choisit vy, = IIu défini dans la Définition 5.2.1. on a alors :

[u—vul®> = Ju—Thul®>=>" Ju—T,ul};
TETh
= >l —Tulff 7+ > Ju-Thulf,
T totalement , T partiellement
enrichi enrichi

+ ) u=Tpu  + u - Dyulf o
T non
enrichi

> hrorllnl3e + > B3 tle,so2ne) T [Mr2l2,Bo2nr))?
T totalement T partiellement
enrichi enrichi

A

+ Z horl|u = xusll3 7 + W3 ([ l2,Bonr) + [W2l2,B0n00)
T non
enrichi

< PPu—xulfq (5.11)

De plus, prenons E une aréte de I'c du triangle T' € Tj. Pour un triangle non enrichi,
on obtient (voir [66] par exemple) :

V2 ([wn] = [onn]) 2 Iy ([wn] = [(Tpw) - m]) [

”7_1/2([7%7"] + [Xtns] = [(Intri) - 0] = [xuns))|| &
B-1/2p,3/2

Hunr”Z’,/Q,E
hllayfl2,r = hllu — xus|l27,
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et pour un triangle totalement enrichi, par la définition de IIj, :

Iy ([un] = [ona]) |

S
S

”'Y_l/Q([um"] + [Xtns] = [(In0ri) - 0] = [xuns))|| &
Iy ([iine] = [(InTy4) - 1)) |11

bty S Rllu — xugl2,r.

Par sommation sur toutes les arétes E C I'¢, on déduit :

Iy ([un]

Estimons maintenant ||v'/2(o,(u) —

[RRRCACY
= ”71/2( n(w)
- Z; Z

EeT

— Rh(vh
— Ru(vi))llrenay + 7" (on(u) —

)P S P2 lu = xusl3 o (5.12)

Rp(vi))[.- On a
Nlire
Rp(vi))llrenas

7% (om(w) = Ru(va))| &

bon élément de €);

2.

EeT

IV (on(w) = Ru(va)lle

mauvais élément de £2;

Sans perte de généralité, on peut supposer que I'¢ est paralléle 4 ’axe des abscisses. Ainsi
lorsque E est une aréte de I'c d’un "bon" triangle T' € T},

7% (om(w) = Ru(va))| &

A

AR ZANRZAN

[7Y2(0n (w) — 0 (ITp0)) | 2
720y (0 — Tpu)| g
_1 1
Y22 oy, (u — )7 + h2||Voy, (u — yu)|7)
_1 1
Y2 (2 oy, (u — )|z + h2[|Voy,(u) | r)
1 1
Y22 (u = )|y r + B2 |ugl2r).-
1/2; 1
YR |la = xugllar

hlju = xusll2.r

Si T est un "mauvais" élément, on procéde comme dans [113]. Soit 77 un "bon voisin".
On prolonge T” en construisant le nouvel élément T} présenté sur la Figure 5.3.

On définit I}, la restriction a Tj; de 'opérateur d’interpolation de Lagrange de v,

construit sur 7" de domaine de définition R?. On remplace alors Ij, dans la définition de

II}, par I, et on obtient :

(00 (u) = Ru(vi))lle

Iy

A

AR AR ZA

V2 (00 (0) — 0n () |

1720y (0 = D) | 2

Y2 (W7 E oy (u, — Ihu>|rT+hzuwyy< — Tyu)|lr)
VY207 E oy, (uy — Dyw)|iz + 72 [ Voy,(u,)|i7)
Y272 | (ue — D)l + B2 ug o).

1
7202 u = a2

hllu = xusll2,r
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Fic. 5.3 — Prolongation de T’

Par conséquent :
V"2 (0 (w) = Ru(vi))lIEe S 22— xus[l30- (5.13)

Il reste & estimer les termes d’erreur provenant de I'approximation du contact

it /F Ot (5.14)
et
inf ()\ — VH)([u;m] — ’)/()\H + Rh(uh)))df. (5.15)

VHEM?_} FC

En choisissant ¥ = 0 dans (5.14), on obtient :

inf / (it — ) [up]dD < / At [tn]dT < 0. (5.16)
veM+ o o

Pour (5.15), on choisit vy = oA = T\ (par le Lemme 5.1.1) o 7o désigne 'opé-
rateur de projection L?(I'¢) sur I'espace

WHO = {I/H € L2(Fc) : VH|]$i, S Po(].%’i,xi+1[),v0 < 1 < N — 1} .

x|

On rappelle que I'opérateur 7y est défini pour tout v € L?(I'¢) par
Tiov € Wro, / (v—mgov)vdl =0, Vv e Wy,
e

et satisfait ’estimation d’erreur suivante pour tout 0 <r <1 :
H2 o = maovl_1 /270 + v = mHovlre < CH™ 0]y re- (5.17)

On voit que Ty € ME et

inf / (A — 1) (] — 7(hsz + Ru(up)))dT

VHEMg

< / () — 710\ ]I + / (w0 = N + Ra(w))dl. (5.18)
I'c Pe
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La premiére intégrale de (5.18) est estimée en utilisant (5.17) :

/ (A — T10A) [tpn] AT
le

/F (0 — 710N ([tn] — [tn])dT + /F (0 — 710\ [un]dD

/ (0 — 710N ([t — t])IT” + / (0 — 710N ([tn] = 170 [t0])IT
I'c Te

70X = All—1/2,06 [urn = unllij2,re + [THOA = Allrellun — THOUR P

HIAllo,rella = wpllie + B2 7M1 v lunlli-gre

AN ZANIA

H|M12rellu—upll10 + H3/27n\|)\\|1/2,rc allz/2—n,0

Ainsi pour tout o > 0, on a

S
S

/F (A = 71100) ] dT (5.19)

allu—ul® + 071H2H)‘H%/2,rc + H3/27n\|)\\|1/2,rc allz/2—n0

alla = wl* + o B AR jo.p, + @ HYETAIR jpp, + BT Ul 0

Maintenant, on considére la seconde intégrale de (5.18) et en utilisant (5.17), le Lemme
5.2.1, (5.13), on aboutit a :

/1‘ Y(mH0A — N) (A + Rp(uy,))dl

— [ 2(mmod = N = Nar+ [ (o) = A)(=0u(w) + Ri(va)dr
T'c Te

_|_/F Y(mgoA — A)(—=Rp(vi) + Rp(ay))dl

AN

70 22 [wod = Allre v (A = Ve

+70 B 7oA = Mlre |72 (o) + Ra(vi) e
+70h" 2w i0A = Mllre||h*? Ry (un — vn) I re

0 WY N1 par e 02 (i = Ve

0 2R PHYP || o, Blla — g2

+70h P H2 | M1 jarellun — vallie.

AN

Comme [[uy, — vp[lro < [[up —ulfro +[[u = vallLo < [lu—unfli0 + Aflu = xul2,0, on
déduit pour tout o > 0 :

/1‘ Y(mH0A — N) (A + Rp(uy,))dl

S o RH|NE pp, + a2 = NI, + ab?llu— xus]3 o +alu - wlff o

(5.20)

En regroupant les estimations (5.11, 5.12, 5.13, 5.16, 5.19, 5.20), on aboutit au résultat. W
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On obtient une vitesse de convergence d’ordre h34="/2 (lorsque h = H dans la Proposition
5.2.2). Pour la méthode des éléments finis classique, Hild et Renard [130] avait obtenu
une estimation en h3/4,

5.3 Conclusion

En adaptant la technique de domaine fictif introduite dans [113], on a obtenu une es-
timation d’erreur a priori pour le probléme avec contact approché par la méthode XFEM.
On a obtenu une convergence en h**~"/2 pour des hypothéses H? sur la partie réguliére
de la solution alors que pour la méthode classique des éléments finis, le résultat est en
h3/* lorsque la solution est dans H2. Une des perspectives est de vérifier cette convergence
numériquement et ensuite d’effectuer I’analyse a posteriori.
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Troisiéme partie

Simulation numérique en mécanique
des fluides
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Chapitre

Simulation numérique de la dynamique
des globules rouges

DANS ce chapitre, nous proposons une méthode numérique permettant de prendre en
compte trois aspects essentiels (comportement mécanique des globules rouges, inter-
actions fluide/structures et interactions de contacts structures/structures). L’outil numé-
rique joue alors un role primordial : il permet de valider les modéles physiques avancés,
d’accéder a des données difficiles a obtenir expérimentalement et de déterminer la dé-
pendance du comportement de I’écoulement en fonction des paramétres du modéle. Nous
limitons notre étude au cas bidimensionnel qui, bien que simplificateur, nous permet de
reproduire une palette assez importante d’observations expérimentales comme l'illustrent
les simulations numériques obtenues.

Ce travail a été effectué en partie lors du CEMRACS 2008 avec Olivier Pantz et Cuc
Bui et a donné lieu & un article intitulé Dynamics of red blood cells in 2D [55] dans
ESAIM Proceedings.
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1.1. Introduction

1.1 Introduction

LE sang est pour l'essentiel composé de globules rouges, globules blancs et de plaquettes
en suspension dans le plasma sanguin. S’il peut étre considéré comme un fluide homo-
gene lorsqu’il circule dans des vaisseaux de diameétre important, une telle approximation
est dénuée de sens dés qu’il atteint des vaisseaux dont le diamétre est comparable a la
taille des cellules qu’ils transportent. Dans ce cas, 'influence de ces derniéres sur 1’écou-
lement ne peut plus étre homogénéisée. Le comportement mécanique des globules rouges
(qui comptent pour 99% des cellules présentes dans le sang), leur interaction avec le fluide
environnant ou entre eux mémes (par contact) doivent étre pris en compte.

Dans ce contexte, les simulations numériques peuvent étre un outil utile pour tester
les différentes modélisations, améliorer les expérimentations qui peuvent étre difficiles &
réaliser "in vitro" ou "in vivo", déterminer différents paramétres physiques en comparant
les résultats expérimentaux et numériques, étudier les effets d’'une modification de ces
parameétres, qui sont, in vivo, des possibles sources de maladies. Tout ceci a stimulé une
activité intense ces derniéres années et un large panel de méthodes numériques a été
proposé, la plupart en dimension 2 : frontiére immergée [166], pénalisation [162], treillis
de Boltzmann [186, 238|, dynamique de collision entre des particules multiples [191, 192],
méthode intégrale [153, 199, 200], courbes de niveau et champ de phase [24, 37, 82],
méthode par éléments finis conformes [76]. En paralléle, beaucoup d’expérimentations ont
été améliorées, permettant une meilleure compréhension de la dynamique des vésicules et
mettant en lumiére plusieurs phénomeénes : force de portance (les vésicules tendent a
se concentrer au milieu des vaisseaux, poussées par les forces hydrodynamiques induites
par les parois des vaisseaux |1, 56]), comportement varié des vésicules sous cisaillement
("tumbling", "tank-treading" et "oscillation-respiration" [141, 142, 170, 181]), formation
de rouleaux (amas de vésicules), forme de parachute des vésicules sous écoulement de
Poiseuille [233].

Dans ce chapitre, on présente une méthode numérique pour résoudre le systéme
fluide/structure formé par les globules rouges et le fluide environnant en dimension 2.
L’énergie de la membrane est supposée proportionnelle au carré de la courbure et le fluide
environnant est supposé incompressible et newtonien |78, 117]. Une méthode par éléments
finis avec des maillages conformes pour le fluide et les membranes a été implémentée sous
FreeFem++, un logiciel d’éléments finis [115]. Plusieurs problémes ont été relevés. Tout
d’abord, il a fallu prendre correctement en compte le couplage fluide/structure afin d’ob-
tenir un schéma stable. Comme la membrane est incompressible, la surface des globules
reste constante au cours du temps. De plus, en raison de I'incompressibilité du fluide et de
I'imperméabilité de la membrane, le volume des vésicules reste aussi constant [209]. Ces
deux contraintes doivent étre vérifiées avec assez de précision pour obtenir des simulations
réalistes. Finalement, un algorithme robuste permet de traiter les éventuels contacts entre
les globules ou entre les globules et les parois des vaisseaux. Si les globules et les parois des
vaisseaux sont réguliéres, des forces hydrodynamiques évitent tout contact en temps fini
[132]. Néanmoins, il semble que des interactions intercellulaires (pas prises en compte dans
ce chapitre) rivalisent avec les forces hydrodynamiques et peuvent aboutir a des contacts
entre les cellules. De toute facon, des contacts peuvent se produire "numériquement" &

187



Chapitre 1. Simulation numérique de la dynamique des globules rouges

cause de la discrétisation du probléme et de I'importante concentration des globules. Afin
d’éviter aux globules de se chevaucher, on ajoute une nouvelle contrainte assurant une
distance minimale entre deux globules et entre les globules et les parois [196].

Dans la section suivante, on rappelle la composition des globules qui leur procure la
géométrie particuliére et certaines propriétés leur permettant de traverser tous les capil-
laires. Ensuite on présente le modéle adopté dans les simulations décrivant la dynamique
des globules. Puis on décrit ’algorithme utilisé. Enfin on présente plusieurs résultats nu-
mériques obtenus. Finalement, on termine par quelques conclusions et quelques nouvelles
directions de recherche.

1.2 Un peu de biologie

Le plasma sanguin contient principalement des globules rouges, des globules blancs et
des plaquettes. Il y a 25 000 milliards de globules rouges soit 4 & 5 millions par mm? de
sang. Ils jouent ainsi un role primordial dans la rhéologie sanguine : assurer le transport
de l'oxygeéne des poumons vers les tissus.

F1G. 1.1 — Des globules au microscope

Le globule rouge ou érythrocyte est une cellule se présentant sous la forme d’une
lentille creuse des deux co6tés (biconcave) d'un diamétre de 7 & 8 pum et 2 pm d’épaisseur
et leur durée de vie est de 120 jours. Ces cellules sont dépourvues de noyau et issues des
érythroblastes médullaires ("bébés" globules rouges).

Les cellules les plus nombreuses du sang contiennent de 'hémoglobine qui est un pig-
ment de couleur rouge constitué de protéines associées a du fer. La membrane des globules
rouges est constituée d’'une double couche phospholipidique avec des protéines. Sur ces
protéines se fixent des substances telles que le glucose ou le galactose qui sont a l’ori-
gine de la détermination des groupes sanguins. Les phospholipides sont eux constitués de
petites molécules contenant des phosphates chargés négativement (appelée la téte hydro-
phile) et de deux chaines d’acides graisseux hydrophobes (appelées les queues). Dans un
environnement aqueux, les phospholipides forment spontanément une double couche dont
la configuration permet d’isoler les queues des phospholipides du fluide.
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DIAMETER » T.82 p

SURFACE ARER = 135 '

F1G. 1.2 — Volume, surface et diamétre d'un globule en um3, um? et um.

Pntzh;muss
fhe membnne Cytoplism

Fia. 1.3 — Composition d'un globule rouge
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Cette géométrie particuliére ainsi que les propriétés élastiques de la spectrine donne
aux globules rouges une certaine élasticité dont ils ont besoin pour voyager a travers les
différents capillaires (dont le diamétre de certains ne dépasse pas 2 & 3 um).

1.3 Modélisation des globules rouges dans un fluide

1.3.1 Comportement mécanique des globules

Le comportement mécanique d’un globule est dirigé par la nature de la membrane
qui est principalement composé de phospholipides (voir Figure 1.3). Modifier la surface
d’une telle couche bilipidique est trés cotiteux énergiquement car il exposerait des queues
a l'environnement. Ainsi, leurs surfaces (qui est le périmétre dans le cas 2D) restent
constantes. Si les lipides résistent trés peu aux contraintes de cisaillement, ils résistent a
la courbure. Un modeéle répandu est de considérer que la double couche est munie d’une
énergie élastique, plus connue sous le nom de fonction d’Helfrich (parfois aussi appelée
Willmore dans certains contextes) :

1

J(ep) :§/Zk:|H\2d2, (1.1)

ol X est la surface occupée par la membrane, ¢ correspond a la déformation du globule,
d> la mesure de la surface, H la courbure de la surface et k le module d’élasticité.

On a vu dans la section précédente qu’a coté de la double couche lipidique, les globules
possédent aussi un squelette protidique. Celui-ci assure une petite résistance du globule
aux contraintes de I’écoulement. L’énergie totale du globule est alors donnée par :

1 1
Jrpo(P) =§/Zk:|H|2dZ+§ W(Ve)ds, (1.2)

3o

ol Xy est la configuration de référence de la membrane et W la fonction de conservation
de I’énergie de la membrane. De plus, la conservation de I’énergie de la membrane W (V)
dépend seulement du tenseur métrique Vp!'Ve. Dans le cas de la dimension 2, la condition
d’inextensibilité locale implique que le tenseur métrique doit étre égal a l'identité. I1
s’ensuit que Jrpc = J. Comme on travaille en dimension 2, la distinction entre globules
et vésicules, dont les énergies internes sont respectivement données par (1.1) et (1.2) est
hors de propos.

Remarque 1.3.1

La situation est différente pour la dimension 3. En effet, la conservation locale de la
surface de la membrane n’entraine pas que le tenseur métrique de la déformation soit
réduit a l'identité.
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1.3.2 Position du probléme

Soit  un ouvert de R? correspondant au domaine du fluide. On suppose que les
globules sont entourés par un fluide incompressible newtonien caractérisé par sa densité
p et sa viscosité u. La viscosité du fluide p est supposée constante a l'intérieur comme a
I’'extérieur des vésicules respectivement égale a 11, et fiout-

Soient u :]0, T[xQ — R? la vitesse du fluide, p :]0,T[xQ — R la pression et les dé-
formations des globules sont notées par ¢ :]0, T[xXy — R?, ot 3 est la configuration de
référence de la membrane des globules.

Remarque 1.3.2

On note ¥y = U;";Xy; avec m le nombre de globules rouges et X,; leur configuration
initiale. ¥ correspond & I'union des boucles difféomorphiques au cercle unité S et

X = ().

Le probléme est le suivant :

— Fluide
Comme l'inertie du fluide n’est pas négligée, le fluide est gouverné par les équations
de Navier-Stokes incompressible auxquelles il faut ajouter les conditions aux limites
sur 01, les conditions initiales sur le fluide et sur la déformation initiale des globules :

0
,08—1; + p(wVu) + Vp — pAu = 0 dans Q \ ¢(5o) (1.3)
La contrainte d’incompressibilité du fluide donne :

div u = 0 dans Q \ ¢(3) (1.4)

— Membrane
Comme l'inertie des membranes des globules est négligée, les forces qu’elles exercent
sur le fluide sont égales aux contraintes internes et ont deux composantes. L’une
d’elle provient directement de 'énergie de courbure J, alors que l'autre est due a
I'incompressibilité de la membrane. A chaque instant, les globules sont supposés étre
en équilibre quasi-statique :

0

or
ou J(.) est 'énergie interne des globules rouges, pinest :]0,T[X%X9 — R, appelée
"pression inextensible" car elle joue un role similaire a la pression p assurant I'incom-
pressibilité du fluide. Il s’agit d’un multiplicateur de Lagrange associé a la contrainte
d’incompressibilité de la surface, e(u) = (Vu +'Vu)/2 est le tenseur des déforma-
tions, n est le vecteur normal sortant de la surface des globules et pour toute quantité
¢, [c] désigne le saut de la quantité ¢ a travers la surface du globule :

J' () = 5= (Pineat T) = —[ne(u).n] + [p.n] (1.5)

[C] = Cinterieur — Cexterieur-
L’incompressibilité de la membrane des globules s’écrit :
Ju

3 T 0 sur (%) (1.6)
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— Couplage
L’égalité des vitesses sur la surface des globules rouges meéne & :
de
E(t,:c) = u(t, ¢(z)) pour tout x € . (1.7)

Pour étre plus précis, la condition d’inextensibilité locale vient des équations (1.6) et
(1.7). En dérivant (1.7) par rapport a s € 3y, on obtient que :

O PP
(Vu) © (P(t, 8)%@7 8) T 950t (t7 S)'

Soit T le vecteur tangentiel unitaire de la surface des globules :

Op ! Op
TP =15 s
il s’ensuit que :
ou op| P
ou ts) | 22| = t
or ° (t,5) ds (‘33(’%( '8);
et de I'équation (1.6), on obtient :
dp O*p
- . t —
95 asor Y =0

et finalement l'inextensibilité de la membrane vérifie :

2

0 |0 —0

ot | ds

Une avancée majeure dans 1’étude théorique des équations de Navier-Stokes a été
obtenue par Leray en 1933, qui a prouvé les premiers résultats d’existence et d’unicité de
solutions. On a le résultat d’existence et d’unicité suivant :

Théoréme 1.3.1

I existe une unique solution faible u de (1.3)-(1.4) qui satisfait :

u € L*(0,T; Hy(Q)),u € C(0,T; L*(Q)), % € 12(0,T: V-12)

ot V=12 est I'espace dual de {u € Wy 2(Q),divu = 0 dans Q}.

Remarque 1.3.3

Une question ouverte est I'unicité des solutions en dimension 3.
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1.3.3 Formulation variationnelle

La formulation variationnelle associée aux équations précédentes consiste a détermi-
ner la vitesse u du fluide, les déformations des vésicules ¢, la pression p et la pression
inextensible pjnest, telles que pour toutes fonctions test v, q et Qipest, ON ait :

paa—ltlv + p(u-Vu)v — (Vv)p + 2ue(u) - e(v) dQ
Q
, ov e
+<J (90)7VOSO>+/E (T E)pznemtoso dZ—O, (18)
du 1 e
/E (T . E)‘L’nemt o dy = 07 (19)
/(Vu)q dQ) =0, (1.10)
)
%—f =uo¢p (1.11)

Les conditions au bord sont a ajouter au systéme.

L’équation classique de Navier-Stokes (1.8) est supplémentée par deux termes a cause
de 'action de la membrane sur le fluide. On a regroupé les formulations variationnelles de
(1.3) et (1.5) et utilis¢ la formule de Green-Riemann pour obtenir (1.8). Les formulations
variationnelles de 'incompressibilité de la membrane et du fluide sont respectivement
données par les équations (1.9) et (1.10). On conserve également ’équation (1.11) qui
exprime simplement que la vitesse de la membrane est égale a la vitesse du fluide.

1.4 Algorithme

Les difficultés sont les suivantes :

— Dinteraction fluide/structure avec le choix de la discrétisation en temps et en espace,
ainsi que 'approximation de I’énergie de la membrane.

— la gestion des contacts : la force de lubrification empéche des particules lisses im-
mergées dans un fluide newtonien d’entrer en contact en temps fini. Cependant, elles
peuvent devenir arbitrairement proches les unes des autres et suite aux discrétisa-
tions en temps et en espace, des collisions numériques peuvent se produire.

— sous des conditions normales, la membrane se déforme a surface et volume constants.
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1.4.1 Discrétisation en temps

On utilise une méthode par différences finies. Soit At le pas de temps et u”, ", p”
et pl..; les approximations de u, ¢, p et Pinest au temps t, = nAt.
Le terme convectif non linéaire de I’équation de Navier-Stokes est traité par la méthode
des caractéristiques introduite dans [198]. On définit la caractéristique X qui passe par x
au temps ¢ associée au champ de vitesses u par :

a—X(x, t,7) =u(r, X(x,t,7)).

{ X(z,t,t) = x pour tout x € )
or

ou
La méthode des caractéristiques permet de discrétiser la dérivée totale : — + (u.Vu) de

ot

fagon lagrangienne. On a alors pour toute fonction (¢, x) :

oY 0
E + (uVW(tax) - a(@b(T?X(ZL‘?tv T))|T:t

X" = X(z,ty11,t,) est la position a U'instant ¢, de la particule du fluide qui est en = au
temps ¢,,41. Ainsi comme X(z,t,11,t,+1) = , en discrétisant on obtient :

O T (@) — ¢ (X))
<E + (uvw)) (:E) ~ AL

La caractéristique est supposée étre une ligne polygonale ayant pour origine x et pour ex-
trémité X™. Le temps mis pour parcourir la longueur de cette ligne polygonale correspond
au pas de temps.

Notre schéma consiste alors a résoudre la suite de problémes suivants :

Trouver u™*!, "1 p"*! et ptl telles que pour toutes fonctions test v, q et Qiear :

n+l _ qn xXn
/ pu o8 v (Vv)p" !+ 2ue(u™) - e(v)dS
Q

At
! n n 8V n n\—
+(J' ("), vop )—l—/ (T~§)pmt}mo(ga )Y =0, (1.12)
b
8un+1 3
/ (7 et (@) =0, (1.13)
by
/(Vu"“)q dQ =0, (1.14)
Q

avec, en discrétisant (1.11) :

LPnJrl — Son 4 AtunJrl

194



1.4. Algorithme

1.4.2 Discrétisation en espace

La déformation des globules est discrétisée en utilisant des éléments finis P; de La-
grange sur le maillage S,? de Xy indépendant du temps ¢,,. La pression inextensible pjpest
est discrétisée avec des éléments finis Fy de Lagrange sur le méme maillage. On note par
V), et W), I'ensemble des éléments finis P, et Py de Lagrange sur S, i.e

Vi, = {p, € H'(Z; R?) telle que ®p. € P1 pour toute aréte e de S,

W, = {pi € L*(Z¢; R) telle que Pn|, € Py pour toute aréte e de S

D’un autre coté, on utilise un maillage conforme pour calculer la vitesse et la pression
a chaque pas de temps t,. Plus précisément, a chaque itération n > 0, on introduit le
maillage S = ¢"(S?) de X7 = ¢"(%y). Les vitesse et pression au temps n + 1 sont
calculées sur un maillage triangulaire régulier 7," tel que S;' soit un sous maillage de 7,".
Ainsi, chaque aréte de S; est une aréte de 7,'. Une formulation P;-bulle/P; est utilisée,
i.e. P;-bulle pour la vitesse u et des éléments finis P, pour la pression p. On note par P}
et U} les ensembles des éléments finis P, et P;-bulle de Lagrange sur 7,", i.e.

Py = {v, € H'(®;R) telle que vy, € Py pour tout triangle K de 7,"}

et
= (Pp)’ @By

ot B} = {v, € H'(Q;R?) telle que vy, € P5 pour tout triangle K et v;,|, = 0 pour
toute aréte e de 7, }.

1.4.3 Approximation de I’énergie de la membrane

Comme la membrane des globules est supposée inextensible, la fonction de Helfrich
(1.1) adopte une forme simple particuliére. En effet, on a :

J(so>:§/20k

Cependant, cette énergie n’est jamais finie pour les éléments choisis pour la discrétisation
en espace de la déformation (il s’agit des éléments finis P; de Lagrange). Pour surmonter
ce probléme, on approxime la fonctionnelle J par

2

d2
Pl oas

ds?

Ju(y) = inf J(®y), (1.15)
®), € H2(%y; R?)

D (2:) = (i)
ol (z;) décrit I'ensemble des sommets du maillage Sp de ¥y. La solution du probléme
de minimisation (1.15) appartient a l’ensemble des splines cubiques des éléments finis

d’Hermite de SP. Malheureusement, le logiciel éléments finis utilisé dans ce chapitre se
restreint aux éléments finis de Lagrange. On contourne cette limitation en reformulant ce
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probléme de minimisation en (1.16) sur 'espace des éléments finis P; de Lagrange Ry,.
On pose

Ry, = {®, € H'(Z0;R?) telle que ®;|, € P3 pour toute aréte e de Sy},

et on a :
' 1 (" o (1)) 2
Ju(@,) = inf {5 > /k: h - h d¥ : @), € Ry; ®p(;) = @y (2:)
ec &
pour tout nceud z; € Sy et b,(®y,q,) = 0 pour tout q, € Vh},(1.16)
ol

d2 (I)nJrl o n\—1 B
bn<¢)h7q7—) — Z / ( h dSZ(SOh) ) g, 0 (LPZ) 1d2

ec&y €

b A dace )
5 ds ds

La contrainte additionnelle b, (®},, q,) = 0 assure que les solutions admissibles ®;, appar-
tiennent & H?(X).

Pour résoudre 'approximation de (1.12), on introduit ®;, € R;, comme nouvelle va-
riable de notre systéme. De plus, deux multiplicateurs de Lagrange sont introduits : p, qui
assure que ®; appartienne a espace H? et p. qui assure la condition ®,(x;) = ¢, (;).
Ces multiplicateurs sont des éléments finis P; a valeurs dans R?. L’équation (1.12) réécrite
en utilisant ce probléme discret est la suivante :

Trouver (w1, "1 prtl prtl prtl prtly ¢ Un xRy, x P x W), x V), x V), telles que
pour toutes fonctions test (v, ¥, q, Qinest, 4r, dc) € U X Ry X PR X W), x Vi X Vi, on
ait :

At
— At Wivia) prt () +/

$EV2 =

n+l _ ;n xXn
/ o2 20 v (V)P + 2ue(u) - e(v) dQ)
Q

v n+1 n\—1 o
(T' 87_)Pmmo (¢")ldz =0,  (117)

La formulation variationnelle stokes donne la premiére intégrale de (1.17) avec la

condition (1.14) intégrée. La formulation variationnelle splinestokes renvoie le terme
somme de (1.17) et inext donne le dernier terme. Les inconnues sont [ux,uy,p],
[phix,phiy,ptaux,ptauy,pcx,pcyl et [pinext], [vx,vy,q] et [rvx,rvy] sont les fonc-
tions test, Th correspond au maillage, [uxprec,uyprec] correspond a la vitesse au pas
de temps précédent.
Pour calculer u™ o X™, on utilise la fonction convect. On désigne par u” le champ des
vitesses éléments finis, la valeur approchée au temps n de la caractéristique passant par
x au temps n + 1 est X" (z) = x — Atu”(z). Ainsi convect(u”, —At,v") = v o X™ avec
v fonction éléments finis & valeurs vectorielles.
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varf stokes ([ux,uy,p],[vx,vy,q]) =
int2d (Th) (rho/dt *(ux*vxfuy*vy )+mux*(2*dx (ux) *dx (vx)
+(dx (uy)+dy (ux) ) * (dx (vy)+dy (vx)) +2xdy(uy)=dy(vy)))
—int2d (Th) (p*dx(vx) +pxdy(vy))
—int2d (Th) (g*dx(ux) +Sqgx*xdy(uy))
+int2d (Th) (rho/dt*convect ([ uxprec ,uyprec],—dt,uxprec)*vx
+rho/dt+*convect ([uxprec ,uyprec],—dt,uyprec)xvy)
//conditions au bord pour un profil de Poiseuille
4on(1l,ux=4.xvflow*(Heightl /2. —y)x(y+Heightl /2.) /Heightl ~2,uy=0.)
4on(2,4,ux=0.,uy=0.);
// ou conditions au bord pour un ecoulement de cisaillement
//+on (2 ,ux=vflow ,uy=0.)
//+on (4 ,ux=—vflow ,uy=0.)

varf splinestokes ([phix,phiy,ptaux,ptauy,pcx,pcy],[rvx,rvy]|) =
—intld (Sh, bord, qfe=qflpElump) (dt*(rvx*pcx+rvys*pcy)) ;

varf inext ([pinext],[rvx,rvy])= intld (Sh,bord, qfe=qflpE) ((—ds(rvx)*N.y+ds(rvy)=*N.x)*pinext) ;

d2(¢n+1 o (‘Pn)_l) dQ(‘I’h o (‘Pn)_l) dQ(‘I’h ° (¢n)_1)
E k h L n\—1 dE
/e d82 dSQ + d82 pT © (‘p )
ec&y
d(¥ho (")) dprto ("))
. T E n\Il . n+1 _ 11
i / s S D M) () =0, (L18)

$EV2

o/ entl 1 n41 ny—1 n)—1
Z/d(‘l’h 02(90) ).qTo(¢")1d2+/d(q)h olet) ) Ao te) )dE:(),
ec&p ¢ s ) * v

(1.19)

> @ (@) — " (2) - ac(e) = 0, (1.20)

mevg

La formulation variationnelle spline regroupe (1.18), (1.19) et (1.20). Les inconnues

sont [phix,phiy,ptaux,ptauy,pcx,pcyl, [psix,psiy,qtaux,qtauy,qcx,qcy] sont les
fonctions test et le systéme est résolu par la factorisation multifrontale LU.

varf spline ([phix,phiy,ptaux,ptauy,pcx,pcy] ,|[psix, psiy ,qtaux,qtauy,qcx,qcy], solver=UMFPACK)=
intld (Sh,bord, qfe=qf2pE) (k/dt*(dss (phix)=*dss(psix)+dss(phiy)=*dss(psiy)))
//Impose phi dans H2

+intld (Sh, bord, qfe=qf2pE ) (dss (phix)*qtaux+dss(psix)*ptaux+dss(phiy)*qtauytdss(psiy)=*ptauy

+ ds(phix)=*ds(qtaux)+ds(psix)=*ds(ptaux)tds(phiy)s*ds(qtauy)+ds(psiy)=*ds(ptauy))
// Impose phi=x sur les sommets du bord

+intld (Sh, bord, qfe=qflpElump) ( phix*qcxtphiy*xqcy + psix*pcx+psiy=*pcy)

"t = " + Atu™ (1.21)

ou &} est 'ensemble des arétes du maillage S;' de X, V;' les ensembles des sommets et
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1.4.4 Un algorithme de base

L’algorithme numérique que 'on propose est le suivant :
1. Initialisation de la vitesse initiale u® du fluide et de la déformation ¢° des vésicules

2. Calcul de la vitesse u"™ et des déformations "' au temps (n + 1)At en
utilisant (1.17-1.21) et (1.13-1.14);

3. Remaillage : On reconstruit le maillage ’];L"J’l du domaine €2 pour que I’ensemble
des arétes contienne les arétes du maillage S = "1(2) ;

4. Retour au (2) jusqu’a ce que le temps final T soit atteint.

1.4.5 Contacts

L’algorithme précédent ne tient pas correctement compte des contacts probables entre
les vésicules elles-mémes et entre les vésicules et les bords du domaine. On sait que d’apreés
[132], les corps rigides ne peuvent pas entrer en contact en un temps fini en dimension 2.
Cela suggere que c’est également impossible pour les vésicules déformables. Quelle que soit
la réponse, des collisions peuvent se produire numériquement. Afin d’éviter tout échec de
création de maillage, on doit assurer a chaque itération que les globules ne s’intersectent
pas entre eux ou avec le bord du domaine. C’est pourquoi on ajoute une étape de pro-
jection de la déformation ™! sur I'ensemble des déformations sans intersection qui ne
traverse pas le bord du domaine. Plus précisément, a la place de I’étape (3), on calcule la
déformation "t € A, . telle que :

A @) = inf d(p. &™) (1.22)

ot " = " + Atu™t! o ", A), . est Uensemble des déformations admissibles et d(-, -)
est une distance.

La fonction distance utilisée est une approximation de la norme H? de "' —@"*!. La
norme H? n’est pas correctement définie. En effet, 0" t! et @™ appartiennent seulement
a H! car elles sont des éléments P, de Lagrange. Plus précisément, pour tout élément ¢,
et 1, dans Vy, on pose :

(e 1) = (len — nll2e + Julepn — ) "*.

L’ensemble des déformations admissibles est défini par :

An. = {p, € Vy, telle que dist(p, 092) > ¢ et dist(e),(a), ¢, (b)) > ¢
pour toutes arétes a et b de S, anb =0},

¢ > 0 étant une petite distance de sécurité. L’ensemble admissible 4, . n’étant pas
convexe, le probléme (1.22) n’est pas trivial. Le minimum de d(-,@""") est calculé en
utilisant une méthode d’approximation interne introduite dans [196] (voir aussi [12| pour
I'application aux valves aortiques en dimension 3). Cela consiste & résoudre une suite de
problémes convexes définis par :

dlenth "™ = inf  d(p, " 1.23
(i @) petin (@, ") (1.23)
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avec @yt = ™. L’application T(-) donne la carte de tous les éléments 1 de Ay, . sur un
voisinage convexe T'(¢) de A, (voir [196] pour plus de détails ou Annexe B). Pour tout
P € A, T(1) est définie par :

T(¢) ={p), € V), telle que F (p,) <0 et F) (¢,) < 0 pour toute aréte e de Sp},
ou pour ¢ = 0, 1,

Flo(pn) = & = nea() - ((e) — @n(a)),
ep et ey étant les extrémités de l'aréte e et n. . (¢) le vecteur unitaire défini par

min ne,.(Y) - (Y(z.) — P(x)) = dist(¢p(e), ¥ (x)).

Te€e

Remarque 1.4.1

La dépendance des fonctions Fgm et Fel‘,r par rapport a v dans la définition de T ()
est implicite.

Voici la méthode d’Uzawa appliquée pour résoudre (1.23) ot Cg et Cd correspondent
aux F!

real [int ,int]| fcx (NbVesTot+1,ndof+1),fcy (NbVesTot+1,ndof+41);

//initialisation des lambda
lambdag=0.;lambdad =0.;

//calcul de la normale

bool poursuit=true;
NiterUzawa=0;
while (poursuit)

{
NiterUzawa++;

//mise a jour des forces de contact
fcx = 0; fcy = 0;
for (int i1=0;i1<NbVesTot+1;il++) for (int jl1=0;j1<Ndof(il);jl+4++) //parcours des aretes
for (int i2=0;i2<NbVesTot+1;i2++) for (int j2=0;j2<Ndof(i2);j2++) //parcours des sommets
P (1((11—i2) && ((j1=—j2) || (J2==((j1+1))%Ndof(i1))))){
fecx (i2,j2) —= (lambdag(il*ndof+jl,i2*ndof+j2) + lambdad(il*ndof+jl ,i2xndof+j2))
#*nx(il*ndof+jl,i2*ndof+j2);
fcy (i2,j2) —= (lambdag(il*ndof+jl,i2*ndof+j2) + lambdad(il*ndof+jl ,i2xndof+j2))
#ny (il*ndof+jl,i2*ndof+j2);
fecx (il ,jl) += lambdag(il*ndof+jl ,i2xndof+j2)*nx(il*ndof+jl,i2*ndof+j2);
fcy (il ,jl1) += lambdag(il*ndof+jl ,i2xndof+j2)*ny(il*ndof+jl,i2*ndof+j2);
fex (il ,jl1+41) += lambdad (il*ndof+jl ,i2*ndof+j2)*nx(il*xndof+jl,i2xndof+j2);
fcy (il ,j1+41) 4= lambdad (il *ndof+jl,i2*ndof+j2)*ny(il*ndof+jl,i2xndof+j2);}

// Minimisation de 1’energie avec les forces de contact

// test des conditions admissibles
real maxl=0;
int [int ,int] nbcontraintes (NbVesTot+1,ndof);
nbcontraintes=1;
bool admissible=true;
for (int i1=0;i1<NbVesTot+1;il++) for (int jl=0;j1<Ndof(il);jl+4++) //parcours des aretes
for (int i2=0;i2<NbVesTot+1;i2++) for (int j2=0;j2<Ndof(i2);j2++) //parcours des sommets
PE(1((i1——12) && ((J1=—i2) || (J2=—((j1+1))%Ndof(i1))))){
Cg(il*ndof+jl,i2*ndof+j2)=epsilon —(nx(il*ndof+jl ,i2*ndof+j2)*(Cx(il,jl) Cx(l i
+ny(il*ndof+jl ,i2*ndof+j2)=(Cy(il,jl)—Cy(i2,j2)
Cd(il*ndof+jl,i2*xndof+j2)=epsilon —(nx(il*ndof+jl ,i2xndof+j2)* (Cx(ll,J1+1) CX(12
+ny(il*ndof+jl ,i2*ndof+j2)=(Cy(il,jl+1)—Cy(i2,]
nbcontraintes (i2,j2)+=(Cg(il*ndof+jl,i2*xndof+j2) >0)+(Cd(il*ndof+jl ,12*ndof+J2) >0
if (!'((Cd(il*ndof+jl,i2xndof+j2)<epsilon /2.) && (Cg(il*ndof+jl,i2*ndof+j2 )<
epsilon /2.))) {
admissible=false };
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// Mise a jour des multiplicateurs de Lagrange avec alpha petit reel positif

for(int i1=0;i1<NbVesTot+1;il4++) for (int j1=0;j1<Ndof(il);jl++) //parcours des aretes
for (int i2=0;i2<NbVesTot+1;i2++) for (int j2=0;j2<Ndof(i2);j2++) //parcours des sommets
if (P((i1==i2) && ((j1==j2) || (j2==((j1+1))%Ndof(i1))))){

lambdag(il*ndof+jl,i2*ndof+j2)=max(0.,lambdag(il*ndof+jl,i2+ndof+j2)
+alpha/nbcontraintes(i2,j2)*Cg(il*ndof+jl,i2*ndof+j2));
lambdad (il *ndof+jl ,i2*ndof+j2)=max(0.,lambdad (il*ndof+jl,i2+ndof+j2)
+alpha/nbcontraintes (i2,j2)*Cd(il*ndof+jl,i2xndof+j2));
maxl=max (lambdag(il*ndof+4jl ,i2*ndof+j2) ,maxl);}
//Critere d’arret
//delta=sqrt (intld (ESh) ((Phixprec—Phix) 2+ (Phiyprec—Phiy) ~2));
if (delta<l.e—4) poursuit=false;
if (!admissible) poursuit=true;
} //end Uzawa

1.4.6 Conservation du volume et de la surface

Meéme pour des temps de simulations assez courts, I'algorithme introduit dans la sec-
tion précédente ne conserve pas suffisamment les volumes et périmétres des globules.
En effet, il les préserve seulement & 'ordre un. Les variations & 'ordre deux font appa-
raitre des variations significatives du volume et du périmétre en temps long. Pour éviter
des grandes déviations du volume ou du périmétre de leurs valeurs initiales, on modifie
I’étape de projection sur I’ensemble des déformations sans intersection en ajoutant les
contraintes appropriées au probléme de minimisation (1.22). Ainsi, & chaque itération, la
déformation ™! est calculée en résolvant :

He™ ) = b d(p, @) (1.2
‘PEAh,ssz

ot V¢ est I'ensemble des déformations P; inextensibles avec volume prescrit :

Ve = Lo eV, telle que () = £.(¢°) pour toute aréte e de S?
et Vol;(¢) = Vol;(¢°) pour tout i € I}.

La notation I correspond & l'ensemble des vésicules, Vol;(¢) est le volume de la i-éme
vésicule et (.(p) = |p(e)| est la longueur de 'aréte déformée ¢(e). Le volume et les
contraintes d’inextensibilité ajoutés dans le probléme de minimisation (1.24) ne sont pas
convexes. On résout le probléme de minimisation sous les contraintes d’incompressibilité

de la membrane :

|S~0n+1($i+1) - S~0n+1($z‘)| = |Tiq1 — x4

et sous la contrainte volumique :

1 ~n—+1 d¢n+1
— N ———d> =V,
2 /Eo ® dr 0

ou Vy est le volume initial. Pour résoudre ce probléme, on utilise un schéma itératif de
Newton, en linéarisant les contraintes a chaque étape. Ainsi, ¢! est calculée en utilisant
I’algorithme suivant :

n+1 —

1. Initialisation : on pose "

L2
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2. Pour chaque k£ > 0, on calcule goZ“ telle que

- W
SOG.Ah’EIﬁIVZ’k

ou
VZflk = {p €V, telle que P.,(p) = P.x(4)) pour toutes arétes e de Sy
et Lip() = Li (") pour tout i € I}
avec P,y = Dl.(¢}"]) et Lix = DVol;(}]);
3. Critére d’arrét :

Si [Voli(py ) — Voli(R)] < dyvVoli(?) et [l@p* (e)] — [@R(e)]] < delepR(e)| pour
toutes arétes e de S) et toutes vésicules i € I alors STOP, sinon on retourne a (2).

1.4.7 Algorithme complet

1. Initialisation de la vitesse u® du fluide et de la déformation ¢° des vésicules, on
pose n = 0;
2. Calcul de la vitesse u""! et des déformations (avant ’étape de projection)
@"t au temps (n + 1)At solutions de (1.17-1.21)" et (1.13-1.14);
3. Etape de projection effectuée grace a un algorithme d’Uzawa : calcul de la
déformation ™! au temps (n + 1)At :
(a) Initialisation : On pose @i = " @"7 = " + Atu" ! et k =1;
(b) Calculer ;™! telle que

d(ep™ @) = il d(e,@");
PEAL NV

i. On pose 9027’51 =ptletp=0;
ii. On calcule @}t telle que
At @™ ) = inf d(p, @)
Whpis #7) PeT(PLENVE ( )

iii. Si
d(ppthn eit ) < 0/At
on pose pp = ‘PZ,J;}H et on va au (3c),
sinon on augmente p et on va au 3(b)ii;
(c) Critére d’arrét : Si

[Voli () — Voli(p)| < dvVoli(ey) et [l ()] — lei(e)]] < dclpi(e)]

pour toutes arétes e de Sp et toutes vésicules ¢ € I alors on pose " = LpZ“

et on va au (4), sinon on augmente k et on va au (3b);

4. Remaillage : On reconstruit un maillage 7,"*" du domaine © pour que Iensemble
des arétes contienne les arétes du maillage S = " 1(2);

5. On augmente n et on va a I'étape (2) jusqu’a atteindre le temps final 7.

Lot doit étre remplacée par @' dans Pensemble des équations (1.17-1.21)
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1.5 Simulations numériques

Les simulations ont été réalisées sous Freefem-++.

1.5.1 Cas d’un seul globule sans force externe hydrodynamique

La Figure 1.4 illustre un globule de 8 pum de diamétre en état d’équilibre (sans force
externe hydrodynamique). La membrane des globules a un module d’élasticité valant
k =1.8 x 10712 dyn-cm [91]. Les globules suspendus dans le plasma sanguin sont princi-
palement composés d’eau & 92% par volume. Dans les simulations suivantes, on utilise la
viscosité de I'eau fi,,; = 1 mPa-s pour le fluide environnant. Comme on peut le voir sur
la figure, un maillage conforme est utilisé pour les calculs. Le volume réduit a été choisi
afin que la forme d’équilibre de la vésicule soit en accord avec les observations de [78|.

O A
K A
OS]
A

F1G. 1.4 — Un globule en état d’équilibre.

1.5.2 Sous cisaillement

Sous écoulement de cisaillement, les vésicules montrent des dynamiques différentes
dépendant de parameétres liés a ’écoulement tels que le nombre capillaire ou le taux de
cisaillement, et liés au globule lui-méme tels que le rapport entre la viscosité externe et
interne, le rapport entre la surface et le volume et le confinement [141, 142, 170]. Les deux
mouvements reconnus du globule rouge sous écoulement de cisaillement sont le mouvement
périodique de rotation solide (tumbling) et le mouvement stationnaire de chenille de char
(tank-treading).
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Mouvement de tank-treading

cleeeaere

F1G. 1.5 — Mouvement de "tank-treading" observé au microscope

Lorsque que la viscosité interne est faible, la forme des globules reste constante aprés
un temps de relaxation et le flux est stationnaire. Néanmoins, la déformation des globules
n’est pas constante : le globule présente une orientation fixe et sa membrane tourne autour
du fluide interne (voir Figure 1.5). La Figure 1.6 illustre a différents pas de temps la
déformation d’un globule en mouvement de "tank-treading". On prend pour paramétres :
le diamétre du globule vaut 8 um, k = 1.8 x 1072 dyn-cm, jtip, = ftowr = 1 mPa-s et le
taux de cisaillement est de 2 s~!. Un élément de la membrane du globule est marqué par
un petit disque vert, qui permet de visualiser le mouvement. Dans 1’état stationnaire, le
globule forme un angle constant avec I’axe du vaisseau.

F1G. 1.6 — Mouvement stationnaire de tank-treading d’un globule sous cisaillement, aux
différents pas de temps suivants, de gauche a droite, de haut en bas : t = Os, 2s, 4s, 20s,
30s, 50s, 70s, 90s.
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Mouvement de tumbling

MRS AT o i AR Ll

F1G. 1.7 — Mouvement de "tumbling" observé au microscope

Quand le rapport entre les viscosités externe et interne pi;, /0w augmente, la dyna-
mique des globules change en un mouvement de tumbling (voir Figures 1.7 et 1.8). La
vésicule se comporte comme un solide et tourne périodiquement autour de son centre.
Notons que la vitesse de rotation n’est pas constante. Proche de la position verticale, le
globule est un peu déformé par la forte torsion exercée par le fluide et sa vitesse de rota-
tion atteint un maximum. Le mouvement de tumbling est combiné avec le tank-treading
lorsqu’il approche de I’état horizontal. Les parameétres utilisés sont les suivants : le dia-
métre du globule vaut 10 pm, k = 1.8 x 107'2 dyn-cm, p;, = 10 mPa-s, gy = 1 mPa-s
et le taux de cisaillement est de 10 s~

* L.

FiGg. 1.8 — Mouvement de tumbling d’un globule sous cisaillement aux différents pas de
temps suivants, de gauche a droite, de haut en bas : t = 0s, 2s, 4.5s, 5s, 5.3s, 5.7s.
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1.5.3 Sous écoulement de Poiseuille

Dynamique a travers les capillaires

\‘_ 'lﬂ i "

ﬂ‘h

‘It ‘Qy!

¥

F1G. 1.9 — Forme des globules in vivo dans un capillaire de 6 ym de diametre

La grande déformabilité des globules permet a ceux-ci de traverser les capillaires plus
fins que leur diamétre. Ils adoptent une forme spécifique de parachute comme 'on voit
sur la Figure 1.9. Dans la Figure 1.10, quatre globules sont placés dans un écoulement de
Poiseuille. Les parameétres utilisés sont les suivants : le diameétre des globules vaut 8 pm,
k=1.8 x 107'2 dyn-cm, jti, = pows = 1 mPa-s et la vitesse de I’écoulement a I'entrée du
capillaire vaut 40 pm/s. Les forces hydrodynamiques évitent aux globules de toucher les
parois du capillaire. De plus, la cellule a une "mémoire de forme" : lorsqu’elle est déformée
par des forces externes, elle retourne ensuite & sa forme biconcave.

A une intersection

La premiére image en haut a gauche dans la Figure 1.11 illustre la configuration initiale
de quatre globules dans un capillaire sous écoulement de Poiseuille. On voit qu’ils se collent
a l'arrivée de la bifurcation o des contacts entre eux et le bord du vaisseau se produisent.
Aprés un instant, les globules continuent de progresser dans les deux branches du capillaire
alors que les contacts persistent. Finalement, chaque globule a choisi sa branche et se
sépare. Les parameétres utilisés sont les suivants : le diametre des globules vaut 8 pm,
k =1.8 x 107'2 dyn-cm, jt;n = flows = 1 mPa-s et la vitesse de I’écoulement a 'entrée du
vaisseau est 40 pm/s. En raison du traitement des contacts entre les globules, le temps
de calcul est plus important que dans les autres simulations. Le temps total de calcul est
de 4477 secondes de temps CPU sur un PC de 3GHz comparé au 139s de la simulation
du mouvement de "tumbling" illustré sur la Figure 1.8.
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F1G. 1.10 — Simulation de quatre globules ot le fluide entre sur la gauche de la paroi selon
un profil de Poiseuille aux différents pas de temps suivants : ¢ = 0s, 0.35s, 0.4s, 0.5s, 0.6s,

0.67s, 0.8s, 1.0s.
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o
i
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;%s?

e

RS

F1G. 1.11 — Simulation de quatre globules & une intersection. De gauche & droite, de haut
en bas : t = 0s, 0.32s, 0.43s, 0.48s, 0.58s, 0.68s, 0.76s, 0.84s, 1.04s, 1.14s.
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1.6 Conclusion

On a présenté dans ce chapitre une méthode pour simuler le mouvement des globules
dans le plasma en dimension 2. Notre algorithme permet de traiter les contacts entre les
globules et entre les globules et la paroi des vaisseaux. De plus, il préserve a la fois le
volume et le périmeétre des globules. On a adapté ’algorithme d’Olivier Pantz au cas dy-
namique de vésicules déformables plongées dans un fluide. Ainsi les intersections entre les
membranes des globules et entre les globules et la paroi sont interdites par I'introduction
d’une contrainte supplémentaire préservant une distance minimale entre eux. Plusieurs
dynamiques complexes ont été reproduites avec notre algorithme — mouvement de "tank-
treading", mouvement de "tumbling" et forme de parachute. Nos résultats numériques
sont en accord avec les observations expérimentales.

On prévoit d’améliorer cet algorithme afin de traiter un nombre important de globules
dans une méme simulation. Pour l'instant, ’algorithme de contact est trés couteux en
temps pour des nombres importants de vésicules (le nombre de contraintes augmente avec
le carré du nombre de vésicules). De plus, le cas de la dimension 3 reste un probléme
ouvert et son intérét majeur est d’améliorer les comparaisons qualitatives des résultats
numériques avec les données expérimentales.
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Conclusion générale

L’objectif de la thése était de modéliser, analyser et simuler des problémes de contact
en mécanique des solides et des fluides.

On a étudié le comportement asymptotique d’inégalités variationnelles quasi-statiques
par rapport a ces parameétres physiques tel que le coefficient de frottement ou le coefficient
de compliance. On peut essayer de prolonger les résultats obtenus pour le frottement
avec compliance normale au cas ou le terme de frottement cr s’annule et le terme du
contact normal cy reste inchangé (ou inversement). On peut également voir ce qui se
passe lorsqu’on prend le modéle de frottement de Coulomb quasi-statique.

Le seconde partie a mis en évidence des estimations d’erreur a priori et a posteriori.
Le développement des estimations d’erreur a posteriori et de stratégies adaptées est un
sujet d’actualité. On a notamment choisi d’utiliser la méthode des éléments finis étendus
(XFEM) car il s’agit d’un outil élégant, récent pour les solutions de problémes comprenant
des discontinuités et des singularités et proche de la méthode classique des éléments finis.
De plus peu de travaux ont été effectués au niveau de la détermination de l'erreur de
discrétisation a l'aide de la méthode XFEM. L’objectif était d’étudier la formulation
du contact avec la méthode XFEM. On a étudié au préalable un estimateur d’erreur
par résidu pour la méthode XFEM sans contact ni frottement que 1'on a implémenté
sous Getfem-++. Ensuite on a étudié deux estimateurs a posteriori pour le probléme
avec contact et frottement de Coulomb mais sans la méthode XFEM. Ceux-ci ont été
implémentés sous CAST3M. Enfin, pour faciliter la formulation et I’étude du contact
sous XFEM, on a étudi¢ un probleme stabilisé par la méthode de Barbosa-Hughes et
on en a donné un estimateur d’erreur. On a terminé par la formulation du contact sous
XFEM et I’étude de la convergence de cette méthode.

Une des perspectives est notamment de proposer un estimateur a posteriori pour
le probléme de contact avec la méthode XFEM et de I'implémenter sous Getfem-+-+.
Ensuite on pourra éventuellement s’occuper de la formulation du frottement et étudier
la convergence. Une autre perspective possible est d’obtenir un résultat d’unicité pour le
probléme quasi-statique de contact unilatéral avec frottement de Coulomb en adaptant
les techniques de [203] et de traiter I’analyse a posteriori.
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Conclusion générale

La partie mécanique des fluides a détaillé une méthode pour simuler le mouvement
des globules dans le plasma en dimension 2. La méthode numérique présentée a permis
de traiter les contacts entre les globules et entre les globules et la paroi des vaisseaux.
Elle permet également de préserver a la fois le volume et le périmeétre des globules. Elle
a alors abouti a la reproduction, sous Freefem++, de plusieurs dynamiques complexes en
accord avec les observations expérimentales : mouvement de "tank-treading", mouvement
de "tumbling" et forme de parachute. L’algorithme doit étre amélioré afin de traiter un
nombre important de globules dans une méme simulation et élargi au cas de la dimension

3.
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Annexe

Quelques outils de la premiére partie

Propriétés A.0.1

On suppose que 1 < my,mp sin=2, 1< mpy,mpr < 3sin=3. Alors il existe une
constante C' dépendante de ), pour tout u,uy, uy, v, vy, ve € (H'(Q))"

in (u, V)| < Cllul[i g [[v]Le,

|77 (w, vi) = gr(u, va)| < Cllul[ig[vi = vallie,

v (a1, v) = v (2, v)| < Cllug = wollo {ull7g ™ + uzllfs ) Ivihe

et
lir(ur, v) = jr(uz, v)| < Cllug — uslio {|lw |78~ + [ual[’G Tivihe

Démonstration: 1. Sin=2 on a:

lin (V)| < Hlew | oo rey 1l ony oy [V Ilz2we) < CllallfG v],0;

et

r(u,vy) — jr(u,ve)| < / er(un)™" |(v1 — va)r| dT
Te

A

> ||CT||L°°(FC \|11||L2mT FC)||V1 - V2||L2(FC)

IN

CH“HLQHVI - V2H1,Q-
Simy,mp=1:
max {’jN(ulv V) - jN(u27 V)‘? ’jT(U-l, V) - jT(u27 V)’}

Clluy — U2HL2(FC)HVHL2(FC)
Cllur = usflralvie.

VANVAN

Quand my, mr > 1, en utilisant le fait que pour m > 1 (|42]) :

@ — @7 < ml@)y — )] (@7 + o))
mla = | (o™ + o™ ")

IN

211



Annezxe A. Quelques outils de la premiére partie

on obtient :

lin(ur,v) = jn(uz, v)|

< 0 = ol (jun ™ ug ) v ar
Te
—1 —1
< Clluy = usllzare) {5y + 102l o} IV s

< Cllu =g {78 + 75" f viie

La méme inégalité existe pour jr.

1
2. Sin = 3, considérons p € [1,4] tel que — + MN 1 et par l'inégalité de Holder, on
p

4
a .
v (w, V)| < Cllal[7e ) Ve ey < ClalliG Ve,
et
gr(a,vi) —jr(a,vo)| < Clull7de ) Ivi = vallzeere)
< Clulli’gllvi = valli0.

Si my,mp =1, on a la méme inégalité que pour n = 2.
Simy,mp >1,0na:

in(ur,v) —jn(uz, v)| < Cllur —usllpary, {HulHTZ{pC il Ll }HVHLP(I‘C)
< Cllwr = wllyo { w7y + 75" vl
On a le méme résultat pour jr. |

Lemme A.0.1 (Bellman)

Soit t € RT, a € L'([0,t]) une fonction positive et soit z : [0,t] — R une fonction
continue vérifiant :

1 1 !
30 > 0,5 e (O < 5 ol / a(s) |z(s)| ds
0

Alors .
2(8)] < |o] + / a(s)ds
0

Démonstration : Soit y(t) = 3 |z0)? + fot a(s) |z(s)| ds. Alors ¢/ (t) = a(t) |x(t)] .

Ainsi
LW/ 0)? < (a0)y(t)
d’ou
300 < Vil 2
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Par intégration sur [0, ], on obtient :
1 t
Vy(t) < Vy(0) + —/ a(s)ds
V2 Jo

La conclusion s’ensuit avec ’hypothése de départ et la simplification par

Sl
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Annezxe A. Quelques outils de la premiére partie
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Annexe

Formule de Green
et validation en fond de fissure

Soit Q un ouvert borné de R? de frontiére I' de classe C'! par morceaux.
Proposition B.0.1 (Formule de Green pour le laplacien)
Soient u,v € C%(Q)

—/Aude:/Vu-Vde—/ u-Vondl
Q Q o0

Proposition B.0.2 (Formule de Green pour l’élasticité)

Soient u € H'(2)? et v € (L?(Q))**? tel que div v € (L*(Q))? et v symétrique alors :

/e(u):de:—/u-divde+/ u-vndl
Q Q o0

Montrons que la formule de Green peut s’appliquer dans notre cas au triangle conte-
nant la pointe de fissure.

Démonstration: Soit T le triangle en pointe de fissure.

On se restreint au cas du laplacien pour simplifier et ug = /r sin —.

2
Calculons I = [, Vug - V(u—vp).

I = Vus-V(u—vh)—{—/ Vus - V(u —vp,)
T\D D

= / (Vus-n)(u—vh)—i—/ (Vus-n)(u—vh)—i—/ Vus - V(u—wp)
oD a(T\D)\@D D
1ere étape : Nous avons : [, Vug - V(u —vp) < [|Vus|| 20y |V (u — v) | 2(p)
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Annexe B. Formule de Green et validation en fond de fissure

F1G. B.1 — Découpe du triangle en pointe de fissure

ou, Z%-— cosf —1 1
Donc =1r = =— V1 —cosf
Ox dus 4./r sin (g) 4y/r

ot Ous Y B sin 6 _cos (g)
Oy — Aus  4yrsin(9) 2
Ous p

H || = C/ 5 (1 —cosf) Srdrdd
ra

|
= C/(1—0059)2d9/ = dr
0o rz—1

Ceci est mtegrable s1 — — 1 < 1 c’est-a-dire p < 4.

—C/COS() pl dr.
o rz—1

Ainsi ai et 3_ appartiennent a L3¢
ox y
On peut donc écrire :
B Ous O(u —vp)  Ous O(u — vp)
/Vus Viw=vn) = p Ox oz + oy oy
8u5 Ooug
< 15 o 2 )+ 152 | 2 g
Or
Ooug Oug
H HL 2py = | 5 1pllz2)
Oug ..
< ” HLB(Q ol 3 @ P Holder
8us
< 5 e |D|5
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Ceci est bien valable car Vu = Vu, + Vyu, et comme u, € H>T¢, Vu, € H' C L3.

Donc
Oug 2 Ou—w 2
[ Ve < 15 e 1D 12 e I
Ous 2 O(u—wvp) 2
+|| 3y 230 |D]3 HTHLS(Q) |D|3

Ainsi lim / Vus - V(u —vp) =0.
[DI=0.Jp

2eme étape : Nous avons : [;,(Vus - n)(u —vp) < |[|[Vus - nllr2@op)llu — vnllr20p)

T
Avec n (——, —y>, on obtient :
r’or

Vus-n = 8—xnm
_z—r, Yoo\
N 4T2us( z)+ 4T2us( v)
\/5(—7“2 +rx) B —r(r—x)
ar2\/r —x 2022 r—x
B N
2V/2r
r—u

1
Ainsi (Vug - n)? = <z = §(1 —cos#). D'ou :

—2? -y’ +re

Ar2y,

1 2
IVus - n| 2 = / —(1 —cosf
I 22(aD) B0 87°( )

- (L / (1 —cosH)
87 Jap(o,r)

. (%(%r — [sin 9]3”)) 2

- ()

Donc il existe une constante C indépendante de D telle que :

N[

/ (Ve - n)(u—vn) < Cllu—onlli2om)
oD

< Clullz20py + llvrllz2@op))

Or u = u, + yus ot u, € H*¢(Q) donc a fortiori u, € H? alors u, € W22(Q) ce
qui signifie que Vu, € W12(Q) c L4(Q). Comme u, et Vu, appartiennent a L%(S),
Vg > 1, u, € WH(Q) donc u, € L>®(Q). De plus, ||yus|[ze < |lusl/ze < \/diam(9).
Donc u € L*(9).

1
.. 2 1
Ainsi [Jul 2 om) = ( /a ) u) < l[ull ey 0D}
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Annexe B. Formule de Green et validation en fond de fissure

On en déduit que :

1 1
/8 (Vucemu=m) < Ol DI + fonll=(e ODI)

Ainsi lim Vus-n)(u—vp) =0.
Hm 8D( ) )

Seme étape :
Donc I = f(D) + fa(T\D)\aD(VUS -n)(u — vy) avec |11)i\r30f(D) =0.
Sur I'c, Vus-n::taus S =0cary=0.
Oy  4rug
Donc O(T'\ D)\ 0D = OT.
Ainsi I — [ (Vug - n)(u —vy) = f(D).
On en déduit que f(D) ne dépend pas de D et d’autre part ul)ilrgof(D) = 0 donc f(D)=0.

On en conclut que : I = [ (Vus - n)(u — vp).
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Annexe

Plusieurs théorémes de trace

Soit Q un ouvert borné de R" de frontiére I' de classe C! par morceaux.
Définition C.0.1

Pour une fonction v € C°(Q), la trace de v sur I' est définie par :

yw):I' — R

r — ou(z)
En d’autres termes, vy(v) = v).. On introduit alors I'application trace :

v:C%Q) — CI)

v o— ()

qui est une application linéaire. A une application définie sur un ouvert 2, elle associe
la restriction de cette application au bord de I'ouvert.

Une fonction qui est dans H'(Q2) n’est pas forcément continue. On peut cependant
définir la trace sur I' d'une fonction de H'(£2). On admet le résultat suivant :

Théoréme C.0.1 (Théoréme de trace)

1l existe une application linéaire et continue :

v:HYQ) — LA
v o— y(v)
vérifiant Vv € H'(2) N C(Q),y(v) = v}.. Pour v € H'(2), la fonction v(v) est définie

sur T et elle n’est pas forcément continue mais seulement L?(T").
1l existe C' > 0 telle que :

Yo € H'(Q), [v(v)llr < Cllvlle
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Annexe C. Plusieurs théorémes de trace

La version suivante permet d’utiliser ’estimation de trace non seulement sur le bord
mais aussi sur une ligne arbitraire appartenant a I’élément (voir par exemple [109, 113]) :

Proposition C.0.3

Soit E I'intersection entre une ligne droite et un élément T'

lolle S B ?lolle + by Vollr, Yo e HYT), VT € Ty
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Annexe

L’algorithme de contact d’Olivier Pantz

Soient M la famille des corps déformables, A(M) 'ensemble des déformations sans

auto-intersection. Le probléme consiste a déterminer ¢ € A(M) telle que 'énergie de la
déformation ¢ vérifie :

J(@)=  inf  J()
Y e A(M)

L’algorithme de minimisation proposé est défini par la procédure récursive suivante :

1. Initialisation de ¢ par une déformation admissible;

2. A chaque étape, I’énergie est minimisée sur un voisinage convexe de la solution
précédente inclus dans I’ensemble des solutions admissibles :

pour tout n > 0, on note ¢, 11 € T'(¢,), la solution du probléme de minimisation

J(pn1) = inf  J(Q)
Y €T (dn)

ouT(¢) C A(M)
3. Critére d’arrét : On s’arréte dés qu’un point fixe est atteint.

Remarque D.0.1

Le critére d’arrét est toujours atteint car J(¢,) est une suite décroissante bornée
inférieurement.

Remarque D.0.2

Le terme voisinage convexe est un abus de langage. En effet, si1) appartient a I'intérieur
de I'ensemble admissible, T'(1)) sera choisi comme voisinage fermé de 1. Par contre,
si 1) se situe sur le bord de I’ensemble admissible, rien ne garantit qu’un voisinage
convexe existe. En particulier si A(M) n’est pas localement convexe.
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Annexe D. L’algorithme de contact d’Olivier Pantz

D.1 La version discrétisée

Soient 7}, un maillage régulier de M, X}, 'espace des éléments finis P, de Lagrange.
On pose € la distance minimale entre tous les éléments disjoints du maillage. L’ensemble
discretisé des déformations admissibles est défini par :

Ape = {n € Xy dist(Yn(Th), Yn(Ts)) > €, pour tout 17 et tout Ty € T,
tels que Ty N Ty = 0}

Pour le cas bidimensionnel qui nous intéresse, Olivier Pantz définit 'application T’
par :

T(Wn) = {¢n€ Xp: min 1y, (Yn) - (Pn(Ta) — du(2)) > €,

Ty, €a

pour toute aréte a et tout noeud x de T}, tels que = ¢ a}

ol N . (1y) est définie pour toute aréte a et tout sommet = du maillage tels que x ¢ a
comme 'élément unitaire de R™ tel que :

min - 1. (Yn) - (¢n(2a) = ¢n(x)) = dist(yn(a), Yn(z)) > €

Ty € a

Remarque D.1.1

Pour le cas tridimensionnel, c¢’est plus complexe puisqu’on doit associer une contrainte
pour chaque couple triangle/nceud et chaque couple aréte/aréte.

Voici le programme qui calcule I'expression de n, , :

func int calculn (){
real alpha,sg,sd,tx,ty,nt,tl;

for (int i1=0;i1<NbVesTot+1;il4++) for (int j1=0;j1<Ndof(il);jl++) // On parcourt les aretes
for (int i2=0;i2<NbVesTot+1;i2++) for (int j2=0;j2<Ndof(i2);j2++) // On parcourt les sommets
if (M((i1==i2) && ((j1==j2) || (j2==((j1+1))%Ndof(il))))){

nt=(Cxprec(il ,jl)—Cxprec(il,jl+1))"24+(Cyprec(il,jl) —Cyprec(il,jl+1))"2;
nt=sqrt(nt); //norme de ala2
tx=(Cxprec(il ,jl)—Cxprec(il,jl+1)) / nt;
ty=(Cyprec(il ,jl)—Cyprec(il,jl+1)) / nt;
sg=tx*(Cxprec(i2,j2)—Cxprec(il,jl))+ty=*(Cyprec(i2,j2)—Cyprec(il,jl));
sd=—(tx*(Cxprec(i2,j2)—Cxprec(il,jl+1))+ty*(Cyprec(i2,j2)—Cyprec(il,jl+1)));
if ( (sg < 0) && (sd < 0) ) {
alpha=1.—-2x%(((Cxprec(i2,j2)—Cxprec(il,jl+1))x*ty —(Cyprec(i2,j2)—Cyprec(il,jl+1))*tx)>0);
nx(il*ndof+jl ,i2xndof+j2)= alphaxty ;
ny (il*ndof+jl ,i2xndof+j2)=—alphaxtx;

else {
if ( sg >= 0)
t1=(Cxprec(i2,j2)—Cxprec(il,jl)) 24 (Cyprec(i2,j2)—Cyprec(il,jl)) ~2;
tl=sqrt(tl); // norme de alx
nx(il*xndof+jl,i2+ndof+j2)=—(Cxprec(i2,j2)—Cxprec(il,jl))/tl;
ny(il*xndof+jl,i2xndof+j2)=—(Cyprec(i2,j2)—Cyprec(il,jl))/tl;

¥

else {
t1=(Cxprec(i2,j2)—Cxprec(il,jl+1)) "2+ (Cyprec(i2,j2)—Cyprec(il,jl+41))"2;
tl=sqrt(tl); //norme de a2x
nx(ilxndof+jl,i2x*ndof+j2)=—(Cxprec(i2,j2)—Cxprec(il,jl+1))/t1;
ny(ilxndof+jl,i2xndof+j2)=—(Cyprec(i2,j2)—Cyprec(il,jl+1))/t1;

}

b
//si le sommet x appartient a 1’arete
else {

nx(il*ndof+jl ,i2xndof+j2)=0;
ny(il*ndof+jl ,i2xndof+j2)=0;
}
}
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1) 2)

3) x

a,X

a, (t ,ty) a

FiG. D.1 — Dessins représentant n,, : 1) cas o sg > 0, 2) cas ou sd > 0 et
3) cas ou sg<0 et sd<0
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Annexe D. L’algorithme de contact d’Olivier Pantz

F1G. D.2 — Plusieurs étapes de minimisation sur un voisinage convexe
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Notations

1 Notations pour la mécanique des solides

Rn

Aet ¢
ret 0

ensemble des vecteurs réels a n dimensions

domaine occupé par le corps élastique

bord de 2

partie de 02 candidate au contact (et parfois au frottement)
partie de 0€) ot on impose des conditions de Dirichlet
partie de 0€2 ou on impose des conditions de Neumann
partie de 0f) représentant la fissure

tenseur des contraintes correspondant au déplacement u
tenseur linéarisé des déformations correspondant au déplacement u
tenseur de Hooke d’ordre 4, symétrique et elliptique

densité des forces volumiques

densité des forces surfaciques imposées sur le bord de Neumann
normale unitaire sortante sur 0f2

espace des tenseurs symétriques du second ordre sur R?
solution exacte de la formulation faible (ou forte)

solution du probléme discrétisé

déplacement normal

déplacement tangentiel

composante normale des contraintes

composante tangentielle des contraintes

coefficient de frottement

coefficients de Lamé

coordonnées polaires par rapport a la pointe de fissure
coefficient de Poisson

module de Young
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Notations

226

partie positive

h paramétre de maillage
Th,h >0 triangulation de §2
H fonction Heaviside
F; fonctions singuliéres
X fonction cut-off
T opérateur de quasi-interpolation
I, opérateur classique d’interpolation de Lagrange
(L%(.))?, (H*(.))* espaces de Lebesgue et Sobolev en dimension un, deux ou trois
|- |ls.0 norme usuelle de (H*(D))? (norme duale si s < 0)
Il 1lp norme de (L?(D))4
|| norme euclidienne de R? ou longueur d'un segment
ou aire d’un plan
a<b 3 C > 0 constante indépendante de a, b et h telle que a < C'b
a~b a < betb< asimultanément

Notations pour la premiére partie

C(0,T;
W (0,

V) ensemble des fonctions continues de [0, 7] dans V/
T;V)  espaces de Sobolev de [0, 7] dans V'

CL(]0,4oc[;R) ensemble des fonctions de classe C' & support compact

()
D(A)
R(A)

de |0, 400 dans R

produit scalaire sur (H'(Q))"

domaine de l'opérateur A : D(A) = {x € H; Az # ()}
image de 'opérateur A : R(A) = UgepAx

Notations pour la mécanique des fluides

2o
DPinext
e(u)
pr

yZ¢

domaine du fluide

module d’élasticité

énergie élastique ou fonction d’Helfrich

densité du fluide

viscosité du fluide

viscosité a l'intérieur des globules

viscosité a l'extérieur des globules

vitesse du fluide

pression du fluide

déformations des globules

configuration de référence de la membrane des globules
pression inextensible

tenseur des déformations

multiplicateur de Lagrange assurant l'appartenance a H?>
multiplicateur de Lagrange assurant 1’égalité des fonctions aux nceuds
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Résumé

La modélisation des problémes de contact pose de sérieuses difficultés qu’elles soient conceptuelles,
mathématiques ou informatiques. Motivés par le role fondamental que jouent les phénoménes de contact,
nous nous intéressons & la modélisation, ’analyse et la simulation de problémes de contact intervenant
en mécanique des solides et des fluides. Dans une premiére partie théorique, on étudie le comportement
asymptotique de solutions de problémes variationnels dépendant du temps issus de la mécanique du
contact frottant. La deuxiéme partie est consacrée au controle de la qualité des calculs en mécanique des
solides. Guidés par la recherche de la formulation et ’étude du contact dans la méthode des éléments finis
étendus (XFEM), nous étudions notamment les estimateurs d’erreur par résidu pour la méthode XFEM
dans le cas linéaire, ceux pour le probléme de contact unilatéral avec frottement de Coulomb approchés
par une méthode d’éléments finis standard et I’extension au cas de méthodes mixtes stabilisées (i.e., ne
nécessitant pas de condition inf-sup). Cette partie s’achéve par la définition du probléme de contact avec
XFEM suivie d’une estimation a priori de ’erreur. La troisiéme partie concerne la simulation numérique
en mécanique des fluides, plus précisément du probléme de contact de la dynamique des globules rouges
évoluant dans un fluide régi par les équations de Navier-Stokes en dimension deux.

Mots-clés: problémes d’évolution, comportement asymptotique, contact unilatéral, frottement de Cou-
lomb, compliance normale, élasticité, estimations d’erreur a priori et a posteriori, résidu, opérateur de
quasi-interpolation, méthode des éléments finis étendus, adaptation de maillages, stabilisation par multi-
plicateurs de Lagrange, domaine fictif, dynamique des globules rouges, équations de Navier-Stokes.

Classification AMS : 49J40, 65N15, 65N30, 74C05, 74F10, 74AM10, 74AM15, 76M10, 92C17.

Abstract

The modelling of contact problems leads to significant difficulties either conceptual, mathematical
or computational. Motivated by the prominent position held by contact phenomena, we are interested
in the modelling, the analysis and the numerical experiments of contact problems in solid and fluid
mechanics. In a first theoretical part, we study the asymptotic behavior of solutions of time-dependent
variational problems arising in frictional contact mechanics. The second part is devoted to the control of
computations quality in structural mechanics. In order to find a convenient formulation and to carry out a
study of contact problems with the eXtended Finite Element Method (XFEM) we first obtain a residual a
posteriori error estimator for the XFEM method in the linear case, another one for the unilateral contact
problem with Coulomb friction approximated with a standard finite element method, and a third one for
the latter problem approximated by a stabilized Lagrange multiplier method (i.e., which do not require
any inf-sup condition). This part ends with a definition of unilateral contact with the XFEM followed
by an a priori error analysis. The third part is concerned with numerical simulations in fluid mechanics,
more precisely the contact treatment in the red blood cells dynamics in a twodimensional setting.

Keywords: evolution problems, asymptotic behavior, unilateral contact, Coulomb friction, normal com-
pliance, elasticity, a priori and a posteriori error estimates, residuals, quasi-interpolation operator, eX-
tended Finite Element Method, mesh adaptivity, Lagrange multiplier stabilization, fictitious domain,
dynamics of red blood cells, Navier-Stokes equations.

AMS Classification : 49J40, 65N15, 65N30, 74C05, 74F10, 74AM10, 74AM15, 76M10, 92C17.
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