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Introduction générale

On a étudié, dans le cadre de la théorie mathématique de I’homogénéisation, le
formalisme et la résolution numérique d’un probléme périodique a deux composants dont seul
I’un d’eux est piézoélectrique.

On a d'abord étudié le cas d’une structure fibreuse. Ensuite on a congu et étudi¢ un
nouvel ¢lément fini, de type piézoélectrique, permettant la résolution des problémes
auxiliaires précédemment écrits. Enfin on a programmé la résolution de ce probléme dans un
cadre a deux échelles. Dans le cadre des travaux de modélisation réalisés sur 1’os cortical
humain au sein de 1’équipe de calcul scientifique du laboratoire de mathématique, on a
appliqué ces développements a cette structure osseuse. Ces résultats, obtenus a partir du
travail fait lors de mon Dea, sont résumés dans la partie 1.

Mais le support financier qui m'a été accordé a I'automne 2002 correspondait en fait a
un autre sujet qui est le transport de radon dans un aquifére simultanément sous forme
gazeuse et sous forme dissoute. Ce sujet de recherche toujours mené au sein de 1'équipe de
calcul scientifique de 'UMR 6623 est présenté dans la seconde partie.






Partie I






Introduction

Le probleme de la piézoélectricité peut étre considéré comme une généralisation du

probléme de 1'¢lasticité. En effet, un corps (céramique, polymeére, ---) piézoélectrique est en
fait un matériau €lastique capable de coupler les énergies €lastique et €lectrique. En d'autres
termes, sous l'effet d'un champ électrique, une structure piézoélectrique est le siege de
champs de déformations et de contraintes induites. Inversement, un corps piézoélectrique
soumis a des efforts extérieurs est le siege de champs de déformations et de contraintes qui
engendrent un champ électrique. Pour prendre en compte ce phénoméne, en plus des
¢quations fondamentales de I'¢lasticité et des lois de comportement traduisant les couplages
¢lastoélectriques on introduit une équation aux dérivées partielles régissant le comportement
¢lectrique.

Le but de ce travail est d'appliquer la théorie mathématique de 'homogénéisation au
probleme piézoélectrique dans le cas d'une structure périodique fibreuse. Notons que cette
technique consiste a remplacer un probléme fortement hétérogene (dont les caractéristiques
dépendent d'un petit parametre) par un probléme homogene équivalent.

Parmi les méthodes de I'homogénéisation existantes on peut citer (par exemple) : la
méthode de I'énergie introduite par Tartar [7], la méthode de I -convergence proposée par
Giorgi [4], la méthode de G -convergence [6], la méthode de H -convergence introduite par
Tartar [7], la méthode de convergence a double-échelle introduite dans [1] et la méthode des
développements asymptotiques, qui est utilisée dans ce travail, développée dans [2].

Dans le premier chapitre, on présente le probléme de piézoélectricité et on rappelle
comment on peut passer du probleme fortement hétérogéne périodique a un probleme
homogene équivalent en utilisant la technique de 1'homogénéisation a double-échelle. On
montre que ce probléme équivalent est caractérisé par des coefficients homogénes dont le
calcul nécessite la détermination de fonctions solutions sur la cellule représentative (ou
cellule de base) de problémes tridimensionnels de type piézoélectrique dont la résolution
numérique nécessite le développement d’outil d’interpolation, comme par exemple un
¢lément fini.

Dans le deuxiéme chapitre, on applique les résultats du chapitre 1 a une structure
composite constituée de fibres unidirectionnelles noyées dans une matrice de maniére
périodique. On montre comment I'exploitation de certaines hypothéses que présente la cellule
de base et ses constituants permet la résolution des problémes cellulaires en dimension 2.
Dans ce cas, le calcul des coefficients homogénéisés nécessite la résolution de problémes
bidimensionnels de types élastique et piézoélectrique.

En résumé, on cherche le comportement piézoélectrique d'une structure composite
fibreuse. Pour la premiére application on montre que I’exploitation de certaines hypothéses



que peut prendre la cellule de base et ses constituants permet de résoudre les problémes
cellulaires en dimension deux. Pour la seconde application, on montre que l'utilisation des
hypotheéses vérifiées par la cellule de base et ses constituants permet de déterminer
analytiquement les fonctions solutions des problémes cellulaires et par suite le calcul des
coefficients homogénéisés se fait aussi analytiquement.



1 Homogénéisation d’une structure piézoélectrique
et résolution numérique

Introduction

Dans ce chapitre, on rappelle le probléme piézoélectrique,et on introduit la méthode
des developpements asymptotiques [2] pour passer du probléme fortement héterogéne a
un probléme homogene équivalent. Pour les résultats de convergence, on peut consulter
par exemple [8].

Notations et préliminaires

Soient €2 un ouvert borné de R™ (n = 2 ou 3 ), de frontiére 0f2 suffisament réguliére.
Une structure de nature périodique, de période Y, occupe ce domaine ().

On utilise les espaces de fonctions u = (uy, - -+, u,,) & composantes dans L*(Q), H'(Q),
H3i(©2) qu’on note respectivement : L2*(Q2), H'(Q2), H{(22).On note par C = (cijkn),
G = (gjkn), E = (e;;) des tenseurs respectivement d’ordre 4, 3 et 2, et par < F > la
moyenne sur la période Y d’une fonction F' :

1
<F>:—/de
Y1)y

et on introduit les espaces suivants :
Hye,(Y) = {v e HY(Y) telle que v est Y - périodique}
Hyer (Y, R?) = {v = (v;) telle que v; € Hpe, (Y)}

1.1 Phase d’homogénéisation

On suppose que la structure est de nature piézoélectrique et on considére les conditions
aux limites de Dirichlet suivantes :

u=0 sur 0N (1)
=0 sur 0N

Les équations d’équilibre piézoélectrique s’écrivent :
0
— —(oi;) = b dans Q
0
B (D;) =0 dans 2

avec les lois de comportement
0ij = Cijrier — Grij B (3)

D; = girien + €Ly (4)

et les relations géométriques
1 8uk 8uh

(W) = 5 (5 + o



ou
e u : vecteur déplacement

e o : tenseur des contraintes

b : densité volumique de forces dans €

E : vecteur champ électrique
e D : vecteur déplacement électrique

e  : potentiel électrique

D’apres ce qui précéde on peut formaliser le probléme de la maniére suivante :

( 5 Trouver 5()% ©)
2
_ a_xé[cz]k;l ekl(u) + gk”a_xk] = bz dans 0
0
a_xj[gjkl er(u) — Ejka—fk] =0 dans 0 (6)
u=10 sur o0
\ =0 sur o0

On suppose que les coefficients C;;;; (élastiques), g;j, (piézoélectriques) et ¢;; (diélec-
triques) satisfont les conditions suivantes :

e symétrie :
Cijrl = Criij = Cliri = Cijik
Gijk = Yikj (7)

€ij = €ji

e positivité :

da >0 C’,;jklekl €ij >« |€‘2 Ve € Eg« (8)
Elﬁ >0 €05 > ﬁ \a]2 Va € R3

E3 étant I'espace des matrices 3 x 3 symétriques.

e bornétude :

Cijki, Gijis €5 sont dans L™ () 9)

Existence et unicité de la solution

10



On introduit les espaces fonctionnels suivants :
V = {v = (v1,v3,v3) € H(Q) ;v; = 0 sur 9Q}

O={VeH(Q) ;¥ =0 sur 9}
Le produit V x © est un espace de Hilbert.

Soient (v , ¥) dans V x © ou v = (v;). En multipliant la premiére équation de (6)
par v et la seconde par U et en intégrant sur {2 on obtient

0 (o))
/Q — a_xj[cwkl ekl(u)+gkija—mk] Vs dr = /bﬂ)l dx

Q

'
001, —gjm er(u) — €= Dy ——] U dx=0.

En regroupant les deux termes et en appliquant la formule de Green on obtient :

Oy . Ov; 0
/[Cijklekl( ) +Grij <p] dx — / [Cijklekl(u)‘i‘gkij_gp]vinj dx
¢ o0 5y o Dy o
_/Q[gjklekl<u> — ejkﬁ_;i] 8—%dx—|—/m[gijkekl(u) GJka ]‘1177Z do = /levldsc
soit 5
/[Cijklekl(u)+gkija—(p]eij(v)di’f
Q
dp . OV
_/S;[gjklekl(u) — €jka‘;0k]axj dr = /szvldx
En posant
i
a((u, ); (v, ¥)) = Q[Cijklekl( )+ng8 Jeij(v)dz
- [ laentu) - o) 0%,
0 gjki€r(1 €k o 8:6] 44
et

L(U,\I/) = /bﬂ)zdiﬁ
Q

le probléme précédent se formule alors

{ Trouver (u, ) dans V x © (10)

a((u,p); (v,¥)) = L(v,¥) V (v,¥) €V x06O

Lemme 1 :Sous les hypothéses (7), (8) et (9), le probléme (10) admet une solution unique

Preuve. 1l est facile de montrer que a(.,.) est une forme bilinéaire continue et L(.)
est une forme linéaire continue sur I'espace V x ©.

11



Il reste & montrer la positivité de la forme bilinéaire

ov

o leij(v)dx

ov . Ov
[gjrier (V) — Ejka_wk]%dx

a((v,0),(v,¥)) = /

[Cijrier (V) + 8
Q

)

ov oV

— /Q[Cijklekl(v)eij(v)—i{jka_ﬂik%

|dx

3
2 2
> a3 Inllg + 8101,
i=1

ainsi on a la positivité, et d’aprés le lemme de Lax Milgram on a 'existence et 'unicité
de la solution. m

On s’intéresse maintenant & la spécificité de la structure occupant le domaine 2 : son
caractére périodique en .

On considére deux échelles en espace :

- la premiére, macroscopique, est utilisée pour repérer un point M dans ) par ses
coordonnées .

- la seconde, microscopique, pour repérer ce méme point M, comme un point de Y
par des coordonnées y.

on introduit Y = [0, Y;] x [0, Y5] x [0, Y3] une cellule de base et des fonctions Cjjxi(y),
9iix(y) et €;(y) définies sur cette cellule Y. On suppose que ces fonctions satisfont a (7),
(8) et (9). Soit un scalaire € > 0 destiné a tendre vers 0. On définit alors

Zkl(@ Oz‘jkl( )
gfjk(x) = gijk@
¢ (@) = €;(%)
ou l'on apos¢ Z=y pourx €/l
Les fonctions CFy, , g5 5 €, sont € — Y périodiques. Pour € > 0 fixé, le probleme
hétérogene, peut se formaliser & partir de (6) comme suit :

~— 0|8

(11)

( Trouver (u®, ¢°)
J . . 0p*
~ 5 (Gl eu(u )+9kij—axk] =b
J
0 A 0p° 12
%[gjkl en(u®) — Ejka_xk] =0 (12)
j
u* =0 sur 0f)
©* =0 sur 0Of)

\
et il admet une solution unique (u®, ). Pour déterminer un probléme homogeéne
équivalent a (12), on suppose qu’il existe un développement asymptotique de u® et ¢°
sous la forme :

u®
0
¥

(33,3/) + gul(g;’y) + 52u2<$7y) + e

(z,y) + e (2, y) + €20 (x, y) + - - - (13)

12



ot les fonctions u’ et ¢’ sont Y-périodiques. En tenant compte des régles de dérivation

devient

I’opérateur
&vi
0 0 10

et par conséquent
- 1
¢ij(P(2)) = eyl P(3y) + Zeijy(®(,))
ot & (z) = O(x, g).

En tenant compte de ce qui précéde, le systéme (12) se formalise :

0 0 ©°
_572(a_y[0ijklekly(u€) + gkija_;pk 1)
J
., 0 . 0 o° 0 . 0p*
—€ 1(8_%[Cijklekly(u )+ gkija—yk] + %[Cijkleklx(u ) + gkij?]) (14)
_0 9 e e 0Pty
e”( o, [Cijrieriz(0°) + gij 6$k]) b
0 0 ©°
—8_2(a—y[9jkz€kly(ua) - ija—;pk])
., 0 . 0 ¢° ) . Jip*
—€ 1(8—%[%“%(11 ) — Ejka—yk] + a—yj[gjkzmx(u ) — fjka—%]) (15)

_50(67[gjkleklz(ug)_ija_xk]) = 0

J

En remplagant u® et ¢° par leurs développements dans (14) et (15) on obtient :

0 0 °
20 Y 0 3
e=( agj [Cijrieriy (1°) + Grij gykl )
10 Y e 1 gv
€ (0yj [Cijriery(a )—l—;]kzgoayk ]a .
AN 0 gy ANl 0 vy 16
+al‘j fzgklekly(u ) + Gkij ayg ] —; ay] [gwkleklac<u ) + Gkij axka ])1 ( )
2 "2
_5[:;3_%[Cijkz€kly(u2) + ggz'j Dy ]; 8_%[@%161«:@(111) + agkii) Oy ]
2 2
+a_yj[0ijkleklx(u1) + gkija_wk] + T%[Oijkleklx(uo) - gkija_mkb —e()— .. =b
et
0 0 °
20 9 0 _ .
€ (agj [gjklekly(u ) ejk aaykl])
1 Y n_ . 9%
sa (ayj [gikierry(ut) aejk T ]a Ny
0
+%[gjkl€kly(uo) - Ejka—;] + a—y[gjkzeka(UO) - Ejka—;]) (17)
J 1 J 1
e gimeny (0) — e 2] + - [gepe (') — en 2]
5 Ox; ) ank 0y, 5 283:'k
——[gjuerna (1) ]t gy (02) — €)= e() — ... = 0

8xj J 6’mk

y;

13



Par identification des puissances de €, on obtient une cascade de problémes :
A partir de (16) on obtient

0 0 °
a_yj[cijklekly< u’) + grij—— au —1]=0
0 0 ! 0 9 ¢°
_a_y[cijklekly( Y+ grij——— un | — %[Cijkzekzy( ) + grij——— e ]
J J
a 0
_a_y[cijkleklx(u )+ gkija_;pk ] =0
j
0 0 ©? 0 ) 0 !
a_yj[cmklekly( ) + gkzg 8 1] a_xj[owkleklyOl ) + gkzg a_k]
0 3 0 0
_a_y[cijkleklx(u )+ gkija_ik] - %[Cijkleklx( ) + grij (;p | =b
j j

et de (17) on obtient

0 0 °
a9, [gjmery(0”) — Gﬂca—yk] =0
0 0 ! d o0
8—%[9jkzem(ul) - ija—yk] + a_xj[gjkzekw(uo) - Ejk%]
+a_yj[gjkl€klx(uo) — Ejka—fk] =0
0 . Ot ) . 0 !
axjé[g]klekly(u ) €k 9?3] :- ay, [ag]klekl:v(u ) €k axak} 2
+o—[gjmen(u’) — Ejka—fk] + 8—%[9jkl€k1y(u2) — ] =0

81‘]‘

(20)

(21)

(22)

(23)

Une condition suffisante pour obtenir la solution du probléme ( 12) est de résoudre les

trois problémes suivants :

([ Trouver (u’, ¢) telle que
20 0,22 =0
< 8y] ijklCrly\ U Gkij 8 -
9 ¢’
9 o [gimeny (0°) — € i ] =0
u’ et ©° Y — périodiques

14



Trouver (u!, p!) telle que
0 0 ol 9, 0 °
_Zic,; . — o, 0 e 48
ayj[ jrierty (W) + grij—— o ] a%[ jr€riy(0°) + grij a(%’“ ]O
+8_y[0ijkl€klx(u0) + gkz‘ja—;’; ]
J
0 1 0 801 . 0 0 0 900
o, [gimiery(0') — €1 0yk] o, = gjmery (1) — €k o ] 0
0 0 0 v
+8yj [gimieriz(0”) — € o ]
u'et ¢! Y — périodiques

(25)
( Trouver (u?,p?) telle que
0 0 2 0 0 !
—a—yj[Cijm(y)emy(u )+9m‘j(y)—ayk ] = oz, —[Cim(y)eny (') + grij (y) ayk]
8 Ot
CZ xX ! 1,
+3yj[ ikt (V) erz (0h) + grij (y )axk]
0 d
a_ Cz T 0) — % bz
+8xj[ x(Y)ertz (1) — grij(y )8x ] +
0 0 ©? 0 Ol
—T%[gjkl(y)ekly(uz) — €r(y) 8yk] = 8—%[%1(@)%@(111) — €y )ayk]
0 ol 0 !
+a_j[g]kl(y)ekla:( ) — €k(y) D ]
0 0 0 °
+8:cj [9j1(y)eriz (1) — €x(y) o ]
\ u’et ©? Y — périodiques
(26)
L’outil mathématique qui est indispensable ici est le lemme de Fredholm.
Lemme de Fredholm:
Soient A un opérateur elliptique et F une fonction de carré inté-
grable sur Y. On considére le probléme aux limites:
Trouver ¢ Y —périodique telle que
AP =F
Alors la solution périodique ¢ existe si et seulement si < F' >= 0
De plus si la solution existe, elle est unique a une constante additive
preés.
Preuve. Voir par exemple [8]. ®
Grace ce lemme, on montre d’abord que
Wz, y) = u(x) et $(x,y) = () (21)

15



Puisque le probléme (25) est linéaire, on peut mettre u'et ¢! sous la forme

ul(0,) = X @emnnl®) + 9 () TF @)
) = U e ) + 77 0) 29

0T,

ou X" , @™ U™ et R™ sont des fonctions périodiques

On montre alors que ces fonctions sont solutions des problémes cellulaires suivants :

/Y (Coana()erty (™ () + Coymn () + gm<y>“’§—;fy)>em<v>dy —0 W€ Hp(VRY)
/Y (gima()ery (™) — ejk<y>%y T gjmn<y>>§—;”jdy —0 Vwe Hy(Y)
(30)
/Y (9mij () + Cijra(y) erty (2™ (y)) + Grij (y)a};—;n:w)eij(V)dy =0 Vve H,(Y,R?)
[ €m0 + )T~ gt @ )G =0 V€ V)
(31)

D’aprés lalternative de Fredholm le systéme (?7?) admet une solution périodique, si
les deux seconds membres ont des moyennes nulles, ce qui conduit au systéme suivant :

0 d ¢ 0 2 ¢°
| G lCuntens (0) + 9151 521 + 5 Comllens () + g5 (1) 521 + i)y = 0
J J
d d ¢°
| (Gl w)eny () = ean(y) 5]+ 5l (wens(00) = Gu(y) )y = 0
J J
(32)

En remplacant u'et ! par leurs expressions on obtient :

[ om0+ ams ) T+ 6
010+ Comn 0 2 ) 2 T2 iy — o
[ ansean ) = e gy 1)
Hamen( @) — x5 L~ o) Ny = 0

Cette condition conduit & deux équations d’états homogénéisées

16



" mo_ — 33
u’ =0 sur 0f)
\ ©° = sur 02

N h . . f st g h s .
ot les tenseurs (Cj%,) -tenseur élastique homogénéisé-, (gy;;) -tenseur piézoélectrique
homogénéisé-, (" ) -tenseur diélectrique homogénéisé-, sont définis par les relations

im
h kl aq’kl(?/)
Cijkl = < Cijmn(¥)emny (X" (¥)) + Gmij (y)T + Cijm(y) > (3)
ORF(y %@7’; y
gﬁij = < ki (¥) + Gmi; (V) ay( ) + Cz‘jmn(y)T() >
OR™
G?m = <em(y) + ejk@)T/Sy) — gin(y)ery (™ (y)) > (35)

17



Comme premiére application, on considére un composite constitué de fibres distribuées
de maniére périodique dans une matrice. On suppose que ce composite vérifie les hypthéses
suivantes :

H, La cellule de base est définie par Y = H x [0,y3] avec H : section transversale de
Y incluse dans le plan Oy s , y3 étant un réel quelconque.

Hj Les coefficients Cjjn , grij et €5 caractérisant les constituants de la cellule de base
Y sont indépendants de la variable y; i.e.

Ciit(y) = Cijr(y1, y2)

Gkij (?J) = Gkij (yh y2)
Ejk(y) = €jk(y1; )

H; Le tenseur d’élasticité est de la forme

Ciiir Chze Chuss 0 0 0
Ciizz Chae  Coass 0 0 0
Chrizs Caozz Cszzz 0 0 0

0 0 0 Cy393 0 0

0 0 0 0 Cizizs 0

0 0 0 0 0 Cin

le tenseur de piézoélectricité est de la forme

0 0 0 gi23 gnus O
0 0 0 gz g2z O
9311 9311 933z O 0 g312

le tenseur de diélectricité est de la forme

€11 0 0
0 €929 0
0 0 €33

Rappelons que les caractéristiques homogénéisées d’un tel composite s’obtiennent en
deux étapes :

1. On résoud les problémes cellulaires (30)- (31) qui sont équivalents a (au sens des

distributions) :
0 oxT(y o™ (y 0
_F[Cijkl(y)la—() + gkij(y)a—() = ?Cijmn<y)
Yo oy 0wy o (36)
— o lgm W) =5 = en(y) 5 = 5 gmi; ()
9y; Y Y 9y;
0 OR™(y 0D (y 0
_T[kaj(y) 5 ( )+C’ijkz(?/) al ( )] = Tgmi](y)
bRty owily @)
—8—%[%@)8—% — Gir1(y) e | = 8—%€jm(y)
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2. On calcule les moyennes "corrigées" :

Oxm(y) UM (y)
ikl ik (Y) + Cijmn(y) ou. Y i) T (38)
OR*(y) 0%, (y)
h m
=< G i Ciimn (y) —2222 > 39
Irig =< Grij(Y) + Gmij (y) D jmn(Y) 0, (39)
OR™(y) 00" (y)
h l
L=< €jm : — gin(y)——= > 40
Ejm €j (y) + Ejk(y) ayk g]kl(y) ayk; ( )
Pour limiter le nombre de fonctions & trouver, on fait appel aux hypothéses Hy, Ho
et Hg.
0C;; OGrij
Remarque 1 1. De l’hypothése Hy on déduit que j—kl@) =0, s (9) =0,
Jys Jys
e
ejm(y) — 0
Y3

2. Les fonctions ™", W™ R™ et ®™ sont Y —périodiques de période Y3 en ys, Y3 étant
un réel quelconque, donc ces fonctions sont indépendantes de y3. D’ou :
X" (y) oU™ (y)

—:07 :07

OR™(y) oo
=0 et
ys 0y ¢

ys Y3

(y) =0

et donc
XU (Y) = (X (W y2)s x5 (v, 1) x5 (y1, v2))

D" (y) = (27" (y1,92); @5 (Y1, ¥2); @5 (y1, ¥2))

3. Grdce a la symétrie des tenseurs on a
par conséquent il reste 18 fonctions a déterminer :
VL1218 222838,
\:[111 \1112 \1113 \IJ22 \:[123 \1133
RGER S
R' R* R®
qui sont solutions des problémes cellulaires suivants :
1. Fonctions x™" et ™" .
(a) Pour (m,n) = (1,1); (2,2); (3,3); (1,2), on a

ou (X7, x4"™) sont solutions des problémes
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Trouver (X7, x5") € Wo(H)

H

(41)
T Oy y; r

ou H est une section de la période de base.
Wo(H) = {v,v € [H'(H)]?, v H-périodique}
[[ - ]] :lesaut de la fonction a I'interface I'.

(b) Pour (m,n) = (1,3);(2,3), on a

"™ = (0,0, x5

ou x73et U™ sont telles que

Trouver (x5, 0™3) € Wy(H) telle que

8)(’”3 o™ dw oy
/H[(C3jk3 B + Gr3j—F/— B )8% + (gjk3—— B
s 8‘11m3 0z

O 9% gy = — / ([Cajma]] wrids — / [gims]] zds V(w, 2) € Wa(H)

(42)

ayk 02/]

2. Fonctions @™ et R™.
(a) Casoum=1,2, on a
o™ = (0,0, Py")

ou ®F' et R™ sont telles que

Trouver (%', R™) € Wh(H) telle que

/[(C ooy N 8Rm)8w
. 3jk3 7 8yk 9k3; 8yk 83/]

ooy OR™ . 0z
ot G+ g 5ty = = [ gl njuwds = [ [l njzds Wi, 2) € Wa(a)

(43)
(b) Cas oum =3, on a
R¥=0et ® = (&3 &3 0) ou (P2, 3) est solution de
Trouver ( @j, ®3) € Wy(H) telle que
/ Cijki aCD ZUZ = / [[g3i;]] Uﬂ]]l-ds Vv € Wy(H) (44)
Yj r
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Caractéristiques homogénéisées

Ayant résolu les problémes cellulaires, les coefficients homogénéisés sont donnés par
les expressions (38), (39) et (40). En tenant compte des hypothéses H; (i = 1,2,3)
et de la forme des fonctions d’influence, on vérifie facilement que les caractéristiques
homogénéisées ont les formes suivantes :

1. pour le tenseur d’élasticité C* = (CJ},)

Clin Chize Clizs O 0 Chi
Coarr Chrpy Ciyzy O 0 Gy
Cisn Clymn Clagy O 0 Ol
0 0 0 Chy Coyyy 0
0 0 0 Chyy Clyy 0
Clour Clagy Clagy 0 0 Chyy

Les coefficients non nuls s’obtiennent par la relation

Xy Ok (y
Clia =< Cijr(1,y2) + Cijmn (Y1, y2) 0y< ) + 9mij (Y1, Y2) ay( ) >y

2. pour le tenseur piézoélectrique G = ( gj.;.)
0 0 0 9?123 9%”13 0
]9 ’9 ;? 9223 Y9213 }?
9311 Y322 Y333 O 0 9319

avec

6(1)51 Y1, Y2 8Rk Y1, Yo
gZij =< ki (yl’ y2) + CZ]”””(?J)% + gmij(yh 92)% >

3. pour le tenseur diélectrique € = (€”, )

jim
e; 0 0
0 65‘2 0
0O O 6§3
avec | |
OR’ (y1, y2) 0! (y1,12)
ho , e
€ =< €55 (Y1, y2) + Ejj(y)a—yk — Gk (Y, y2)5—yk >y
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1.2 Reésolution des problémes cellulaires par la méthode des élé-

ments finis

Lors de mon mémoire de DEA [5] un élément fini quadrilatéral & 4 nceuds a été con-
struit afin de résoudre ce genre de probléme piézoélectrique, on ne reprend pas ici ses
caractéristiques. Cette méthode numérique écrite sous Matlab a été testée seulement sur

quelques cas élémentaires.
Notations

e les fonctions de bases :

Ni(&n) = ;1= -n)
No(&,m) = 31+ —n)
Ns(&m) = ;(1+1 +n)
Ny(&m) = 3(1=&(1+n)

[Ny [ @t 0oy 080
o Oy1 Oy i 7l ag on on 0§ o on

e l'intégrale curviligne

I = [' fJdr

avec Jy = \/yi,+ Y3,

Traitement du probléme cellulaire 1
Pour (m, n) = (1,1); (2,2); (3,3); (1,2), on a

ou (x7", x5™) sont solutions des problémes

Trouver (X7, x5") € Wo(H)

oxy™ Ov; /
Cijpi————dy = — [ [[Cijmn]] vinids
[ Gy =~ [ (Comll v
Pour tout v € Wy(H)

Posons

X" Ov;
G:/C’i- A , H:—/ Ciimnll vintds
. Gkl Dur 8yj Y FH J H Uy

et

4 4

mn __ m N

X1 = E XigNg s Vi = E :Uinq
q=1 q=1

On écrit G sous forme explicite et on tient compte de I'hypothése H;. En remplacant x;

et v; par leurs expressions on trouve :
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4 4

ON, ON,. ON, ON,
G = szr[/ (Ciin (1——1-01212a y )dyld?J?]qu
Yo

q:1 g " Oy1 Oy

D’aprés ce qui précéde on détermine les matrices élémentaires sur I’élément quadri-

fatéral ON, ON, ON, N,
Arq = /(01111 01212— )dy1dy2
Oy1 dyy Ay Yo
ON, ON, ON, ON,
B,, = (01122— + Cio12—— )dyldy2
H ya Oy dy1 Oya (47)
ON, ON, aN ON,
er = ( 11227 Cio12—— )dyldm
H Oy 8y2 dys Oy
D ( ON, ON, o 8N ON "dyd
rq . 1212 7 EE 22225 Bz Oya Y1aY2

On applique le résultat de (45) pour passer a I’élément de référence

/ 5N %ﬁﬂ%xw 0ya Wr%)
7 . T M M A T P VT
ON, Oy,  ON,dy,., ON,dy, ON, oy

A T T T TR TR R

B — /L <_8_N7’% aNr%)(aNq%_a_NQ%)
" Jaldul T 0 on T on 9g 7 o€ on Oy O€
ON, 0y, ON,dy,., ON,dy, ON, oy

T T T R TR T

o _/ c aN Dy aﬁq%)( ON, oy, aNr%)
= LTl 2 e By T oy 0\ ag an T o o
8N 3y1 aNr 8y1 6N (9y2 8N 3y2

T oy ag 0 aE oy oy o) BN

+Ch212(—
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L ONy0ys 0Ny 0y N Oys _ ON, O
7 €2 0g By~ oy 0¢oe oy o o
ON, Oy, +%% 8NT%+8N Ay

9 on | ony ag)(_ o€ on ' on o€

+C222(— —-)|dédn

Pour traiter le second membre, on remplace wv; et v, par leurs expressions :

Zvlq/ Ollmn q771 [[012mn qn2d8 ZUQq/ Clen qT/l [[02277177,]] qn2d3

On pose

/ [[Cr1mn]] q771 [[Cr2mn]] Nqn%ds
(48)
/ Clen qnl [[CQanHNqT]%dS
r
Donc H devient : . A
H=> v,Fig+ Y va,Fy
q=1 q=1

Pour appliquer la transformation (46) on utilise le graphe suivant :

};: ']

Remarque 2 par exemple si la normale est 1, ou 1, , on intégre par rapport a1 et on
prend € = +1,0u bien si la normale est , ou 13 lintégration est faite selon & et on
prend n = £1.

a . pour (m,n) = (1,2)

(Fy) = / [Cunszl] Nyt + [(Cranal] Nyikds

(Fay) = / [Cane] Nyt + [[Coma]] Ny

D’apres 'hypothese Hs on a
[Crua]] = [[Ca212]] = 0

On suppose par exmple que 77 = 7, , et aprés la transformation (46) on a :
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1
/%(1—77)6177
F = [[01212]] 1
/%(Hn)dn
—1
0
0
1
/%(l—n)dn
= [[01212]] 1
/%(Hn)dn
—1
0
d’ol
0
1 1
Bro= ([Cuael] | | 1
0
0
1 1
Fy = [[01212“ 1 n1Js
0
e b.pour (m,n) = (1.1),(2,2) et (3,3)
0
1 1
Feo= [[Comall | | | s
0
0
0 1
Fy = [[Cozmnl] o | s
0

25
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Traitement du probléme cellulaire 2, 3 et 4
On traite de la méme maniére les autres problémes cellulaires :
e Probleme cellulaire 2

Matrices élémentaires :

ON, ay2 ON, dy,.  ON, Dy,  ON, Oy,
A a2

rq fH |JH| [03113( ag ] an 85 )( A@g 877 877 ag )
8N 8y1 8Nq 8@/1 0Nr 8y1 8N 8y1

— — d&dn
o€ on "o o) e oy T oy oe D

+C5903(—

B = [ (aN%_aNq%)(aNTam az\h%)
rq i 9113 06 9y On 9¢ 9 o On O¢
2.l ON, Oy ON, Oys 0Ny gz _ ON, Oy
85 877 on 0§ 9§ On dn 0§
8N 83/1 ON, Oy ON,. Oy1 8N oy

— dédn
9 on oy o) e oy oy o D

+01 13(

Co = [oL] @N@_@NQ%)@NT@% aNT%)
= JamalensGe 5r ~ 5y 9 ag an  on o
(9N 6y1 0NT (9y1 8Nq(9y2 (9Nq8y2
2. - A
B T M M TRAR T M M T
8N ayl aNq 8y1 aNr 8@/1 8N ayl

+g113(— 5 o " on 8_5)(_8_58_17 an ¢ —-)|dédn
ON, dy,  ON, dys. ON, dys  ON, Oys
— 1 i S A Sl i)
qu - fH ‘JH|[9113(A(9§ 87] 877 85 )(Aaf 877 Aan 85)
19 <_%ayl ON, 83/1)(8]\7‘1% _ %%)
R T R P TN T R T
ON, 9y, ON, 0 ON, dy,  ON, d
g g YY1 95 N 9% dedn

“e oy T on o) "o oy T on o¢)

Seconds membres :

Fy: Fyy = —/ [[Cs1ma3]] Nqﬁ% + [[Cs2ms]] Nqn%ds
r

Fy: Fohy = _/1“ [[g1ms]] Nt + [[g2ms]] Nynads
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e Probléme cellulaire 3

Matrices élémentaires :

B ON,Oys  ON, Dy, ON,dyy ON, Dy,
A = Ji g (Conns (¢! 0_77_8_778_5)( %o o a—g>
N Oy | ON; Oy N, Oys N, Oys
_ 1
B = fﬁW(Z‘gl’”( ¢ oy " an oc)\ o o oy a_s)
N (8]\7 % 0N, (‘3y2)<6N Dys azvr%)
91;3 ag aAag * aagaan aanaa5
N, hn Nq U N, Oy N y1
— 4 ded

+gll3(_a_£a—?7 + —— 077 a—g)A(—
8N ayg ON, Gyg 8NT 8@/2 8N 8y2
_ 1 q
er = ff{ ‘JH‘ 9113( 85 877 8_5)( ag 87’] 87’] 3_5)
ON, 8y1 N ON, Oy, ) (aqu dy,  ON, 8y2)
a3 877 on 0§’ 0§ dn  On 0§
8N 8y1 8]\7 %N_&NT% aNT%))dfd
o¢ oy om o¢t o an | on ag M
by = . ( <8N 2 O 8]\@%)(8]\7 dys GNT%)
e # (en ac on  on 9’ aE an an o€
e oy * o o) "o an T oy e LY

(50)

—2.9123(—

—9113(

Seconds membres :

qu = _/I‘ Hgmiﬂ]] Nqﬁ% + Hgmgg]] Nqn%ds

Foy == [ llewnl) Ny + ] Nyns
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e Probléme cellulaire 4 :

Matrices élémentaires :
A = /L[C (a_m%_a_]%%)(am%_am%)
M 0 oy on 0g7 05 an  on 98
8Nq ayl aNq 8@/1 8NT 8@/1 8NT ayl
o€ oy | on o€ )A( o€ oy | on o€ ) e
ON, 0y;  ON, Oy;, ,ON,Jys  ON, Jys
_ L _Jor=Jdl I qa=-Jds q=-Jds
Bro = /ﬁum[q{”( o o * o 8§)< o< on  On 85)
ON, 0y 8]\@% _8NT8y1+8Nr8y1

ONgOy2 —2= 4 T2 ded
+Ch212( o¢ on  on 3§A)< o6 on  on 8§A>] sdi (52)
o — /L[C (%%_%%)(_8]\0% aNT%)
rq = 1741 1122A o0& On R on 0& A 3 877A on 0¢
_ON: Oy, | ON: Oy, ONy Oyz _ ON, Ous
+C1212( ac ay o a§)( o6 oy On 0§ S
D = [ b lCunCe 00 0N,y 0% 00
T J T RRae gy T oy ¢’ g oy T on o¢
ON,0y1  ON, Oy ON, Oy, = ON, Oy
_ONg O Ay Zn 22 R EIN e d
+C29s( dE o - on 35)( o0& On * on o¢ ldedr
Seconds membres :
Fiy = = | llganl) Ny} + lgwl) N
r (53)

Foy = — /F (gsonl] Ny -+ [[gsoal] Ny

L’implémentation de ces modes de résolution a été réalisée sous Matlab.
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2 Application a la structure corticale humaine

Tres brievement, le modele d’os cortical sur lequel j’ai travaillé comprend quatre niveaux

structurels qui sont : les niveaux macroscopique, ostéonal, lamellaire et le niveau des
constituants de base. Dans le cas présent, ces constituants sont le collagéne (sous forme
de fibre) qui est un matériau ayant des propriétés piézoélectriques et I’hydroxyapatite,
notée par la suite Hap (qui constitue la matrice) et dont les propriétés sont seulement
élastiques.

Os cortical Ostéon Lamelle Fibre

J’ai procédé, dans un cadre de pseudo périodicité, a trois homogénéisations successives :

e un matériau formé de fibres de collagéne incluses dans de I'hydroxyapatite pour
constituer les "lamelles"

e un matériau formé de lamelles concentriques emboitées les une dans les autres
pour former un "ostéon"

e un matériau formé d’un ensemble d’ostéons pour former la structure corticale.

J’ai utilisé le code précédemment construit que j’ai adapté pour prendre en compte
ces trois homogénéisations.
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Domaine 1

Ce domaine représente la période servant a déterminer les coefficients homogénéisés
pour la lamelle. Cette derniére est considérée comme un composite constitué d’une fibre

noyée dans une matrice comme le montre le graphe suivant :

Condition

de Dirichlet =™ §

Interface —

On travaille avec le maillage suivant ( 241 noeuds et 224 éléments ), réalisé avec le mailleur

('] i} I i} ] I I f ]
: iz a1 50 59 L
35 113 131
41 e 1 et i
El 3
= = k-] 14133 - A -
5 &0 ” 150, 170 183
ER 5 3 k] _
4z ot o 11 158 .
| 1
- -1 13 E 185
1a 43 5 (113 NHag 159 =1
3 1 | 135
= 1 : 1\ 2z
14 N 1 ==
5 i ai T T [alarEa 18 =3 iy
= = g Hinda 5k 1o
- A4 = o 204 2421
] 1M 3 3 159y T a
B z1 - i ms
1 5 = Z3 11512 a 1
17 g = oz B 12 Zo0 Al
a 5 m a4 198 B4 - 2= - [28 Fa -]
o o .
z 1 el 194 i5 =
g 22 19 TH z=a
1z - : 2ie Z18
i g oF 1Rt stadl ik F: ]
5 1= azy 19 21z /5 z1
48 54 gy ind -
3 1a = o j[=RYi N EO 1 19| z11
1ol 1=y M
Z g = it 3 1\8o - 21"
EE] a -
N + 1.1 im oy fda L
B gl 1
4 Sa -9
By 65 0 BZ z 160 195 Big
a1 CIR S LEN, - e 1 Y
51 1
43 Gl 1 1B
ga S0 40z fizi 121 B1 dun 139
Sn = “mn “ion Hizo Hlun isn a0 o

Données numériques :

a - pour la fibre : module d’Young ( E. = 1.20 GPa) et coefficient de Poisson

(v.=0.35)
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on obtient un tenseur d’élasticité de la forme :

1.925 1.037 1.037 0 0 0
1.037 1.925 1.037 O 0 0
1.037 1.037 1.925 O 0 0

0 0 0 0444 O 0

0 0 0 0 0444 O

0 0 0 0 0 0444

On prend des valeurs unitaires pour le tenseur de piézoélectricité qui a la forme :

—_ o O
_ o O

11
11
0 0

o, = OO
o = O O

et on fait de méme pour le tenseur de diélectricité la forme :

OO =
O = O
_ O O

b-pour la matrice : module d’Young ( Ej, = 114.0 GPa) et coefficient de
Poisson ( v, = 0.27)

on obtient un tenseur d’élasticité de la forme :

174.741 84.979  84.979 0 0 0
84.979 174.741 84.979 0 0 0
84.979 84.979 174.741 0 0 0

0 0 0 44.881 0 0

0 0 0 0 44.881 0

0 0 0 0 0 44.881

Pour le tenseur de piézoélectricité et de diélectricité, on prend des valeurs faibles (de
l'ordre de 107° au lieu des valeurs unitaires).
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Caractéristiques homogénéisées

Apreés calcul, on obtient comme propriétés physiques de la lamelle les tenseurs suivants :
a -Tenseur d’élasticité C* = (Czhjkl)

78.8238  36.094  37.6388 0 0 15.5101
36.094  71.0374 35.2323 0 0 12.8359
37.6388  35.2323 76.9611 0 0 9.2637
0 0 0 17.4157  5.4736 0
0 0 0 5.4736  16.6343 0
15.5101 12.8359  9.2637 0 0 27.2547

b -Tenseur piézoélectrique G" = ( g’,;ij)

0 0 0 1.0437 1.1204 0
0 0 0 0.4607 0.4870 0
0.2149 0.3038 0.3635 0 0 0.0036
c-Tenseur diélectrique €" = (€l,)

0.9069 0.0033 0
0.0033 0.5574 0
0 0 0.5411

Les propriétés homogénéisées ainsi déterminées, nous permettent le passage des com-
posants de base & une structure lamellaire possédant des fibres ayant une orientation
verticale . Avec ces résultats on va déterminer les caractéristiques d’une structure lamel-
laire pour laquelle les fibres ont une orientation quelconque grace a une rotation.

Dans un premier temps, considérons un matériau composite constitué de fibres uni-
directionnelles incluses dans une matrice, considérons deux repéres (OX; X»X3) et (OX; X, X3)
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Le repére (OX;X5X3) est tel que les fibres sont orientées selon OX3. Le repeére
(0X, X, X é) est obtenu a partir du repére précédent par une rotation d’angle ¢ autour de
I'axe OX5 .

Soient
e T =(T;;) : matrice de changement de repére ( ou matrice de rotation d’angle ¢ )

o B = (Bjj): tenseur d’élasticité du matériau fibreux dans le repere (OX;X2.X3)

’

e B = (B;jkh) : tenseur du méme matériau fibreux mais dans le repére (OX; X, X;)

La relation entre les deux tenseurs d’élasticité se formule comme suit :

B;jkh = T T Ty Ths Bimrs

De la méme fagon, la relation entre les deux tenseurs de piézoélectricité et de diélec-
tricité se formule comme suit :

!
Gz‘jk = ZZq%lT'an,T’krGlmr
!
Eij = T‘ilirijlm
Apres rotations, voici les tenseurs obtenus :

e Avec un angle de 45°:

a -Tenseur d’élasticite C" = (C’ihjkl)

111.1130  28.2577  45.6993 0 0 23.9710
28.2577  54.4209 27.1718 0 0 26.6452
45.6993  27.1718  76.9611 0 0 —1.2032

0 0 0 11.5514  0.3907 0
0 0 0 0.3907  22.4987 0
23.9710  26.6452 —1.2032 0 0 19.4183

b -Tenseur piézoélectrique G = ( g )

0 0 0 —0.0515 1.5559 0
0 0 0 0.0252 —0.6082 0
0.2630 0.2558 0.3635 0 0 0.0444

., . _ h
c-Tenseur diélectrique € = ( €7,

0.7355  —0.1747 0
—0.1747  0.7288 0
0 0 0.5411
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e Avec un angle de —45°:

a -Tenseur d’élasticité C" = (ijkl)

54.4209  28.2577 27.1718
28.2577 111.1130 45.6993
27.1718  45.6993 76.9611
0 0 0
0 0 0
—26.6452 —23.9710 1.2032

b -Tenseur piézoélectrique G = ( g,’gij)
0 0 0
0 0 0

0.2558 0.2630 0.3635

., . o h
c-Tenseur diélectrique € = ( €},,)

0 0 —26.6452

0 0 —23.9710

0 0 1.2032
22.4987  —0.3907 0
—0.3907  11.5514 0

0 0 19.4183

0.6082 0.0252 0
1.5559 0.0515 0
0 0 —0.0444

0.7288 0.1747 0
0.1747 0.7355 0

0

0 0.5411
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Domaine 2
Dans cette partie, nous nous servons des coefficients homogénéisés calculés précéde-
ment pour la lamelle afin de trouver les coefficients homogénéises pour 1’ostéon.
Description de la structure de 1’ostéon.

L’ostéon est constitué d’un assemblage des lamelles cylindriques emboitées les unes
dans les autres, comme le montre la figure suivante :

Cette architecture ne présente pas a priori de périodicité. Afin de pouvoir utiliser la
méthode d’homogénéisation, il faut nous ramener & une structure périodique.

Pour cela, on découpe le domaine en tranches d’angle a comme le montre la figure
ci-dessous :

découpage du domaine

Pour un angle « suffisamment petit, la structure de chacune des tranches du domaine
est équivalente a un empilement de couches a structure périodique, comme le montre la
figure suivante :
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Structure couches empilées

Les différentes couches sont des lamelles caractérisées par 'orientation de leurs fibres
qui change en alternance d’une couche a I'autre, faisant un angle ¢ ou —¢ avec 'axe O X;.

Une fois les caractéristiques homogénéisées obtenues pour I'empilement de couches,
les formules suivantes nous donnent les caractéristiques homogénéisées pour un point
M(r, ¢, z) de 'ostéon :

Cijkh = tiltjmtkrths Cldr)nrs

Avec Cf  tenseur homogénéisé de 'empilement de couches pour quel ’angle formé
par la direction de deux couches consécutives est de 2¢, et

cos¢ sing 0
T =(tj)=| -sing cos¢ 0
0 0 1
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Définition de la période de base et hypothéses

[’empilement est constitué de deux types de couches. La cellule de base étant la plus
petite partie permettant de recouvrir le domaine tout entier (par des translations), on
choisit la cellule représentée par la figure suivante :

Cellule de base Y
Y=]0, »[x]0. 3,[*]0.3;[=]-1. 1[=]-1. 1[x]-1. 1]

On suppose que l'ostéon vérifie les hypotheses :

e H; : la cellule de base est définie par Y = H * [0, y3] avec H section incluse dans le
plan OY'1Y2, ys : un réel quelconque

o [ : les coefficients Cjjii, grij et €, caractérisant les constituants de la cellule de
base Y sont indépendants des variables y; et yo d’ou :

Ciju(y) = Cijua(ys)
Irij (Y) = ij (y3)
€jm(y) = €jm(ys)

Une méthode analytique permet d’obtenir les résultats suivants :
Apres calcul on obtient les propriétés physiques de I'ostéon :

a -Tenseur d’élasticité C" = (Cl.,) de la forme

81.6549  29.3698 36.4355 0 0 —1.1960
29.3698  81.6549 36.4355 0 0 1.1960
36.4355 36.4355 76.9611 0 0 2.0019e — 015
0 0 0 15.2562 1.1102e — 015 0
0 0 0 1.1102e — 015 15.2562 0
—1.1960 1.1960 2.0019e — 015 0 0 19.4041
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b -Tenseur piézoélectrique G"* = ( gp;;) de la forme

0 0 0 0.1547  0.5521 O
0 0 0 0.5521 —0.1547 0
0.2594 0.2594 0.3635 0 0 0

c-Tenseur diélectrique € = ( €/,) de la forme

0.7729 0 0
0 0.7729 0
0 0 0.5411
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Domaine 3

Dans cette partie, nous nous servons des coefficients homogénéisés calculés pour ’ostéon
afin de trouver les coefficients homogénéises pour 1'os cortical.

Condition

deDirichlet —™F S 7

ostéons

interfaces

/|
N

Ce domaine représente une période utilisée pour modéliser la structure haversienne de
I’os cortical, constituée de quatre ostéons et d’'une matrice.

Données numériques :

On prend comme données numériques les résultats du domaine 2, pour les ostéons
respectifs 2, 3, 4 et 5. Alors on choisit les données de la matrice comme suit :

Pour un module d’Young ( Ej = 10.0 GPa) et coefficient de Poisson ( v, = 0.25) on
obtient un tenseur d’élasticité de la forme :

120 40 40 O
4.0 120 40 O
4.0 4.0 120 0
0 0 0 4.0
0 0 0 0 4.0
0 0 0 0 0 40

0
0
0
0

S OO OO

un tenseur de piézoélectricité de la forme :

0 0 0 0.00001  0.0001 0
0 0 0 0.00001 0.00001 0
0.00001 0.00001 0.00001 0 0 0.00001

et un tenseur de diélectricité de la forme :

0.00001 0 0
0 0.00001 0
0 0 0.00001
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Apres calcul on obtient les propriétés physiques homogénéisées suivantes pour 1’os cortical

a -Tenseur d’élasticité C" = (C}y,) est de la forme

24.8816  9.5115  10.2050 0 0 1.5109
9.5115  23.6438  9.9828 0 0 0.8853
10.2050 9.9828  25.2009 0 0 0.7837
0 0 0 5.0980  1.3608 0
0 0 0 1.3608  8.0216 0
1.5109 0.8853  0.7837 0 0 11.0348

b -Tenseur piézoélectrique G" = ( gz.;;) est de la forme

0 0 0 0.8244 0.6148 0
0 0 0 0.1825 0.0363 0
0.0500 0.0486 0.0739 0 0 0.0450

c-Tenseur diélectrique " = ( €/ ) est de la forme

0.1593  —0.1168 0
—0.1168 0.1661 0
0 0 0.1162
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3 Discussion et conclusion

Malheureusement, ces résultats trouvés comme propriétés physiques de 1’os cortical ne

sont pas conformes aux observations expérimentales. En effet, le rapport %1% vaut dans
25.2009

nos simulations numériques 532e7= et il est donc voisin de 1. Expérimentalement cette
valeur est située aux environs de 1.5 et peut méme atteindre la valeur 2.0. Ce rapport
caractérisant ’anisotropie de 'os, il est un bon indicateur de la validité de notre modéle.

Toutes les simulations numériques faites conduisent & un rapport d’anisotropie voisin de
1.

Il semble donc que la présente modélisation ne soit pas satisfaisante. Les travaux
présentés dans cette premiére partie ont été réalisés pendant une période trés courte (entre
juillet et octobre 2002) et donc chacune des piéces du puzzle qui la constitue doit étre
remise en cause: la modélisation elle-méme, les développements effectués dans le cadre
de 'homogénéisation et le module de résolution numérique qui n’avait pas été totalement
validé.

L’étape suivante consistait alors & chercher la provenance du dysfonctionnement ob-
servé. Une premiére vérification du module de résolution a permis de détecter une erreur
mais la correction ne changeait pas la nature du constat. Par ailleurs, le support finan-
cier qui m’a été accordé par la Région de Franche-Comté en octobre 2002 concernait une
autre thématique. J’ai donc arrété mes développements sur cette modélisation pour me
concentrer sur le nouveau sujet dont 1’étude est présentée dans la seconde partie.

La simulation numérique de ’os cortical n’a pas été abandonnée pour autant. Le sujet
a été repris & 'automne 2003 par M. Racila sous la direction du Pr. J.M. Crolet. Apreés
s’étre imprégnée du sujet, Racila a proposé de construire une modélisation plus réaliste en
introduisant le fluide. Par contre, elle a été obligée de reprendre tous les développements
du processus d’homogénéisation puisque les équations constituantes étaient modifiées. De
plus, il a été décidé qu’elle réécrirait un module de résolution, ce qui serait plus facile que
de valider le module existant. L’ensemble des tests qu’elle a effectués avec ses propres
outils de simulation a permis de mettre en évidence une carence importante dans la
modélisation qui avait été développée.

Pour combler la carence ainsi mise en évidence, elle a ensuite introduit un nouveau
niveau architectural (qui joue un réle important dans la modélisation du processus de
minéralisation) puis un volume élémentaire de la structure cristalline et a tenu compte de
I’aspect multi échelle que le fluide avait dans cette structure trés complexe.

Ses résultats ont été publiés dans [3] et je la remercie pour m’avoir associé a cette
publication.
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Introduction

La formation des gaz souterrains et leur migration dans la géosphere sont des phénomenes
qui sont de plus en plus étudiés car leur role dans les applications sismo-tectoniques ou
environnementales est maintenant bien établi. Il faut cependant reconnaitre que les difficultés
de mener des investigations expérimentales dans ce milieu, ou méme plus modestement au
niveau de ses couches superficielles, sont telles que I’ensemble des processus de formation de
ces gaz et de leur migration n’est pas encore maitrisé.

La migration d’un gaz est liée a 1'existence de sources (réservoirs naturels d'hydrocarbure
en bassin sédimentaire, fluides géothermiques localisés dans des zones ou la chaleur est
¢levée ou autres), et a l'existence d’itinéraires préférentiels pour leur écoulement comme par
exemple des zones de haute perméabilité (bancs de sable dans un ensemble argileux
favorisant une migration horizontale) ou des discontinuités tectoniques (réseaux de failles ou
ruptures dans des couches géologiques favorisant une migration verticale).

La migration d’un gaz dans une couche géologique est engendrée par des forces résultant
d’un gradient associ¢ a deux entités distinctes: la concentration locale de ce gaz et la pression
a laquelle il est soumis. Dans le premier cas, on a un phénomene de diffusion : il concerne les
molécules et force ces dernicres a se déplacer de fagon a égaliser la concentration dans toutes
les directions. Le second phénomene est celui de I’advection : il met en jeu le gaz en tant
qu’entité volumique et il le force a se déplacer d'une zone de haute pression vers une zone de
basse pression. Ces deux processus n'agissent presque jamais de maniere indépendante et
donc la nature de la sollicitation a laquelle est soumis le gaz peut évoluer pendant sa
migration selon les conditions physiques, chimiques ou géologiques qu’il rencontre.

Dans ce mémoire nous nous intéressons au gaz "radon" qui est produit lors d’une activité
sismique et nous reprenons le cadre d’une étude précédente [5].

On y considéere un aquifeére de surface dont la partie inférieure est imperméable et qui est
le siege d’une activité sismique. Un séisme dont le foyer est éventuellement assez profond
génere des ondes de chocs qui atteignent la partie basse de cet aquifére et y créent des
fissures, voire des fractures. On sait que ce processus de fissuration ou de fracturation de la
roche libére du radon sous forme gazeuse. L’intérét de ce gaz est double : il est facilement
observable car radioactif et il se dissout dans 1’eau. Cependant il a une période trés courte qui
est d’environ 3,7 jours. Si certaines conditions sont vérifiées (voir [5]) alors une partie de ce
radon libéré peut atteindre la surface de 1’aquifére voire éventuellement passer dans 1’air. Or
la concentration de ce gaz est aisément mesurable dans un aquifére de surface a faible
profondeur. Une variation importante de la concentration de radon observée est aujourd’hui
classée comme un indicateur précurseur d’une activité sismique forte si cette variation
s’accompagne d’une forte variation d’autres parameétres tels que le niveau piézométrique ou
la température de 1’eau. Dans I’étude précédemment citée [5], il a été supposé que le radon
produit était immédiatement dissous dans 1’eau environnante. Cette simplification dans la
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modélisation a permis une premiere approche numérique des phénomenes rencontrés mais
elle a été critiquée lors de présentations orales faites dans des congrés internationaux.

L’objectif de la présente étude est donc de simuler la migration de radon sous forme
gazeuse et sous forme dissoute et d’intégrer les modules correspondants au code SETMP
(Simulation de I’Ecoulement et du Transport en Milieux Poreux). Il sera ainsi possible de
comparer la migration du radon selon deux modes distincts : uniquement dissous et/ou gazeux
et dissous. Par ailleurs, afin de ne rien enlever a la généralité de 1’architecture géologique
développée dans [5], nous gardons le cadre de cette étude. Plus précisément, nous supposons
que, suite a une activité sismique, une "poche" de gaz est formée. Cette "poche" contient du
radon associ¢ a un gaz porteur. Elle va d’abord se déplacer dans la fracture ou les fissures
puis se disloquer sous forme de bulles pour pénétrer le milieu poreux. Chaque bulle, au cours
de sa migration, va voir une partie du radon qu’elle contient traverser sa paroi pour aller se
dissoudre dans 1’eau environnante. Avec un tel processus et en reprenant 1’hypothese
classique en modélisation macroscopique des milieux poreux selon laquelle on peut définir en
tout point les entités physiques se rapportant a la roche ou a un fluide, il apparait donc que la
concentration de radon existant en un point du milieu poreux et a un instant donné est la
somme de deux concentrations : celle de radon dissout et celle de radon constant en tant que
gaz.

L’écoulement d’eau dans un milieu poreux étant déja modélisé et implémenté
numériquement dans le code SETMP, nous allons orienter nos travaux de modélisation vers
les deux phénomenes suivants : le transport d’une bulle dans un fluide, I’échange d’un gaz au
travers de la paroi d’une bulle. Ensuite, il nous faudra prendre en compte le cas d’un trés
grand nombre de bulles et enfin, nous pourrons modéliser le transport de radon dans un
aquifére simultanément sous forme gazeuse et sous forme dissoute. L’implémentation
informatique sera ramenée a 1’introduction de quelques modules dans le code SETMP.

Une analyse comparative entre les résultats obtenus par la version précédente et ceux

obtenus avec notre nouvelle version sera alors menée pour apprécier 1’introduction de ce
facteur dans les simulations numériques.
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1. Séismes et prévision
— Origine des séismes

L’écorce terrestre est composée de plaques tectoniques, qui sont toujours en mouvement.
Celles-ci se rapprochent, s’écartent ou glissent les unes par rapport aux autres, ce qui
provoque une déformation des roches, qui est d’abord ¢élastique puis plastique a partir d’une
certaine valeur seuil. C’est le plus souvent dans les 60 premiers kilometres de la couche
terrestre qu’une rupture est alors possible, en un point appelé foyer. L’énergie potentielle
accumulée dans ces roches est libérée brutalement: un séisme s’est produit. Tous ces
mouvements ont des conséquences sur les couches géologiques supérieures : fissures, failles
voire fractures. Une onde de choc remonte alors vers la surface de la terre, parfois sans
gravité, parfois avec des conséquences désastreuses.

Toute cette activité sismique majeure n’est pas permanente, elle est le résultat d’une
activité géologique connu et fort complexe dont le mécanisme n’est pas encore connu.
L’¢énergie générée par les mouvements des parois des failles ou des plaques entre elles est
dissipée sous forme de chaleur voir parfois de vibrations. Des sismographes enregistrent a la
surface de la terre ces dernicres, appelées ondes sismiques, qui se propagent dans toutes les
directions.

— La prévision sismique

Certains séismes, trés désastreux, ont poussé ’homme a tout faire pour les prévoir. Mais
le mécanisme de ces mouvements sous terrain est si compliqué que toute prédiction est quasi
impossible. Trop de paramétres de ce phénomeéne nous sont encore inconnus a ce jour. Les
sismologues distinguent la prédiction a long terme et la prédiction a court terme.

Pour la prédiction a long terme, I’histoire sismique d’une région particuliére sujette a une
telle activit¢ est mémorisée et observée. On s’appuie sur les enregistrements et les
témoignages historiques qui permettent d’établir pour la région considérée une carte de la
sismicité. Pour une faille active, la situation devient inquiétante quand la période de calme
sismique est longue. En effet, les couches géologiques accumulent de 1’énergie qui est
restituée ultérieurement de maniere brutale mais ceci a lieu a un moment inattendu. La
régularité sismique d’une région peut étre fiable, a condition d’avoir relevé ses échéances,
c'est-a-dire, d’avoir noté, pour une faille qui est le siege régulier d’une activité séismique, les
dates auxquelles se produisent les séismes (ex : un séisme tout les vingt ans dans une région
précise). Seules les zones connues pour €tre sismiquement actives et dont I’histoire est
parfaitement répertoriée peuvent nous aider a prévenir les séismes mais malgré tout sans
certitude.

La recherche et 1’é¢tude d’éléments précurseurs d’un séisme et leur interprétation de
manicre réaliste pourrait permettre la prévision a court terme. Les travaux menés dans cet
objectif sont scientifiquement plus é€laborés. On espere qu’ils permettront d’obtenir des
informations un peu plus précises au moins quant a la période d’apparition des séismes.

49



Lors de certains tremblements de terre, on a constaté que I’on pouvait facilement observer
divers paramétres et les mesurer tel le niveau piézométrique ou la température. Les jours
précédents le séisme, ces derniers subissaient des variations importantes, comme par exemple
dans la région de Tachkent en Ouzbékistan et celui de Kobe au Japon (voir figure 1.2.1).
Notre objectif n’est pas de faire une étude exhaustive de tous les parametres ainsi recenses.
Notre intérét se porte sur le radon. Depuis 1920 le phénomene d’émission du radon a partir
des minéraux naturels est connu, mais la possibilité d’utiliser le radon précurseur des s€ismes
n’a été envisagée qu’a la fin des années 60. Ce genre de prévision est le théatre d’une activité
scientifique de plus en plus intense mais aucun résultat notoire ne peut encore étre cité.

Eobe Eartlequake
i

"
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RS Stk |95 T

Figure 1.2.1 Evolution de la concentration de radon mesurée
dans la région de Kobe au Japon [26]
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1.3 - Activité sismique et I’origine du gaz radon

Nous avons vu précédemment que des ondes de choc dissipent en partie 1’énergie
produite par I’activité sismique qui a lieu en profondeur. Des fissures et des fractures peuvent
étre causées a la base d’un aquifére profond (500-1000 m) lorsque les ondes de choc
I’atteignent, si elle sont suffisamment fortes. Du radon qui est un gaz radioactif provenant de
la transformation de 1’uranium est alors libéré grace a ce mécanisme de fissuration.

LRI Thorium Protactactinium Uranium
238 T - 234m — 234
Tharium Radium RADCRM
— | 0 | ‘ 226 ‘ 222

Figure 1.3.1 Origine de 1’¢lément radon

ROk Palonium Plamk Bizmuth Polonium
222 el - S BT Bl - C O s 214
Flamk Bistmuth Palanivm Flomb
e - el 1 | 210 =+ | a5

Figure 1.3.2 Transformation de I’¢lément radon

Le radon est donc un gaz d’origine naturelle présent partout a la surface de la terre, en
particulier dans les roches granitiques et volcaniques. Il est d’abord généré sous forme
gazeuse sous forme gazeuse et, associ¢ a d’autres gaz, il va constituer des bulles qui vont
monter vers la surface de la terre et qui vont se transformer peu a peu : le radon, en traversant
la paroi des bulles va quitter la bulle pour aller se dissoudre petit a petit dans 1’eau
environnante.
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2. Mécanismes de migration d’un gaz
Dans ce paragraphe, on considére un gaz quelconque.
2.1 La diffusion

Un tel mouvement diffusif est habituellement modélisé par la loi de Fick : le flux de

gaz est proportionnel au gradient de la concentration, la constante D  étant appelée

coefficient de diffusion moléculaire (cm? /s):

F=-D,VC ouV = i+£+2 (1)
ox oy oz

Le coefficient de diffusion moléculaire est une constante spécifique du gaz qui varie
avec la température, la pression et la nature physique du milieu dans lequel le mouvement
moléculaire a lieu. Dans les pores de la roche, cette substance est généralement de 1'eau, de
I’air ou un mélange de gaz. Il faut donc préciser, pour chaque gaz, la nature du milieu : par

exemple, le coefficient de diffusion dans l'eau (D mw Ou simplement D , ) doit étre

distingué du coefficient de diffusion dans I’air (D, ,ou simplement D , ). En outre,

considérer la diffusion de gaz dans les milieux poreux nécessite de tenir compte du fait que le
volume dans lequel le gaz se propage est réduit et que la distance moyenne entre deux points
géométriques n’est pas forcément la longueur du segment joignant ces deux points mais
qu’elle est augmentée du fait de la tortuosité.

Il est important de ne pas confondre les trois processus suivants : la diffusion
moléculaire du gaz dans un fluide, la diffusion interstitielle du gaz dans un milieu et la

diffusion globale du gaz dans un milieu.

La diffusion interstitielle est caractérisée par le coefficient de diffusion “effective”

(Do):
D, = D&, @)
ou &; est la porosité efficace du milieu exprimée en % et définie par

volume d eau pouvant circuler dans et entre les pores

¢ volume total

Notons que

D, représente la diffusion en considérant le mouvement des molécules de gaz dans
une structure poreuse.
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La diffusion globale est caractérisée par le coefficient de diffusion “apparent” (D ) ; il

inclut les effets de la porosité ¢ et de la tortuosité 7 du milieu. Pour le sol, il est admis de
définir ce coefficient de diffusion globale par [13] :
D = D& = Dy’ = D, (3)
T

I1y a lieu de noter la relation d’ordre D,,> D, > D

Précisons sur un exemple concernant le radon la différence entre D et D,. Le flux

diffusif d’exhalaison du radon selon la direction verticale est décrit par I'équation suivante
[17] :

F=Dd—c=/1CRa,o;/Xd “4)
dz
avec les notations suivantes :
A coefficient d'émanation du radon *’Rn (%)

Cn, concentration de ***Ra (radium) dans le sol ( Bq/kg)

Bq  Becquerel: unit¢ d’activit¢é dérivée du Systéme International (SI) et
correspondant a une désintégration par seconde ou 4 476000 atomes de “’Rn

ye densité dusol (kg/m” )
y constante de désintégration du radon (2.1 x 107° s7")

et
Xd = ( De /7)0.5

On peut noter que X, est une grandeur représentant une distance de diffusion (m).
L’équation (4) montre que la diffusion d’un gaz dans le sol peut étre considérée comme un
flux global. Cette méme équation montre aussi que pendant 1’exhalaison de radon, il est
nécessaire de considérer le coefficient effectif D, .

Il n’y a donc pas un seul coefficient de diffusion mais trois puisqu’a chacun de ces trois
processus doit étre associé¢ un coefficient dont la signification et la grandeur sont regroupées
au tableau 2.1.
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Dans les milieux poreux ou les canaux ont des petits diamétres comparés au chemin
moyen libre des molécules de gaz (environ 0.1 # m a STP : standard température et pression),

le taux de diffusion du gaz est di a la collision des molécules avec les parois du canal
(diffusion de Knudsen [21] et [25]).

D, D, D, D
Rn 0.12 1.37x10°° 0.03-0.05 2x10° 0.007
sol sol saturé sol
He 0.7 2.12x107° 4x107* 107
chaux roche saturée
CO, 0.15 1.95x10°° 0.02-0.03 0.007
sol sol
Tableau 2.1 Diverses valeurs de coefficients de diffusion
Lors de sa dispersion, un gaz se déplace, en un temps t, d’une distance :
zg = (Dt)™ Q)

et donc, un gaz transporté dans l'eau par le seul phénomene de diffusion (tableau 2.1)
effectuera 1.3 centimetres en 1 jour soit 25 centimétres par an ou encore 8 métres en 1000
ans.

Pour calculer le gradient de concentration résultant de la diffusion de 1’élément *** Rn
dans un milieu isotrope, Andrews et al [1] ont employ¢ 1'équation suivante :

C, =C, exp(_—LX) (6)

avec les notations :

longueur de la diffusion du *** Rn en centimétre, définie par L=(D/y)">

coefficient de diffusion du 2 Rn
constante de désintégration du *** Rn

O<x<or

«  concentration du *** Rn a une distance X de l'origine dans la direction de la
diffusion
C, concentration initiale du *** Rn

L’équation (6) montre, par exemple que seul 5% du *** Rn peut parcourir une distance de
S5L.
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Dans un milieu poreux saturé, la modélisation avec 1’équation (1) est encore valable :
on remplace alors le coefficient D ;, par le coefficient D, (voir le tableau 2.1). La
concentration du gaz dissous dans 1’eau dépend du gradient de concentration [8].

2.2. Advection

L’advection est liée au mouvement de la matiére qui est soumise a des forces externes
comme par exemple le gradient de pression [13], la précipitation atmosphérique,
I’évaporation, le vent, le dépot de sédiments, 1’écoulement d'eaux souterraines, les
mouvements des plateaux dans la crofite terrestre.

Toute migration advective exige un débit de gaz libre, c’est-a-dire que les forces de
gravitation qui agissent sur le gaz doivent produire des concentrations suffisantes. Pour qu’un
jet d'une espéce gazeuse donnée puisse se former, il faut qu’un grand nombre d'atomes de
cette espece soit disponible au méme endroit et au méme instant. Les gaz nobles, comme
I'hélium et le radon, sont produits dans la sous surface en tres faible quantité : de 1’ordre de 1
ppm pour ’hélium et de 10" ppm pour le radon [8] en temps normal. Ceci constitue une
faible quantit¢ de gaz qui peut cependant réagir aux gradients de pression et s’écouler de
facon autonome par advection. De tels gaz ne peuvent donc étre transportés par advection que
s’ils sont associés a un autre gaz dit gaz "porteur". On peut par exemple citer le méthane (
CH,), ’azote ( N, ) ou encore le dioxyde de carbone ( CO, ) qui existent en quantité
suffisante. On les appelle aussi des “géogas” selon la dénomination introduite par Etiope [7],
En résumé, on ne doit pas considérer un seul gaz comme par exemple le radon mais plutot un
mélange de gaz ayant plusieurs composants : les composants primaires (gaz porteurs) et les
composants secondaires (gaz rares).

Le flux de gaz est 1ié¢ a la concentration C ( kg/m® ) et a la vitesse de filtration Qg
exprimée en m /s par la relation :

F= Caqg (7

La vitesse de filtration qdépend du gradient de pression et d'un coefficient de mobilité
li¢ a la géométrie du milieu et a la viscosité du gaz. Dans le cas de I'advection et en milieu
poreux sec, le coefficient de mobilité dépend de la perméabilité intrinséque du milieu, selon
la loi de Darcy :

k VP
dg = ——— (8)
U
avec les notations :
k perméabilité intrinseque
U viscosité dynamique du gaz ( kg/ms)

On trouve dans la littérature des expressions de cette vitesse de filtration établies dans
des cas particuliers et dans un cadre monodimensionnel selon la direction Oz. Elles sont
reprises ci-dessous en utilisant les variations infinitésimales de la pression ( dP ) et du
déplacement selon Oz (dz ) :
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a) dans le cas des fissures planaires, on considérent ([9]) :
b> dP
g, = -
124 dz
ou, si I’on appelle bla largeur de fissure, le terme b*/12 représente la perméabilité de la
fissure.

)

b) dans le cas d’un milieu fracturé (systeme des fissures d’intersection), il est possible
d’utiliser une loi cubique ([19]):

b* dpP
6du dz

q, = (10)

ou d est la distance moyenne entre les fissures d'intersection (m).

Des expressions plus ou moins simples de 1'équation de Darcy ont été données selon la
nature de I'écoulement: visqueux ou laminaire. Dans ce dernier cas, l'influence de la
gravitation peut étre négligée. De plus, une restriction concernant la validité de cette équation
a été établie. Il s’agit du cas ou I’écoulement devient turbulent. II a été estimé par Baer [2] que
pour un milieu poreux ayant comme moyenne de diamétre de grain un coefficient dg, le flux
de gaz devient turbulent, et donc que la loi de Darcy n’est plus valide, lorsque le nombre de
Reynolds (non- dimensionnel) vérifie :

R=d,q2>4 (11)
7,

La loi de Darcy doit alors étre remplacée par la loi de Forchheimer :

Le processus d'advection dans le sous-sol se produit chaque fois qu’il existe un gradient
de pression entre deux points. De tels gradients peuvent étre induits par des efforts
tectoniques, des variations du chargement lithostatique, une fracturation de la roche, la
fonction localisée de gaz, la recharge et la décharge des couches aquiferes et des réservoirs
liquides profonds et, pres de la surface, par le fait de la pression atmosphérique. En outre les
gaz, en raison de leur faible densité, montent plus rapidement vers la surface de la terre : c’est
un phénomene advectif : en fait, un gaz de densité p, se déplace vers le haut s'il est li€¢ a une

phase gazeuse de densit¢ p, telle p,> p,. Le gaz est soumis a un gradient de pression p,( .
On peut dire que le terme g ( p, - p, ) est équivalent a un gradient de pression d’ou :

VP =-g(p,—p))
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Alors (8) s’écrit :
q = kg oA (13)

- Advection dans les milieux poreux

Dans les milieux poreux secs, fracturés ou non, le gaz s’écoule par advection d’abord
dans la zone décrite ci-dessus. L’équation (8) est alors valide.

Dans les milieux poreux saturés deux phénomeénes possibles doivent étre distingués.
Soit le gaz est dissout dans le fluide et transporté par celui-ci (advection de I’eau), soit le gaz
s’écoule en déplacant I'eau (advection de gaz). Lorsque le gaz est dissout, il se déplace a la
méme vitesse que l'eau et par conséquent, I'équation de Darcy sous la forme utilisée en
hydrogéologie est valide. Le graphe suivant donne une idée sur 1‘advection dans les milieux
poreux [8]:

Gas-phase advection

Sraciure
weer
Jrachre
ar
rock = ogs

water filled fracture

_ gasflow water Tubble train ;
in &y facture i spl acemert e i microbubbles

Figure 2.1 : représentation des formes de gaz en phase d'advection [8§]

Dans I’advection de la phase gazeuse, le gaz ne peut traverser le milieu saturé en eau
que s’il a une pression (P, ) plus importante que la somme de la pression hydrostatique (P,)

et de la pression capillaire (F,) (P, > P,+F,).
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Remarques :

1) la pression hydrostatique est obtenue a partir du niveau piézométrique (H,, ) au point

considéré (P, = p,9H, ), p, ¢tant la densité de I’eau.

2) la pression capillaire est liée a la tension inter faciale de I'eau (o) et au rayon du pore (r) par
laloi de Laplace : P, = 2o/r

Des études menées sur 1’écoulement d’un gaz au travers de roches argileuses [23], ont
permis de distinguer trois cas :

1) Py<P,*+P : le gaz dissous dans 1’eau est transporté par diffusion.
2) P,>P,*+P, : on a un écoulement biphasique, l'eau étant déplacée par le gaz.
3) Pp=P,>>P,+P.: le gaz fracture la roche

On appelle pression lithostatique en un point M la pression
induite par I’empilement des roches situées au dessus du point
M. La pression P, introduite ci-dessus est la pression a partir

de laquelle la rupture peut avoir lieu et elle correspond
approximativement a la pression lithostatique.

Quand la pression de gaz P, atteint la valeur Py, I’écoulement de gaz se produit par les

fissures ou les fractures.

Si, P, < P,+P,, alors I’écoulement de gaz se produit uniquement par les fractures et il

n'y a aucune migration de gaz dans la matrice rocheuse. En raison de la perméabilité tres
¢levée dans les fractures on peut considérer qu’il y a une augmentation de volume, dans
lequel le gaz est stocké sans s’écouler. La pression peut s’élever et, ainsi, provoquer une
propagation du réseau de fissures.

Si, au contraire, P, >P,+P, le gaz s’écoule d’abord dans les fissures et puis dans la

matrice [10]. Il faut remarquer que la pression hydrostatique et la pression lithostatique
peuvent agir comme des forces d'entrainement pour le gaz.

Ainsi le déplacement de l'eau se produit en méme temps que celui du gaz lorsque
P,>P,+ P, selon la dimension de I’avancée du front gazeux par rapport a la nature du milieu

aquifére (milieu poreux homogene, rupture simple, etc.). Par exemple, dans une fissure
saturée, le gaz se déplace sous forme d’une succession de grosses bulles dont les tailles
minimales sont égales a la largeur de la fissure et qui peuvent étre de longueur différente [10].
On peut alors employer 1’équation (10) en utilisant le gradient de pression car il y a une
différence de la densité entre le gaz et I'eau. Au contraire, dans le cas P, <P, +P, , si le gaz se

déplace toujours sous forme d’une succession de grosses bulles dont les tailles minimales sont
¢gales a la largeur de la fissure et qui peuvent étre de longueur différente, alors les bulles se
divisent en des bulles de tailles plus petites jusqu’a ce que la relation P,>P, +P, soit a

nouveau obtenue [7].
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3. Mécanismes de migration de gaz sous forme des bulles.

Dans une étude théorique préliminaire sur le mouvement des bulles de gaz dans un
milieu poreux saturé en eau, Varhegyi émet I’hypothese que les bulles de gaz situées dans les
eaux souterraines se déplacent selon la loi de Stokes [22].

La nature de la migration d'une bulle de gaz dans le milieu poreux dépend donc de la
zone ou est localisée la bulle et pourrait étre résumée comme sur le schéma ci-dessous ou I’on
distingue quatre zones :

O (18 S @ -, 0 & a P milieu poreux dans lequel le radon
L] o >
:%'E;ﬁﬁ E:E}f.% E}{}E}DG transporté par 1’eau, se dissous dans I’eau
milieu poreux dans lequel le gaz s’écoule
Domai *
omaine ® sous forme de bulles.
saturé e
advection de la phase gazeuse.
zone ou le milieu poreux ne contient que
Domaine du gaz et ou a eut lieu la fissuration de la
sec roche.

Figure 2.2 : Zones du profil de migration des bulles

Il faut prendre en compte le fait que le paramétre d (diamétre de la bulle) ne peut varier
de maniere quelconque mais qu’il doit étre borné supérieurement car la bulle se déplace dans
un milieu poreux. Plus précisément, on s'attend a ce que la taille maximale de la bulle soit
limitée par la section transversale minimale du chemin de migration a travers le milieu
poreux. Pour une roche fissurée, la taille des bulles peut étre au plus égale a la largeur
minimale existant entre les parois des fissures.

Varhegyi et Al. ont présenté un modele théorique ([22]) pour estimer la taille d’une bulle
(dg), et par conséquent sa vitesse en fonction de la porosité moyenne (&) et de la taille

moyenne du grain (dg) :
d; = 1.26d; ¢ (¢+0.21) (14)

A TI’aide de cette relation, et en supposant que la taille d’une bulle soit égale a celle des
pores, il est possible de déterminer la vitesse maximale d’une bulle de gaz dans un milieu
poreux homogéne lorsque les grains ont tous la méme dimension. Cependant, il s’agit 1a
d’une configuration académique. Malheureusement, il est trés difficile d’étudier
expérimentalement la relation existant entre le coefficient d et la distribution de la taille des

grains. Il est probable, dans le cas ou cette distribution de taille est trés large, que la section
transversale disponible pour 1'écoulement de la bulle corresponde a la distance minimale que
I’on peut trouver entre les parois [22].
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Il est cependant possible d’adapter la loi de Stokes pour estimer 1'ordre de grandeur de
la vitesse des micro bulles dans des milieux géologiques. Ce modéle a ét¢ développé en
considérant la loi de Stokes pour le mouvement des bulles et en prenant comme diameétre de
bulle une fonction de la porosité de la roche. Pour les milieux fracturés, la largeur des fissures
détermine le diamétre maximum des bulles a employer dans I'équation de Varhegyi. Ce
modele trés simple doit étre considéré comme une premiére approche de la détermination des
vitesses des bulles dans les environnements géologiques, car il ne tient pas compte d'un
certain nombre d’autres facteurs se produisant dans des conditions réelles.

Premiérement, la vitesse obtenue via la loi de Stokes concerne le mouvement d’une
bulle isolée lorsqu’il n’y a pas d’écoulement et pas de perturbation par d’autres bulles ou par
un effet d’attirance des parois de la fissure.

En second lieu, quand le flux de gaz augmente, les bulles peuvent fusionner produisant
des bulles plus grosses. Leurs formes peuvent alors évoluer et devenir ovale, la direction la
plus grande étant celle de 1I’écoulement.

Il est possible d’identifier quatre modes d'écoulement d’une bulle en tant que
circonstances possibles se produisant dans les fractures de la roche. Ces modeles dépendent
de I’écoulement du gaz et de la taille de la fracture. Il nous faut analyser la vitesse d’une
bulle de gaz en fonction de chacun de ces modes :

- a) bulles pour lesquelles 1’effet de la paroi de la fracture est négligeable
Les équations classiques du mouvement d’une bulle peuvent étre utilisées si 1’on
suppose qu’il n’y a aucune perturbation due aux parois de la fracture sur I'écoulement de
la bulle. Cette condition peut se produire pour des micro bulles localisées dans des
fissures ayant une taille relativement grande.

- b) bulles montant le long d'une fracture étroite
Dans ce cas, les parois de la fracture influent sur la montée de la bulle car la dimension
de la largeur de la fracture est du méme ordre de grandeur que le diamétre de la bulle.
La vitesse de la bulle () normalisée a la vitesse de Stokes (V) a été modélisée par

Lerman [13]. L’auteur considére la fracture comme deux plaques paralléles distantes
d’une longueur b et il propose pour rapport entre les deux vitesses ci-dessus la relation
suivante ou r est le rayon de la bulle :

3 4 5
9% _ 1—1.004(£j+0.418(£j —0.21(1] —0.169(£j (15)
v b b b b

- ¢) bulles situées dans une phase transitoire
Une telle phase transitoire apparait par exemple lorsque le flux de gaz augmente ou
lorsque la taille de la fissure se réduit. Les bulles en devenant ovales forment un
écoulement typique de bulles alignées.

- d) panaches de bulles dans des milieux karstiques
En ce qui concerne la vitesse du fluide, un terme additionnel non négligeable (qui peut
varier de 10 a 40 cm/s) doit étre considéré lorsqu’il y a un effet de turbulence dans le
déplacement des bulles [4]. Ceci arrive par exemple dans des environnements karstiques
ou des panaches de bulles peuvent s’élever sans que 1’on puisse noter un effet
significatif di au frottement des bulles sur les parois.
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4. Modélisation du transport du radon contenu dans une bulle

On s’intéresse maintenant a la modélisation du mouvement et au devenir d’une bulle
contenant du radon a 1’état gazeux. Plusieurs phénomeénes apparaissent : le déplacement de la
bulle dans 1’eau, la scission en bulles de tailles plus petites, le transfert du radon contenu dans
cette bulle au travers de la paroi vers 1’eau et la dissolution de ce radon apres sa sortie de la
bulle.

Nous allons successivement modéliser : la pression interne du gaz dans la bulle, la
vitesse de déplacement d’une bulle dans le fluide ambiant, le coefficient de transfert de gaz de
la bulle, le flux de gaz au travers de la paroi de la bulle, la variation du rayon de la bulle en
fonction du temps.

Hypothése : dans cette partie, on suppose que :
- il n’y a pas d’écoulement de fluide dans 1’aquifere

- la température est constante

- alinstant initial la concentration du radon dans ’eau C est nulle

4.1 Pression interne dans la bulle
On considére les notations suivantes :

p, densité de ’eau
g constante de gravitation

Z profondeur a laquelle se trouve la bulle dans I’aquifére
o tension de la surface de la bulle

r  rayon de la bulle

.y , . . 20 ,
La quantit¢ p, g Z représente la pression hydrostatique, le terme —— est appelé
r

pression de Laplace et P, la pression atmosphérique. Alors la pression interne dans la bulle
P, s’écrit :

PB:PA+prZ+2—G (16)
r

Les graphes suivants représentent cette pression intérieure P, dans une bulle obtenue a

partir de 1’équation (16) en fonction de son rayon et de la profondeur a laquelle elle se
trouve :
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Figure 3.1 : Profondeur de 250 m. Figure 3.2 : Profondeur de 500 m.

On constate que les courbes ci-dessus ont approximativement la méme allure et que les
intervalles de variation autour d’une valeur moyenne sont relativement faibles. Les valeurs
moyennes dépendent fortement de la profondeur comme le montre le graphe ci-dessous dans
lequel on représente les deux graphes 3.1 et 3.2 avec le méme spectre.

100
80
profondeur 500 m
&l
/ profondeur 250 m
40 L /
o 10 .20 a0

r{m)

Figure 3.3 : Pression interne d’une bulle de
en fonction de son rayon.

On constate aussi que I’intervalle de variation de cette pression est approximativement le
méme quelque soit la profondeur (& 0.2 atm).
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Ces graphes mettent en évidence le fait que la pression interne dans une bulle est quasiment
constante dés que le rayon est supérieur a 15 um et que cette pression interne dépend

essentiellement de la profondeur.
4.2 Vitesse de déplacement d’une bulle dans le fluide ambiant

Introduisons les notations suivantes :
p, densité du gaz dans la bulle
Mg Vviscosité du gaz dans la bulle

Suite a une ¢tude combinant des développements théoriques et des observations
expérimentales, Levich propose de caractériser la vitesse de la bulle V; par la relation [14]:

ar (pw _pg)
Hg

ou r=r(T) (17)

En introduisant la viscosité cinématique du gazuv, on peut alors définir le nombre de
Reynolds de la bulle R, [15] en posant:

R =2r-& (18)

Plus r est grand, plus le flux de la bulle devient asymétrique au niveau des hémispheéres
amont et aval. On observe une séparation de ce flux lorsque le nombre de Reynolds R, atteint
la valeur critique de 20 [15]. Un sillage instable commence alors a se développer. Lorsque le
nombre de Reynolds atteint la valeur de 150, le sillage devient totalement instable et les
bulles se déforment, passant d'une géométrie sphérique a une géométrie ellipsoidale [11]. Les
expériences sur la variation de T en fonction de V; ont validé 1’équation (17) pour r < 60

um, mais elles montrent aussi qu’une modification est nécessaire pour les grandes bulles [12].
Lors de son déplacement, la bulle peut se déplacer en décrivant soit une trajectoire

réguliere soit une trajectoire trés irréguliére que I’on peut cependant interpréter comme des
oscillations le long d’une trajectoire réguliére. On analyse chacun des deux cas.
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4.2.1 Vitesse de déplacement d’une bulle sans oscillations

Pour les bulles sans oscillation, Clift et al proposent [4] une version modifiée de 1’équation
(17) par I’expression de V; :

V, = 1/3agr®v" (19)

ou aetbsontdes coefficients dépendant de la vitesse (voir tableau 3.2.1)
V : viscosité cinématique cm’s’

A partir d’observations faites par Leifer [12], on suppose que le coefficient m est
linéaire par morceau selon la variable r , exprimée en cm, et on distingue deux cas :
e R <1, m=-1

e R.>1,m=10.52r-1.04 (20)
R, r(um) a b
<1 <60 1.00 2.00
1-35 60-275 0.75 2.00
35-120 275-475 50.67 3.17
120-425 | 475-665 75150 5.57
425-520 | 665-785 1277 4.07
520-540 | 785-900 5042 4.61

Tableau 3.2.1 Expressions des coefficients a et b

4.2.2 Vitesse de déplacement d’une bulle ayant des oscillations
Dans ce paragraphe, on considére un milieu fracturé.

Il a été observé par Leifer [12] qu’a une température donnée, la trajectoire des bulles se
modifiait en fonction du nombre de Reynolds et en fonction du diamétre des bulles. Par
exemple, pour une température de 20° C et un diameétre supérieur a 670 pm, la nature de la
trajectoire se modifiait lorsque le nombre de Reynolds atteignait la valeur seuil de 400. En
dessous de cette valeur, la trajectoire était régulicre et au-dela, des oscillations apparaissaient.
Ces auteurs ont ¢galement observé que la forme des bulles avait aussi un effet sur la nature de
la trajectoire. Cette remarque avait déja été faite par Duineveld [6] qui observait que, lorsque la
taille des bulles augmentait, les oscillations devenaient hélicoidales.

A cause de ces oscillations, la vitesse de la bulle dépend des variations de son rayon r
qui lui-méme dépend du nombre de Reynolds du fluide [12].
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La relation liant le rayon r, (exprimé en microns) a la température est donnée par Leifer

[12]:

r, = 1086 -16 .05 T, (21)

p

ou la température T, exprimée en degré Celsius vérifie 0<T, < 35

Cette modélisation de V, qui a été développée a partir d’observations de bulles

oscillantes [12] est en bon accord avec les résultats de [4] pour une température de 20 °C et
elle est applicable pour les bulles oscillant lorsque la température varie entre 0 et 30 °C et
lorsque le rayon r varie entre r, et <4 000 microns. On arrive a I’équation suivante d’apres

[8]

{j2 T (r—rc)m2

V, = {VBm +j, (r=r.)" }e (22)

ou

m, et m, coefficients dans la paramétrisation de la vitesse de la bulle V; , sans

dimensions
) coefficient dans la paramétrisation de la vitesse de la bulle V,
I, coefficient dans la paramétrisation de la vitesse de la bulle V,
T température
I rayon critique : jusqu’a cette valeur les bulles n'oscillent pas quelque soit T
Ven valeur minimale de la vitesse a partir de laquelle 1’oscillation de la bulle

diminue

Les valeurs numériques de tous ces coefficients sont regroupées dans le tableau 3.2.2 ci-
dessous :

r(um) Ji J LUm) Vg, m, m,
<4x10° 0.733  4.792x10* 585 22.16 0849  -0.815
4x10° -10* 11.05 0.0 585 19.15 0.0 0.0

Tableau 3.2.2 Coefficients de la vitesse de la bulle
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L’utilisation des équations (19), (21) et (22) nous permet de déterminer la vitesse d’une
bulle en fonction de son rayon :

1
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r{ pmyj

Figure 3.2.1 : Vitesse de la bulle V; a une température de 20° C

en fonction de son rayonr

Discussion

Si on regarde la courbe représentant la vitesse d’une bulle en fonction de son rayon
(Figure 3.2.1) ci-dessus, trois zones peuvent étre distinguées selon la valeur du rayon par
rapport a deux valeurs seuil pour lesquelles il y a une modification importante dans le
comportement de la bulle. Ces valeurs seuil sont respectivement 900 et 4000 um et 1’on
constate que :

a) pour un rayon inférieur a 900 um, la vitesse augmente fortement et la bulle n’est pas
soumise a des oscillations

b) pour un rayon compris entre 900 et 4000 um, la vitesse diminue et la bulle est soumise a
des oscillations

¢) a partir d’un rayon de 4000 um, la vitesse se stabilise pour croitre légeérement et les
oscillations diminuent pour devenir négligeables [4].

68



A partir de la relation (19) et des équations (20), (21) et (22), il est possible de tracer le
nombre de Reynolds en fonction du rayonr :

mm
qom

Jm

Reymolds

1nm

n 1

Pl " L n N M 1 n n L 1 n n 1 1 1 L n 1
O 90 2000 4000 B0 a0d 10000
[

Figure 3.2.2 Nombre de Reynolds de la bulle a une température de 20° C
en fonction de son rayon r
4.3. Coefficient de transfert de gaz pour une bulle :

Le transfert d’un gaz au travers de la paroi d'une bulle est dii a la différence de
concentration existant de part et d’autre de cette paroi. Ainsi le taux du gaz qui sort dépend
du paramétre k; qui a été déterminé par Clift [4] selon les valeurs de r :

Premier cas : si r <180um , alors ce coefficient est donné par :

0.5
ky, = { 0.212 D:/B } (23)

avec les notations

D  constante de diffusion du radon

V, vitesse de la bulle de gaz dans I’eau

r  rayon de la bulle de gaz
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Second cas : st r >180um , alors ce coefficient est donné par :

0.5
kg = { 2 (1 ~ 2.89 R ) DVe } (24)
/4 r

ou R, est le nombre de Reynolds.

Les équations (23) et (24) permettent de déterminer la vitesse du transfert du gaz
considéré au travers de la paroi de la bulle en fonction de son rayon avec un coefficient de

diffusion D = 1.37 (107 ) cm? s™'et a une température de 20° C (voir figure 3.3.1).

—

_‘_\_\_‘_‘_‘_\_‘_‘_\_‘_—‘—'—-—\_

] 2000 4000 6000 8000 10000
T {pm}

Figure 3.3.1 : Coefficient de transfert de gaz de radon, k, en fonction du rayon r de la bulle,.

4.4 Flux du radon au travers de la paroi de la bulle
On suppose que :
1) I’eau contenue dans I’aquifére est partout de méme nature
2) toutes les bulles contiennent le méme mélange formé de (i-1) gaz porteurs et de radon
3) ce mélange est homogene dans toutes les bulles
4) seul le radon sort de la bulle.

5) seul le radon se dissous dans 1’eau
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L'équation la plus utilisée dans la littérature, et la plus plausible sur le plan physique,
pour modéliser ce transfert est donnée par Tikuisis [20] :

dN,
dt

2 PBR
=F=kb47zr[C—Hj (25)

avec les notations :

F  flux de radon au travers la paroi de la bulle

N, nombre de moles de radon dans une bulle
t temps
P,  pression interne de gaz radon dans la bulle.

T  température ( Kelvin )
H constante de Henry

La loi de Henry dépend de la température et pour la déterminer, on utilise la relation
donnée par Rolf et Sander [18] :

1

H(T) = ] ]
9.3x107° exp| —2600| — -
T 298.15

[atm cm3m01'1} (26)

Remarques

1) Dans un cadre plus général que celui de notre étude, quand HC <P, le radon va de la

bulle vers le fluide extérieur, tandis que si HC > P, le radon vient du fluide extérieur.

2) On doit prendre en compte la décroissance radioactive au niveau de la bulle. Pour
déterminer la quantité qui se désintégre, on utilise la loi de décroissance radioactive :

Ng(t) = N e 27)

avec les notations

N  nombre de noyaux radioactifs présents a 'instant t, =0
N, nombre de noyaux radioactifs présents a I’instant t

A constante de désintégration radioactive 2.1x107°s™" |
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3) Pour déterminer le flux de radon qui sort de la bulle en fonction du temps, il faut prendre
en compte les variations :

- du rayon de la bulle

- de la profondeur

- de la pression

- de la température.

4) Pour calculer la pression interne du radon dans la bulle, on utilise la relation suivante :

NR
PBR - W X PB (28)
N nombre total de moles de gaz considéré

4.5. Variation du rayon de la bulle en fonction du temps

La bulle de gaz est soumise a son poids et a la poussée d'Archimeéde (Figure 3.5.1). Or
la masse volumique d’un gaz étant bien inférieure a la masse volumique de l'eau, la poussée
est supérieure au poids et donc la bulle ""'monte’’. La pression des gaz contenus dans la bulle
diminuant lors de la montée, le volume de la bulle augmente c'est-a-dire que son rayon

augmente. Pour déterminer la variation de ce rayon, on utilise la relation des gaz parfaits qui
s’énonce :

poussee

tulle
1 poids
Figure 4.5.1 : Forces appliquées sur une bulle
PV = NRT (29)
ou l'on note :

V  volume de gaz

N  nombre total de moles de gaz considéré

R constante universelle du gaz de radon

T  température absolue
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Lorsqu'on dérive cette loi des gaz parfaits par rapport au temps on obtient :

VaPB +PBa—V=RTd—N+RNd—T (30)
ot ot dt dt
Or le volume des gaz dans la bulle vaut V = % 7 r’, en remplagant V par sa valeur

dans la relation (30) et en utilisant I’expression de la pression de la bulle P, (16) on obtient :

4 ,d o o , dar dN dT
—ar —| P, + Z + 2— |+| P+ Z+ 2— |4nrm — = RT— + RN—
37 dt( AT A r ] ( AT Al r J ST dt dt
Ao pg 92 29 ) (s pgzs 28 | ane 90 gr N, gy 9T
dt r- dt r dt dt dt
4o 2.9 9z _ 420 ar + (PA +p,92Z +2gj47rr2 a RT N + RN ar
3 dt 3 dt r dt dt dt
4 dz o , 4 dr dN dT
—7rr — + P, + Z +2—|4nr° ——nur2 — =RT — + RN —
370 A9 [( AT P rj o J] dt dt dt
16 dr dN dT 4 dz
4z P,r* + 4 Zr* + — xr — =RT — + RN — - — 71’ —
(”A 7 Pud 3”Ujdt dt a3 Iy
d’ou
-1
dr dN dT 4 dz 16
— =|RT — + RN— — — 71’ — |4z P’ +4 Zr’ +—nr 31
dt ( dt a3 Al dtj(”“ 7 Pl 37zaj S

Le changement de r est 1i¢ a I’hydrostatique. L'évolution de la position de la bulle est :

dz

= Vet Ve (32)

ou V. représente le champ de vitesses.
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Ces développement nous permettent de concevoir 1’algorithme ci dessous

DP, =P, +p,02 L)
r.

]

2) condition sur r; pour calculer Vg (r;) et Kg(r;)

sir; <180um
Ve (r,) =1/3agr,v"
m=10.52r; —1.04
0.5
DVg(r;)
=

]

kB(rj)={ 0.212

s 180pm < 1, <900 4m
Vg(r;)=1/3agr°v"
m=10.52r; —-1.04

Ke(r;) = {%(1 ~2.89R )w}

J
si 1, >900 m

VB(rj) = {VBm + jl (rj _ rc )m] }e{jo(rj_rc) z}

DV, (I‘j ) }05

I

Ke(r;) = {%(1 ~2.89R, ")

dz
3) E:_VB(ri)-’_VF

dN . P
4) dtl :Kb(rj)4fzrjz(C—ﬁJ
HT)- 1

9.3x107 exp| —2600 L
T 298.15

—Atj-1
N, (t;) = Nge

dr dN. dT 4 dz 16
5) —=|RT—L+RN. ———zr’p g— || 47P,r> +4r Z.r-2+—7rr.aj
) [ dt Tt 3 ‘pwgdtj( Al TR
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At

dN, ,J_
Njy = N+ At L= (N = Nee ™)

M =T, +At%
Z,,=Z; +At%—f

4.6 Résultats numériques
On suppose que
a) la température est constante ( 20 ° C)

b) le champ de vitesse V. est nul

¢) la concentration du radon dans I’eau C est nulle (ce qui permettra d’avoir le
flux maximal a travers la paroi de la bulle).

On note No le nombre initial de modles de radon a ’intérieur de la bulle. L’étude
numérique est faite en considérant quatre cas se construisant a partir des valeurs de deux
parametres :

a) le rayon initial de la bulle : 1000 ou 5000 um
b) la profondeur de la bulle : 250 ou 500 m

Comme résultats, on présente I’évolution de plusieurs entités en fonction du temps. On
analyse successivement la concentration du radon a I’intérieur de la bulle, le flux de la masse
de radon au travers de la paroi, la quantité de radon autour de la bulle, les variations du rayon,
la pression de la bulle, la profondeur de la bulle dans 1’eau, le nombre de moles radioactives a
I’intérieur de la bulle. On choisit une discrétisation en temps de I’intervalle d’étude et 1’on

note t; les instants ou I’on calcule les valeurs des diverses variables.

On peut ainsi mettre en évidence des changements de la pression intérieure de la bulle
lorsque le temps j varie. Il en est de méme pour le flux de gaz qui sort de la bulle et son
rayon. Nous pouvons également effectuer plusieurs simulations avec des quantités initiales de
gaz différentes.

On analyse de maniére comparative sur plusieurs entités 1’effet de la profondeur et celui
du rayon de la bulle.

De plus nous supposons que la quantité initiale de radon est de 2.6442483 x10~" moles

pour une bulle ayant un rayon initial de 1000 um située a 250 m et que cette quantité vaut
3.12021383 x 10~ moles pour une bulle ayant un rayon initial de 5000 pm située a 500m.
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Discussion

1.

Le flux de radon pour une bulle de rayon ry = 1 000 um, n’est pas identiquement nul
comme le graphe précédent pourrait le suggérer mais il varie entre 3.8 E-08 et 0 pendant un
temps de 40 secondes lorsque la bulle est située a une profondeur de 250 m et il varie
entre 7.56 E-08 et 0 pendant un temps de 15 secondes pour une profondeur de 500 m :

8E-03 BE-08
GE-08 BE-08
4E-D8 4E-08
2E-08 2E-08
t t
0 : 0 2
0 10 20 30 40 0 10 20 30 40
Profondeur 250 m Profondeur 500 m
Figure 4.6.1 Variation du flux de radon en fonction du temps

de méme, la quantité de radon a I’intérieur d’une bulle de rayon ro = 1 000 pm, n’est
pas identiquement nulle comme le graphe précédent le suggére mais elle varie entre 2.4 E-07
et 0 pendant un temps de 40 secondes lorsque la bulle est située a une profondeur de 250
m et il varie entre 2.4 E-07 et 0 pendant un temps de 15 secondes pour une profondeur de
500m:

2.5E07 28E-07
2E-07 2B-07
1.8E-07 1 8E-07
1E-07 1E-07
5E-05 SE-05

t 1

i > a g

i 18 OO0 40 &0 0 10 20 30 40
Profondeur 250 m Profondeur 500 m
Figure 4.6.2 Quantité de radon a I’intérieur de la bulle en fonction du temps
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Analyse des résultats

Les quatre premicres figures montrent que le rayon de la bulle augmente au cours du
temps d’une fagon trés importante pour une profondeur de 250 m. Ceci est li¢ a une pression
intérieure de la bulle qui diminue au fur et 2 mesure du temps comme le montre les graphes
qui présentent la pression intérieure.

On constate que le flux de radon diminue au cours du temps d’une maniére plus
significative pour une pression trés importante ¢’est-a-dire pour une profondeur de 500 m, ce
qui entraine une diminution de la quantit¢ de radon a I’intérieur de la bulle plus rapidement
lorsque la bulle est située a une profondeur plus grande.

On peut aussi constater que le flux de radon pour une bulle ayant un rayon initial de
5000 pum est dix fois plus grand que celui d’une bulle ayant un rayon initial de 1000 pm.
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5 - Etude d’un ensemble de bulles

Le chapitre précédent nous a permis de modéliser et de simuler le mode d’évolution
d’une bulle. Il nous faut maintenant considérer le cas ou il y a une infinité de bulles. 11 est
nécessaire de réaliser un développement de masse spécifique car il n’est pas envisageable de
traiter les bulles une par une. L’objectif reste bien de simuler numériquement 1’évolution de la
concentration de radon dans un aquifére suite a une activité sismique qui a eu pour
conséquence la création de radon sous forme d’un ensemble de bulles, dans la partie
inférieure de cet aquifere.

5.1 Cadre de I’étude

L’étude est tridimensionnelle. On considére un domaine de forme hexaédrique pour les
développements numériques présentés, cependant ce cadre académique s’applique sans

difficulté a un ouvert borné quelconque de IR3. Ce domaine hexaédrique est représenté a la
figure ci-dessous. On y distingue deux zones: celles ou I’activité sismique génere une
production de radon (située dans la partie basse) et celle ou les mesures sont effectuées (située
dans la partie haute) :

Zone de mesures

Tone de créstion de
radon zous farme
de bulles

Figure 4.1 : Domaine d’étude

Ce domaine a pour dimensions30x100x 100, I’unité considérée étant le metre. 11 est
conforme au domaine utilisé dans [5].

Hypothéses
1) le milieu poreux est totalement saturé et il peut étre multicouche
2) Dactivité sismique dans la partie basse de I’aquifére a un double effet :
a) "cracker" certaines roches libérant ainsi du radon qui se combine
avec un autre gaz porteur pour former des "bulles".
b) générer, a la base de I’aquifére une pression de fluide dans une
direction donnée
3) les bulles sont de forme sphérique
4) le diamétre des bulles est limité par la largeur de la fracture ou des fissures (dans la
partie basse) puis par le diametre des pores (ailleurs)
5) le radon, initialement sous forme gazeuse peut se dissoudre trés facilement dans
I’eau
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6) la concentration de radon qui est mesurée en surface correspond a la fois a la partie
gazeuse qui atteint directement cette zone et au radon dissout dans I’eau

5.2 Méthode d’étude d’un ensemble de bulles

Pour traiter cette difficulté, il faut dans un premier temps, associer a chaque noeud du
maillage considéré une entité E, représentant un groupe de bulles dont le rayon r est tel

que|r — ri| < g, & ¢étant un parametre donné. L’étude de 1’évolution de chaque groupe
E, consiste a regarder le mouvement d’une bulle de rayon r. On construit 1’algorithme

suivant :

Notations
N, : nombre de groupes E,

N. : nombre de bulles dans le groupe E,

Q, : nombre de moles de radon a I’intérieur d’une bulle
J : paramétre d’indexation du temps

B : bulle de gaz numéro i

Vg :vitesse de la bulle de gaz

kg : coefficient de transfert de gaz de radon

C/"™': concentration intérieure

Algorithme

On fait varie I’indice i de 1 jusqu'a N,

condition sur ', pour calculer Vg (r') et kg, (r’)

sir) <180um
Vg (1) =1/3ag(r))’v"
m=10.52r) —1.04
: 0.
. DV, (r’
kB_(ri’):{ 0.212&—.(')}
i r]
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si 180pm< r) <900 m
Ve, (1) =1/3ag(r’)°v
m=10.52r), -1.04

ke (1) = { (1 289R’°5) Viﬂfnj)}

sir! >900 um
VBi (r.J) = {VBm + ], (rlj _ rc)rm } e{izT(rii—fc)mZ]

DV, (1)

kg, (£)) = { (1 2.89R, 05)7}

dz, .
= Va Ve

1

9.3x107° exp| —2600 1
T 298.15
dQ,

—L =K (N4’ c-
dt B; \Vi i H
N, (t)= Noe’““1

H(T)=

dr, _ dQ‘ ,dT 4 dz, 6 ;Y
E—(RT at +RQ z(6') p,9 o J(MP (h) +47p,9Z, (') +— 37 a)
Q" =Q/ +Atdditi—(Qij —QOE_M‘LI)

- - dr
=+ At—L
dt

2" =2 atd4
dt

Cij“:Ni4QL
“r r._j+1 3
3 (I )

Conformément a ce processus, nous élaborerons deux modules de calcul : le premier
BUL 1 qui gere I’évolution d’un groupe de bulles en utilisant 1’algorithme précédent et le
second BUL 2 qui gere 1’évolution de la concentration de radon et qui réalise le couplage
entre BUL 1 et le code SETMP.
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5.3 Domaine de simulation

Considérons un domaine tridimensionnel, I’unité étant le metre 30 x 100 x 100. Pour
étudier un ensemble de bulles afin de déterminer la concentration de radon restant dans les
bulles et aussi le flux de radon sortant de 1’ensemble des bulles.

Le domaine d’étude est présenté dans la figure ci-dessous. Il est conforme au domaine
géométrie testé dans [5] :
z F

100m
bulles

-
'.".q-n
- (X 1] >

100m

Figure 4.3.1 : Source de radon sous forme de bulles

5.4 Simulations numériques
5.4.1 Effet du rayon et du nombre de bulles
On ¢étudie la variation du flux de radon sortant des bulles et la variation de concentration
de radon restant dans les bulles en fonction des variations du rayon et du nombre de bulles
dans chaque groupe.
On considére 5 scénarios qui se différencient par des courbes de distributions

différentes pour les rayons et les nombres de bulles. Ces scénarios sont décrit ci-dessous.

Pour chaque scénario, on étudie les variations en fonction du temps du flux de radon
sortant des bulles
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Rayon des bulles pour chaque groupe E.

Nombre des bulles dans chaque groupe E.
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Analyse des résultats :

* On constate que le flux du gaz du radon sortant des bulles décroit en fonction du temps
pour chaque scénario.

* Lorsque I’on diminue le rayon des bulles pour chaque groupe et pour le méme nombre de
bulles (scénarios 1, 2, et 3), on constate que le flux de radon sortant diminue de la méme

fagon quelque soit le scénario.

* Ensuite si I’on diminue le nombre de bulles dans chaque groupe en gardant le méme
rayon pour chaque groupe (scénario 1, 4, et 5), alors le flux de radon sortant diminue.

En conclusion, si les rayons des bulles ou le nombre de bulles augmente, le flux de radon

sortant devient plus important et 1’évolution de la concentration de radon est importante dans
le domaine.

Résultats

Pour chaque scénario, on ¢étudie les variations en fonction du temps de la concentration de
radon restant dans les bulles
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Analyse des résultats :

* On constate que la concentration de radon restant dans les bulles décroit en fonction du
temps pour chaque scénario.

* Lorsque I’on diminue le rayon des bulles pour chaque groupe et pour le méme nombre de
bulles (scénarios 1, 2, et 3), on constate que la concentration de radon restant dans les bulles
diminue de la méme facon quelque soit le scénario.

* Ensuite si on diminue le nombre des bulles dans chaque groupe en gardant le méme rayon
pour chaque groupe (scénario 1, 4, et 5), alors la concentration de radon restant dans les
bulles diminue.

En conclusion, si les rayons des bulles ou le nombre de bulles augmentent, la concentration

de radon restant dans les bulles devient plus importante et le transport de radon dans 1’eau est
important dans le domaine.
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5.4.2 Effet de la pression extérieure sur les bulles

On ¢étudie dans ce paragraphe 1’effet de la pression extérieure sur le déplacement des
bulles. Pour cela, on impose des conditions aux limites de type Dirichlet et/ou Neumann sur
les faces. Notons que 1I’on obtient également le champ de vitesses associé a cette pression.

Notations

Afin de bien préciser les notations pour les conditions aux limites qui sont posées sur les
facesS,, S, etS,, on présente a la figure 4.4.1 la position respective de ces faces :

Figure 4.4.1 : Notations pour les frontieres du domaine

Premier cas : on impose

Sur la face S, : une condition de Dirichlet sur la pression du fluide

P = 10° Pa
une condition de Neumann sur le flux de fluide est
F=1.0x10"m/s

Sur la face S, : une condition de Dirichlet sur la pression du fluide

P = 99 Pa
une condition de Neumann sur le flux de fluide est
F=0.999%x10" m/s

Sur la face S; : pas de condition aux limites
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La résolution du probléme associé a ces conditions aux limites conduit & déterminer la
solution en pression comme le montre la figure suivante :

Figure 4.4.2 : Pression dans le plan X=8

On obtient également le champ de vitesses
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Figure 4.4.3 : Champ de vitesse dans le plan X=8
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Comme nous montre la figure ci-dessus, en appliquant les conditions aux limites sur
les faces considérées, on obtient un champs de vitesses dans le domaine, avec une vitesse

minimale d’une valeur de 0.88x102 m/s et une vitesse maximale de la valeur
de0.12x10" m/s.

Deuxiéme cas : on impose

Sur la face S, : une condition de Dirichlet sur la pression du fluide
P = 10°Pa
une condition de Neumann sur le flux de fluide est
F=1.0x10"m/s

Sur la face S, : une condition de Dirichlet sur la pression du fluide

P = 99 Pa
une condition de Neumann sur le flux de fluide est

F=0999x10" m/s

Sur la face S; : pas de condition aux limites

La résolution du probléme associé a ces conditions aux limites conduit & déterminer la
solution en pression comme le montre la figure suivante :

Figure 4.4.4 : Pression dans le plan X=8

En comparant les résultats obtenus dans la premicre application ( Figure 4.4.3 ) par
rapport a la deuxiéme application ( Figure 4.4.4 ), on constate que les résultats de cette
derniere sont plus significatifs.
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En appliquant les conditions aux limites sur les faces considérées, on obtient un champ
de vitesses, avec une vitesse minimale de la valeur de 0.88x10"' m/s et une vitesse
maximale de la valeur de(0.12 m/s.

En comparant les valeurs de champ de vitesses obtenus dans la premiére application par
rapport & la deuxiéme application, on constate que les valeurs de cette derniére est plus
significatifs (a ’ordre de107").

Résultats

On présente les résultats des déplacements des bulles pour les deux cas ci-dessus

Il est intéressant de comparer, pour les deux cas ci-dessus, les déplacements des bulles dans le
domaine considéré.
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Temps

12 s

Premier cas

Deuxiéme cas

36s

72's

108 s

144 s
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Temps

Premier cas

Deuxiéme cas

180 s

216 s

252s

288 s

324 s
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Temps

360 s

Premier cas

Deuxiéme cas

396 s

432 s

468 s

504 s
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Temps

540 s

Premier cas

Deuxiéme cas

576 s

612s

648 s

Analyse des résultats :

On constante que les conditions aux limites donnent naissance a un écoulement

horizontal qui influence I’orientation du "panache" prise pour le second cas :

- dans le premier cas on a un fort déplacement vertical et un faible déplacement
horizontal di a une faible pression extérieure.

- dans le deuxiéme cas on a le méme déplacement vertical avec une influence plus
forte de la pression extérieure ce qui se traduit par une inclinaison du panache.
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5.4.3 Comparaison du transport de radon selon les deux modélisations
Ce paragraphe est consacré a 1’étude comparative du mode de dissolution du radon.
On va étudier deux cas,
Premier cas : le radon est immédiatement dissout dans I’eau [5]

On utilise les conditions aux limites sur les facesS,,S, et S, suivantes :

Sur la face S, : une condition de Dirichlet sur le flux de fluide est
F=2.0x107m/s

Sur la face S, : une condition de Dirichlet sur le flux de fluide est
F=2.0x10"m/s

Sur la face S; : une condition de Dirichlet sur la pression du fluide

P =5Pa
une condition de Neumann sur le flux de fluide est
F=1.0x10"m/s

Deuxiéme cas : le radon n’apparait que sous forme de bulles puis est progressivement
dissous (modélisation actuelle)

L’étude consiste a étudier un ensemble des bulles sans le terme source de radon,
avec un volume de bulles bien déterminé (valeur initiale égale a 5501 ,1265 litres)

On utilise les mémes conditions aux limites que dans le premier cas
Cet ensemble de bulles est partagé en plusieurs petits groupes (axe y). Le nombre de

bulles contenus dans chaque groupe est représenté sur le graphe :

Pour les simulations numériques, on a supposé¢ le méme terme source de radon
Q. =5Bq/m’ sur la face S, .
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Figure 4.4.5 : Nombres de bulles a 1'état initial
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Figure 4..4.6 : Rayons des bulles a I'état initial
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On étudie le transport de radon en présence d’une pression comme le montre le graphe
suivant :

18525

Figure 4.4.7 : Pression dans le plan X=8
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Résultats

On présente les résultats du transport de radon dissout pour les deux cas ci-dessus

Temps

0.0

Ancien modéle

6.157

6s

Nouveau modéle

54s

108 s

162 s




Temps

Ancien modéle
6.157

216s

0.0 0.0
& "'---._____________ i ___""---.__5___‘
{ ‘--_""---,_____ N | ——

Nouveau modéle

270s

324 s

378 s
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Temps Ancien modele Nouveau modéle
0.0 _ _ 6.157 | 0.0 _ _ 6.157
f_ — |‘__ 1‘-‘
| 2
432 s
486 s
540 s
594 s
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Temps Ancien modele Nouveau modéle

6.157

648 s

702 s

756 s

810 s
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Temps Ancien modele Nouveau modéle

6.157

864 s

900 s

Analyse
Les deux modéles concernent 1’évolution de la concentration de radon dans le
domaine saturé en fonction du temps. Il apparait clairement une baisse de la concentration du

radon dans le nouveau modele par rapport a I’ancien modéle.

Par contre la vitesse de transport du radon simulée dans le domaine avec le nouveau
modele est plus rapide qu’avec 1’ancien modéle.

En conclusion il serait judicieux d’utiliser cette modélisation de la phase gazeuse dans
le suivi du radon comme précurseur de sé¢ismes.
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Conclusions

Ce travail présente une modélisation du transport du radon a la fois sous forme
gazeuse et sous forme dissoute dans un domaine saturé.

Un algorithme itératif a été développé pour étudier le transport d’une bulle dans un
fluide. On a aussi étudié I’échange d’un gaz a travers la paroi d’une bulle et le comportement
d’un grand nombre de bulles.

On a simulé plusieurs scénarios pour suivre I’évolution de la concentration de radon
sous forme gazeuse dans un domaine saturé au cours du temps. On a analysé I’effet du
changement du rayon des bulles, ce qui modifie le changement du flux de radon de maniére
proportionnelle, puis on a étudié I’effet du nombre de bulles on obtient des résultats
similaires.

Une analyse comparative entre les résultats obtenus par I’ancien modele [5] et ceux

obtenus avec le nouveau modele, nous fait constater que ce dernier semble mieux adapté pour
des simulations numériques du comportement du radon dans le cadre d’activités sismiques.
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Conclusion générale

Ce mémoire relatif a la modélisation et a la simulation numérique de certains
phénoménes comporte deux parties distinctes.

La premiere partie est relative a 1’introduction de phénomeénes piézoélectriques dans
I’é¢tude de la structure osseuse menée dans 1’équipe de calcul scientifique du laboratoire de
mathématiques. On a mis au point et implémenté un algorithme de résolution permettant de
calculer les caractéristiques homogénéisées pour une structure fibreuse. Les simulations
numériques menées jusqu’a un niveau macroscopique ont montré que les résultats obtenus ne
sont pas conformes aux observations expérimentales. Cela signifie que la modélisation n'est
pas satisfaisante.

La deuxiéme partie traite le probléme du transport du radon sous forme gazeuse lors
d’une activité sismique avant d’étre dissous dans le liquide environnant. On a réalise une
modélisation du transport de radon dans une bulle, puis dans un ensemble de bulles, ce qui a
permis de construire un module (BUL 1) qui gére I’évolution d’un groupe de bulles. Ce
dernier a été couplé avec le code de simulation SETMP (Simulation de I’Ecoulement et du
transport en Milieux Poreux). Plusieurs simulations numériques ont été effectuées. Une
analyse comparative, a mis en évidence une différence significative avec le cas implémenté
antérieurement dans notre équipe.
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Résumé

La premiére partie de la thése est relative a I’étude théorique et la résolution numérique d’un probléme
piézoélectrique posé dans un milieu fortement hétérogéne périodique. Un probléme périodique a deux
composants dont seul I'un d'eux est piézoélectrique a été étudié, dans le cadre de la théorie mathématique de
I’homogénéisation, d'abord dans son formalisme puis sous I'aspect résolution numérique.

Le cas d’une structure fibreuse a été examiné. Ensuite un nouvel élément fini, de type piézoélectrique,
permettant la résolution des problemes auxiliaires précédemment écrits a été congus et implémenté. Enfin, la
résolution de ce probleme dans un cadre a deux échelles a été programmée. Dans le cadre des travaux de
modélisation réalisés sur I’os cortical humain au sein de I’équipe de calcul scientifique du laboratoire de
mathématique, ces développements ont été appliqués a cette structure osseuse.

Un second sujet concernant le transport de radon dans un aquifere simultanément sous forme gazeuse et
sous forme dissoute, a été abordé. La deuxiéme partie de la thése est donc relative a une modélisation et la
simulation numérique du transport du radon a la fois sous forme gazeuse et sous forme dissoute dans le seul
cadre d'un domaine saturé.

Lorsqu' une activité sismique a lieu dans la partie inférieure d'un aquifére de surface, elle y génére une
production de radon. Divers phénoménes physiques interviennent alors pour transporter cet élément chimique
vers la surface ou la mesure des concentrations s'avére étre pertinente pour le suivi de cette activité sismique.
Un précédent travail (réalisé par D. Calugaru) a supposé que le radon était immédiatement dissous et a consisté
a simuler le transport de cet élément.

Dans le processus reel, le radon est d'abord créé sous forme gazeuse et est associé a d'autres gaz. Le
probléme a donc été repris en introduisant la présence de gaz a la partie inférieure de I'aquifére.

Mots clés : piézoélectrique, milieu fortement hétérogene périodique, homogénéisation, os cortical humain,
activité sismique, transport de radon dans un aquifére, domaine saturé, Simulation (Radon sous forme gazeuse,
ou dissoute), milieu poreux.

Abstract

The first part of this PhD is devoted to the theoretical study and the numerical resolution of a
piezoelectric problem formulated in a strongly heterogeneous periodical environment. Within a homogenization
mathematical theory framework, the formalism and the numerical resolution of a periodic problem with two
components, of which only one is piezoelectric, have been investigated.

First, the case of a fibrous structure has been studied; then a new finite element, of piezoelectric type,
has been designed and studied, allowing the resolution of auxiliary problems previously written. Finally the
resolution of these problems has been programmed within a framework on two scales. These developments have
been applied to the work of modelization of the human cortical bone.

A second subject dealing with the modelization and the numerical simulation of transport of radon in an
aquifer simultaneously in gas from and dissolved from has been studied.

Then the second part of the thesis concerns the modelization of the transport of radon at the same time
in gas form and dissolved form in a saturated field. When a seismic activity reaches the lower part of a surface
aquifer, it generates a production of radon. Various physical phenomena occur to transport this chemical element
to the surface where measurement of the concentrations proves to be relevant for the follow-up of this seismic
activity. A previous work (carried out by D. Calugaru) proposed that radon was immediately dissolved and
consisted in simulating the transport of this element.

In the real process, radon is initially created in gas form and other gases have been associated.
Therefore, the same problem is solved, introducing the presence of gas to the lower part of the aquifer.

Keywords: Piezoelectric, strongly heterogeneous periodical environment, homogenization, human cortical bone,
seismic activity, transport of radon in an aquifer, saturated field, simulation (radon in gas from, or dissolved),
porous media.
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